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МАТЕМАТИКА

П. А. КОЗУЛЯЕВ
К ВОПРОСУ ОБ ЭКСТРАПОЛЯЦИИ СТАЦИОНАРНЫХ 

СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 23X11 1916)

Пусть каждому моменту времени t (— оо <; t < + оо) соответствует 
случайная величина x(t), математическое ожидание которой

Af{x(f)}=0, (1)
а вторые моменты

B^ = M{x{t±K)x(t)} (2)

зависят только от разности времен т. Тогда случайная функция х (t) 
определяет одномерный, „стационарный в широком смысле" І1), случай­
ный процесс. Как известно, вторые моменты такого процесса удовле­
творяют равенству

Bf^bRW, (3>

где —корреляционная функция, а
b=M(x2(t)} = const. (4)

Проблема линейной экстраполяции стационарных случайных про­
цессов была поставлена перед автором А. Н. Колмогоровым. Некото­
рые вопросы этой проблемы, относящиеся к дискретным стационарным 
процессам, были изложены в его работах (2 4) и в заметке автора (5).

В данном случае вопрос состоит в том, что для непрерывного 
стационарного процесса x(t) с заданными b п R (к) рассматриваются 
всевозможные суммы вида:

2 ahX^ — rlk\ 0<ъ<Т, (5>
л=і

составляются средние квадратические отклонения

p.2(X,s) = M{x(^ + X)—s (О}2 (6)

и ставятся следующие задачи:
1, При заданных Х>0 и 7>0 найти нижнюю грань minц2 (X, Т) 

средних квадратических отклонений р.2(Х, Т) для всех допустимых 
сумм s (£).

2. Так как, вообще говоря, эта нижняя грань не достигается 
при конечном числе слагаемых сумм (5), то найти нижнюю грань 
min р.2 (X, Т, п) для этих сумм с заданным числом п ах членов.
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3. Если нижняя грань min ц2(Х, Т, п) достигается при каких-либо 
-определенных значениях rik и ak, то найти их.

Во всех этих задачах, наряду с рассмотрением случая конечного 
Т, представляет интерес рассмотрение случая 7' = +оо, в котором 
условие 0 < rlk < Т сводится к условию > 0.

Вообще говоря, р2(Х, Т, п) для конечных сумм бывают больше, 
чем р2(Х, Г). Однако существуют исключительные случаи, при рас­
смотрении которых увеличение числа членов в сумме s(O не улуч­
шает точности „прогноза" величины x(Z-f-X). Например, имеет место 
следующая, вероятно многим известная,

Теорема 1. Если корреляционная функция

— у 0<^<1, т>0, (7)

то минимальное значение

ц2 (X, s) = р2 (X, оо)= 1—q21 (8)

■достигается для суммы, 
s J^q^x^t). (9)

Естественным дальнейшим шагом будет рассмотрение случаев, в 
которых наилучшие результаты достигаются двучленными суммами 
s(^). Задачей настоящей заметки и является сообщение одного ре­
зультата в этом направлении. Мы будем рассматривать суммы вида

s*(t)=a1x(t) + anx(t — Т). (10)

Для таких сумм, в единственно, интересном случае

ІЖЛКЬ (13)

среднее квадратическое отклонение р2(Х,$*) принимает минимальное 
значение при

R (k) — R (Г) R (Г + К)
1 1 — R- (Г)

А ГГ + X) — А (Т) R (X)
i — R^T)

Соответствующее этим коэффициентам а, и 
ние среднего квадратического отклонения р.2(Х, s*) определяется ра­
венством

mi 2(Х Т *) 1-Р2(П-/?ЧГ + Х)_А--(О + 2А(О?С)/?(Г^^ , „
1 ’ ’ 1 — А2 (/) ’ 1

Теорема 2. Если в пределах выполняется условие

+ anR{T - ^) - Я (X 4- ^1 = 0, (14)
то

min р2 (X, 7') = min р2 (X, Т, *) (15)
и

min р2 (X, s) > min р2 (X, 7\ *) (16)

для любой суммы s вида (5), у которой

2 акх (t — rlk) ф 0, 0<^<Л (17)
‘ 1 <# <п

(12)

а„ наименьшее значе-
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Условие (14), в частности, выполняется при любом Г>0, когда 
корреляционная функция случайного процесса задается равенством (7). 
Отсюда весьма просто выводится сформулированная выше теорема 1. 
Легко далее видеть, что условие (14) теоремы 2 выполняется, если 
корреляционная функция А?(т) линейна на сегменте [О, Т + X]. Этот 
частный случай теоремы 2 совпадает с результатом автора (5), отно­
сящимся к экстраполяции стационарных случайных последовательностей.

Формулы (12) и (13) получаются обычными методами теории мно­
жественной корреляции. Чтобы доказать теорему 2, надо сравнить 
средние квадратические отклонения (6) для сумм (5) и (10). Для этого 
достаточно записать очевидные равенства:

l?(X,s)=Af {х (t + Х) — s(f)}2=Mb(£ + Х)— |0^(0 +

+ akx(t — +anx(t— Т) 
1 <k<n

+ м( akX(t — rik)y +2 2 ъ) — ^(ХД-^)},
\i<k<n / \<k<n

(18) 
и теорема будет полностью доказана.

Полученные результаты показывают, что для наилучшего „прог­
ноза" будущего состояния хД-фХ) случайного процесса хД), кор­
реляционная функция которого на сегменте [t — Т, t] удовлетворяет 
условию (14), необходимо и достаточно брать только два его прошед­
ших состояния хД) и x(t—Т) с коэффициентами (12), а все проме­
жуточные состояния следует отбросить, потому что они точности 
„прогноза" не улучшают.
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