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RESUMEN

La complejidad de resolucidon de los problemas elastostaticos, enunciados en forma general
por la Ecuacién de Navier, normalmente requiere el uso de técnicas numéricas tales como
Elementos Finitos. El principal objetivo de las formulaciones alternativas en términos de
funciones potenciales ha sido la obtencién de soluciones analiticas. Sélo algunos casos, en los
que son aplicables funciones sencillas tales como Airy y Prandtl, se han resuelto

numéricamente en términos de potenciales.

En esta tesis se presenta la aplicacidn del método de simulaciéon por redes a la soluciéon
numérica de problemas de elasticidad 2D planteados con la formulacién de Navier o con
funciones potenciales; centrandose en los potenciales de Papkovich-Neuber y formulaciones
derivadas, por eliminacidon de alguna de las funciones potenciales, para los que no se han

encontrado soluciones numéricas hasta la fecha.

Tras presentar los fundamentos tedricos de esta memoria (Capitulo 2) y discutir las
condiciones de completitud y unicidad de la representacién de Papkovich-Neuber, se
profundiza en las condiciones adicionales para la unicidad numérica (Capitulo 3), cuestién atn
sin resolver en toda su extensién. En este sentido, se proponen nuevas condiciones de
unicidad numérica para algunas de las formulaciones en potenciales aplicables a casos
bidimensionales. En particular, para los potenciales de Boussinesq, se aportan condiciones mas

sencillas y alternativas a las propuestas hasta la fecha, Unicas segun Tran-Cong.

El disefio de modelos en red y la implementacidn de las condiciones fisicas de contorno, tanto
para la formulacién de Navier como para la formulacién en potenciales, se explica en el
capitulo 4. Se ha elaborado un programa en Matlab con interfaz grafica, EPSNET_10, para la
generacion de modelos en red, simulacion en PSpice y representacién grafica de resultados. Su

funcionamiento y las opciones de usuario que contiene se explican en el capitulo 5.

En los capitulos 6 y 7 se presentan las aplicaciones a problemas enunciados bajo los dos tipos
de formulaciones, Navier y en potenciales, respectivamente. Para verificar la fiabilidad de los
modelos propuestos se comparan sus resultados con las soluciones analiticas, cuando existen,

o con las de otros métodos numeéricos de uso comun en elasticidad.



ABSTRACT

The complexity of solving elastostatic problems, defined by the Navier equation, usually
requires numerical tools such as Finite Element. The main aim of the alternative formulations
in terms of potential functions has been to get analytical solutions. Only certain cases, where
straightforward functions as Airy and Prandtl can be applied, have been solved numerically in

terms of potential.

The network simulation method is applied in this PhD Thesis on the numerical solution of 2D
elastostatic problems based either in Navier formulation or in potential formulation, focusing
on the Papkovich-Neuber potentials and derived solutions, by deleting some of the potential

functions, for which no numerical solutions have been investigated up to day.

After exposing the theoretical bases of this memory (Chapter 2) and discussing the
completeness and uniqueness conditions of the Papkovich-Neuber solution, the additional
conditions required for the numerical solution are studied (Chapter 3). This question is still a
matter of active interest in the research literature. In this sense, new additional conditions are
proposed for some potential solutions applicable to 2D problems. In the case of the
Boussinesq solution, the conditions proposed up to day, unique according to Tran-Cong, can

be specified in alternative forms, even more simple.

The design of the network models as well as the implementation of the physical boundary
conditions, for both Navier and potential formulations, is explained in Chapter 4. Software has
been developed in Matlab programming language, with graphical interface, EPSNET_10. This
contains the routines for the network design, simulation in PSpice and data treatment for the
graphical result representation. Its performance and multiple user options are explained in
Chapter 5.

Applications to problems defined by Navier and potential formulations are presented in
Chapters 5 and 6, respectively. The reliability of the proposed models are verified by
comparison between its results and analytical solutions, if they exist, or otherwise with

standard numerical methods solutions, currently used in elasticity.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION Y OBJETIVOS

1.1. INTRODUCCION

La propuesta para realizar este trabajo ha cumplido casi una década. La idea de aplicar el
método de redes a la solucién de problemas elasticos me la propuso Paco Alhama en 2003. Por
circunstancias que no tienen relacidn con el tema tratado no me encontraba suficientemente
animado. La invitacidn se repitid cada afio hasta que en junio de 2008 acepté. La experiencia

desde entonces, debo decir, ha sido muy positiva en todos los sentidos.

El método de redes ya habia sido aplicado con éxito en varios campos de la ingenieria, tales
como transferencia de calor, reacciones electroquimicas, transporte a través de membranas,
problemas inversos, transporte idnico, problemas acoplados de flujo y transporte, y otros;
todos ellos describen procesos de transporte no lineales. La idea era extender el método a otra

aplicacion, a saber, la mecanica de sélidos deformables.

Sin objetivos en principio bien definidos, lo primero era documentarse. Empezamos disefiando
un modelo para problemas elastostaticos formulados con la funcién de Airy. Los primeros
resultados nos animaron a crear modelos bidimensionales basados en la formulacién de
Navier, tanto en elasticidad plana como axisimétrica. Pronto emergié lo que seria un objetivo
necesario, automatizar el proceso de disefio del modelo, permitiendo seleccionar
directamente ciertos parametros de interés fundamental referidos a la geometria, el mallado y

las condiciones de contorno.

Con los resultados de los primeros modelos, surgid el propdsito de ampliar el estudio a otras
formulaciones diferenciales del problema elastostatico. Los potenciales de desplazamiento

ofrecian grandes expectativas puesto que aunaban las ventajas de los dos modelos anteriores:



Capitulo 1. Introduccion y objetivos

simplicidad de la ecuacion diferencial, en el caso de Airy, y adecuacién a condiciones de
contorno mas generales, en el caso de Navier. Decidimos incluir los potenciales de Papkovich-
Neuber en el programa como una formulacién mas. Esta decisién supuso un nuevo reto ya
que, a diferencia de la funcién de Airy, la bibliografia mostraba sélo aplicaciones numéricas de

los potenciales de Papkovich-Neuber como parte de un catalogo de soluciones semianaliticas.

La revision del estado del arte nos permitid desarrollar el primer modelo basado en la nueva
formulacidn. Se trataba de los potenciales de Boussinesq, caso particular de los potenciales de
Papkovich-Neuber, aplicables a problemas axisimétricos. Comprobamos que los resultados
eran satisfactorios. Frente a los modelos anteriores y para una misma discretizacién, el tiempo
de computacion disminuia en relacidon con las formulaciones anteriores, fruto del uso de
ecuaciones de gobierno desacopladas. Sin embargo, la complejidad de las condiciones de

contorno en la nueva formulacién era mayor.

En el camino seguido hasta la creacidon de los modelos hubo que desarrollar condiciones
matemadticas alternativas a las recogidas en la bibliografia, necesarias para las soluciones
numeéricas. Por otro lado, la bibliografia no abordaba estas condiciones matematicas para la
mayoria de las formulaciones potenciales de Papkovich-Neuber. Si queriamos completar
nuestros modelos en potenciales a todos los casos bidimensionales, era necesario ampliar las
investigaciones. Se abordé el estudio de estas condiciones para las distintas combinaciones de

potenciales en el caso plano y se amplio el estudio para los casos axisimétricos.

El conjunto de modelos recogidos en la memoria e integrados en el programa EPSNET_10
[2011], desarrollado en este trabajo y cuyos derechos de explotaciéon se han cedido a la
Universidad Politécnica de Cartagena (UPCT), abarcan las principales formulaciones
diferenciales de problemas elastostaticos en 2D. Los resultados establecen una base firme para

la aplicacidn del método de redes a problemas mds avanzados de la mecanica de sélidos.

El trabajo ha sido, ademas de profundo y exhaustivo, agotador; si bien, las sucesivas metas
parciales, bien definidas, nos han permitido cubrir uno a uno los objetivos propuestos y los
planteados tras la consecucién de algunas de estas metas. Cada meta alcanzada se convertia
en una comunicacién a un congreso especializado o en un articulo de revista especializada. Al
final, hemos elaborado un total de siete comunicaciones a congresos internacionales
relacionados con la elasticidad y computacidn numérica en mecdnica de sélidos, ya celebrados,
y cinco articulos en revistas especializadas, uno publicado, y cuatro en fase de revisién. Todos

los modelos propuestos se han verificado aplicandolos a casos para los que existe solucion
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tedrica. En otras aplicaciones, los modelos se han verificado con soluciones numéricas de

métodos estandar de amplio uso.

La presente memoria esta organizada en 8 capitulos. En el primero, tras esta introduccién, se
enumeran los objetivos propuestos. En el capitulo 2 se presentan los fundamentos tedricos de
la elastostatica y del método de simulacion por redes, base para el disefio de modelos. En el
capitulo 3 se presentan y discuten los conceptos de unicidad y completitud; determinandose
las condiciones especiales, que deben anadirse a las de contorno. Los modelos disefiados para
las diferentes formulaciones se explican en el capitulo 4. El capitulo 5 trata el programa
EPSNET_10, elaborado expresamente mediante Matlab para esta memoria. Los siguientes
capitulos muestran aplicaciones del método a la resolucién de problemas concretos usando la
formulacion de Navier, Capitulo 6, y las formulaciones potenciales, Capitulo 7. Las

contribuciones y conclusiones se describen al final de la memoria.

1.2. OBJETIVOS

Se han considerado los siguientes objetivos generales:

i) Definir el estado del arte, en particular el referido a las formulaciones potenciales
relacionadas con la representacion de Papkovich-Neuber, tratadas escasamente en
la literatura cientifica, y

ii) Elegir las formulaciones diferenciales mas adecuadas para la aplicacion del método
de redes: Airy por simplicidad, Navier por versatilidad para la aplicacion de
condiciones de contorno de caracter mas general y Papkovich-Neuber que permite

resolver problemas mas generales bajo la formulacién potencial.
Los objetivos de caracter mas especifico pueden desglosarse en los siguientes apartados:

i) Profundizar en los conceptos de completitud y unicidad asociados a la formulacién
potencial del problema elastostatico en su relaciéon con la solucién numérica, en
particular, para la representacién de Papkovich-Neuber y sus soluciones derivadas.
Establecer las condiciones afadidas para la convergencia numérica y fijar los
criterios para la aplicacidn de estas condiciones particularmente para la simulaciéon
mediante el método de redes,

ii) Disefiar modelos en red para el andlisis de problemas elastostaticos
bidimensionales basados tanto en la formulacién de Navier como en

formulaciones potenciales: Airy, Papkovich-Neuber y sus soluciones derivadas para
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casos planos y axisimétrico. Para la formulacidon de Navier se incluye la influencia
de la temperatura,

iiii) Elaborar un programa para la generacidn y simulacion de modelos en todas las
formulaciones. Mediante una interfaz grafica, el programa debe elaborar el
modelo, arrancar el nucleo de célculo numérico y postprocesar los resultados de la
simulacion de forma eficiente,

iv) Verificar los modelos mediante resultados tedricos u otros provenientes de

métodos estandar.

1.3. PERSPECTIVAS

Son, si cabe decirlo, numerosas. La inclusién en EPSNET_10 de cargas de tipo térmico, con
caracter general, es un trabajo esencial. También lo es la elaboracidn de un manual de uso y
aplicaciones del programa, incluyendo un texto con casos resueltos para adiestramiento en su

uso.

Como posibles lineas de trabajo podemos mencionar: i) el uso de medios heterogéneos o
dominios con existencia de huecos, tema abordado por el método de redes en otros campos
de estudio; ii) la incorporacién de medios con comportamiento eldsticos no-lineal; iii) la
extension a problemas 3D, que solo requiere modificar adecuadamente el programa
EPSNET _10; iv) el planteamiento de problemas inversos en sus diferentes vertientes, también
desarrollado por el método de redes en otros campos; v) estudios de refinamiento de malla

para la aplicacién a dominios irregulares ...



CAPITULO 2
FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1. EL PROBLEMA ELASTICO

Como es habitual en las memorias de tesis, los fundamentos tedricos de esta investigacién se
recogen en un capitulo inicial, permitiendo asi hacer referencia al mismo en cualquier parte
del texto. En este capitulo presentamos el conjunto de ecuaciones que definen el modelo
matematico del problema elastico, tanto en su formulacién cldsica como en la que deriva del
uso de las diferentes funciones potenciales. La solucién numérica de estas formulaciones
mediante el método de simulacion por redes es uno de los objetivos principales de esta

memoria.

En general, el problema elastico se define como la determinacién de los campos de
desplazamiento y tensién que resultan en un sélido sometido a determinadas condiciones de
contorno formuladas en términos de fuerzas o desplazamientos. Cuando se trata de un
problema estatico y se asumen propiedades de isotropia, homogeneidad y comportamiento
eldstico lineal en el sélido, hablamos de ‘problema elastostatico lineal’; cuyas ecuaciones de
gobierno ya fueron establecidas por Cauchy, Navier y Poisson (entre otros, en el siglo XIX),

Love [1944].

Para establecer los diferentes modelos matematicos del problema comenzamos revisando las
ecuaciones basicas de la teoria de la elasticidad lineal, asi como algunas de las mas
importantes soluciones generales derivadas del método de los potenciales. Estas
formulaciones, en coordenadas cartesianas y cilindricas para el caso bidimensional,
constituyen el punto de partida para el disefio de los modelos en red mediante el método de

simulacidn por redes.
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2.1.1. ECUACIONES BASICAS DE LA TEORIA DE LA ELASTICIDAD

El planteamiento general del problema eldstico conduce a un conjunto de 15 ecuaciones, 9 en
derivadas parciales y 6 algebraicas, que relacionan entre si un total de 15 funciones incégnita:
3 componentes de desplazamiento, 6 componentes de tensién y 6 componentes de
deformacién. En esta enumeracién de ecuaciones e incégnitas, el campo térmico es conocido.
De acuerdo con Boley y Weiner [1960], este planteamiento es suficientemente aproximado

para la mayoria de materiales bajo condiciones de carga estdtica o cuasi-estatica.

En cuanto a simbologia, haremos uso de la notacién habitual en los textos de elasticidad.
Empleamos preferentemente la notacidn indicial, para presentar las ecuaciones de manera
compacta, y las expresiones en componentes fisicas en coordenadas cartesianas y cilindricas,
para el desarrollo de los modelos. Desde el punto de vista de las variables usadas, las
ecuaciones basicas de la elasticidad se organizan en tres grupos: i) ecuaciones referidas a
tensiones, ii) ecuaciones referidas a desplazamientos y deformaciones vy, finalmente, iii)
ecuaciones referidas al comportamiento del material, donde conjuntamente aparecen

tensiones y deformaciones ligadas por las constantes del material.

2.1.1.1. Ecuaciones en tensiones

Existen dos tipos de relaciones basicas en elasticidad en las que solo aparecen términos de
tensiones: ecuaciones diferenciales para el equilibrio en el interior del dominio y ecuaciones
algebraicas para el equilibrio en el contorno del mismo. Ambos casos derivan de simples
condiciones de equilibrio. A partir del equilibrio de momentos sobre el elemento diferencial,
Figura 2.1-1, las 9 componentes del tensor de tensiones o se reducen a 6 mediante las

ecuaciones

012 = 021, 013 = 031, 023 =033 (2.1-1)

e

If}'.-_.l
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T3 L 11

» X

X3 A~

Figura 2.1-1 Tensiones en un elemento diferencial
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A su vez, de las restantes condiciones de equilibrio de fuerzas en las direcciones x;, x2 y X3,
resultan 3 ecuaciones diferenciales denominadas ecuaciones de equilibrio interno. Estas

relacionan entre si las componentes del tensor de tensiones:
0ij+ fi=0 sobre 0 (2.1-2)

donde 2 es el dominio y f; las fuerzas de volumen; la coma en el subindice indica derivada
parcial respecto de la coordenada espacial subsiguiente, x;. Esta ecuacion puede expresarse
mediante notacién vectorial/matricial en la forma mdas general V- + f = 0, vélida para
cualquier sistema de coordenadas, donde & es el tensor de tensiones, f el vector de fuerzas de

volumeny "V-" el operador divergencia.

Ademas, se debe cumplir otra relaciéon de equilibrio entre las componentes del tensor de
tensiones 0ij y el vector tensién t;* para cualquier punto del cuerpo correspondiente a un
plano oblicuo definido por la normal n; con sentido hacia el exterior, Figura 2.1-2. Esta

condicidn se expresa por la denominada féormula de Cauchy:

O'ijnj = tin (21-3)

X2

X3 &

Figura 2.1-2 Vector tensién t]* sobre un plano oblicuo definido por la normal n;

La condicién (2.1-3), vdlida para todos los puntos del sélido, es necesaria para la aplicacion de
las condiciones de contorno de fuerzas superficiales, por lo que también se la denomina

ecuacion de equilibrio en el contorno.

Si expresamos las componentes fisicas del tensor de tensiones oy, el vector de fuerzas de

volumen f;, la normal al plano n; y la tension total t{* mediante las notaciones

n
Oxx Oxy Oxz fx Ny ty
. n
Oij =|%x Oyy Oyz|, fi=<fyr, ni={Ny; =1ty (2.1-4)
Ozx Ozy Ozz fz n, t;l
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la ecuacién de equilibrio interno (2.1-2) en coordenadas cartesianas se puede separar en las

ecuaciones diferenciales

00y 00‘xy

00y, _ \
ax dy + az tf=0
00yy  00yy | 00y, _
e + Ay + P +fy =0 (2.1-5)
00z , 0

92y | 002z —
ox dy + dz +fZ_OJ

Por otro lado, de la ecuacidon de equilibrio en el contorno (2.1-3) resultan las ecuaciones
algebraicas
— N
Oy Ny + OxyNy + o n, =ty
— +n
OyxNy + OyyNy + 0y,n, =ty (2.1-6)

— N
Oz Ny + OzyNy +o,n, =t;

Usando la notacion

n
Orr Org Orz fr ny tr

Oij =|%r 0Oeo Ooz|, fi=<for, mi={No(, t'=13ty (2.1-7)
Ozr 0zp Ozz fz Ny t;l

la ecuacion de equilibrio interno en coordenadas cilindricas puede escribirse en la forma

00rs | 100vg L B0y | 1o _ _

or +r a0 + 0z +T(0rr 0'99)+fr—01

6agr 160’99 6092 E _ _
_67' +T_69 +—az +T0'gr+fg—0 } (2.1 8)

00, 10059 , 004, 1 _
or r69+6z +r0_zr+fz—0 J

mientras que la de equilibrio en el contorno se expresa como

— 4N

OrrMy + OrgNg + OpzNz = tr

OgNy + Ogghg+ g, =ty (2.1-9)
)

OzrNy + Oz6Mg + OzzMz = tz

2.1.1.2. Ecuaciones en desplazamientos y deformaciones

Denominaremos u; al vector u, cuyas componentes indican el desplazamiento en cada punto
del cuerpo segun las direcciones coordenadas, y ¢g; al tensor de pequefias deformaciones ¢,
que representa el estado de deformaciones en cada punto del cuerpo, es decir, la variacion

relativa de las distancias en el entorno de un punto.
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Para la teoria de pequenas deformaciones ambas variables estan relacionadas por seis

expresiones diferenciales denominadas ecuaciones de deformacidn-desplazamiento
&ij =1(u- +u) (2.1-10)
ij 2 \",j j,i .

. . ., 1 .
La forma vectorial/matricial de esta expresion es € = E(Vu + (Vu)T), donde Vu es la matriz

del gradiente del campo de desplazamientos.

Para garantizar que las deformaciones correspondan a un campo de desplazamientos uni-
valuado se deben cumplir las denominadas ecuaciones de compatibilidad, deducidas por Saint

Venant en 1860:
Eijrl T Ekiij — Eikji—EjLik = 0 (2.1-11)

Las ecuaciones (2.1-11) se autosatisfacen cuando las deformaciones cumplen la ecuacion (2.1-
10), por lo que a veces no se incluyen en la enumeracién de las ecuaciones bdsicas de
elasticidad. Sin embargo son fundamentales, como veremos, en el caso de la formulacién del

problema elastico en tensiones.

De la ecuacién deformacion-desplazamiento (2.1-10) resultan las ecuaciones diferenciales en

coordenadas cartesianas

= Jtx, = o, _ 0ug

Exx ox’ Eyy = oy’ €2z oz’
1 (0uy 5uy) ) 1 (6ux 6uz) . 1 (5uy 6uz)
Sxy_z(ay-'_ax o Exz T3 6z+6x v &z T35 6z+6y

Sin embargo, la ecuacidn (2.1-11) da lugar a 81 ecuaciones diferentes de las que solo seis son

(2.1-12)

significativas. El resto son simples identidades o repeticiones, Sadd [2009]. Haciendo k=I, estas

ecuaciones significativas se expresan en coordenadas cartesianas en la forma

0%eyy | 0%eyy 0%y, A

dy?2 axz dxdy

0%exy 0%ez, _ 0%y

022 ox2  “oxoz

0%eyy | 0%, _ 0%y,

oz~ oy* - “0yo > (2.1-13)

82e,y _ i (_ 0y, n 0y n 6sxy)
0yoz ox 0x ay 0z
Oeyy _ 9 (_ Oexz | Oxy agﬂ)
axdz 0y oy 0z dx
& — i (_ asﬂ + % + @)
oxdy 0z 0z 0x ay
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Aunque este conjunto de ecuaciones puede reducirse a solo tres relaciones diferenciales de

cuarto orden independientes; no son habitualmente utilizadas, Sadd [2009].

En un sistema de coordenadas cilindricas, las ecuaciones deformacién-desplazamiento son

_ Ouy 1 Ooug) | __Ouy,
Er = 50 899—;(”r+—ae)' €22 = %,

_1(10u, , dug ug)_ _1(6ur auz)_ _1(6u9 16uz)
Ere_z(r69+ar L) g2 =5\ %, T o) ez =3\, T e

(2.1-14)

No detallamos las expresiones resultantes de las ecuaciones de compatibilidad en cilindricas ya

que no se usan en esta memoria.

2.1.1.3. Ecuaciones de comportamiento

Para completar la formulacidon del problema elastico faltan las denominadas ecuaciones de
comportamiento o ecuaciones constitutivas, que relacionan tensiones y deformaciones por
medio de las propiedades del material. Para un medio elastico, homogéneo e isdtropo, estas

ecuaciones, denominadas de Lamé, pueden escribirse en forma indicial mediante la expresidn
Jij = lekk&-j + ZHSU (2.1-15)

donde Ay  son los llamados parametros de Lamé y §;; es el operador delta de Kronecker. De
acuerdo con la convencién de la suma en notacién indicial, g, = €11 + €52 + €33. Por otro
lado, las ecuaciones de comportamiento que relacionan deformaciones y tensiones,

denominadas ley de Hooke, pueden expresarse en la forma

1+v v
gij =Tdij_EGkk6ij (2.1-16)

donde E es el médulo elastico o de Young y v el coeficiente de Poisson. De nuevo la notacion
indicial indica que oy, = 011 + 02, + 033. Los coeficientes de material que aparecen en
ambas ecuaciones estan ligados mediante las expresiones

_ Ev — E
T a+v)(a-2v)’ H 2(1+v)

(2.1-17)

La constante u también es denomina mddulo de elasticidad transversal.

Para un medio afectado por un campo de temperaturas T, las expresiones anteriores se

generalizan a

Gij = Aekk&j + ZHSU - 0!(31 + 2.[1)(T - TO)(YU (21-18)

10
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1+v v

&ij = ——0ij — 7 ki bij + a(T —To) 6 (2.1-19)

donde Ty es la temperatura de referencia y « el coeficiente de dilatacion térmica lineal. Estas
expresiones de la ley de Hooke se conocen como relaciones constitutivas de Duhamel-

Neumann. En coordenadas cartesianas, se obtienen las seis ecuaciones siguientes

Orx = AM&xx + €yy + €25) + 2UEy — a(BA+ 2)(T — Typ)
yy = A(sxx + &y + SZZ) + 2ugy, —aBA+ 2u)(T —Tp)
2z = A(sxx + &y + SZZ) + 2ue,, — a(BA+ 2u)(T — TO)J
Oxy = 2UExy; Oz = 2UExz; Oyz = 21UEy,

Q

(2.1-20a)

Q

Exx = % [O-xx - V(ayy + Jzz)] +a(T - To) \
Eyy = %[O-yy —v(0xx t Gzz)] + a(T —Ty)

€2z = %[O_zz - V(Uxx + ayy)] + a(T —Top)
1+v 1+v 1+v
= ; = yz)

(2.1-20b)

Exy E Oxy; &Exz = E Oxzi Eyz = E
Para coordenadas cilindricas

Orr = A& + €09 + €22) + 20 —a 34+ 2p)(T —Tp)
0gg = A(&rr + €99 + €22) + 2p€99 — a(3A + 2p)(T — Tp)
Ozz = A(Err + g9 t gzz) +2pue,, — a3+ 2.“) (T - TO)
Org = 2UErg; Orz = 2li€rz;  Ogy = 2li€q,

(2.1-21a)

[O-TT - V(UBB + Gzz)] +a(T - TO) \
[099 — V(O +0,)] + (T —Tp)

Err =
€go =

€2z = z [Uzz —v(0, + 0-99)] +a(T —Ty)

RPoye R

(2.1-21b)

1+v 1+v 1+v
92)

&rg = E 0rg; &z = E Orz; €9z = E

Con estas expresiones se completa el modelo matematico del problema elastico que, como
hemos mencionado, esta formado por un conjunto de 15 ecuaciones: 3 de equilibrio, 6 de
desplazamiento-deformacién y 6 de comportamiento; con 15 incégnitas: 6 componentes de
tension, 6 de deformacion y 3 de desplazamiento. Se subraya la complejidad del mismo tanto

por el nimero y tamanfo de las ecuaciones como por el caracter de las mismas.

2.1.2. FORMULACIONES DEL PROBLEMA ELASTICO
2.1.2.1. Formulacion en desplazamientos. Ecuaciéon de Navier

La formulacién clasica de la elasticidad expresada en desplazamientos reduce el problema

eldstico a solo tres ecuaciones diferenciales de segundo orden en términos de las tres

11
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componentes del campo de desplazamientos. Para ello hay que sustituir la ecuacion
deformacién-desplazamiento (2.1-10) en la ley de Hooke (2.1-18), lo que permite expresar las

tensiones en funcién de los desplazamientos en la forma
0;; = Ay 6 + u(ui_j + uj’i) —a(BA+ 2u)(T — Ty)d;; (2.1-22)
Sustituyendo esta ecuacién en la de equilibrio (2.1-2), resulta
pui i + (A + Dugi—aBA+2WT; + f; =0 (2.1-23)

Esta ecuacién, denominada de Navier o de Lamé, expresa la ecuacién de equilibrio en términos

de desplazamientos. Su forma vectorial es
Vu+ A+ wVv(V-u) —aBA+2)VT+f=0 (2.1-24)

Por las aplicaciones tratadas en esta memoria, resulta conveniente detallar la ecuacién de

Navier en los sistemas de coordenadas cartesianas

ouy

uvzux+(/1+u)i(—+—y+

u,

) a(3/'l+2u) = 0]

Ouy auy _ aT _ }
Uy + A+ 1) = (ax +E+¥) a(3/1+2u)ay+fy—0 (2.1-25)
ou, , Ouy . Ou, oT _
uv uz+(A+ ) (ax+ﬁ+¥)—0{(3/1+2/1)£+f2—
. o 02 9% | 97
con el operador Laplaciano V =07 + 57 + 2

y coordenadas cilindricas

u(Viu, =2 - 220 4 G+ ) = (G2 ru) +2 22+ 22) - a(BA+20) 5+ f,=0)
duy P) ou, %

,Ll(vzug X+ 61;)+(/1+ );E(——(rur)+iﬁ+i)—a(3)l+2 )1 T+ fo=0p (2.1-26)

uvViu, + A+ (G=ru) +2224+22) — aBA+20) 0+ f,=0)

210 , 082 1 92 9?
conVE——+—+—-—+—
ror + ar2  r29602 @ 0z2

Las expresiones siguientes muestran la relacion entre el Laplaciano aplicado sobre el vector
desplazamiento, presente en la ecuacion (2.1-24), y el Laplaciano aplicado sobre sus

componentes, mostrado en las ecuaciones (2.1-25) y (2.1-26)

12
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2 2
0°u, . 0°uy

(V2w = T g Tty O x 2 )
U= 0x2 dy? 972 ¥ W
9%u 9%u %u
2 _Uy y Y — p2
(Veu), = oz T 372 t—2 =V
0%u 2%u 2%u
(V2u),=—2+—2%+—~ =V,
0x2 dy? 022 r(2.1-27)
(Vzu) _1our n %uy | 10%u, | 9%uy ur 2 dug _ V2 _ur 2 Juy
™ r or arz  r? 962 9z2  r2  r2 96 T rz r2 99
29), -10u0 | %ug  10%up  O%ug U 20U _ o _Ue 20
v ")e'r or T YEge Yo T ag =V W Tt
2 _10u; |, 0%u; | 10%u, | %u, _
V)=t o g T 52 =V e /

Para completar el planteamiento diferencial en desplazamientos, ademas de la ecuacion de

Navier (2.1-24) que ha de cumplirse en todo punto interior del dominio £2, es preciso definir las

condiciones de contorno. Estas pueden ser de dos tipos: i) condiciones en desplazamientos,
b .. .. b . .

u;, y ii) condiciones en fuerzas, t;’, Figura 2.1-3. Ambas pueden resumirse en expresiones de la

forma

(2.1-28)

w; =u? sobre S, }

aijnj=tib sobre S;

Figura 2.1-3 Cuerpo o dominio 2 sometido a condiciones de contorno en desplazamientos u? y fuerzas
superficiales tb, definidas sobre los contornos S, y S;, respectivamente

Por tanto, la correcta formulacion matematica del problema exige especificar en cada punto
del contorno, y para cada una de las direcciones, bien la componente del vector

desplazamiento, uf’, bien la componente de la fuerza, tf’.

La condicidn de contorno en desplazamientos se aplica de forma directa y facil puesto que
supone imponer valores conocidos uf’ de la funcién incégnita u; sobre una parte del contorno
S,. Sin embargo, la aplicacién de condiciones de contorno en fuerzas requiere mayor

elaboracion. Dado que en el contorno las fuerzas de superficie equivalen al vector tension,

13
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tenemos que t' = tib sobre la parte del contorno S; donde actuan, Figura 2.1-3. A
continuacioén, dichas tensiones deben ser expresadas en términos de primeras derivadas de las
componentes del desplazamiento. Las expresiones finales de estas fuerzas en coordenadas

cartesianas y cilindricas son, respectivamente, las siguientes

t,?:[/l( auy+ )+2/,taaux a(BA+2u)(T — To)] N, +
k(G + a“y) +u(GE+ 3
e )+ TR S )
(i s - . (2.1-29)
H n,
th = ,u(aux auz)n +,u(aaﬂ+—z)ny+
2 (%= + a“yy+"’”2)+2u"’“z a3+ 20)(T = T) | m,
t£’=[l(%+ +iaa’;"+a )+2 a“’—04(3/1+2;1)(T—T0)]nr+
(o + 5= e+ (G2 + 5
t3=[&(%+%+:66’;"+ )+2ﬂ ( +aﬁ)—oc(31+2u)(T—To)]n9+> 2130
10u, , dug 1ug Jug , 10u, d-
u +t———In.+ul——+-—-
L ou, (r aajz or 226 r 1auz( 0z 1 69)
tz_#(az+6r)nr+u(_+_ ) ng +
(1B 424220 1 2) 4 2 22— (30 + 2)(T — To) | m, J

En resumen, el problema eldstico formulado en desplazamientos consiste en resolver la
ecuacion de Navier (2.1-24) con las condiciones de contorno (2.1-28). Esta formulacion es
apropiada cuando las condiciones de contorno se dan en términos de desplazamientos, o bien
cuando estas condiciones son de tipo mixto: desplazamientos y fuerzas. En este caso, las
fuerzas se expresan como primeras derivadas de los desplazamientos. Si las expresiones de
contorno se dan Unicamente en términos de fuerzas superficiales, obviamente auto-
equilibradas, se deben afiadir condiciones adicionales de contorno en desplazamiento en
numero minimo para que quede restringido el movimiento de sdlido rigido. Asi, esta solucion
serd particular para cada eleccion de restricciones de desplazamiento, mientras el resultado de

tensiones y deformaciones queda inalterado.

Tras la reduccion en el nimero de ecuaciones e incégnitas respecto de las 15 originales
presentadas en el apartado 2.1.1, esta formulacidén esta constituida por un sistema de tres
ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden. Asimismo, cuando las condiciones de

contorno se dan en términos de fuerzas de superficie, ademas de imponer condiciones sobre

14



Capitulo 2. Fundamentos tedricos

las primeras derivadas de la funcién incégnita, sus expresiones también suponen
acoplamientos adicionales en el contorno. Como veremos, las formulaciones basadas en
funciones potenciales evitan en parte, dependiendo del sistema de coordenadas, los
acoplamientos en las ecuaciones diferenciales en el interior del dominio. A cambio, complican

las expresiones de las condiciones de contorno.

Las ecuaciones de Navier y las condiciones de contorno simplificadas en los casos de

deformacién y tensién plana, y problema axisimétrico se mostraran en otro apartado.

2.1.2.2. Formulacion en tensiones. Ecuacion de Beltrami-Michell

En este planteamiento, los desplazamientos se eliminan sustituyendo la ley de Hooke (2.1-19)
en la ecuacion de compatibilidad (2.1-11). Si se exceptua el término asociado a la temperatura,
esto da lugar a las expresiones
Oijkk T Okk,ij — Oik,ji—Ojk,ik =
v (2.1-312)
1+v (Unm,kk6ij + Omm,ij 6kk — Onm,jk 5ik - Gnm,ik6ik)

Se trata de la ecuacidon de compatibilidad en términos de tensiones y, al igual que la ecuacidn
de compatibilidad original (2.1-11), representa 81 ecuaciones individuales de las que
Unicamente 6, las resultantes de hacer k=I, son significativas e independientes. Sin embargo,
puesto que derivan de tres componentes de desplazamiento, existe una dependencia entre

ellas.

Introduciendo las ecuaciones de equilibrio (2.1-2), la expresién anterior adopta la forma

habitual denominada ecuacién de compatibilidad de Beltrami-Michell:

1 v
Oijkk + 705 Okiij = ~ 135 Oij S = fij = fii (2.1-32)

En coordenadas rectangulares y para fuerzas de volumen nulas, esta ecuacién se separa en las

siguientes

22 3
(1 +v)V20,, + 0 (Oxx +0yy +0,,) =0
62
(1+v)V3a,, + 37 (Oxx +0yy +0,,) =0

aZ
(1 +v)V3a,, + 0 (Oxx +0yy +0,,) =0
62
0x0y

(2.1-33)

(1 +v)V2ay, + (0xx + 0yy +0,,) =0

2 9? —
(1 +v)Véa,, + Fyr (Opx + Oyy + 0z2) =0

aZ
(1+v)V3g,, + FPep (Oxx + 0yy +0,,) =0

15
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El sistema resultante consiste en 6 ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas en
términos de 6 componentes incégnita de la tensién. Sin embargo, para la solucion completa
del problema elastico en tensiones se puede utilizar tan solo un grupo de tres ecuaciones de
Beltrami-Michell y las tres ecuaciones de equilibrio en el dominio (2.1-2). A estas hay que
afadir tres condiciones de equilibrio (2.1-3) mas las tres restantes de Beltrami-Michell en el

contorno, Paris [1996].

Otra opcién, como demuestra Paris [1996], es usar el conjunto de las 6 ecuaciones de
compatibilidad en tensiones, aplicadas en el dominio. Igualmente hay que afiadir las 3
ecuaciones de equilibrio interno (2.1-2) y las tres condiciones de equilibrio en el contorno (2.1-
3). La opcién habitual, sin embargo, es aplicar en el dominio las ecuaciones de equilibrio y
compatibilidad, tratando de encontrar una soluciéon de tensiones que satisfaga de forma
genérica las 9 ecuaciones, y determinar una solucion particular mediante la aplicacion de las
condiciones de contorno (2.1-3). Este es el procedimiento seguido por el método de los

potenciales haciendo uso de las funciones de tensiones.

Como valoracion final de esta formulacidn, se puede decir que se adapta bien a problemas
donde las condiciones de contorno se dan en términos de fuerzas superficiales y sobre
dominios simplemente conexos, siendo necesarias condiciones de compatibilidad adicionales
para el caso de dominios multiplemente conexos, Timoshenko y Goodier [1970]. Sin embargo,
los métodos potenciales basados en la formulacion en tensiones, bajo determinadas hipétesis
y aun careciendo de la versatilidad de la aplicacidon del planteamiento en desplazamientos,
permiten simplificar el problema reduciéndolo a un enunciado en el que interviene una sola
funcién incdgnita, caso por ejemplo de la funcién de Airy. Esto ha permitido obtener la
solucion analitica de importantes problemas eldsticos de caracter fundamental como los

recopilados en Timoshenko y Goodier [1970].

2.1.3. ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL

En este apartado consideramos los problemas eldsticos de deformacidén y tensién plana,
formulados en coordenadas rectangulares, y el problema axisimétrico, formulado en
coordenadas cilindricas; todos ellos encuadrados dentro de la elasticidad bidimensional. Para
los estados planos las ecuaciones de gobierno se reducen a una formulacion comdun,

diferenciada en los coeficientes asociados a las propiedades del material.
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2.1.3.1. Estado de deformacidn plana

El estado de deformacién plana es el caso particular de la elasticidad bidimensional en el que

se verifica
U = U (%,Y), Uy =Uy(x,y), u, =0 (2.1-34)

Se requiere para ello que las fuerzas de volumen y de superficie no contengan componente z
ni dependan de esta coordenada. Ademas, la geometria del cuerpo y las condiciones de
contorno deben responder a uno de las siguientes enunciados: i) cuerpos infinitamente largos
en direccién z, Figura 2.1-4, con idéntica geometria segun las direcciones x e y para cada z=cte,
de manera que podamos hablar de una seccidon transversal, R, representativa de las infinitas
secciones con igual campo de desplazamientos (2.1-34); y ii) cuerpos que, aun sin tener
longitud infinita segin 2z, cumplen los requisitos anteriores de carga (no contengan
componente z ni dependan de esta coordenada) y geometria (idéntica en las direcciones x e y
para cada z = cte), a la vez que disponen de condiciones de contorno tales que el campo de

desplazamientos satisfaga la ecuacion (2.1-34).

Figura 2.1-4 Cuerpo infinitamente largo en direccién z con seccidn transversal R

A partir de la definicién del estado de deformacién plano-xy, (2.1-34), se simplifican tanto las
ecuaciones basicas como las ecuaciones de gobierno resultantes de los planteamientos en

desplazamientos y tensiones. Reescribimos las expresiones finales en cartesianas:

Relacién desplazamientos-deformaciones

(2.1-35)
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Ley de Hooke

Opx = /l(exx + syy) + 2U&py — a3+ 2u)(T — Tp)
= /'l(sxx + syy) + 2puey, —aBA+2p)(T — Tp)
0, = Mexgy + syy) —aBA+2u)(T —Ty)

q

b (2.1-36)
obien, 0, =v(0,, +0,,) — (T —Tp)
Oxy = Z#Exy
Oxz =0y, =0 J
Ecuacién de equilibrio interno
0oy
TR
G0y G0y (2.1-37)
ox Ty TH=0
Ecuacién de equilibrio en el contorno
Oy + Oy, = 2
e ey (2.1-38)
OyxNy T OyyNy, = 1y,
Ecuacién de compatibilidad
0%eyy | 0%eyy 0%y,
372 5o = zaxay (2.1-39)
Ecuacién de Navier
d
uVu, + (A + )—(% %)—a(32l+2,u) +f,=0
Y (2.1-40)

aux auy

uv uy+(/1+u) (ax + a3/)—0((31+2u)—+fy—0

Ecuacion de Beltrami-Michell

2 — _E gyep _ L (%% Oy ]
V2 (0rc + 0yy) = = 15 aV2T — 5 (3£ + 52) (2.1-41)
2
Ahora el operador Laplaciano se simplifica a V2= — aayz

Para el planteamiento en desplazamientos, las funciones incognita (uy,u,) se obtienen a
partir de la ecuacién de Navier (2.1-40), apliacada a la regién R, y de las condiciones de
contorno (2.1-42) definidas en desplazamientos u? y tensiones tib, referidas al contorno de R,

S,y S; respectivamente, en la figura 2.1-5,

b
U; = U; sobre S
P ”} (2.1-42)

aijnj=tib sobre S;
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TS S 3

Il
TETE

n?;r, yj .

Figura 2.1-5 Condiciones de contorno en una regidén R formuladas en desplazamientos u? y fuerzas de
superficie tb

Como en el caso tridimensional, Apartado 2.1.2.1, la condicion de contorno en
desplazamientos u? se aplica directamente. La referida a fuerzas de superficie tib debe
expresarse en funcién de las primeras derivadas de los desplazamientos (2.1-29). Reducidas al

caso bidimensional, estas condiciones quedan de la siguiente forma

th = [/1(%+%) +2u a3+ ZM)(T—TO)]nx +u(%+%)ny

ox ay ox ay ox (2 1 43)
b=y (B O dug | ) 4 o) Oy _ -
ty —,u(ay ax)nx+[/1(ax + ay)+2“ 3y a(BA+2u)(T TO)]ny

En el planteamiento en tensiones el nimero de funciones incognita es tres (0xy , Gy, Oxy)-
Como se indicé en el caso general de la formulacién en tensiones, Apartado 2.1.2.2, las
ecuaciones de gobierno pueden incluir, por ejemplo, la de Beltrami-Michell (2.1-41), las de
equilibrio interno (2.1-37) y las condiciones de contorno en fuerzas, (2.1-42) sobre S;. Estas
son similares a la formulacién en desplazamientos pero expresadas en funcién de las
componentes de tensién. Dichas condiciones, complicadas para el caso de desplazamientos,
son directas para el caso de fuerzas de superficie
OxxNy + OxyNy = th

J; sobre S; (2.1-44)
OyxMy + OyyNy = ty

2.1.3.2. Estado de tension plana

El estado de tensidn plana es otro caso particular de la elasticidad en el que podemos reducir
el problema elastico a la determinacién de dos funciones incégnita (u,, U, ), cuando se plantea
en desplazamientos, o tres funciones incdgnita (0xx,0yy,0xy), cuando se formula en

tensiones.
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Y=

Figura 2.1-6 Plano medio R correspondiente al estado de tensién plana

En esta ocasién, ademas de cumplir la condicidn de que las fuerzas de volumen y superficiales
no contengan la componente z ni dependan de esta coordenada, el sélido debe estar limitado
por dos planos libres de tensiones y separados una distancia 2h (el espesor), pequefia en
comparacion con el resto de dimensiones de manera que pueda asumirse despreciable la
dependencia del campo de tensiones con la variable z, Figura 2.1-6. Estas condiciones se

resumen en

Oxx = Oxx (X, Y), Oyy = Uyy(xr ¥, Oxy = ny(xr Y)y Ozz = Oxz = Oyz = 0 (2.1-45)

Esta situacidn se da en placas delgadas donde las fuerzas, paralelas al plano medio, se aplican
en el contorno y estan uniformemente distribuidas en el espesor. De acuerdo con Timoshenko
y Goodier [1970], se demuesta que el estado de tensién plana tiene un cardcter aproximado
debido a que el cumplimiento completo de las ecuaciones de compatibilidad (2.1.13) requiere
que &,, sea funcidn lineal de x e y, lo cual en general no se cumple. Aun asi, esta formulacién

resulta suficientemente precisa a nivel practico.

Como en el caso de deformacién plana, las ecuaciones basicas de la elasticidad 3-D se
simplifican considerando la definicidn (2.1-45). Para coordenadas cartesianas las expresiones

finales son:

Relaciones deformaciones-desplazamientos

e = 1(% aﬁ)
xy 2\ dy dx
o 1(% ﬂ) L s (2.1-46)
Xz 7 2\ 9z ax/)
&yz =3 ( dz ay/) 0 y,
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Ley de Hooke

1

Exx = E (Jxx - dey) +a(T —Tp)
1

Eyy = E(ayy — V0, ) + a(T —Ty)

€17 = —%(axx +0,,)+a(T —Tp)

v~

1+v
Exy E Oxy
Exz =&, =0 J

Ecuacién de equilibrio interno

60xx ao—xy _
O + 3y +f=0

do. do
yx vy —
o + Ay + fy 0

Ecuacién de equilibrio en el contorno

Ecuacién de compatibilidad

Ecuacidon de Navier

F)
+ 2(1-v) dx
F)

+ 2(1-v) dy

— N

OxxMy + OxyNy = tx}
— +N

Oyx Ny + OyyNy = ty

0%y azgyy_ az‘sxy
dy? ax2 " axay

E duy E OT

ay
E

0x ay 1-v

Ecuacion de Beltrami-Michell

V%(0yx + 0yy) = —EaV?T — (1 +v) (% + 55

auy _
(WJF—)—“Ea”x—O

7]
(I R

(2.1-47)

(2.1-48)

(2.1-49)

(2.1-50)

(2.1-51)

(2.1-52)

El planteamiento en desplazamientos se reduce a la busqueda de dos funciones incégnita

(ux,uy) que deben verificar la ecuacion de Navier (2.1-51) en R, y las condiciones de contorno

(2.1-42) de desplazamientos y fuerzas en S, Figura 2.1-5. En este planteamiento no intervienen
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las ecuaciones de compatibilidad y por tanto no pueden surgir inconsistencias de tipo

matematico.

En el planteamiento en tensiones, la solucion (oyy, 0y, 0xy) se obtiene de forma semejante al
caso de deformacion plana considerando, por ejemplo, la ecuacién de Beltrami (2.1-52) en R,
junto con las ecuaciones de equilibrio (2.1-48) y las condiciones de contorno (2.1-42). Como en
deformacién plana, las dificultades en las condiciones de contorno se presentan con los

desplazamientos, mientras que para las fuerzas, la ecuacion (2.1-44) sigue siendo valida.

2.1.3.3. Sintesis de las formulaciones cldsicas en estados planos

Los anteriores casos de elasticidad plana tienen ecuaciones muy similares. En particular, tienen
iguales ecuaciones de equilibrio interno (2.1-37 y 2.1-48) y externo (2.1-38 y 2.1-49), asi como
de compatibilidad (2.1-39 y 2.1-50), mientras que las ecuaciones de Navier (2.1-40y 2.1-51) y
de Beltrami (2.1-41 y 2.1-52) presentan diferencias en los coeficientes que dependen de las
constantes elasticas del material. Por tanto, con una adecuada redefinicion de estas
constantes, podemos unificar los planteamientos en desplazamientos y tensiones para los dos
casos de deformacion y tension plana. La tabla 2.1-1, muestra cdmo redefinir las constantes

del material, Sadd [2009].

E v a
E % 1
De tension a deformacion plana (1-v?) 1-v d+va
E(1+2v) v 1+v
De deformacion a tension plana (1+v)? 1+v 1+ 2v *

Tabla 2.1-1 Expresion de E, v y « para convertir la formulacion de tensidn plana
en deformacién plana y viceversa

Por otro lado, para ambos casos planos, las condiciones de contorno mixtas (2.1-42) son
idénticas. Para tensidon plana formulada en desplazamientos, también puede usarse las
condiciones de fuerzas definidas en funcidn de los desplazamientos, ecuacidon (2.1-43), sin mas

que emplear las constantes redefinidas de material, Tabla 2.1-1.

En definitiva, podemos resumir ambos planteamientos para los problemas de elasticidad

plana, como sigue:
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a) Formulacién en desplazamientos de problemas de elasticidad plana en cartesianas

Ecuacidn de gobierno (ecuacién de Navier)

d
UV, + (A + ) 5= (66"" + auy) — a3+ zu)—+fx =0
6; auy (2.1-53)
(=4 2
,uVuy+(/1+u) (ax ay) a(3/'l+2u) +fy—0
Condiciones de contorno para el caso mixto, Figura 2.1-5
b
u; = u; sobre S
o ”} (2.1-54)
ojjnj =t; sobre S
donde la condicién sobre S; en términos de desplazamientos es
ou, , ou ouy ou, , ou
t}?:[l(% y)+2;1 % _ (34 + 2u)(T — TO)]nx+u(1; a—xy)ny
(o, | o, . ou, . ouy 2 42 (2.1-55)
) =n (G4 5 me [ (G2 + 52) + 2052~ aGh+ 2T = To)|my

Para el caso de deformacién plana los pardmetros de material (4, u y @) son los
originales (2.1-17), por tanto

_ _ VE
A= dap = (1+v)(1—2v)\
- __E } (2.1-56)
K= Hap = 5050,

aEadp=0( J

Mientras que para el caso de tension plana los parametros de material (4, uy «) deben

sustituirse por las expresiones de la ultima fila de la tabla 2.1-1

_ . v'E’ _ _VE
A= Ay = a+vH(a-2v) ~ 1-v2 |
E’' E
= = —= 2.1'57
K= Hep 2(1+v) ~ 2(1+v) ( )
_ 14y
a=dy = ma’

El mddulo de elasticidad transversal u no resulta afectado por la redefinicién.

Una vez resuelto el problema plano en desplazamientos (uy,uy), las tensiones se

puede deducir mediante las formulas
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Ouy 6uy Ouy
/‘l(ax ay)+2u——a(3a+2u)(T—To)]
=1 (";’f auy) + 2,1 — a3+ 2u)(T = Ty) $ (2.1-58)
=, (0% Oy J
ny_“(ay + ax)

donde los pardmetros de material son los correspondientes al caso plano (ecuaciones
2.1-56 y 2.1-57). En cuanto a la componente de tensiéon o,,, se distingue entre

deformacidn plana, ecuacién (2.1-36), y tensién plana, donde por definicién o,, = 0.

b) Formulacidn en tensiones de problemas de elasticidad plana en cartesianas

Ecuacidn de gobierno (ecuacién de Beltrami-Michell)

V2 (01, + 0yy) = —EaV?T — (1 +v) (2 + Z{;y) (2.1-59)

Ecuaciones de equilibrio interno

00y
Tox
00y
Tox

00y
+3f+g=0
do (2.1-60)
yy —
+5 =0

Condiciones de contorno para el caso mixto, Figura 2.1-5

b
U = U; sobre S
b ”} (2.1-61)

al-jnj=tf’ sobre S;

donde la condiciéon sobre S; en términos de fuerzas es

OprNy + Opyty, = t2
xxex Y 7)} sobre S; (2.1-62)
OyxNy + OyyNy = ty

Para tension plana se usan los parametros del material (E, v y ), sin modificar

E=Ey,=E
VEVyp =V (2.1-63)
a=ap=a

Mientras que para deformacién plana, las constantes del material son, Tabla 2.1-1
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= = (2.1-64)

En la solucidn final no aparece la componente de tensién o,,, pero su valor queda
determinado por: i) 0,, =0, para tensiéon plana, y ii) ecuacién (2.1-36), para

deformacién plana, donde v es el coeficiente de Poisson del material original.

2.1.3.4. Problemas axisimétricos

Estos corresponden a sdélidos de revolucion cuya simetria permite tratarlos

bidimensionalmente, Figura 2.1-7.

Figura 2.1-7 Sélido de revolucion. Coordenadas cilindricas y seccion media R

Ademas de la simetria geométrica, debe existir simetria en las condiciones de contorno. Las
fuerzas de volumen f, fuerzas superficiales t? y condiciones de contorno en desplazamientos
ub, no representados en la figura, cumplen las condiciones de simetria axial. Ademas, para
solidos sometidos a cargas térmicas, el campo de temperaturas también debera tener igual

simetria. En estas condiciones, el campo de desplazamientos es axisimétrico y verifica

U = Uy (1,2), u; =uy(r,2), ug =0 (2.1-65)

De esta condicion (2.1-65), las ecuaciones basicas de la elasticidad en coordenadas cilindricas

se simplifican de la siguiente forma:

25



Capitulo 2. Fundamentos tedricos

Relacién desplazamientos-deformaciones

ouy _ Ur, __0uy,
grr_arl EBB_TI Ezz_az\
1 (0u, 6uz) (2.1-66)
&rz = (az o

&g = €97z =0

Ley de Hooke

Oy = A& + €09 + €22) + 2uerr — a(BA+ 2p) (T — Tp)
Ogg = A(&rr + €99 + €22) + 2p€99 — a(3A + 2p)(T — Tp)

O, = A& + €99 + €55) + 2Ue,, — a(BA+ 2u)(T —Ty) (2.1-67)
Ory = 2UEp, J
Org =0g; =0

Ecuacién de equilibrio interno

90y aa'rz

?"‘ + - (O_rr_o-ﬁﬁ)‘i'fr_o

(2.1-68)
@+a"”+ 2ot f, =0
or
Ecuacién de equilibrio en el contorno
Opr Ny + OpzNy = trr'l}
2.1-69
Oy + 050, =t ( )
En cuanto a la formulacidn en desplazamientos tenemos la ecuacién de Navier
aT
u(V ur——)+(/1+ )—(—— )—a(3/1+2,u)5+fr=0
(2.1-70)

u,

0 (10
uvzuz+()l+u)£(;$( r)+ )_a(3l+2ﬂ) +f=0

2210, O 0
orz  0z2

donde V=

Para el caso mixto se establecen sobre el contorno de R, Figura 2.1-8, las siguientes

condiciones de contorno:

b
U; = U; sobre S
b ”} (2.1-71)

aijnj=tib sobre S;
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Figura 2.1-8 Condiciones de contorno u?, t? sobre una region R (seccion media del sélido de revolucidn)

De nuevo, en relacidon con las condiciones de contorno se distingue entre el caso de
desplazamientos uf’, cuya apliacién es directa, y el caso de fuerzas de superficie tl , que
requiere expresar dichas condiciones en funcién de los desplazamientos. Para ello se emplean

las ecuaciones (2.1-30) particularizadas al caso axisimétrico

¢ ) o
u(";‘; a’”)nz
[A (aur i auz) +2u2 auz — a2+ 20)(T — To)] o+ ( (2.1-72)
K (6auzr + aaurz) Mt J

Finalmente, resuelto el problema y disponiendo del campo de desplazamientos u, para
determinar las tensiones o se obtienen primero las deformaciones, Ecuacion (2.1-66), y se
sustituyen en (2.1-67); o bien, se usa la relacién directa entre tensiones y desplazamientos,

Ecuacidn (2.1-22), que para el caso axisimétrico se reduce a

arr=a(%+%+ )+2uaur—a(31+2u)(T—To)

Ogg = A (aair + ”TT + ) + 2;1— —a(BA+2u)(T = Ty)

0 = A (L 422 4+ 22) 4 24 2 — (304 241) (T~ To) ( 2173
Irz = H (aauz + aaurz) J

De manera semejante al caso plano, la componente de la tensidn no nula en planos
perpendiculares a 6, omitida en los célculos iniciales, puede computarse de forma alternativa

mediante la expresion:

aur

Ogg = Opy — 20— -+ 2/1 (2.1-74)
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2.1.4. METODO DE LOS POTENCIALES

La formulacidon potencial aplicada a la solucién de problemas de elasticidad estd muy
extendida y forma parte del curriculo de las ensefianzas técnicas universitarias. Como ejemplos
podemos citar el uso de la funcién de Airy en elasticidad bidimensional, donde las tres
componentes incégnitas del planteamiento en tensiones se convierten en solo una incégnita
que debe satisfacer una ecuacién biarmdnica; o bien, el de la funcién de Prandtl en problemas
de torsién de barras, donde las componentes no nulas de la tensién se calculan también a
partir de una sola funcidén incégnita que, en este caso, debe satisfacer una ecuacién de
Poisson. Estos dos casos, en los que las tensiones derivan de una Unica funcidn potencial, se
engloban en una técnica mas general, denominada ‘método de los potenciales’ donde la
solucidn se obtiene por derivacion de uno o mas potenciales con ecuaciones de gobierno mas

simples que en la formulacién original, Kellogg [1969].

Desde el punto de vista de la elasticidad, el método de los potenciales trata de resolver las
ecuaciones generales del problema eldstico (Navier o Beltrami) a partir de ‘soluciones
generales’ preestablecidas. Una solucién general es una relacion entre unas nuevas funciones
incégnita, habitualmente armdnicas o biarmdnicas, y las incdgnitas originales del problema,
tensiones y desplazamientos, de manera que se cumpla la ecuacién de equilibrio interno. Estas
funciones incégnita son los potenciales. Analiticamente, su interés radica en evitar resolver las
ecuaciones diferenciales acopladas de Navier o Beltrami. Dada la experiencia que sobre las
funciones armodnicas se tiene en otros campos de la ciencia, la solucidn analitica final suele
obtenerse buscando la combinacidon adecuada de funciones arménicas que satisfaga las
condiciones de contorno. Este procedimiento, que formalmente se denomina método inverso,
Sadd [2009], permite resolver problemas complejos como, por ejemplo, los de Boussinesq y
Kelvin, u otros mas sencillos pero de importancia practica, como el de una barra bajo flexién
pura resuelto con la funcion de Airy. Sin embargo, en los casos mas generales, de geometrias y
condiciones de contorno arbitrarias, no es posible obtener soluciones sin recurrir a métodos

numéricos.

Para la formulacién en tensiones, las soluciones generales definen relaciones entre las nuevas
funciones potenciales, denominadas funciones de tensiones, y las componentes originales de
la tensién de manera que automadaticamente cumplan la ecuacion de equilibrio interno en
tensiones. Todas las soluciones generales de este tipo pueden derivarse de una representacién
mas general denominada de Beltrami, existiendo dos formas reducidas denominadas de
Maxwell y de Morera, Sadd [2009]. Las funciones de Airy y Prandtl son casos particulares de

las representaciones de Maxwell y Morera, respectivamente.
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Por el contrario, cuando se parte de una formulacién en desplazamientos, sus soluciones
generales, también referidas como representaciones, definen relaciones entre las nuevas
funciones potenciales, llamadas funciones de desplazamiento o potenciales de
desplazamiento, y las componentes originales del desplazamiento de manera que se satisfaga
la ecuacidon de equilibrio interno en desplazamientos o ecuacion de Navier. Para esta
formulacion también existe una gran variedad de soluciones generales que establecen
relaciones particulares entre las funciones potenciales y las componentes de desplazamiento y,
de nuevo, todas las soluciones pueden derivarse de una uUnica forma general denominada
solucidn de Lur’e, Lur’e [1937] y Wang et al. [2008]. En materiales isétropos, las soluciones
generales en desplazamiento mas extendidas son, Wang et al. [2008]: i) el vector de Galerkin,
Galerkin [1930], ii) la representacién de Papkovich-Neuber, Papkovich [1932] y Neuber [1934],
y iii) la solucién general de Ter-Mkrtychan—Naghdi—Hsu, Ter-Mkrtychan [1947] y Naghdi y Hsu
[1961]. Las tres soluciones se demuestran completas para el caso tridimensional a la vez que
cada una de ellas puede deducirse de las otras, Wang et al. [2008]. El término completas se
refiere a que son capaces de reproducir todos los posibles campos de desplazamiento de un
solido. Por otra parte, de estas tres soluciones generales derivan otras con nombre propio que,
aun no siendo completas para el caso general, pueden aplicarse a problemas que presentan
simetrias de tipo esférica o axisimétrica. Entre estas soluciones destacamos los potenciales de
Boussinesq y el potencial de deformacién de Lamé, que pueden considerarse casos
particulares de la representacion de Papkovich-Neuber, o la funciéon de deformacion de Love

como caso particular del vector de Galerkin.

En sintesis, en el tratamiento del problema eldstico mediante el método de los potenciales, las
nuevas ecuaciones de gobierno se definen en términos de las funciones potenciales. Para las
soluciones generales basadas en funciones de tensiones, definidas de modo que se satisfacen
la ecuaciéon de equilibrio, la ecuacidn de gobierno surge de cumplir la condicion de
compatibilidad. Por el contrario, para soluciones generales basadas en funciones de
desplazamientos, que automaticamente satisfacen las exigencias de compatibilidad, la
ecuacion de gobierno deriva de la ecuacidon de equilibrio de Navier. En ambos casos, las
ecuaciones de gobierno resultantes suelen ser mas sencillas que las originales (Beltrami o
Navier), bien porque se reduce el nimero de ecuaciones e incégnitas, bien porque
desaparecen términos acoplados de las ecuaciones. Ejemplos de ecuaciones de gobierno son:
La ecuacidon biarmodnica para la funcién escalar de Airy y el conjunto de dos ecuaciones

armonicas, una escalar y otra vectorial, para la representaciéon de Papkovich-Neuber. Como
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contrapartida a esta simplificacidon de las ecuaciones de gobierno, las condiciones de contorno

resultan mas complejas.

Por tanto, para resolver el problema elastico mediante el método de los potenciales, primero
hay que elegir la solucidn general que se va a aplicar, teniendo en cuenta que esta sea
completa para el problema considerado. Volvemos a mencionar que las 3 soluciones generales
en desplazamientos (Galerkin, Papkovich-Neuber, Ter-Mkrtychan—Naghdi—Hs), son siempre
completas, pero no asi sus soluciones derivadas para las que se exigen condiciones especiales
en el enunciado del problema. El estudio de tales condiciones se denomina problema de

completitud y unicidad de las soluciones y lo estudiamos en el siguiente capitulo.

2.1.4.1. Funcion de Airy

Bajo ciertas condiciones, esta funcién de tensiones ¢ sin significado fisico especial, introducida
por Airy en 1862, permite abordar problemas de elasticidad plana reduciendo su enunciado a
una sola ecuacién de gobierno con una incégnita. Las componentes de las tensiones que se
derivan de ella satisfacen directamente la condicién de equilibrio interno, idéntica en los dos

casos planos, Ecuaciones 2.1-37 y 2.1-48.

Para coordenadas cartesianas y en ausencia de fuerzas de volumen, se define la funcién de

Airy, ¢ = ¢(x,y), de acuerdo con las siguientes relaciones diferenciales

a°¢p
o= 5t |
_ 9%¢ -
O-yy - ﬁ (21 75)
__ 9%
Oxy = _6x0yJ

Para que las tensiones dadas por la funcién de Airy sean soluciones validas deben cumplir,
ademas, las ecuaciones de compatibilidad, (2.1-39) y (2.1-50), también idénticas en ambos
tipos de problema plano. Por tanto, en ambos casos, en ausencia de temperatura y con fuerzas

de volumen nulas, la ecuacion de Beltrami-Michell (2.1-59) se reduce a
VZ(0yx + 0yy) =0 (2.1-76)
que puede ser reescrita en términos de la funcién de Airy ¢ (2.1-75) en la forma

4 4 4
2%, 090 _

o oy T oy = (2.1-77)
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Se trata de la ecuacién biarménica, V*¢ = 0, que constituye la nueva ecuacién de gobierno
para los problemas de elasticidad plana. El modelo matematico se completa enunciando las

condiciones de contorno definidas en tensiones, Ecuacidn (2.1-62).

Si las fuerzas de volumen no son nulas pero pueden expresarse en funcion de un potencial
escalar en la forma f = —VV, caso de las fuerzas gravitarorias con VV = pgy, o si existen
cargas térmicas, las expresiones (2.1-75) y (2.1-77) para el caso de tension plana pueden

escribirse, Timoshenko y Goodier [1970], en la forma

62
Oxyx = % + V\
%¢
Oyy = xZ +V (2.1-78)
__9%9
Oxy = _6x6y J
Vi = —EaV3(T — Ty) — (1 — v)VZV (2.1-79)

Para deformacidn plana, en la ecuacién (2.1-79) hay que redefinir las propiedades del material

(E, a, v ) como indica la ecuacion (2.1-64).

En esta memoria desarrollaremos modelos en red y simulaciones de la funcién de Airy
considerando la ausencia de temperatura y fuerzas de volumen, Ecuacién (2.1-77), en una
regidon bidimensional simplemente conexa R, Figura 2.1-5. Las condiciones de contorno, como
se menciond en el apartado 2.1.2.2, deben estar asociadas a fuerzas superficiales, Ecuacion
(2.1-62), y pueden escribirse en términos de la segunda derivada de la funcién de Airy sin mas

que considerar la definicidn de ¢, Ecuacién (2.1-75)

3¢ 3¢ _ _p
oy2 " " axay ™ T N (2.1-80)
32¢ 32¢ T

372 % " amay T = ty

Sin embargo, la condicion (2.1-80), de uso habitual en procedimientos analiticos, es
equivalente a especificar los valores de ¢ y su primera derivada respecto a la normal en el
contorno. Esto se consigue integrando las ecuaciones (2.1-80) a lo largo del contorno y
tomando los términos contantes y lineales arbitrariamente nulos puesto que esta eleccion, de
acuerdo con las ecuaciones (2.1-78), no afecta a la solucidn, Timoshenko y Goodier [1970] y

Rivello [1968]. Esta integracion conduce a
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ols = f;(Anx + Bn,)ds
9| = —Bn, + An,,

onlg

(2.1-81)

donde s es la coordenada medida sobre el contorno, Figura 2.1-9, con origen en un punto

arbitrario del mismo. Las expresiones de los cosenos directores de la normal al contorno se
. dy dx . .
relacionan con la coordenada s en la forma n, = - W= Los coeficientes Ay B de la

anterior ecuaciéon son las componentes rectangulares de la resultante de las fuerzas

superficiales que acttdan en el contorno medidas desde el origen de la coordenada s:

A= [thds
B=[thds

(2.1-82)

Figura 2.1-9 tb representa la condicién de contorno en fuerzas superficiales y n es la normal al contorno
en un punto de coordenada s de una region bidimensional R

En resumen, el planteamiento en potenciales derivado de la formulacién en tensiones de la
elasticidad bidimensional consigue reducir el problema eldstico a una sola incégnita ¢ vy, en
consecuencia, deshacer los acoplamientos del planteamiento original, si bien, a costa de
aumentar el orden de la ecuacién diferencial y la complejidad en la especificacién de las
condiciones de contorno. La reducion es importante si la comparamos con cualquiera de los
dos planteamientos originales: i) formulacidn en desplazamientos con 2 incégnitas que deben
satisfacer dos ecuaciones de gobierno en derivadas parciales de segundo orden y acopladas,
Ecuacién (2.1-53), o ii) formulacidn en tensiones con tres funciones de tension incégnitas y el
conjunto de ecuaciones diferenciales (2.1-59 y 2.1-60) de complicado manejo como se
menciond en el apartado 2.1.2.2. Por otro lado, la funcidn de Airy tiene inconvenientes cuando
se aplica a dominios multiplemente conexos o bajo condiciones de contorno mixtas o en

desplazamiento. Estos inconvenientes suelen soslayarse usando el método de la variable
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compleja que permite expresar todas las variables del problema elastico, en términos de dos

nuevas funciones demoninadas potenciales de Kolosov-Muskhelishvili, Sadd [2009].

2.1.4.2. Representacion de Papkovich-Neuber (PN)

Esta representacién concierne a la aplicacion del método de los potenciales a la formulaciéon
en desplazamientos. En primer lugar, presentamos la formulacidon de Papkovich-Neuber (PN)
junto con ciertas consideraciones sobre la notacién en la literatura cientifica. En esta memoria
nos referiremos a ella como formulacién PN ‘completa’ para distinguirla del resto de
formulaciones que de ella se derivan, soluciones PN ‘derivadas’. En el siguiente apartado se
detallan las condiciones bajo las cuales son validas estas soluciones derivadas. Posteriormente
se particularizan las expresiones de las ecuaciones de gobierno, desplazamientos y tensiones
en funcién de los potenciales, tanto en coordenadas cartesianas como en cilindricas. En cuanto
a las tensiones, las expresiones recogidas se cifien a los casos de elasticidad bidimensional
objeto de esta memoria. Algunas de estas expresiones, imprescindibles para definir las
condiciones de contorno, no estan recogidas en la bibliografia habitual. En capitulo aparte,
profundizamos en el concepto de validez de las soluciones PN o, en el lenguaje propio de la
teoria de potenciales, en las condiciones de completitud y unicidad, y ampliamos el estudio a

las condiciones adicionales necesarias para obtener una solucién numérica Unica.

Papkovich [1932] y Neuber [1934], de forma independiente, propusieron como solucion
general de la ecuaciéon de equilibrio en términos de desplazamiento, Ecuacién de Navier (2.1-
24), una representacion del campo de desplazamientos usando funciones en la forma que se

conoce como representacién de Papkovich-Neuber

20 = — V(¢ + 4g'fv)) (2.1-83)

donde u es el campo de desplazamientos, ¢ un vector potencial, ¢, un potencial escalar, R el
vector de posicion del punto del sélido y v el coeficiente de Poisson del material.

Las ecuaciones de gobierno formuladas mediante potenciales derivan de la condicidon de que
los desplazamientos representados mediante la ecuacidn anterior (2.1-83) cumplan la
Ecuacidn de Navier (2.1-24). En ausencia de temperatura y fuerzas masicas, estas ecuaciones

se expresan en la forma

V=0 , Vip,=0 (2.1-84)
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Los potenciales vectorial y escalar, ¢ y ¢,, son pues funciones armdnicas. Si las fuerzas

masicas no son nulas, las ecuaciones (2.1-84) dejan de ser homogéneas, convirtiéndose en

2.0 _ 2, _ Rf
Végp =-2f , Voo = ) (2.1-85)

La representacion (2.1-83) con las ecuaciones (2.1-84) constituye la denominada solucion

general del problema elastico de Papkovich-Neuber.

En la literatura cientifica de las ultimas décadas, la notacidn sobre la representaciéon PN y la
denominacién de sus soluciones derivadas hecha por diferentes autores no ha sido uniforme,
quizas debido a que los principales estudios sobre potenciales se llevaron a cabo bajo
condiciones de confidencialidad durante el periodo de la segunda guerra mundial y posterior
guerra fria. Gran parte de los trabajos de este periodo, como por ejemplo el de Eubanks y
Sternberg [1956], corresponden a investigaciones dentro de los centros de defensa nacionales.
Incluso algunos autores cambian las denominaciones y formulaciones a lo largo del tiempo,
Tran-Cong y Steven [1979a] y Tran-Cong [1995]. Recopilamos a continuacidn algunos ejemplos
de las diferentes denominaciones que, aun siendo equivalentes, introducen cierta confusion y
exigen un especial cuidado en el manejo de las expresiones finales de desplazamientos y

tensiones. Asi, denominando a = 4(1 — v), tenemos:

i) Los autores cldsicos Timoshenko y Goodier [1970] y Malvern [1969] coinciden con Wang et
al. [2008], autor de la dltima revision sobre soluciones generales, escribiendo la

representacidon PN con idénticas expresiones, sin coincidir en nomenclatura y tipografia:

—a_1 .
{u =A--V(4,+R-4) (2.1-86)

V2ZA=0 , V24,=0

Esta representacion coincide con la solucion PN (2.1-83) y (2.1-84) mediante la

.z a
transformacion A = i, Ay = — .
2u 2u

ii) Barber [2010], en su reciente publicacién presenta la solucién PN en la forma

{Zyu =—aB+V(By+R:-B) (2.1.87)

V2ZB=0 , V2By=0

expresion que también coincide con solucién PN (2.1-83) y (2.1-84) si redefinimos los

potenciales escalares y vectoriales en la forma: B = —=, By = —¢,.
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iii) Finalmente, Eubanks y Sternberg [1956], cuyo trabajo sigue siendo referenciado en todas

las publicaciones cientificas sobre potenciales de desplazamiento, presentan la siguiente

solucién PN:
u=—-aE+V(E,+R-E)
2.1-88
{V2E=O , V2E,=0 ( )
gue coincide con la de las ecuaciones (2.1-83) y (2.1-84) haciendo E = —2%, Ey = —(ZLZ.

2.1.4.3. Soluciones derivadas de Papkovich-Neuber

En este apartado se recogen las condiciones de completitud para cada solucién derivada de
PN, que supone la supresion de algun potencial. Para enumerar las soluciones derivadas de PN

se va utilizar el siguiente criterio de clasificacidn: i) general, ii) plano vy iii) axisimétrico.

i) Soluciones derivadas de PN por eliminacidn de una funcién potencial para el caso general
a) Reduccién del potencial escalar ¢

Las condiciones que deben verificarse para que la solucién general derivada de PN sea
completa, Eubanks y Sternberg [1956], son: 1) el cuerpo debe ser radialmente convexo
respecto al origen vy, 2) el valor 4v no debe ser un nimero entero. Estas condiciones
implican restricciones en la geometria del cuerpo, en la eleccién del origen del sistema
de coordenadas y en las propiedades del material. Tran-Cong y Steven [1979a] amplian
la posibilidad de eliminar el potencial escalar al caso de medios infinitos y exteriores a
una superficie cerrada desde la cual cualquier punto de la misma puede unirse al
infinito mediante una recta, sin abandonar el cuerpo. Millar [1984] incluye el caso de
medios delimitados por dos superficies radialmente convexas respecto a un mismo
origen. Estimamos que estas limitaciones son excesivas por lo que no se ha incluido

esta solucion derivada en el programa EPSNET_10.
b) Reduccidn de una componente del potencial vectorial ¢; (i = x,y,z)

La Unica condicion que debe verificarse para que esta solucién sea completa, en
coordenadas rectangulares, es que el cuerpo sea i-convexo, convexo en la direccién de

la componente rectangular eliminada, Eubanks y Sternberg [1956].

Para coordenadas cilindricas y cuerpos axisimétricos, 6@-convexos, sélo podra
eliminarse la componente ¢y si las condiciones de contorno son igualmente

axisimétricas, Tran-Cong [1995].
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Sin embargo, Sadd [2009] todavia afirma que un cuerpo 3D convexo cumple con las
condiciones para eliminar cualquiera de las cuatros funciones potenciales.
Evidentemente, olvida, segin qué caso, los requisitos adicionales sobre las
propiedades del material, eleccidén del sistema de coordenadas e incluso la simetria en
las condiciones de contorno. Barber [2010] comete un error similar al de Sadd al
afirmar que la eliminacién de alguna funcién potencial solo es aplicable bajo ciertas

restricciones sobre la forma del cuerpo.

ii) Soluciones derivadas de PN por eliminacion de dos funciones potenciales para el caso plano

36

Considerando coordenadas cartesianas xy y suponiendo un campo de desplazamientos
correspondiente al caso de deformacién plana, Ecuacién (2.1-34), la componente
perpendicular al plano de deformacion del potencial vectorial se anula directamente

¢, =0; como puede verificarse sustituyendo en (2.1-83) las condiciones de

Ly d , L .
deformacién plana u, = P 0. Asi, el caso de tensidon plana puede analizarse como el

de deformacién plana con el adecuado cambio en las propiedades de material dado
por la ecuacién (2.1-57), como se indicé en el apartado 2.1.3.3. Por tanto, la solucion
general de PN completa esta formada por sélo 3 potenciales: el potencial escalar y las
dos componentes cartesianas xy del potencial vectorial (¢o, P = Prex + Py ey).
Descartando la eliminacién del potencial escalar, por exigir mayores restricciones, las
posibles soluciones derivadas son las que resultan de la reduccion de una de las
componentes del potencial vectorial. En este caso, la condicién de completitud es que

la regién R sea conexa, Figura 2.1-5.

La demostracion de completitud para los casos anteriores cuando R es conexo, es
inmediata si consideramos el problema axisimétrico en coordenadas cilindricas

estudiado por Eubanks y Sternberg [1956].

Otras posibles soluciones derivadas para el caso plano que incluyen dos funciones
potenciales, son las que resultan de usar funciones complejas armdnicas. En Wang et
al. [2008], se recogen las expresiones finales. Igualmente son completas cuando R es
conexo. Golecki [1974] demostré que para regiones multiplemente conexas estas
soluciones derivadas pueden resultar multi-valuadas, sin embargo la solucién completa
PN para el caso plano (¢, ¢ = p.e, + ¢y e,), se mantiene siempre univaluada, Wang

y Wang [1990].
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Por ultimo, cabe mencionar la relacion directa existente entre la solucion completa PN
para el caso plano y los potenciales de Kolosov-Muskhelishvili, anteriormente
resefiados en el apartado 2.1.4.1. Estos potenciales presentan ventajas desde el punto
de vista analitico al incorporar técnicas propias del método de la variable compleja

como son la representacidon conforme y la integracion compleja, Barber [2010].

iii) Soluciones derivadas de PN por reduccién a dos funciones potenciales para el caso
axisimétrico
De forma semejante al caso plano, en los casos de axisimetria, Ecuacién (2.1-65), se

anula directamente la componente circunferencial del potencial vectorial ¢g = 0. La

demostracidn es directa sustituyendo en la ecuacién (2.1-83) ug = — = 0. En realidad,

0
la representacién de Papkovich-Neuber ha sido mds usada como herramienta para
resolver analiticamente el problema elastico en el caso axisimétrico que en el caso
plano. Asi, en el caso axisimétrico, la solucidén general de PN completa, estd formada
por 3 potenciales: el potencial escalar, ¢y, y las dos componentes del potencial

vectorial, ¢ = ¢,e, + ¢p,e,. Wang y Wang [1990], demostraron que esta solucién se

mantiene siempre univaluada en caso axisimétrico.

Las dos soluciones derivadas de PN, omitiendo en cada caso una de las componentes

del vector potencial, tienen nombre propio:

a) Solucién de Boussinesq, Boussinesq [1885]. Mantiene el potencial escalar y la

componente axial del vectorial (¢, ¢,).

b) Solucidn de Timpe, Timpe [1924]. Mantiene el potencial escalar y la componente

radial (¢, P,-).

En ambos casos se requiere que el semiplano del sélido de revolucién, seccién media
de la figura 2.1-8, sea una regién conexa. Esta condiciéon de completitud para la
solucion de Boussinesq fue introducida por Eubanks y Sternberg [1956]; mucho mas
tarde Wang [1988] probo la completitud para ambas soluciones (Boussinesq y Timpe)
llegando a la misma conclusion sobre el requisito introducido por Eubanks y Sternberg.
Por otro lado, Tran-Cong [1997] probd que las soluciones de Boussinesq y Timpe eran
equivalentes y demostré que la validez de estas se extiende al caso de que el eje de
simetria pertenezca al cuerpo, aspecto no recogido en los estudios anteriores.

Debemos mencionar que Barber [2010] se refiere a la aplicabilidad de la solucién de
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Boussinesq a problemas axisimétricos sin mencionar el requisito de que la seccion

media del dominio sea conexa.

2.1.4.4. Expresiones con potenciales PN en coordenadas cartesianas y cilindricas

La resolucién del problema eldstico en potenciales, basada en la solucién general de
Papkovich-Neuber, requiere que tanto las ecuaciones de gobierno (2.1-84) como las
condiciones de contorno, desplazamientos y fuerzas de superficie, estén formuladas en

términos de las funciones potenciales incégnita.

Mientras que los desplazamientos estan representados directamente en funcidon de los
potenciales por la ecuacién vectorial (2.1-83), las fuerzas de superficie requieren de nuevas
relaciones entre tensiones y potenciales. Estas relaciones se deducen de los mismos
desplazamientos (2.1-83) mediante las ecuaciones de deformacién-desplazamiento (2.1-10) y
la ley de Hooke (2.1-15). En todo caso, para las aplicaciones consideradas en esta memoria se
requiere que tanto las ecuaciones de gobierno como las condiciones de contorno sean

finalmente expresadas en coordenadas cartesianas y cilindricas.

La linealidad de las expresiones (2.1-83) permite obtener las condiciones de contorno como
suma de los términos debidos a cada uno de los cuatro potenciales de forma separada, de
manera que las expresiones correspondientes a las soluciones reducidas (derivadas) se
obtienen eliminado los correspondientes términos. El primer ‘catalogo’ de este tipo fue creado
por Boussinesq en 1885 y esta recopilado en el texto de Green y Zerna [1968] con el nombre
de potenciales de Boussinesq. Mas tarde se ha reproducido en otros textos de elasticidad
como en Barber [2010], donde, aun presentando una combinacién extensa de potenciales, no
aparecen las expresiones correspondientes a la componente radial del potencial vectorial en
coordenadas cilindricas, necesarias para algunas de nuestras aplicaciones. Por otro lado, como
se menciond al principio del presente apartado, existe gran diversidad de notaciones en la
bibliografia. Las expresiones resultantes provienen de la notacidon original que, a su vez,
depende del significado dado a los coeficientes que multiplican cada uno de los términos de
cada funcion potencial. Todo ello complica el uso de catalogos y puede inducir facilmente a
errores en las aplicaciones. Por tanto, las expresiones que se muestran en este apartado, se
han obtenido derivandolas directamente de la expresion original de PN, ecuaciones (2.1-83) y

(2.1-84), y de las ecuaciones basicas de la elasticidad, Apartado 2.1.1.

Finalmente, y en relacién a las expresiones de las componentes normales de la tensién en

funcién de los potenciales, se presentan dos posibles formas:
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i) la que resulta de aplicar las mencionadas relaciones deformacidon-desplazamiento y la ley de

Hooke, opcion SSF="NQO’ en el programa ESPNET_10, y

ii) una reducida que resulta de simplificar las expresiones anteriores introduciendo en las

mismas la propia ecuacion de gobierno, opciéon SSF="YES’ en el programa ESPNET_10.

La inclusidon de la expresion completa (i) en el programa EPSNET_10, sin simplificar la condicion
de contorno, supuestamente redundante, tiene por objeto verificar la influencia de dicha

simplificacion en los modelos numéricos desarrollados en esta memoria.

Ecuacién de gobierno

La condicion (2.1-84) se convierte en las ecuaciones siguientes:

Coordenadas cartesianas

2¢p, 0%2¢, = 9%
2 — 0 0 0 __
Vigo = ax2 | dy? 9z2 0

2 _ az¢x 62¢x az¢x _
(V ¢)x T 9x2 d0y? 0z2 0

(V2¢), = Coy oy Py _ ( (2.1-89 a,b,c,d)
Y ox 9y? z2
2 92 b 624)2 achz _
(v ¢)Z ~ 9x2 ayz + et = 0 )
Coordenadas cilindricas
24 =100 4 b0 | 10299 | 0%¢o _
V¢O_T or + or? r2 902 + 922 =0
2y, = 10 4 O 1 0%y | 0% fr 2006 _
v ¢)r_r or + arz +r2 902 + 922  r2 12 3@ =0 > (2.1-90 a,b,c,d)
(V) = 1200 | P00 10%00 | 000 b9 200 _of ST
r or ar2 r2 962 9272 72 T 72 30
2), =100y Tbs | 100 00y
(Vigp), = o Y Ege T 0 J

El modelo matemadtico en coordenadas cartesianas, (2.1-89), estd formado por un
sistema de ecuaciones en derivadas parciales sin acoplamientos, mientras que en
coordenadas cilindricas, (2.1-90), las ecuaciones de gobierno quedan acopladas. Este
detalle suele omitirse en muchos textos de elasticidad cuando se enuncian las ventajas
del método de los potenciales. El acoplamiento presente en la ecuacion (2.1-90)

desaparece en el caso de simetria axial.

Expresiones de los desplazamientos

De la ecuacidén (2.1-83) resultan las siguientes componentes de desplazamiento:
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Coordenadas cartesianas

— _% 3-4v a¢x a¢y a¢z
Z#ux - dx + 4(1-v) ¢x 4(1 v)( y tz 6x)
_ a¢>0 3—4v 0¢x c%ﬂ 99,
Zpuy = tia d T - v)( +y5 250 (2191ab)
- _% 3-4v a¢x 9y 99,
Zpu, = 9z +4(1 v)¢z 4(1— v)( Ty +Zaz)
Coordenadas cilindricas
— _% 3-4v _ 1 a¢r 64)2
2puy = or = 4(1-v) Pr 4(1-v) (r or +z or )\
_ _10¢o _ 1 1. 0¢y 0, }
Zpug = =250+ o e T Z 50) (2.1-92 3,b,c)

__9¢o , 3—4v 1 ¢, ¢,
2pu, = oz + 4(1-v) Pz 4(1-v) (r oz tz 0z )J

Expresiones de las tensiones

Las tensiones en coordenadas cartesianas en funcion de los potenciales se obtienen
sustituyendo las anteriores ecuaciones de desplazamiento (2.1-91) en las relaciones
deformacién-desplazamiento (2.1-12) y, finalmente, en la ley de Hooke (2.1-20a).

coordenadas cilindricas se opera de igual manera con las ecuaciones correspondientes (2.1-
92), (2.1-14) y (2.1-21a). Como se menciond anteriormente, las expresiones resultantes de las
componentes normales de la tension, pueden simplificarse teniendo en cuenta la ecuacién de
gobierno en términos de los potenciales. Reproducimos expresiones finales para el caso plano,
deformaciéon plana en coordenadas cartesianas, y para el caso axisimétrico, en coordenadas

cilindricas.

Coordenadas cartesianas (formulas simplificadas)

0%y (. 0%¢x | 0%dy\ 1 p1 | 0Py v
Oxx dx2 ( dx2 d0x2 )4(1—v) o ox 2 2t %, ay 2(1-v)
__9%¢o ([ 9%¢x Py 1 0by1  9¢x v -
Oyy = dy? (x dy? y ay? )4(1—1/) ay 2 ' ax 2(1-v) (2.1-93a,b,c)
O = 62¢0 ( 02y az¢y) 1 (% &ﬂ) 1-2v
Xy T 9xdy dxdy axdy) 4(1-v) dy 4(1-v)

Coordenadas cilindricas (férmulas simplificadas)

+z

Opr = —

%do 02¢r 0%, 1 0¢pr1 | 0¢p, v [
ar2 ( ar? )4(1—1/) + ar 2 2T 0z 2(1-v) + r 2(1 v)]

2 2
., =_a¢>o_( a¢r+za¢z) L 01 3 v ¥21-94a,b,c)
|

0z2 0z2%2 ) 4(1-v) dz 2 or 2(1—v) T 2(1 V)
3%¢, %y 9%, 1 0¢r 0¢z\ 1-2v
-( Jia+ G2+ %)

Orz = = Groz aroz * 2 aroz) 2a—v) 2(1-)
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Coordenadas Cartesianas. Componentes normales (sin simplificar)

_ 0% 1-v  3*¢y v

Oxx = 7~ %2 1-2v dy? 1-2v
0%¢, 1 0%y v 0y v(1-4v) 2—4v
X% a(1-2v) ¥ 9y? a(1—2v)(1—v) W(4(1—2v)(1—v) 4(1—v))
2¢y, 1 22y, v 3, v

TV ox2 aa-2v) Y 9y s(-2v)(1=v) " 8y 2(1—v)

o 9% 1y 3% v > (2.1-95)
yy — dy2 1-2v 0x2 1-2v
—x Pdy 1 3PPy v 0, v(1-4v)
dy? 4(1-2v) 0x2 4(1-2v)(1-v) dx 4(1-2v)(1-v)
_yaz¢y L %9y v 3¢y 1
0y? 4(1-2v) 0x2 4(1-2v)(1-v) oy 2 y,
Coordenadas cilindricas. Componentes normales (sin simplificar)
Opy = _ o 1v (az¢0 +l%)L )
or2 1-2v 0z2 r or /] 1-2v
_r ¢y 1 0%y v 0¢r( v(1-4v) 2—41/) ¢r v 3-4v
arz 4(1-2v) 0z2 4(1-2v)(1-v) ar \4(1-2v)(1-v) 4(1-v) r 1-2v4(1-v)
—z 0%, 1 _ ( 0%, + Ea(l’z) v o, v
ar? 4(1-2v) 0z2 r or / 4(1-2v)(1—v) 0z 2(1-v)
S S e T (
zz 0z2 1-2v or? r or J 1-2v
%¢, 1 2%, v op, v(1-4v) ¢r v 3—4v
T 922 a(1-2v) | ar? a(1—2v)(1—v) | or 4(1-2v)(1-v) | r 1-2v 4(1-v)
0%, 1 R L v 0¢z1
4052 4(1-2v) _( ar? T or )4(1—21/)(1—1/) 9z 2 J

2.2. METODO DE SIMULACION POR REDES (MESIR)

2.2.1. INTRODUCCION

Una descripcién detallada de sus fundamentos asi como de las primeras aplicaciones en
distintos campos de la ciencia e ingenieria (procesos electroquimicos, transporte a través de
membranas, transmisidn de calor, etc.) puede encontrarse en el texto de Gonzalez-Fernandez
[2002]. Con posterioridad a esta fecha, el Método de Simulacién por Redes (MESIR) o Network
Simulation Method (NSM), se ha aplicado a nuevos problemas desarrollando modelos no
recogidos en un texto especifico nuevo, por lo que el interesado debe remitirse a las
publicaciones cientificas especificas o a las tesis doctorales leidas en el grupo de investigacion
‘Simulacién por Redes’ de la UPCT, o en los grupos de investigacion que trabajan con este
método en las Universidades de Granada y Jaén, Alarcon [2001], Zueco [2003], Castro [2005],
Soto [2007], Del Cerro [2009] y Luna [2010]. En este sentido debemos mencionar las
aplicaciones en los campos de flujo de fluidos con transporte (de masa o de calor), problema

inverso en transmision de calor, flujos magnetohidrodindmicos, vibraciones mecanicas,
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tribologia, friccidn, transporte en membranas, desarrollo de programas especificos de calculo
numeérico, etc. Ejemplos de publicaciones en estos campos son: Moreno et al.. [2007], Zueco y
Alhama [2007], Benavent-Climent A et al. [2010], Anwar et al. [2009], Soto et al. [2007], Del
Cerro et 4l. [2008], Luna y Alhama [2010], Alhama et al. [2011, 2012], Sanchez et &l. [2011] y
Moya [2011]. Por otro lado, se han registrado diferentes programas que hacen uso del MESIR
como herramienta de calculo numérico: PRODASIM [2005] (Alhama y GAmez Lopera [2006])
para el disefio de aletas simples, PROCCA-O9 [2005] (Alhama y Del Cerro, [2010)] para disefio y
optimizacidn de problemas térmicos, FATSIM-A [2010] (Alhama et al. [2011a]) y FAHET [2010]
(Alhama et al. [2010b]) para simulacidn de problemas de flujo de fluidos con transporte de sal
y de calor, respectivamente, y EPSNET_10 [2011], incluido en esta memoria, para la simulacién

numérica de problemas elastostaticos.

Consideramos, no obstante, obligado, presentar una sintesis de los fundamentos del método,
particularmente los pasos para el disefio de modelos, y del programa de calculo numérico con
el que se realizan las simulaciones, PSpice [1994]. En su concepcion, el MESIR es una técnica
para el estudio y simulacion de muchos procesos fisicos que pueden definirse mediante un
modelo matematico o conjunto completo de ecuaciones. Partiendo de este modelo, el
procedimiento consiste en dos etapas bien diferenciadas: en primer lugar, elaborar un modelo
en red o circuito eléctrico equivalente al proceso, y en segundo lugar, simular dicho modelo
mediante un programa adecuado de resolucién de circuitos eléctricos. La equivalencia formal
entre el modelo en red y el proceso fisico reside en que ambos se rigen por las mismas
ecuaciones diferenciales en diferencias finitas en el espacio, referidas tanto al volumen

elemental o celda como a las condiciones de contorno.

La técnica de elaborar el modelo en red consiste en reticular el espacio en elementos de
volumen o celdas elementales. Al aplicar las ecuaciones diferenciales a estas celdas de tamafio
finito, se obtienen un conjunto de ecuaciones en diferencias finitas que se constituyen en el
punto de partida para la obtencién del modelo en red correspondiente a la celda. Una vez
establecida la correspondencia entre variables dependientes del problema y variables
eléctricas (tensiones e intensidades), los resultados de la simulacién se pueden interpretar en
términos del proceso que se modela. La asociacion de celdas, de acuerdo con la geometria del
problema, configura el modelo en red correspondiente a todo el medio finito, mas preciso
cuanto mayor sea el nimero de estas. Las condiciones de contorno e iniciales se incorporan al

modelo de manera simple.

En los procesos de transporte se establece una correspondencia entre variables flujo por un

lado (densidad de corriente eléctrica con flujo de calor, flujo de masa,...) y variables tipo
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potencial por otro (potencial eléctrico con temperatura, concentracion,...), pero es posible
establecer otras analogias. En el tipo de problemas que nos ocupan no existen variables
dindmicas dependientes del tiempo, por lo que la asociacion de magnitudes eléctricas y
mecanicas no cabe interpretarse en términos de flujo. Con caracter general, asociaremos una
magnitud derivada de un gradiente a la variable ‘corriente eléctrica’ y su potencial asociado, el
escalar al que se aplica el operador, a la variable eléctrica ‘diferencia de potencial (d.d.p.)’,
implementando en el modelo tantos circuitos diferentes como ecuaciones contenga el modelo

matematico.

El planteamiento formal que sirve de base para el desarrollo del MESIR es la ‘teoria de redes’
de Peusner [1987], en la que se apoya su ‘termodindmica de redes’; dicha teoria, a su vez, se
sustenta en la teoria de circuitos a partir de una generalizacién de sus variables conjugadas,
corriente eléctrica y d.d.p. Los modelos en red son para Peusner una representacién exacta de
las caracteristicas matemadticas de los procesos que describen. El MESIR es, por otro lado, un
método de simulacién en tanto que incluye la resolucién numérica del modelo en red. Asi, las
variables flujos y fuerzas caracteristicas del mismo deben satisfacer las leyes de Kirchhoff y sus
relaciones determinardn los elementos de circuito correspondientes. Ahora bien, en cada
proceso concreto y una vez elegidas las variables conjugadas, la informacion de qué elementos
de circuito intervienen en el modelo en red y cdmo se conectan entre si, se obtiene del modelo
matematico y no de consideraciones de tipo fisico acerca del papel que juegan estas variables.

En sintesis, en la teoria de redes, la viabilidad de un modelo en red supone:

i) La existencia de una red independiente del tiempo,

i) La existencia de una magnitud jy.n llamada flujo, asociada a cada rama que
conecta los nudos N-N"y que va de N a N’. jy.n- obedece las leyes de Kirchhoff para

corrientes (LCK),

iii) La existencia de una magnitud, ¢, asociada a cada nudo, tal que la diferencia Xy =

On - On, llamada fuerza, obedece la ley de los voltajes de Kirchhoff (LVK).

Las relaciones entre flujo y fuerza asociados a una rama y sus nudos limite, que pueden incluir
0 no variaciones temporales de estas variables que se dicen conjugadas, definen los elementos
concretos del circuito equivalente a esa rama. La relacion causa-efecto entre las variables

conjugadas es completamente arbitraria con tal que sea consistente con ii) y iii).
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2.2.2. MONOPUERTAS BASICAS

A la red se le asocia un conjunto de flujos que obedecen a una ley de balance local y un
conjunto de fuerzas que satisfacen la condicidon de unicidad. Tales requisitos dan cuenta de la
topologia del proceso y su red asociada. Las propiedades topoldgicas dependen Unicamente de
la asignacion de conexiones entre los diferentes puntos o de las posibles combinaciones de
trayectorias que unen un nudo dado con otros nudos. Son independientes de las medidas v,
desde un punto de vista topoldgico, dos grafos son iguales o isomorfos si las asignaciones de
vértices y ramas son las mismas. Las leyes de Kirchhoff establecen relaciones entre flujos y
fuerzas por separado, pero no expresan ningun tipo de relacion entre flujos y fuerzas entre si.
Las relaciones entre el par conjugado flujo-fuerza se conocen como ecuaciones constitutivas o
fenomenoldgicas y definen los elementos de circuito que expresan caracteristicas especificas

de cada proceso.

Las relaciones constitutivas se pueden establecer entre las variables de un par flujo-fuerza, en
cuyo caso se habla de monopuerta. Una primera clasificacién esta relacionada con lo que en
electricidad se conoce como elementos pasivos y activos. Los primeros no generan potencia;
bien la disipan, bien tienen la capacidad de almacenarla y/o entregarla a la red. Las fuentes de
tensién y corriente son elementos activos por lo que generan potencia de acuerdo a una

determinada ley.

i) Monopuertas pasivas. En funcion de la relacidn expresa existente entre las variables LCK y

LVK las monopuertas pasivas tienen nombre especificos:

- Monopuerta resistiva. Es un elemento de circuito asociado a una relacién entre las
derivadas temporales de las variables flujo y fuerza de una misma rama, mediante una
funcién independiente del tiempo que llamaremos resistencia, R, que puede depender

o no del flujo o de la fuerza:
dX(t)/dt =R dJ(t)/dt
Por tanto,
R = dX(t)/dJ(t)
A partir de esta expresidn es posible relacionar las variables en forma finita y escribir
X(t) = Fr(J)
o bien

J(t) = FRH(X)
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Una monopuerta resistiva es lineal cuando la relacion entre las variables X(t) y J(t) lo
es, es decir X(t) = R J(t). Su accién es instantanea, no importa cual sea su estado
anterior, en este sentido carecen de memoria. En su analogia fisica representan
efectos disipativos, fricciones, efectos viscosos, etc.; desde el punto de vista

termodinamico son elementos generadores de entropia.

Las monopuertas resistivas no lineales se definen a través de las funciones que las
caracterizan, J(t) = F (X) o X(t) = Fg (J). Constituyen, en definitiva fuentes controladas
de corriente o tension, respectivamente.

i® i V()

+

A — S Ter mifc

a) Lineal b) No lineal j(t)=Fr(Vag) ¢) No lineal V(t) = Fr"(jo)

Figura 2.2-1. Representacion simbolica de monopuertas resistivas

La representacion simbdlica de una monopuerta resistiva se muestra en la figura 2.2-1:
Una resistencia eléctrica de valor R ohmios para el caso lineal o una fuente controlada

de corriente o tension para el caso no lineal.

- Monopuerta capacitiva. Es un elemento de circuito asociado a una relacion entre la
variable flujo y la derivada temporal de la variable fuerza, de una misma rama,
mediante una funcion no dependiente del tiempo que desigharemos como capacidad,
C

J(t) = CdX(t)/dt

En estas monopuertas se produce algun tipo de almacenamiento, sin pérdidas, y su
estado, que no cambia instantaneamente, tiene en cuenta todas las operaciones
llevadas a cabo en el pasado (tiene memoria). La relacion constitutiva anterior puede

expresarse en términos de la capacidad
C =dq/dX = dF¢(X)/dX

que es constante cuando la dependencia q = F¢(X) es lineal, C = q/X.

La representacion simbdlica de la monopuerta capacitiva lineal se muestra en la figura

2.2-2: Un condensador eléctrico de valor C faradios.
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Figura 2.2-2. Representacion simbélica de una monopuerta capacitiva lineal

- Monopuerta inercial o inductiva. Es el elemento de circuito asociado a una relacion
entre la variable fuerza y la derivada temporal de la variable flujo, de una misma rama,
mediante una funcion no dependiente del tiempo, que designaremos como

inductancia, L,
X(t) = LdI(t)/dt
que equivale a la relacion, no dependiente del tiempo, entre las variables flujo y fuerza
p=F)

Al igual que en el condensador se produce un almacenamiento de energia sin pérdidas
y su estado tiene memoria. En su analogia representa procesos fisicos en donde tiene

lugar algun efecto de inercia (como la masa en los sistemas mecanicos).

La relacion constitutiva anterior puede expresarse en términos de la inductancia
Y =dp/dl = dF(J)/d)

que es constante cuando la dependencia p = F (J) es lineal, L = p/J.

La representacion simbdlica de la monopuerta inductiva lineal se muestra en la figura

2.2-3: Una inductancia eléctrica o bobina de valor L henrios.

L
_ Y Y Y

Figura 2.2-3. Representacion simbolica de una monopuerta inductiva lineal

Los procesos de almacenamiento y disipacion de energia, bajo la hipdtesis de
continuidad del medio, se originan en todo los puntos del sistema. Los elementos R, C
y L se identifican sin embargo con regiones pequefias pero finitas del medio y sus
conexiones con las otras puertas se realizan con enlaces ideales de energia, es decir,

con conductores de resistencia nula.

ii) Monopuertas activas. En estas se produce una aportacion o extraccion de energia al

sistema. Cabe distinguir:

- Fuentes constantes. Son monopuertas definidas de acuerdo con las expresiones F;(J)

=0y Fx(X) = 0, segun se trate de fuentes de flujo o de fuerza, respectivamente. Tienen
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asignado un sentido (o signo) que indica la direccion en que fluye la energia. La
representacidon simbdlica es la de la figura 2.2-4 a); eléctricamente se corresponden a

pilas o generadores de corriente constante.

- Fuentes dependientes del tiempo. La relacidn constitutiva entre las variables tiene la
misma forma de las fuentes constantes; ademas, X = X(t) y J = J(t) segln se trate de
fuentes de fuerza o de flujo. Ejemplos de representacidén simbdlica se muestran en la

figura 2.2-4b).

- Fuentes controladas, Figura 2.2-4c. Se trata de monopuertas especiales asociadas a
relaciones constitutivas entre variables, conjugadas o no, expresadas mediante
cualquier funcién que no contiene explicitamente el tiempo. Se trata de elementos de
entradas multiples con una Unica salida que corresponde a un flujo o una fuerza que
depende funcionalmente de otros flujos o fuerzas de distintas ramas y nudos del
mismo o diferente circuito. Estas fuentes permiten especificar acoplamientos
energéticos de distinto tipo. Existen cuatro tipos de fuentes controladas por una sola

variable

X=Fx(Xo); X=F(Jc); J=F(); J=Fx(X)

segln se trate de a) fuentes de tensidn controladas por tensidn, b) de tensidn
controladas por corriente, c) de corriente controladas por corriente y d) de corriente
controladas por tension, respectivamente; F designa una funcion arbitraria de la

variable de control.

La accidn de control puede ser ejercida por mas de una variable y las funciones de
control pueden ser complejas. Aunque la monopuerta puede especificarse
arbitrariamente, su implementacién como elemento de circuito puede no ser posible
en tanto que no esté contenida en las librerias del software elegido. La teoria de
circuitos permite, mediante circuitos auxiliares, resolver practicamente todos los casos
de disefio de la red eléctrica que se necesiten para cualquier tipo complejo de fuente

controlada.

En términos de componentes eléctricos el software elegido en esta memoria para la
simulacién, PSpice [1994], es capaz de reconocer un extenso catdlogo de componentes

eléctricos, Tabla 2.2-1.

47



Capitulo 2. Fundamentos tedricos

, or {

b)
+ +
X(t) T 30 X(t) = x, sen(t)
+
X(t) T I(®) = jo exp(t) T 1(t) pulso
Fuente de tension Fuente de tension
) controlada por tension controlada por corriente
-1 X =Fx(Xc) L X =Fi(Jc)
{Xc} {Jc}
—F I3 5= —] . j=
i . J=Fx(Xc) T g B0
{Xc} {Jc}
Fuente de corriente
d controlada por dos tensiones .
-t P 1= FxXerXed)
— {Xc1, Xc2}

Figura 2.2-4. Representacion simbolica de monopuertas activas. a) fuentes constantes, b)
fuentes dependientes del tiempo, c) fuentes controladas por una variable, d) ejemplo de
fuente controlada por varias variables

Elementos lineales:
Resistencias
Condensadores
Inductancias o bobinas
Fuentes constantes de tension y corriente
Fuentes de tensién y corriente, dependientes del tiempo

Fuentes controladas de tension y corriente

Elementos no lineales:
Fuentes controladas no lineales de tension y corriente

Interruptores accionados por tensién o por corriente

Tabla 2.2-1. Elementos de circuito
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2.2.3. EL MESIR COMO METODO NUMERICO

El punto de partida en el MESIR es siempre el modelo matematico de un cierto proceso, un
conjunto de ecuaciones en derivadas parciales (EDP) espacio-temporales que lo definen. La
discretizacion de la variable espacial, Unica manipulacién directa que se hace de las

ecuaciones, es la base para establecer el modelo en red o red eléctrica equivalente.

El modelo en red es el formato que se da al modelo matematico para que pueda ser utilizado

como entrada en PSpice, (Nagel [1975] y [1977], Vladimirescu [1994], Kielkowsky [1994]).

En definitiva, puesto que la simulacién del modelo en red mediante ordenador implica la
resolucién numérica de sus ecuaciones, el método de simulacidn por redes es, de hecho, un
método numérico. A continuacidn exponemos las diferencias mas notables con las estrategias

de otros métodos numéricos.

Cuando en una ecuacion en derivadas parciales se hace una doble reticulacion, espacial y
temporal, se reemplazan de hecho las derivadas parciales por aproximaciones algebraicas, lo
qgue conduce a un conjunto de ecuaciones algebraicas que aproximan las EDP. Para la solucidn
numeérica de estas se utiliza un software matematico adecuado. Este procedimiento es la base
de los bien conocidos métodos numéricos de diferencias finitas y volimenes finitos, Knabnery

Angermann [2003].

Como ya se ha comentado, la elaboracién del modelo en red pasa por la reticulacion espacial,
pero no temporal. Se parte, pues, de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuya
reticulacién espacial lo convierte en uno de ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo,
que son las del circuito correspondiente a una celda elemental. Posteriormente, el propio

software realiza la reticulacién temporal.
Asi, el MESIR, tras la definicion de la variable flujo, j(q,t)=0¢(q,t)/dq, las EDP toman la forma
f, [0, Op/ot, 6°0/0t, j, 6i/da, di/ot, g, t] =0
que con la discretizacidn espacial se convierten en
Fi [, do/dt, d*d/dt?, j, di/dt, t] =0
que son las ecuaciones del circuito (la conexién entre j(g,t) y ¢(q,t) no se deshace).

Si j(q,t)=0d(q,t)/dq; no es una condicion del proceso modelizado, sino una relacion fisica entre
variables definidas independientemente, la red puede considerarse como una descripcién
alternativa del sistema. Si, ademds, j corresponde a un flujo de transporte de una cierta

magnitud, los elementos del circuito y ciertos parametros del conjunto de la red (como la
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impedancia) pueden dotarse de un significado fisico equivalente al que tienen en el transporte
de la carga eléctrica. En estos casos es evidente que el MESIR proporciona mas informacion

que la estricta respuesta numérica del sistema.

2.2.4. SIMULACION

Una vez obtenido el modelo en red se procede a su analisis en PSpice [1994]. Las dificultades
estaran, inicialmente, en el aprendizaje de un lenguaje de programacién, que puede ser de
texto o grafico; sin embargo se trata de dificultades faciles de salvar dado que son pocas las
reglas de programacién que se requieren (téngase en cuenta que los modelos estdn
constituidos por muy pocos dispositivos). PSpice ha sido utilizado por otros autores para
resolver problemas de otras disciplinas. Baker y Shortt [1990] estudia el comportamiento de
componentes integrados en diferentes rangos de temperatura, Bello [1991] lo aplica a la
resolucidon de problemas mecdnicos, Herbert [1992] lo aplica a la resolucién de ecuaciones

diferenciales ordinarias, Hamill [1993], a problemas estadisticos y relacionados con el caos,etc.

El circuito se presenta al ordenador, en el proceso de simulaciéon, como un conjunto de
ecuaciones matematicas. Este proporciona, mediante procedimientos de analisis numérico,
toda la informacidn solicitada por el investigador para cada tipo de andlisis. De esta forma se
obtienen los datos correspondientes a medidas tipicas de laboratorio con un margen de error
despreciable; mas aun, pueden alterarse las condiciones iniciales, de contorno, y las
caracteristicas térmicas del medio con sencillos cambios en el programa, y el andlisis puede
aportar datos sobre el comportamiento del circuito mas alla de los limites que virtualmente se

pueden obtener con medidas reales.

La simulacidn estd estructurada en cinco subprogramas principales, que interaccionan entre
ellos a través de una estructura de datos que es almacenada en un area comun del programa.

Estos subprogramas son: entrada, organizacion, andlisis, salida y utilidades, Figura 2.2-5.

El subprograma de entrada lee el archivo de entrada, construye una estructura de datos y
chequea el circuito. El de organizacidn, una vez que el programa de entrada se ha ejecutado
con éxito, construye estructuras adicionales que seran requeridas en el programa de analisis,
parte esencial de la simulacién. El subprograma de salida genera y organiza, en la memoria
central o en discos, los resultados solicitados por el usuario en forma tabular o gréfica. Las
utilidades son aspectos secundarios no relacionados directamente con la simulacion; estas
permiten, por ejemplo, almacenar componentes o partes de modelos para ser compartidos

por otros usuarios.
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Figura 2.2-5. Diagrama bloques del programa de simulacién de circuitos PSpice

El subprograma andlisis es la parte importante del programa de simulacidn. Ejecuta los andlisis
requeridos por el circuito, de acuerdo con las indicaciones del archivo de entrada; la
informacién resultante se almacena en la memoria central o en discos para su posterior
procesamiento en los archivos de salida. Mientras que la facilidad de uso del programa reside
en los subprogramas de entrada y salida, el programa de anlisis, que contiene algoritmos mas
complejos y consume la fraccion mayor del tiempo de computacién, determina la eficiencia de

la simulacién.

En el proceso de simulacién se obtiene la solucidn numérica de la representacion matematica
del modelo en red. Esta contiene i) las ecuaciones matematicas de los diferentes tipos de
monopuertas, ii) las ecuaciones correspondientes a las restricciones impuestas por las leyes de
Kirchhoff, propias de la teoria de circuitos, que han de satisfacerse entre las ramas y nudos del
circuito, y iii) la informacion particular sobre la interconexidn de los diferentes componentes
eléctricos de cada modelo. Toda esta informacién compone un extenso sistema de ecuaciones
algebraico-diferenciales del tipo F (¢, j, db/dt, dj/dt, t) = 0, donde ¢ = (d1, D2, ..., &n) Vi = (i1, j2r
...jm) son vectores formados por las variables dependientes del circuito, corrientes y tensiones,

y F, en general, es un operador no lineal.

El conjunto de tareas que componen el proceso de simulacién puede ser agrupado en los
siguientes tdpicos (o algoritmos de computacién), i) formulacidn de las ecuaciones, ii) soluciéon

de ecuaciones lineales, iii) solucidn de ecuaciones no lineales e iv) integracion numérica.

PSpice es miembro de la familia de programas de simulacidn de circuitos SPICE2, Nagel [1975];
mucho mas potente y rapido que sus predecesores, fue desarrollado en la Universidad de
California en los afos setenta y utiliza algoritmos numéricos mas refinados con formatos de

entrada-salida idénticos. El uso extendido de PSpice da fe de su capacidad para el tratamiento
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de una extensa variedad de problemas en simulacion de circuitos, resolviendo: i) respuesta en
corriente continua, ii) respuesta transitoria en el tiempo y analisis de Fourier en el dominio de

la frecuencia, y iii) analisis de pequefia sefal en corriente alterna y distorsion.

Los algoritmos utilizados en PSpice, que se documentan en la tesis de Nagel, son el resultado
de implementaciones, modificaciones y comparaciones cuidadosas de los métodos numéricos

existentes en el contexto especial de la simulacidn de circuitos.

La sintaxis de entrada no requiere especiales disposiciones ordenadas de datos, su estilo
puede catalogarse mas bien como libre y dispone de una razonable fuente de datos que se
adjudican por omision a los componentes cuando estos no se especifican en detalle. También
realiza un buen numero de chequeos para asegurar que el circuito ha sido introducido
correctamente y el resto de las sentencias de programa estan bien escritas, advirtiendo al
programador de posibles errores mediante mensajes previos a la ejecucion. En definitiva, un
usuario principiante necesita especificar un nimero minimo de parametros y controles de

simulacidn para extraer unos resultados de simulacidn aceptables.

El programa, por fin, se estructura como un listado que contiene todos los componentes
eléctricos del circuito, con resistencias, condensadores, fuentes, interruptores, etc., que se
introducen uno por uno indicando el nombre, valor, nudos de conexién y otros pardmetros

caracteristicos. También existe la posibilidad de organizar el programa mediante subcircuitos.
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EL PROBLEMA DE COMPLETITUD Y UNICIDAD

3.1. INTRODUCCION

El estudio del problema eldstico mediante un planteamiento en potenciales, mas
concretamente la representacion Papkovich [1932] y Neuber [1934], a pesar de haber sido
objeto de investigacidn en las ultimas décadas por un reducido nimero de cientificos, continta
siendo uno de los campos activos en la teoria de la elasticidad, Barber [2010]. Tras repasar y
comentar las aportaciones de los diferentes autores, y discutir lo que generalmente se
entiende por ‘el problema de completitud y unicidad’ de las soluciones en potenciales, se
demuestra la necesidad de nuevas condiciones adicionales para la unicidad de las soluciones
numeéricas en casos bidimensionales, plano y axisimétrico, aspecto tedrico apenas estudiado

hasta la fecha.

La eleccidn de la solucién de Papkovich-Neuber para la elaboracidn de los modelos en red en el
programa EPSNET_10, prefiriéndola a la del vector de Galerkin o la de Ter-Mkrtychan—Naghdi—
Hsu, Apartado 2.1.4, se debe a que las ecuaciones de gobierno son de tipo armodnico para
campos de temperatura y fuerzas de volumen nulos. Esto conduce a modelos en red sencillos y
muy experimentados por el grupo de investigacidn ‘Simulacién por Redes’ de la UPCT. En
relacién con las complejas condiciones de contorno, en general fuertemente acopladas, el
método de redes las implementa con relativa facilidad y se muestra muy eficiente y preciso. La
eleccién de la solucidon de Galerkin hubiera supuesto resolver una ecuacién biarmoénica por
cada componente del vector de Galerkin, con mayores acoplamientos en coordenadas

diferentes a las rectangulares que la solucion de Papkovich-Neuber. Ademas, en las
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condiciones de contorno aparecerian hasta derivadas terceras para el caso general, lo que
hubiera supuesto mayor dificultad de implementacidon e importantes errores en la solucion
numérica. Por ejemplo, Hossain et al. [2006] aplican una solucidon derivada del vector de
Galerkin, por tanto en general incompleta, a tres problemas ilustrativos: viga bidimensional en
voladizo con carga uniforme, disco bajo presidn radial y viga tridimensional empotrada bajo
carga uniforme; utilizando un algoritmo en diferencias finitas propio, obtienen una solucidon
numérica donde se aprecian desviaciones muy significativas en las regiones del contorno, en
algunos casos superiores al 100%. En la otra solucién, la de Ter-Mkrtychan—Naghdi—Hsu, las
condiciones de contorno resultan mas dificiles de manejar e implementar que en las
soluciones anteriores. Esta dificulta guarda relacion con que los desplazamientos estén
definidos en términos de la funcién potencial de Newton aplicada a la divergencia de un unico

potencial vectorial armdnico.

Al afrontar la solucién numérica de las ecuaciones de gobierno en potenciales de
desplazamiento, debe abordarse la cuestién de la unicidad numérica, habitualmente no
considerada cuando lo que se busca son soluciones analiticas o semi-analiticas a partir de un
catdlogo de funciones. Esta cuestion es distinta al problema de completitud y unicidad referido
en el capitulo anterior, Apartado 2.1.4, y, aunque ampliamente tratada por diferentes autores,
constituye un campo activo de investigacién en la actualidad. Por el contrario, la unicidad
numérica en potenciales de desplazamiento ha sido estudiada por pocos autores (Stippes
[1969] y Tran-Cong [1995]), que no han llegado a proponer aplicaciones concretas. Diferente
es el caso de las funciones de Airy y de Prandtl, provenientes de la formulacion en potenciales
de tension, que si se han aplicado desde antiguo a la obtencion de soluciones numéricas a
problemas elasticos, Richardson [1910]. En estos ultimos casos, el tema de la unicidad
numérica ha sido resuelto simplemente haciendo nulas las constantes de integracidon que
aparecen al plantear las condiciones de contorno, Timoshenko y Goodier [1970]; las

condiciones (2.1-81) son un ejemplo de ello.

En esta memoria hemos dedicado un gran esfuerzo al tema de la unicidad numérica
contribuyendo con nuevos resultados en la representacion de Papkovich-Neuber y las

formulaciones que de ellas derivan.

3.2. COMPLETITUD Y UNICIDAD

Merece la pena dedicar un epigrafe especial a los conceptos matematicos relacionados con la
validez de las soluciones generales y con la posibilidad de encontrar soluciones numeéricas

Unicas. Diferenciaremos en primer lugar cuando nos referimos a la solucién general PN vy
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cuando nos referimos a una solucién general derivada de esta por eliminaciéon de alguna o
algunas de las cuatro funciones potenciales escalares originales. Como veremos, del estudio de
la unicidad de la solucidon PN se deducen las condiciones de completitud de las soluciones

derivadas, lo que explica que se hable de completitud y unicidad como conceptos inseparables.

En relacion con estos términos trataremos de aclarar las siguientes cuestiones por este orden:
completitud de la solucién PN (cuestiéon 1), unicidad de la solucion PN (cuestidon 2a) o
completitud de la solucidon PN derivada (cuestién 2b) y, finalmente, unicidad numérica de la
solucidn en potenciales (cuestion 3). La cuestion 3 estd directamente relacionada con uno de

los objetivos de esta memoria.

En cuanto a la representacidn PN, estd demostrado que se trata de una solucién general
completa (cuestion 1), en el sentido de que es capaz de representar todos los posibles campos
de desplazamiento para el sélido tridimensional. En otras palabras, es una solucién siempre
valida. La demostracién fue realizada por Mindlin [1936], que después la amplié al caso de
fuerzas de volumen no nulas [1953]. Este mismo autor, como indica Eubanks y Sternberg
[1956], demostré la exigencia adicional de que las funciones potenciales deben ser
suficientemente suaves. Mas tarde, Gurtin [1962] la extendid a regiones infinitas en las que el
campo de desplazamientos tiende a anularse. Ambos autores se basaron en la descomposicion
de Helmholtz: un campo vectorial u puede definirse como suma del gradiente de un campo

escalar y el rotacional de otro vectorial.

Ahora bien, preguntar si la solucion PN es Unica (cuestion 2a) es equivalente a preguntarse si
para un campo de desplazamientos dado es posible que existan soluciones en términos de un
menor numero de potenciales, inferior a cuatro, sin pérdida de completitud. En caso
afirmativo, lo que implica la existencia de ciertas condiciones, la resultante o ‘solucion
derivada’ de la solucién PN constituird una representacion vélida del problema. Esta nocién de
completitud y unicidad referida a la soluciéon PN es, por ejemplo, la que se recoge en Barber
[2010]. Antes de entrar en ella veamos estos mismos conceptos referidos a las soluciones

derivadas.

Decimos que una solucion general derivada de PN, solucién que no incluye todos los
potenciales, es completa (cuestion 2b) si es capaz de representar el campo de desplazamientos
para un problema dado. Asi, el estudio de las condiciones de completitud de la solucién
derivada coincide con el de unicidad de la solucién PN comentada anteriormente (cuestion 2a).
Esto es, se trata de conocer bajo qué condiciones un conjunto reducido de potenciales es

valido para representar la solucion de problemas elasticos.
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Finalmente, la unicidad numérica de una solucion en potenciales (cuestion 3) se refiere a las
condiciones necesarias para que los potenciales de desplazamiento sean Unicos para una
deformacién dada. Este concepto es esencial cuando se trata de resolver numéricamente el
problema formulado en potenciales y la razén por la que en esta memoria llamamos ‘unicidad
numeérica’ a este tipo de unicidad, tratando de evitar la posible confusion con el clasico estudio
de completitud y unicidad de las soluciones generales. Esta idea de unicidad es la empleada
por Tran-Cong [1995], uno de los escasos autores que ha tratado las condiciones de unicidad
numérica para las soluciones en potenciales de desplazamiento, si bien sus articulos sobre

elasticidad son basicamente desarrollos matematicos.

Antes de profundizar en la cuestién 3 y estando resuelta la cuestidon 1, procede comentar el
método empleado para abordar el estudio de la completitud y unicidad (cuestién 2). En
general, se trata de encontrar las condiciones para reemplazar una de las funciones
potenciales, en la ecuacién (2.1-83), por una combinaciéon de las otras de manera que la
primera pueda eliminarse de la solucidn original. El procedimiento basico para llevarlo a cabo
fue establecido por Eubanks y Sternberg [1956] y ha sido, y continua siendo, motivo de estudio
y discusion en la actualidad (Barber [2010] y Wang et al. [2008]). A modo de nota histdrica, el
origen de las discusiones sobre completitud y unicidad se remonta a la misma propuesta de la
representacion PN. Los autores originales enunciaron la falta de unicidad seguramente guiados
por el siguiente razonamiento: si un problema de elasticidad planteado en desplazamientos
necesita tres condiciones de contorno, estas serdn suficientes para determinar tres potenciales
incégnita. Primero Papkovich [1932] afirmd que podia eliminarse de la solucién el potencial
escalar y, después, Neuber [1937] probd erréneamente que cualquiera de las cuatro funciones
potenciales podia eliminarse sin que la solucidn derivada fuera afectada en su completitud o
validez. Esta conclusidn fue adoptada como cierta en la literatura especializada y mantenida
hasta que Sokolnikoff [1956] sefald lo errédneo de los argumentos empleados. En el apartado
2.1.4.3 se resumen las condiciones y requisitos relacionados con la geometria del sdélido,
distribucién de cargas, propiedades del material, eleccion del sistema de coordenadas e
incluso la posicion del origen de coordenadas respecto del cuerpo, bajo los que puede
suprimirse alguna o algunas de las funciones potenciales; requisitos que, en consecuencia,
constituyen las condiciones de completitud para las resultantes soluciones derivadas. También
es interesante destacar que algunas de estas soluciones tengan nombre propio por ser
propuestas con anterioridad y, por tanto, de forma independiente a la solucidn PN. Este es el
caso, por ejemplo, de la solucion de Boussinesq [1885], siendo Eubanks y Sternberg [1956]

quienes a la vez de deducir las condiciones necesarias de completitud de esta solucién, la

56



Capitulo 3. El problema de completitud y unicidad

identificaron como un caso particular de la solucién general PN. Para una revision historica
mas extensa puede consultarse el trabajo de Gurtin [1972] y, mas recientemente, el de Wang

et 4l. [2008].

3.3. CONDICIONES ADICIONALES DE UNICIDAD NUMERICA

Trataremos ahora la tercera cuestion sobre completitud y unicidad referida a las condiciones
adicionales necesarias para que una solucidn en potenciales de Papckovich-Neuber sea Unica.
Esta aspecto apenas ha sido considerada en los textos debido, sin duda, a la aplicacién casi
exclusiva del método de los potenciales a obtener soluciones analiticas; procedimiento que,
grosso modo, consiste en seleccionar un adecuado conjunto de funciones armdnicas con un
numero de coeficientes arbitrarios, incégnitas del problema, igual al de condiciones de
contorno disponibles. Asi, el problema de unicidad numérica no se presenta en tal
planteamiento. Por ejemplo, el problema de Kelvin, Sadd [2009], se resuelve analiticamente a
partir de una solucién particular, que verifica la ecuacién de gobierno, cuyas constantes se
ajustan con las condiciones de contorno. Por tanto, no se fijan condiciones adicionales de
unicidad. Otro ejemplo es el problema de Boussinesq, Sadd [2009], donde tampoco se fijan
condiciones adicionales de unicidad. Es importante subrayar que con esta técnica, que
podriamos llamar de ‘tanteo analitico’, se han resuelto muchos problemas fundamentales en
los que suelen existir condiciones de simetria que simplifican la seleccidon de las funciones
armonicas. Por otro lado, el tratamiento numérico de estos problemas es complicado debido a

la existencia de medios infinitos o semi-infinitos, o bien de puntos singulares.

Puede decirse que la resolucién numérica de problemas de elasticidad en los que las incégnitas
primarias son las funciones potenciales de la representacién PN no ha sido tratada hasta hoy.
Diferente es el caso de otros planteamientos en potenciales, como la funcién de Airy, resuelta
mediante el método de diferencias finitas, y la funcidn de Prandtl, con los métodos de
diferencias finitas (MDF) y elementos finitos (MEF), Timoshenko y Goodier [1970] y Zienkiewicz
y Taylor [1994]. También Uddin [1966] y posteriormente Ahmed et al. [2005], resuelven
numéricamente problemas elastostaticos mediante diferencias finitas, usando un potencial de
desplazamiento biarmdnico v, que los autores definen mediante un esquema de reduccién de
variables. Hossain et al. [2006] demuestran la relacién entre el potencial y y el potencial de
Lamé, considerado un caso particular de la solucion PN. Por tanto, se trata de una aplicacion
limitada al ser una formulacidn incompleta para el caso general. En todas estas aplicaciones se
requiere introducir condiciones numéricas adicionales, independientes de las propias

condiciones de contorno.
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En cuanto a las soluciones semi-analiticas (como las de Ying et al. [1996], O’Sullivan y King
[1988] y Peng y Bhushan [2002]), que requieren de aproximaciones numeéricas para la
expresion de las soluciones finales, los procedimientos usados son similares a los analiticos.
Asi, Ying et al. [1996] proponen como funcién potencial en problemas axisimétricos un
desarrollo en polinomios de Legendre, una solucion que satisface la ecuacidon de gobierno. La
expresion de desplazamientos y tensiones, formulada analiticamente mediante el desarrollo
truncado de la funcidn potencial, se ajusta numéricamente con las condiciones de contorno.
También, O’Sullivan y King [1988], en el problema de contacto entre un indentador y una
superficie multicapa con substrato infinito, proponen una solucién basada en la transformada
de Fourier que también verifica la ecuacion de gobierno. Los coeficientes de esta solucidn se
calculan de nuevo numéricamente a partir de las condiciones de contorno disponibles. Peng y
Bhushan [2002] usan la solucidn de este problema en estudios de contacto mas complejos. En
definitiva, podemos decir que ni Ying et al. [1996] ni O’Sullivan y King [1988] fijan condiciones

adicionales de unicidad para obtener la solucidn en potenciales a sus problemas.

Stippes [1969], por primera vez y puntualmente, se cuestiona si son necesarias o no
condiciones adicionales para soluciones numéricas en términos de potenciales de PN, aunque
no estudia casos concretos. La condicion de unicidad numérica, destacada por este autor, se
obtiene de forma implicita en la prueba de completitud de la solucidn general derivada de PN
por eliminacién del potencial escalar; prueba realizada para el caso tridimensional por Eubanks

y Sternberg [1956].

Tran-Cong [1995], también sin efectuar aplicacidn numérica alguna, vuelve a incidir en la
cuestion de si son necesarias o no condiciones adicionales; destacando que, salvo el caso
referido por Stippes [1969], este tipo de unicidad de las soluciones generales en el método de
los potenciales no habia sido estudiada hasta la fecha. Afirma que, en general, para que las
soluciones en potenciales sean Unicas son necesarias ciertas condiciones adicionales. Se trata
de una observacion trivial ya que en las ecuaciones (2.1-89), (2.1-91) y (2.1-93) el potencial
escalar aparece siempre dentro del operador derivada. En relacién con la solucion general PN,

Tran-Cong estudia las condiciones de unicidad numérica para dos de sus soluciones derivadas:

i) La representacion tridimensional que resulta de eliminar una de las componentes
cartesianas del potencial vectorial. Para este caso obtiene tres posibles condiciones de

unicidad.

La primera condicion afirma que cuando una regidn D es z-convexa respecto a una

superficie S, la solucidn derivada de PN resultante de eliminar la componente z del
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potencial vectorial es completa y Unica si se imponen las siguientes condiciones
adicionales: a) fijar el valor de ¢, sobre el contorno de S mediante una funcién arbitraria
pero continua, b) fijar arbitrariamente el valor de ¢, en un punto cualquiera de la
superficie S, y c) fijar arbitrariamente el valor de ¢, en un punto cualquiera de la

superficie S.

La segunda condicidn es similar a la primera pero intercambiando los roles de las

funciones ¢, y ¢,,.

La tercera condicién es calificada por el mismo autor como mas restrictiva y complicada

de cumplir que las anteriores; por lo que no la consideramos en esta memoria.

ii) La denominada solucidn de Boussinesq, encontrando como condiciones adicionales de
unicidad las siguientes: un valor arbitrario del potencial escalar, en un punto arbitrario
del dominio, y un valor arbitrario de la derivada de dicho potencial en direccion axial en
el mismo punto. Estas condiciones pueden entenderse como exclusivas en una de las
conclusiones del articulo: “The non-axisymmetric Boussinesq solution is unique if the
extra condition is imposed”. No queremos decir que la conclusidn sea errdnea sino que
lo erréneo seria interpretarla como Unica posibilidad. En cuanto a la denominacion de
no-axisimétrica, empleada por Tran-Cong al referirse a la solucién de Boussinesq, el
autor lo justifica por usar el sistema de coordenadas cartesianas, en lugar del cilindrico

originalmente propuesto en la solucién de Boussinesq.

3.4. NUEVAS CONDICIONES DE UNICIDAD NUMERICA

Retomamos la demostracion de Tran-Cong [1995] con objeto de aclararla y de proponer
nuevas condiciones alternativas que, para el caso de nuestra implementacién numérica
resultan mds apropiadas. Primero, abordamos la solucién Boussinesq mostrando que la
condicién de unicidad, Unica segun el autor, admite otras especificaciones. Mads tarde
aplicamos la misma metodologia para determinar las condiciones de unicidad numérica para la
solucion de Timpe. En ambos casos usaremos el sistema de coordenadas cilindricas. Para
finalizar, abordaremos las condiciones adicionales de unicidad numérica en problemas planos.
Para este caso se consideran la solucion PN completa y las dos derivadas, obtenidas al omitir

una de las dos componentes cartesianas del potencial vectorial.

De acuerdo con Barber [2010], la investigacion de cualquier aspecto del comportamiento de
los potenciales, suele basarse en el estudio del campo de desplazamientos nulo; la cuestion

sobre completitud y unicidad es un ejemplo de ello. En esta memoria seguimos y pondremos
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en practica el procedimiento de Stippes [1969] y Tran-Cong [1995]. Este consiste en deducir las
condiciones de unicidad de la solucién en potenciales para el campo de desplazamientos
general a partir de las condiciones para el campo de desplazamientos nulo. Asi, sin atender a
las condiciones de contorno fisicas, cabe preguntarse si existe alguna solucidén en potenciales,
distinta de la trivial, de la que resulte un campo de desplazamientos nulo. Caso de existir, écual

seria su aspecto?, {como podriamos fijarlos o hacerlos Unicos?

Para el problema estudiado por Stippes, en el que la solucién derivada resulta de prescindir del
potencial escalar, solo es posible representar el campo de desplazamiento nulo con la soluciéon
trivial. Asi, para el caso de desplazamientos generales, los potenciales también seran Unicos vy,
para determinarlos, sdlo se requiere resolver las ecuaciones de Laplace con las
correspondientes condiciones de contorno fisicas. Por otro lado, en el problema de los
potenciales de Boussinesq, estudiado por Tran-Cong [1995], la conclusidn es que el campo de
desplazamientos nulo puede representarse por infinitas soluciones en potenciales, incluyendo
la solucién trivial; pero todas ellas satisfacen una forma concreta que queda definida fijando
dos valores arbitrarios de unas constantes. Por tanto, para el campo de desplazamientos
general también concurrirdn infinitas soluciones en potenciales que cumplirdn con las
condiciones de contorno fisicas y las ecuaciones de gobierno. Ahora bien, fijando

arbitrariamente dos condiciones adicionales, obtendremos una solucién Unica en potenciales.

Para los calculos que siguen resulta adecuado expresar la soluciéon general de Papkovich-

Neuber (2.1-83) en la forma
u=a?-Vp+R-¥) (3.4-1)

con a = 4(1 — v). Los nuevos potenciales arménicos (V2¥ = 0, V2¢p = 0) estan relacionados

con los de la representacion (2.1-83) mediante las expresiones ¥ = ¢p/2ua, ¢ = ¢, /2u.

3.4.1. CONDICIONES DE UNICIDAD PARA LA SOLUCION DE BOUSSINESQ

Siguiendo a Tran-Cong [1995], para el campo de desplazamientos nulo (1 = 0) la solucion de

Boussinesq, Apartado 2.1.4.3.3, satisface la ecuacion
a¥e, —V(p+2z¥,)=0 (3.4-2)

Aplicando el rotacional en coordenadas cilindricas a esta ecuacidn, resulta

0¥,/00 = d¥,/dr =0, por lo que ¥, es solo funciéon de z.

60



Capitulo 3. El problema de completitud y unicidad

Tomando la divergencia de nuevo en la ecuacion (3.4-2), teniendo en cuenta el resultado
anterior y que las funciones ¢ y ¥, deben ser arménicas (V2¥, =0 y VZ¢ = 0), resulta
0%¥,/0z = 0. Se deduce asi que para que la solucién de Boussinesq represente el campo de

desplazamientos nulo, la componente no nula del potencial vectorial debe ser constante:
Y, =k (3.4-3)
El resultado anterior, sustituido en la ecuaciéon 3.4-2 conduce a

_%9, _19¢ [ 1) — a_fp] - _
5 €r 7500 T ki(a—1) 5y e, =0 (3.4-4)
De las dos primeras componentes de la ecuacion (3.4-4) se obtiene d@/dr = d@ /00 =0, por
lo que ¢ es solo funcién de z. Sustituyendo este resultado en la tercera componente,

obtenemos la condicidn para que la solucién de Boussinesq referida al potencial escalar ¢

represente el campo de desplazamientos nulo: un plano paralelo al eje radial cuya ecuacidn es
o =ki(a—1)z+k, (3.4-5)

donde k, es otra constante adicional. Una vez fijadas arbitrariamenter las constantes k; y k,,
quedan definidos de manera Unica los potenciales para el campo de desplazamientos nulo vy,
por extensidn, para cualquier otro campo de desplazamientos representado por la solucidn de

Boussinesq.

En la figura 3.4-1 se representan las ecuaciones (3.4-3) y (3.4-5), que corresponden a dos
planos definidos por las constantes k; y k,. La pendiente del plano ¢ esta fijada por la relacién

ki(a—1).

e

Figura 3.4-1 Solucién de Boussinesq para campo de desplazamientos nulo

Para subrayar la idea de unicidad numérica, consideremos la solucién en potenciales
¢ =¥, = 0. Obviamente, de la anterior solucién se deriva un campo de desplazamientos

nulo, cumpliendo con (3.4-2); pero esta solucién en potenciales es simplemente un caso
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particular de las infinitas soluciones asociadas al campo de desplazamiento nulo definidas por

las ecuaciones (3.4-3 y 3.4-5).

En cuanto al procedimiento para fijar las constantes adicionales (k4 y k), de manera general y

no solo para el caso del campo de desplazamientos nulo, Tran-Cong [1995] propone:

pla) =
% _. (3.4-6)
0z -2

a

donde a es un punto arbitrario del domino y ¢; y ¢, dos constantes arbitrariamente fijadas. La
condicion (3.4-6) es una manera de fijar las constantes k; y k5, que definen de manera Unica
las soluciones (3.4-3) y( 3.4-5): ki =c¢,/(a—1), k, =c; —cya,. Sin embargo, existen
multiples posibilidades de fijar las constantes adicionales. En esta memoria se propone una

alternativa mas simple a la condicién (3.4-6), Morales et al. [2011a, 2011b]

p(a) = Ci‘} (3.4-7)

¥ (b) = c;
donde a y b son dos puntos arbitrarios del domino y c¢; y c; dos constantes arbitrarias. En este

caso las constantes k; y k, vienen definidas de la forma: ky = ¢3, ky, = ¢f — ¢;(a — 1)a,.

Sobre la notacién de las funciones potenciales, es evidente que las condiciones (3.4-6) y (3.4-7)
pueden aplicarse tanto a la representacion PN definida por (2.1-83) como a la definida por

(3.4-1).

La figura 3.4-2 muestra los potenciales de Boussinesq calculados por EPSNET_10 [2011]
correspondientes a la solucion u = 0. Se comprueba que satisfacen la forma general

representada por las ecuaciones (3.4-1) y (3.4-5), mostrada en la figura 3.4-1.

Potential Phi-Z Potential Phi-0

Figura 3.4-2 Potenciales de Boussinesq calculados mediante EPSNET_10 parau =0
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3.4.2. CONDICIONES DE UNICIDAD PARA LA SOLUCION DE TIMPE

Esta solucién, Morales et al. [2011b], no ha sido estudiada hasta la fecha. Siguiendo el
procedimiento anterior, la ecuacién (3.4-1) para el campo de desplazamientos nulo definido

por la solucion de Timpe, Apartado 2.1.4.3.3, satisface la ecuacion
a¥.e.—V(ip+1r¥)=0 (3.4-8)

Operando con el rotacional en la ecuacién (3.4-8), resulta 0¥,./dz = 0¥,./00 =0, por lo que
Y. es solo funcidn de r. Aplicando la divergencia a (3.4-8), teniendo en cuenta el resultado
anterior y que el potencial escalar y el potencial vectorial son funciones arménicas, resulta

0¥, /0r + ¥,./r =0. Se deduce asi que

p =k (3.4-9)

aks a_q’) _100, 00, _ _

( — =5, )ér e —e; = 0 (3.4-10)
De las dos ultimas componentes de la ecuacion (3.4-10) se obtiene dp/0z = dp /00 =0, por
lo que ¢ es solo funcién de r. Sustituyendo este resultado en la primera componente,

obtenemos la condicion
o =kialnr+k, (3.4-11)

donde k, es una constante arbitraria que junto con k; definen de manera Unica los

potenciales para el campo de desplazamientos nulo.

Como se ve, las condiciones de unicidad para las soluciones de Boussinesq y Timple son
similares en el sentido de que se requiere fijar dos valores arbitrarios para las dos constantes,
kq vy k,. Esta similitud es conforme con la equivalencia entre ambas soluciones deducida por
Tran-Cong y Steven [1979b]. Si representdramos las ecuaciones (3.4-9) y (3.4-11)

obtendriamos dos superficies paralelas al eje z, Figura 3.4-3.
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i ki 2 = Kiln(r) + k2~
=" v

bl 8]

Figura 3.4-3 Solucion de Timpe para campo de desplazamientos nulo

Procediendo como en el caso anterior, de entre las multiples formas de fijar las constantes
adicionales en el caso de un campo de desplazamientos general, proponemos para la solucidon

de Timpe las siguientes

(@) = c } (3.4-12)

¥r(b) = c;

donde a y b son dos puntos arbitrarios del domino y ¢; y ¢, dos constantes arbitrarias.

3.4.3. CONDICIONES DE UNICIDAD PARA LAS SOLUCIONES PN DERIVADAS EN
PROBLEMAS PLANOS

En problemas de elasticidad en coordenadas cartesianas podemos repetir el procedimiento de
Tran-Cong [1995] para el caso axisimétrico de Boussinesq, que se ha extendido a la solucién
también axisimétrica de Timpe. En el caso plano, aplicar el rotacional al campo de
desplazamientos nulo, y después la divergencia, resulta mas facil debido a la forma mas simple
de ambos operadores en coordenadas cartesianas. Resumimos, por tanto, las condiciones de

unicidad para los dos casos de soluciones reducidas, Morales et al. [2011c].
La solucién reducida ((p, Y= ‘I’yey) para el caso plano puede hacerse Unica afiadiendo las dos
condiciones adicionales

p(a@) =¢ }

¥,(b) = (3.4-13)

donde a y b son dos puntos arbitrarios de la regién de calculo y ¢; y ¢, dos constantes
arbitrarias. Este caso es semejante al de Boussinesq en el sentido de que la componente no

nula del potencial vectorial es la vertical (axial en cilindricas).

La otra solucién derivada (¢, ¥ = ¥, e,) para el caso plano puede hacerse Unica afiadiendo las

dos condiciones adicionales
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9(@) =& } (3.4-14)

Y (b) = c;
donde, de nuevo, a y b son dos puntos arbitrarios de la regién de calculo, y ¢; y ¢, dos
constantes arbitrarias. Este caso es semejante al de Timpe en el sentido de que la componente

del potencial vectorial no nula es la horizontal (radial en cilindricas).

Alternativamente, y para ambas soluciones reducidas, se pueden generar otras condiciones de

unicidad como se ha visto para la solucién de Boussinesq.

3.4.4. UNICIDAD NUMERICA DE LA SOLUCION PN EN PROBLEMAS PLANOS

La solucion PN completa para el caso plano supone 3 potenciales, el escalar mas las dos
componentes en el plano del potencial vectorial. Como ya se ha mencionado, para dominios
conexos las soluciones derivadas de PN resultantes de eliminar una componente del potencial
vectorial, ademads de la componente z, son completas, Apartado 2.1.4.3.2. Para dominios
multiplemente conexos, sin embargo, se requiere usar la solucién completa, por lo que resulta
de interés conocer las condiciones adicionales para esta solucidn, condiciones no estudiadas

hasta la fecha, Morales et al. [2011c].

Siguiendo el procedimiento anterior, la expresién del campo de desplazamientos nulos en

deformacién plana con la solucién PN es
a(Peex+¥e,)—V(p+x¥ +y¥,)=0 (3.4-15)

Esta ecuacion es idéntica a la condicion de campo de desplazamiento nulo estudiada por Tran-
Cong [1995] para el caso tridimensional en dominios z-convexos. En consecuencia, las
condiciones de unicidad también son las mismas. El apartado 3.3, punto i, recopila las dos
opciones de aplicacion mas general. Para el caso de deformacion plana, y andlogamente el de

tensidn plana, estas dos alternativas son:
i) Fijar el valor de ¥, en el contorno de la seccidn transversal R, Figura 2.1-4, mediante

una funcidn arbitraria pero continua, junto con

(@) =¢ }

¥,(b) = c (3.4-16)

i) Fijar el valor de ¥, en el contorno de la seccion transversal R, mediante una funcion

arbitraria pero continua, a la vez que
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9(@) =& } (3.4-17)

¥y (b) = c;
En ambos casos, a y b son dos puntos arbitrarios de la regién de calculo, asi como ¢; y ¢, son

dos constantes arbitrarias.

Las ecuaciones (3.4-16) y (3.4-17) coinciden con las del apartado anterior (3.4-13) y (3.4-14),
respectivamente. De hecho, las dos soluciones derivadas consideradas en el apartado 3.4.3
coinciden con la solucién completa cuando a la componente del potencial escalar de la
solucidon completa, no presente en la solucién derivada, se le da un valor nulo como funcidn

arbitraria sobre el contorno.

En relacion con las diferencias entre el caso tridimensional con dominios z-convexos y el caso
bidimensionales plano, es preciso sefialar que en el primero los tres potenciales son funciones
de (x,y, z), mientras que en el segundo solo dependen de dos coordenadas. Por otro lado, las
condiciones propuestas por Tran-Cong [1995] para el caso tridimensional, que incluyen la
fijacion de valores de ¢, en una parte del contorno, pueden ser muy dificiles de implementar
al interferir con las condiciones de contorno fisicas del problema tridimensional. Este problema

no se presenta en el caso plano.

La figura 3.4-4 muestra una solucidn de la formulacion PN completa correspondiente al campo
de desplazamientos nulo. Las condiciones de unicidad son del tipo (3.4-16), con ¥, = 0 en el
contorno. Los potenciales de la figura 3.4-5 también corresponden a un campo de
desplazamientos nulo, obtenidos aplicando las condiciones de unicidad (3.4-16) pero con el

valor de ¥, variando en el contorno de forma continuay lineal.

Potential Phi-0
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. . Patential Phi-i
Potential Phi-%

020

Figura 3.4-4 Solucidn particular de la formulacién PN completa cuando u = 0 en un dominio
rectangular, calculados mediante EPSNET_10.
Condiciones adicionales (3.4-16) y ¥, = 0 en el contorno

Potential Phi-0

o Potential Phi-
Patential Phi-x ER

fpso

D-\.
i LR < s*ﬁ“\
° | R
T R
ST TR

054"

60 100

Bom g 100

Figura 3.4-5 Solucidn particular de la formulacién PN completa cuando u = 0 en un dominio
rectangular, calculados mediante EPSNET_10.
Condiciones adicionales (3.4-16) y ¥, continua y lineal en el contorno
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3.5. CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES

Se ha estudiado el tema de unicidad numérica, revisando el estado del arte, en la
representacion de Papkovich-Neuber y soluciones derivadas: i) representacion tridimensional
sin una de las componentes cartesianas del potencial vectorial, y ii) solucidon de Boussinesq. Se

aportan nuevos resultados en cuanto a las condiciones adicionales de unicidad numérica.

Siguiendo los procedimientos de Stippes [1969] y Tran-Cong [1995], abordamos la solucién de
Boussinesq para el caso axisimétrico en coordenadas cilindricas, mostrando que la condiciéon
de unicidad, Unica segun Tran-Cong, admite otras especificaciones. Se proponen condiciones
de unicidad alternativas mas sencillas, Morales et al. [2011a, 2011b]. M4ds tarde aplicamos la
misma metodologia para determinar las condiciones de unicidad numérica para la solucién de
Timpe. Se proponen dos nuevas condiciones de unicidad, en coherencia con el nimero de

potenciales incégnita, Morales et al. [2011b].

En el caso plano y coordenadas cartesianas: i) se proponen nuevas condiciones adicionales de
unicidad numérica para las dos soluciones derivadas de PN por reduccion de una de las
componentes cartesianas del potencial vectorial, Morales et al. [2011c], y ii) se proponen dos
conjuntos de condiciones adicionales para la solucion completa PN, demostrando la validez de
las conclusiones del caso tridimensional z-convexo estudiado por Tran-Cong [1995] al caso

plano.
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CAPITULO 4

MODELOS EN RED

4.1. MODELOS EN RED BASADOS EN LA FORMULACION DE NAVIER

La solucion del problema elastostatico lineal en términos de desplazamientos consiste en
resolver la ecuacién de Navier (2.1-24), considerando las condiciones de contorno (2.1-28)

para el caso general del problema mixto.

En los dos siguientes apartados deduciremos el modelo en red correspondiente a la ecuacion
de gobierno de una celda elemental, particularizada para los casos de problemas planos en

coordenadas cartesianas (2.1-53) y problemas axilsimétricos (2.1-70).

En el apartado 4.1.3 disefiamos la celda elemental que permite la solucidn del problema
térmico desacoplado del mecanico, usando una discretizacién congruente con el resto de
modelos mecdanicos presentes en esta memoria. El campo de temperaturas obtenido al
resolver el problema térmico es una parte de los datos necesarios para la resolucién final del

problema termoelastico desacoplado.

En el ultimo apartado detallamos el modelo en red de las condiciones de contorno para el
problema elastico distinguiendo entre restricciones de desplazamientos y de fuerzas

superficiales.

4.1.1. COORDENADAS RECTANGULARES. CELDA ELEMENTAL

Partimos de las ecuaciones diferenciales de la formulacion de Navier en coordenadas
cartesianas para el caso plano, Morales et 4l. [2011d]. Como vimos en el apartado 2.1.3.3, los

dos problemas correspondientes al caso plano pueden expresarse con el mismo sistema de
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ecuaciones diferenciales sin mas que usar el valor apropiado en las propiedades de material.
Segln qué caso, los valores del coeficiente de Lamé 4, médulo de elasticidad transversal u y

coeficiente de dilatacidn térmica lineal ¢, vienen dados por las ecuaciones (2.1-56) y (2.1-57).

Dado que cada ecuacidon diferencial da lugar a un circuito independiente, la celda o volumen
elemental esta formada por dos circuitos, cada uno de ellos asociado a una de las funciones
incégnita. Con este fin, resulta conveniente expresar las ecuaciones (2.1-53) de manera que
gueden separados los términos correspondientes a ambas funciones. Operando todas las

derivadas, y agrupando por tipos de derivadas, estas ecuaciones pueden escribirse en la forma

(A+zma”X+u"’2’“ +|

9x2 a +fx]_0
R [CRES

—0((3/1+2u) +fy] =0

66
0%uy

(4.1-1)

l"l'az

Auln podemos hacerlas mas compactas si agrupamos las propiedades de material definiendo
los coeficientes C; = (A+2u), C, =u, C3=A+pn) y C, = —a(34+ 2u). De esta forma

tenemos las ecuaciones

92 Quy | azux _
c ”y+ca”y+[ca”"+c +f]= '
2 hx2 1 3 45, dy y

Cada uno de los términos en derivadas de las ecuaciones anteriores se puede expresar en
diferencias finitas, usando el mallado y nomenclatura de la figura 4.1-1. Segun el tipo de

derivada, las aproximaciones son

Uk,27Uk0_Yk0"Yk4

9%u ~ Ax/, A/, — Ug 2—2Ug o+Uk 4 — _ (U0 Uk2 + Uk 0—Uk4
ax2lk o Ax sz/z Ax? /5 Ax? /5
k37Uko0_ ko0~ Uk1
az_u N 7, _ Uk3—2UgotUrs [ Uko—Ukgs + Uk,0—Uk,1
a2l Ay N Ay? /, - Ay? /, Ay? /,
5 Ukt,2~Ukta Ukb,2~Ukb,4 > (4.1-3)
ol T & A _ Ukt2~Ukta~Ukb2+Ukbs
9xdyly o 28y 2AxAy
aT o Tk2—Tka
ox k,o Ax
aT o Tk3=Tka
6y k,0 Ay J
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T

BRI _Uke3
g 4 Ut 0 ; UKD F Ukr () | Ukr2
I Trdl 1

dval A Vel

u
Vb4 p— kb0 | Ukb2
o e
Ax ‘ Ax ‘ Ax

Figura 4.1-1 Mallado y nomenclatura

Salvo las celdas de los contornos, las celdas interiores comparten nudos con las celdas vecinas.
Estos nudos compartidos recibirian cédigos distintos si solo consideramos cada celda por
separado. Dado que el nudo debe estar identificado por un cddigo, se debe sustituir k,1 (celda
k) por el cddigo del nudo de la celda inferior. Por la misma razén, se sustituye el cddigo k,4 por

el de la celda de la izquierda.

Como se ha indicado, existen dos circuitos, uno por cada una de las componentes de
desplazamiento: ‘ux’ para la componente rectangular u, y ‘uy’ para la componente del
desplazamiento u,,. Para el campo térmico se asume una malla idéntica con nomenclatura
similar. Seflalamos que todas las derivadas, excepto las cruzadas, se asocian a balances sobre
la celda y no sobre cada punto de la malla. Como consecuencia resultan dos tipo de puntos: i)
los centros de celda donde se imponen las ecuaciones de gobierno, vy ii) los bordes de celda
donde se imponen las condiciones de continuidad espacial entre celdas adyacentes, o bien las

condiciones de contorno cuando se trata de celdas en el contorno del dominio.

La existencia de los dos tipos de puntos o nudos hace que algunas de las expresiones (4.1-3)
aparezcan diferentes a las (expresiones) habituales empleadas por el método de las diferencias
finitas (MDF), Richardson [1910] y Knabner y Angermann [2003]. En particular, la expresion en

diferencias finitas correspondiente a las derivadas segundas en el MDF presentaria un
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. Ug2—2Ugot+ugs

. . . 02
denominador diferente: i) e ~ >
x2%ly 0 (Ax/z)

.. 0%u Uk 2—2Ug o+U
para MDF e ii) —; L A zk'o ot para
0x k,0 X /2

MESIR.

En realidad, los puntos en bordes de celdas, situados en el interior del dominio, no son
incognitas. Estos dependen de los valores de los centros de celda adyacentes. Para mallados
uniformes, teniendo en cuenta esta dependencia, es facil comprobar la equivalencia entre
ambas formas de aproximar las derivadas. Para una malla, con nudos coincidentes con los
centros de celda mostrados en la figura 4.1-1, MDF daria expresiones conformes con las

2u|  __ Ugro—2Ugo+Ugo

. 0%u
— ~ en MDF es equivalente a —
ax?lk o Ax?

relaciones (4.1-3). Por ejemplo, ax2lio =

Ug2—2Ugo+Uk4
2
Ax /2

en MESIR. Asi, al trasformar la ecuacién diferencial en ecuaciones algebraicas,
MDF proporcionaria expresiones equivalentes. Por tanto, se observa una diferente forma de
discretizar y de imponer el cumplimiento de las ecuaciones de gobierno: MDF usa una malla e
impone en cada nudo la correspondiente ecuacion de gobierno, mientras MESIR discretiza en

celdas e impone la ecuacién de gobierno en cada celda.
En definitiva, las ecuaciones en diferencias finitas correspondiente a (4.1-2) son

uXk'o—uXk'z uXk’O—uXkA, + uXk'o—uXkS + uXk'o—uXk'l _

+
Ax?/ )L Ax?/ )L Ay?/ \1 Ay?/ \1
UYkt,2—~UYkt,4 —UYkb,2+UYkb,4 Tk2—Tka ] _
[C3 2AxAy + C4 Ax +fX =0

T (4.1-4)

Uyk,0—Uyk,2 + Uyko0—UY¥k4 + Uyko—Uyk3 , U¥ko—U¥k1
Ax%/ )L AxZ/ L Ay?/ \1 Ay?/ \1
) PR (Yh)E T (M)
UXkt,2 —UXkt,4 ~UXKb,2 T UXKb 4 T3~ Tk
Cq kb2 IRkt - b2 FUTkb ¢, Tk g f | =
[ 3 2AxAy 1y Ay tly J

+

Establecemos ahora la equivalencia formal entre variables mecanicas y eléctricas asociando la
variable desplazamiento, u, a la variable tension, o voltage, e interpretamos cada ecuacién
como un balance de corrientes en la celda, es decir, cada término de la misma es una corriente
qgue entra o sale de la celda de acuerdo con su signo. Con esta asignacion, por un lado, los
cuatro primeros sumandos de la primera y segunda ecuacién (4.1-4), pueden implementarse
en el circuito o modelo en red mediante simples resistencias merced a la relacidn constitutiva
para estos componentes i = AV/R. El valor de la resistencia es el denominador de la
expresion del término correspondiente de la ecuacién (4.1.4), Figura 4.1-2. Por otra parte, los
ultimos sumandos incluidos entre corchetes en la ecuacion (4.1-4), atendiendo a su signo, se
implementan mediante fuentes de corriente que ‘salen’ del nudo. Estos sumandos incluyen los

términos de acoplamiento entre ecuaciones, los debidos al campo de temperaturas y las
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fuerzas de volumen. A cada uno de los términos, o directamente la suma de todos ellos, se le

asocia una ‘fuente de corriente controlada por tension’. Esta corriente, especificada mediante

software, es una funcidn continua dependiente de los voltages en cualquier nudo de los dos

circuitos.
Uxk3
i
. B5k0
S
Uxk.4 - Uxk.0
Ay — AN Uxk,2 Ay
1 UX k.1 a)
. Ax J

uyk,3
» BYk0
uyk,1 b)
Ax

Figura 4.1-2 Modelo en red de una celda. a) Circuito ‘ux’; b) Circuito ‘uy’

Los valores de las resistencias y las funciones de las fuentes de corriente para una celda

genérica ‘k’ en los circuitos para ambos desplazamientos son:

ux — pux - Ax* 1

koke = Rkote = 5 ¢
2

uy o _guw A1

Ricoxs = Rioa =57,

UYkt,2—UYkt4—UYkb,2+UVkb,4 Tk2—Tka
G = — [ 0y e b2 T . ¢, Th2 s
k,0 3 2AxAy t Ax +
2
uy _gW A1
Ryoxa = Rido ke = C,
u u Ay? 1
RW = RW _ sy
k,0_k3 koki =~ 5 G
UXk¢,2 —UXkt,4 —UXkb,2 +UXkb 4 Tk3—Tk1
Gy = — | €y TRz b2 T . ¢, T
k,0 3 2AxAy + 4 Ay

fx]

\ (4.1-5)

+ﬂj

La implementacién de los términos que contienen derivadas cruzadas merece un comentario

especial. Anteriormente hemos mencionado que todas las derivadas se obtenian por balances

en el interior de la celda excepto las derivadas cruzadas. Dado que estos términos no se

pueden evaluar en una Unica celda se dispone de multiples posibilidades de eleccién. La opcion

empleada para las celdas centrales supone un balance entre dos celdas situadas sobre la

misma vertical (una por encima y otra por debajo de la celda ‘k’). Esta eleccion implica que

para el caso de los bordes inferiores y superiores, las derivadas cruzadas no pueden operarse

por las mismas expresiones que para el caso de las celdas del interior, por lo que se efectldan

entre la misma celda del borde y la contigua hacia el interior al dominio. Para el caso del borde

inferior, operando con las celdas superiores, resulta
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92u Ukt,2 "Ukt4  Uk2"Uk4 u u Ut
kt,2 ~Ukt4 ~Uk2tUk4
~ R (4.1-6)

0x0yly ¢ - Ay AxAy

y para el borde superior, tomando las celdas inferiores

02 Tz Tk kb2 Tkb. Uk 2—Uk 4—Ukp 2 +U
u —Ugs—
A ix k2~ Uk4~Ukb,2+Ukb,4 (4.1-7)

0x0yly ¢ - Ay AxAy

Otra posibilidad seria considerar las diferencias finitas entre las celdas a la derecha e izquierda
de la celda ‘k’. Esto supondria una programacion diferente de las celdas de borde que quedan
a la izquierda o a la derecha. También se podrian tomar los cuatro centro de las celdas que
rodean una celda interior ‘k’. Incluso, en las celdas de los bordes podria adoptarse una
estrategia distinta; por ejemplo, el criterio de calcular las diferencias finitas considerando una
orientacién paralela o perpendicular al borde. Todas estas combinaciones funcionan igual para
mallados altos, proporcionando los mismos resultados en la simulacién del modelo. La opcién
elegida es la que ofrece mayor simplificacion a la hora de programar el modelo y es la

implementada en EPSNET_10.

Finalmente, las derivadas cruzadas en las esquinas pueden ser programadas eligiendo entre un
gran niumero de opciones. En EPSNET_10 se programa a partir de los valores de cuatro celdas:

las tres contiguas a la misma mas la propia celda. Asi, la esquina inferior izquierda, resulta

a2 Uktr,0 "Ukt,0  Ykr,1"Uk,1 u u u +u
u ktr,0 —Ukt,0 “Ukr,1 TUk,1
~ X B = (4.1-8)

0x0yly - 1.5Ay 1.5AxAy

Las otras esquinas se programan ajustando la notacién.

El modelo en red se completa para todo el dominio conectando eléctricamente N,xN, celdas a
lo largo de los ejes x e y, Figura 4.1-2. Es importante mencionar que los elementos de volumen
no necesitan ser necesariamente cuadrados; pueden ser rectangulares, modelo implementado
en el codigo EPSNET_10, paralelogramos irregulares e incluso tridngulos rectos o curvos,
Moreno et al. [2007]. Esta aproximacidén nos permite adaptar el mallado a la geometria

particular del problema, si bien el mallado uniforme es el que mejores resultados garantiza.

4.1.2. COORDENADAS CILINDRICAS. CELDA ELEMENTAL
El disefio de modelos en dominios axisimétricos, Morales et al. [2011e], formulados en

desplazamientos, parte de la ecuacién de Navier en coordenadas cilindricas para el caso

. . _19 082 92 .,
axisimétrico, Ecuacién (2.1-70). Usando el operador V2=;5+ﬁ+ﬁ' esta ecuacidn se

escribe
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(1% azur+azur—%)+(l+ )i(au’+—+%)—

r or ar? 0z2 0z
a(3A+ 2;1) + fr=0
’ (4.1-9)

M(E%_'_Bzuz a;zuzz)'i'(l"‘ )i(aur_i___i_%)_

r or or? 0z

a(3A+2u) +fz_0J

Operando derivadas y agrupando términos, tenemos

1 6ur

-+ -
a(31+2u)a—T+fr =0

1 aur 10u,
r or

a3+ 2,u) + f; =

> (4.1-10)

Como en el caso de problemas planos, la ecuacién (4.1-10) podemos reorganizarla y expresarla
en forma compacta usando los mismos coeficientes del apartado anterior: C; = (1 + 2u),

Co=u,C3=@A+uyCy =—a(31+ 2u). De este modo, queda

0%u, 92 Ur | 0%u, 10u, Uy T
Cl +C2 922 [C3 9oz +Cl7‘ ar _Cl_ +C4a—+fr] =0 (41 11)
6 uz 92 uz 0%u, 16ur 16uz -
CZ + C1 + [C5 370z + C3 + CZ +C4 2 +fz] =0

Mediante la nomenclatura de la figura 4.1-3, podemos expresar cada una de las derivadas

espaciales en diferencias finitas

Uk,27Uk,0_Yk,0"Yk4

?ul Y, Ar/,  _ Ukp—2UgotUks _ (uk.o_uk,z n uk,o_uk,4)
2 - - 2 - 2 2
or?lko Ar Ar /5 Ar /> Ar />
az_u = b, Az/,  Upz—2upotUg; _ _ (uk,o—uk,3 + uk,o‘“k,l)
= = p) = p) p)
az2ly o Az Az /2 Az /2 Az /2
5 Ukt2~Ukt4 Ykb,2~Ukb,4 > (4.1-12)
oul  _ ar ar__ _ Ukt2~Ukta~Ukb2+Ukbs
orozlk o 2Az 2ArAz
u Ug 2~ Uk 4 oT Tk2—Tka
as ~ =, —_ ~ =
orlko Ar orlk,o Ar
ou UR'3—U]('1 oT Tk'3—Tk'1
— ~ =2 o, — ~ =2 Do
0zl o Az 0zly o Az )
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Tukts

. Ukt ; Ut 2 [
Uk sb— — e B Y

_Bk3 . s o B3

(Uit 4 Ug1.0 Uter o ) by
I 1 =1
Uger2
4 v 4 Ve _1
Uih o Ukb 2 k
Vkha '— — — _|
lukb:l
Ar | Ar | Ar

Figura 4.1-3 Malla, celda y nomenclatura usada en los circuitos

Existen dos circuitos, como en el caso plano, ‘ur’ para la componente radial u, y ‘uz’ para la
componente axial del desplazamiento u,. Para el campo térmico se asume una malla idéntica,
con similar nomenclatura. Finalmente, las ecuaciénes (4.1-11) convertidas en diferencias

finitas, segun las relaciones (4.1-12), se escriben en la forma

urklo—urklz + urk_o—urk_4 + urk_o—urk_3

(Arz /z)é (Ar2 /Z)C% (Az2 /Z)C_lz

urklo—urkll
+ )

(AZZ/Z)C_12 -

UZkt2—UZkt4—UZ +uz 1 urgp-—ur ur Tk2-T
C3 kt,2 kt,4 kb,2 kb,4 +C1 - k,2 k4 _ C]_ Zk,() + C4_ k,2 k4 + fr — O
2ArAz T'k,0 Ar ko Ar
(4.1.-13)
qu'o—qu'z + qu,O_qu.‘l' + qu;O_quS + qu,O_qu,l _
Ar?/ \ L Arz; \ L Az2/ \ L Az2/ \ L
( /Z)Cz ( /Z)Cz ( /2)C1 ( /2)C1
ur —Ur'gt4—Ur +ur 1 urgz-—ur 1 uzg,—uz Trz—T
C3 Kkt,2 kt,4 kb,2 kb,4 +C3 _1 urgs k,1 + C2 _1 uzgo Kk 4 +C4 k3~ 1k1 +fz =0
2ArAz T'k0 Az I'k0 Ar Az J

Siguiendo los mismos pasos que para el disefio del modelo en coordenadas rectangulares, los
cuatro primeros sumandos en cada una de las ecuaciones del sistema (4.1-13) se implementan
mediante resistencias cuyo valor es el denominador de los términos, mientras que los
sumandos entre corchetes se implementan con fuentes de corriente controladas. Los valores
de las resistencias y de las funciones que definen las fuentes de corriente para una celda

genérica ‘k’ son
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ur — pur — Ar? 1 A
k,0_k4 k,0_k2 2 C,
uz — Rpuz — Az* 1
k,0_k3 k,0_k1 2 C,
uz —uz —-uz +uz C, urg,—ur ur Tk2—T
Gﬁ% — —[C3 Kkt,2 Kkt 4 Kkb,2 Kkb,4 Ly Urk2 k,4_C1 zk’0+C4 k,2 k,4+fr]
2ArAz I'ko Ar Tk o Ar
uz — Rpuz — Ar® 1
k,0_k4 k,0_k2 2 G,
uz — Rpuz — Az% 1
k,0_k3 k,0_k1 2 C
Ukt 2 —Ulkt4—Ur +ur C3 urgsz—ur C, uzg,—uz Tk3z—T
Gll,(l%)z_ Cs ktzUrkta~Urkb 2 #UlKkbs | C3 Ulks~Urks 4 Cp UZko k,4+C4 k3 k,1+fZ
2ArAz T'k,0 Az I'ko Ar Az

Las corrientes de cada rama del circuito se balancean en un nudo comin como se muestra en
la figura 4.1-4. El modelo para el dominio completo se compone de N,xN; celdas conectadas

eléctricamente a lo largo de los ejes ry z.

\(4.1-14)

o urk 3 uzy 3
—
. 8Tk 2 87k,0
ury \ urg o uz ™ UZk 0
Az — —~ARAA U Az EAA— ~AAA 1z
urg.1 a) 1 UzZk.1 b)
IV SR

Figura 4.1-4 Modelo en red de una celda elemental. a) Circuito ‘ur’; b) Circuito ‘uz’

Las diferencias entre los modelos en red del caso plano y axisimétrico residen, nomenclatura
aparte, en la especificacidon de las fuentes de corriente controladas que incorporan, para el

caso axisimétrico, dos nuevos términos.

4.1.3. PROBLEMA TERMICO. CELDA ELEMENTAL

Bajo condiciones de carga estatica o cuasi-estatica, el problema termoeldstico desacoplado
satisface las ecuaciones de gobierno del apartado 2.1 junto con la ecuacién de la energia,

también conocida como ecuacion de conduccidn desacoplada, Boley y Weiner [1960],
kT = pcT — ph (4.1-15)

k es la conductividad térmica del material (isétropo), p la densidad, c el calor especifico a

volumen constante y h representa cualquier fuente de energia.
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De la ecuacién (4.1-15) resulta un campo de temperaturas independiente del campo de
tensiones y desplazamientos. Por tanto, la solucidn del problema elastico en su formulacién
desacoplada supone: i) resolver la ecuacion (4.1-15) para obtener el campo de temperaturasy,
posteriormente, ii) resolver el problema elastico con las ecuaciones de gobierno del apartado

2.1y los resultados de la ecuacién (4.1-15).

Para las aplicaciones de esta memoria se considera condicidon de estado estacionario y fuentes

de energia nulas, reduciéndose (4.1-15) a la ecuacién de Laplace
Ty =VT=0 (4.1-16)

Los modelos en red correspondientes al caso plano en coordenadas cartesianas parten de la

ecuacion
—+-—==0 (4.1-17)

mientras que para el caso axisimétrico, en coordenadas cilindricas

10T | 8°T |, 9T
;E m ﬁ = 0 (4.1-18)

Los sumandos de la ecuacion (4.1-18) se escriben en términos de diferencias finitas empleando

la nomenclatura de la figura 4.1-3, cambiando la variable desplazamiento por la temperatura

Tk2"Tko Tko~Tka

a’T Ar/, Ar/,  Trp—2Tro+Tka _ _ (Tk,o—Tk,z + Tk,o—Tk,4>
= = 2 = 2 2
arzlxo Ar Ar /2 Ar /2 Ar /2
Tk2~Tko Tko~Tka4
0T az/, A2/, Tr3—=2Tko+Tk1 _ (Tk,o—Tk,3 + Tk,o—Tk,1> ( (4.1-19)
52 - - 2 - = 2 2
072 K0 Az Az /2 Az /2 Az /2
oT . Tk,Z_TkA-
arlyo o Ar J
Asi, la ecuacidn (4.1-18) admite la expresidn en diferencias finitas
Tiko—Tk2 , Tko—Tks , Tko—Tk3 , Tko—Tk1 1 Tgo—Tra| _
Arz + Arz + AZZ + AZZ -\ A - 0 (4.1'20)
/2 /2 /2 /2 Tk,0 r

que permite disefiar el modelo en red. La celda genérica ‘k’ estd compuesta por cuatro
resistencias, de valor igual al denominador de los primeros cuatro sumandos, y una fuente de

corriente, de valor el quinto sumando:
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T 5T _Ar?
Rioks = Rkokz = 7\|

T 5T _ AzZ?
Rio ks = Rkox1 = > (4.1-21)
GT = — 1 Tyra—Tie

k0 I'k0 Ar

La figura 4.1-5 muestra el modelo en red de la celda elemental.

T3

Az

Ar

Figura 4.1-5 Modelo en red de una celda elemental. Circuito ‘T’

Para coordenadas cartesianas, la celda elemental es similar pero sin la fuente Gy, ,.

4.1.4. CONDICIONES DE CONTORNO

En el problema termo-eldstico desacoplado hay que resolver previamente el problema
térmico, ecuacion (4.1-15) con las condiciones de contorno térmicas. Este calculo no se ha
implementado en el software EPSNET_10. Por tanto, hay que resolverlo separadamente y usar

los resultados como condiciones complementarias del problema elastico.

Detallamos a continuacién las condiciones de contorno mecanicas en desplazamiento y en
fuerzas. Estas ultimas requieren un tratamiento mas elaborado por incluir términos acoplados
entre los dos circuitos y por la presencia de primeras derivadas, perpendiculares y paralelas al

contorno.

4.1.4.1. Condiciones de contorno en desplazamientos

La condicién de contorno en desplazamientos se especificd en las ecuaciones (2.1-54), para el
problema plano, y (2.1-71), para el caso axisimétrico. Ambos casos bidimensionales pueden
tratarse de forma similar puesto que se reducen a especificar los valores de dos campos
escalares, componentes del campo de desplazamientos. Estos admiten la notacidn genérica:
u; = u? sobre S, Figura 2.1-5, con i = x,y para el caso plano en cartesianas o u; = uf’ sobre

Sy, Figura 2.1-8, con i = r, z para el caso axisimétrico en cilindricas.
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Dado que los modelos en red para la formulacion en Navier del problema elastico
bidimensional contienen dos circuitos, y que en el modelo en red de la celda elemental se ha
identificado tales componentes con la tensidén eléctrica en cada punto del correspondiente
circuito, los desplazamientos se implementan directamente mediante un generador de tension
constante o pila aplicada en el nudo correspondiente. El voltaje de la pila corresponde al

desplazamiento del punto, Morales et al. [2011d,e].

Los desplazamientos impuestos como condiciones de contorno pueden definirse en cualquier
nudo de la malla. Sin embargo, la interfaz gréfica de EPSNET_10 solo admite nudos del
contorno y centros de celda. Manipulando los archivos de texto de modelos en red se pueden

imponer desplazamientos en cualquier otro nudo del modelo.

Como ejemplo, para el caso de problemas planos en coordenadas cartesianas, consideramos

una restriccion al desplazamiento vertical de valor cero sobre un punto del contorno

uf’, 5 = 0, Figura 4.1-6-a. Usando la simbologia de la figura 2.2-4-a, la condicién en

e
desplazamientos se implementa en el modelo en red sobre el circuito ‘uy’ conectando en el

nudo correspondiente (uyy 3 ) una pila de valor cero voltios, Figura 4.1-6-b.

kL4

Ay uyk2

bl

Figura 4.1-6 Ejemplo de condicidén en desplazamientos en modelo en red formulado con Navier:
a) modelo fisico, b) modelo en red

4.1.4.2. Condiciones de contorno en fuerzas
4.1.4.2.1. Caso plano. Coordenadas cartesianas

En la formulacidn de Navier, la condicion de contorno correspondiente a fuerzas de superficie
en funcién de los desplazamientos incdgnita, Figura 2.1-5, estd definida por las ecuaciones
(2.1-55) donde las propiedades del material deben elegirse de acuerdo con las relaciones (2.1-

56) para deformacion planay (2.1-57) para tension plana.

Las condiciones de contorno en fuerzas, se definen en funcion de los desplazamientos

mediante derivadas parciales acopladas, Morales et al. [2011d]. Esto requiere componentes
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mas complejos para su implementacién. Con el objeto de simplificar los desarrollos y, teniendo
en cuenta que el programa EPSNET_10 en su versidn actual se limita a dominios rectangulares,
particularizamos las ecuaciones (2.1-55) para cada borde del rectangulo siguiendo la notacion

de la figura 4.1-7b.

13 (n,=0, n=1)

S S
Il [
< o
- —
I I,
s =
3 o
L1 (n=0, n=-1)
x a) b)

Figura 4.1-7 Dominio de cdlculo en problemas planos: a) genérico, b) en EPSNET_10

La ecuacidn (2.1-55) aplicada a cada borde de la figura 4.1-7b se reduce a

b — _, (%ux 9% )
L1 - be = u(6y+6x)

b — (0%, %) _ aﬂ _

th = /l(ax+ay) pE2 4 o34+ 20)(T — Ty)

2

t,'g=a("”x ”y)+2u——a(3a+2u)(T Ty)
L2 - a 3

th = u(52+352)

\ (4.1-22)

b ou auy
L [EeeG )

_)b/l"’ux"”y +2uZY _aBA+ 20 (T =T
th = A (52 +52) + 2u52 - a3+ 20T — T)
th=-2(%x+ auy) 2ua”x+a(3a+2u)(T T,)

L4 - ou au
t;: #( X y) )

i) Borde horizontal (L1)

Componente de fuerza horizontal t?

. . . . u
Despejando la primera derivada en desplazamientos normales al borde 6_yx de la

primera de las ecuaciones correspondientes al borde L1, tenemos

Ouy _ (12 %y
T = (M n ax) (4.1-23)
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Con la nomenclatura de la figura 4.1-8, (4.1-23) se transforma en la ecuacion en

diferencias finitas

b
UXk,0—UXk,1 - _ tXlk,l + UYkr,1 —UYkl,1 (4 1_24)
Ay/z u 2Ax )
I kL3 I k3 kr3
Ay o . kr,2
k4 kL0 3 k0 k.2 kr,0 1
! kLT k.1 kr,1
Ax Ax Ax |
7 '
H’ I |
KLY g g

Figura 4.1-8 Condiciones de fuerza superficial en borde inferior (L1)

De esta ecuacion despejamos la componente horizontal del desplazamiento en el nudo

de celda coincidente con el borde L1
_ Ay . p Ay
UXj,1 = UXpo + thlm + (W1 — Wia1) (4.1-25)

que transforma la condicién de contorno original en fuerzas, t,lc’, en condicién de
contorno en desplazamientos, u,. Con la analogia entre desplazamiento y voltaje, esta
condicién se implementa mediante una fuente de tensién controlada por tensidn cuyo
valor es funcidn de los voltajes en nudos de ambos circuitos ‘ux’ y ‘uy’. Usando la
simbologia de la figura 2.2-4c, la condicién de contorno en el modelo se muestra en la

figura 4.1-9.

UXk3

Figura 4.1-9 Modelo en red de la condicidn de fuerza superficial t2 en borde inferior (L1) implementada
en el circuito ‘ux’, mediante fuente de tensién controlada por tensién de valor uxy ; (4.1-25)
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La celdas del principio y final del borde inferior L1 no permiten tomar diferencias

finitas centrales por lo que las ecuaciones cambian ligeramente

Ay
i1 |0y, = WRico + 5 &Ry + 2AX( Ykr1 — Uk1) (4.1-26)

uxk'llﬁlt.cel. = UXk,0 + % blkl 2Ax ( Uyk,1 — UYI(ll) (41'27)

En relacidn con esta ultima derivada, paralela al borde L1, podria haberse tomado en el

~ UWk2—U¥k4

ye— Esto supone una simplificacién en la

. . ou
interior de la celda como 6_xy|

implementacion, pues no existirian diferencias entre la programacion de las celdas
extremas del borde y las centrales. Sin embargo, se ha utilizado la opcidn de aproximar
en el mismo borde, con objeto de buscar resultados mas precisos en mallados poco

densos.

Por dltimo, en cuanto a la eleccién del componente eléctrico, es posible una
implementacion alternativa mediante fuentes de corriente controladas por tensién en
vez de fuentes de tensidn controladas por tensidn. Las primeras tienen la ventaja de
poder definir de manera individual condiciones multiples de contorno, incluso de
forma simultanea a las condiciones de desplazamiento anteriores; puesto que
podemos ‘inyectar’ tanta corriente como queramos en el nudo, sin incurrir en ningun
tipo de incoherencia en el modelo eléctrico. Asi, estas son mas versatiles que las
fuentes de tensidn, que se limitan a una sola fuente por punto. Sin embargo, dado que
las fuentes de tensién son mas faciles de implementar, se ha optado por la eleccién de
estas en el programa EPSNET_10. Cuando existan condiciones simultaneas de carga y
desplazamiento en el contorno, al no poder especificarse ambas en un mismo punto,
prevalecerd la condicién de desplazamiento sobre la de carga. EPSNET_10 comprueba
si existe o no una condicidn de desplazamiento antes de imponer una condicién de

carga; si existe, anula la condicién de carga y si no existe, la aplica.
Componente de fuerza vertical tfi

Despejando la primera derivada en desplazamientos normal al borde de la segunda de

las ecuaciones correspondientes al borde L1, tenemos

ouy _ 1 th 6ux _
2 = [ 4 2% - aGA+ 2 (T~ Ty)] (4.1-28)
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84

Con la nomenclatura de la figura 4.1-8, la ecuacion (4.1-28) puede escribirse en

diferencias finitas en la forma

Uyko—UWyk1 _ 1 b UXpr,1 —UXKl1 _ _
By, - A+2u<ty|kl1 +A—E— — a3+ 21 (Tir T0)> (4.1-29)
De esta ecuacidn despejamos la componente vertical del desplazamiento en el nudo
de celda coincidente con el borde L1

A

Y/ -
— 2 |¢+b UXkr,1 ~UXK],
W1 = Wko + 37 [ty|k’1 + A== — a(3A + 24)(Tie1 — To)], (4.1-30)

de manera que la condicién de contorno original tf quede expresada en funcién del
desplazamiento u,. Analogamente al caso de la componente de fuerza anterior, la
condicién se implementa eléctricamente con una fuente de tensién controlada por
tensidn cuyo valor es funcidn de los voltajes en nudos de ambos circuitos ‘ux’ y ‘uy’. La

representacidon que corrresponde al modelo en red es

uy k3

WES A~ %— uyk2

Figura 4.1-10 Modelo en red de la condicién de fuerza superficial t}} en borde inferior (L1)
implementada en el circuito ‘uy’, mediante fuente de tensidn controlada por tension
de valor uyy, (4.1-30)

De nuevo, la celdas extremas del borde no permiten tomar diferencias finitas

centrales, por lo que las funciones cambian a la forma

Ay/z

A+2u

Ui 1 [t?lk’l + AR (30 4+ 241) (Tes = To)| (4131)

12cel. = Wko +

Ay _
= Uy + 22 [tly°|k_1 + AN (30 4+ 201) Ty — To)| (41-32)

qu'll A+2u

ult.cel.

También se pueden aplicar los comentarios finales sobre la implementacion de la

derivada paralela a los bordes y sobre la seleccion de componente eléctrico.
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ii) Borde vertical (L2)

Sigue las mismas reglas que para el borde horizontal L1 para ambas componentes de la fuerza
superficial t,’? y tf}. De acuerdo con estas y siguiendo la nomenclatura de la figura 4.1.3, se
despeja la derivada en desplazamientos perpendicular al borde en las ecuaciones (4.1-22)
correspondientes a L2. De la primera (t2) se obtiene una expresién en diferencias finitas que
puede ser implementada en el circuito ‘ux’ mediante una fuente de tensidn controlada por

tensién

Ax/ -
— 2 [+b Uykt,2~UYkb,
UXpp = UXip + 5705 [tx |k,2 - 7\# + a3+ 2w)(Ty, — To)] (4.1-33)

De la segunda (t}}) se obtiene la expresidn correspondiente a la fuente de tensién aplicada en
el circuito ‘uy’:

Ax
Uyk2 = Uyko + tb Vs 4Ay (uxkt 2 — UXkp 2) (4.1-34)

En cuanto a las celdas extremas del borde, se debe modificar la derivada paralela al borde.
Siguiendo el procedimiento anterior, las expresiones resultantes para la primera celda del

borde vertical L2 son

UXy 2 = UXy o + —2 [tb| ARZZTVRZ 4 o (3N + 240) (T, — TO)] (4.1-35)

12cel. A+2u Ay

— Ax . p _ )
12cel. . Wko + 2u ty K2 2Ay (uxktz uxkz) (4.1-36)

Uyx 2

y para la ultima celda del borde vertical L2

UXy 2 = UXk g +

UYk2—UYkb,
lt.cel. A—2—"2% + a(3% + 2”)(Tk,2 - To)] (4.1-37)

b
A+2pu [t |k2 Ay

= Uygo + = b|

uyy 2 | (uxk 5 — UXgp 2) (4.1-38)

ult.cel. k,2 2Ay

A continuacién, se recogen las expresiones finales de las fuentes de tensién que resultan de

aplicar el procedimiento detallado para el borde L1 a los bordes restantes:

iii) Borde vertical (L3)

Condicién t2 en circuito ‘ux’

Ay Ay
UXg3 = UXjo + Ztg k3 e (Wi s — Wi 3) (4.1-39)
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— Ay . p Ay _ )
UXk3]1acel, = UXKO + 2u tx |k,3 2% (UYkr,3 UYk,3) (4.1-40)

— Ay . p by _ )
UXk 3 |1'1]t,ce], = UXko + 2u tX |k’3 2A% (UYk,3 UYk1,3) (41 41)

Condicién t}li en circuito ‘uy’

Ay/ _
_ 2 |+b UXkr,1 —UXkI,
Wk3 = Wko + 3751 [tY|k,3 - ?\—;Ax L+ a(3A + 2p)(Tys — TO)] (4.1-42)

UXkr,1 —UXk 1

tocel, ~ Wo Méu[ 9], = A=+ aBA+ 20 (Tys — To)] (4.1-43)

uyk,3

uyys| uyo + Mé 9]y — AT+ aBA + 2 (Tigs — TO)] (4.1-44)

ult.cel.

iv) Borde vertical (L4)

Condicidn t2 en circuito ‘ux’

UXg 4 = UXgo + [tb|k4 + AM a(3A + Zu)(TM - To)] (4.1-45)

A+2p 24y
uy 3 —-uy :
1icel. . U¥ko0 +s A2y [tb| % — a3+ 2)(Tyq = To)] (4.1-46)
b UYis—UYkb,
uxk'4|ﬁlt.cel UXk,0 + A+2u [t |k4 + 7\% a(3A + 21)(Tyq — To)] (4.1-47)

Condicién tf} en circuito ‘uy’

_ Ax b Ax
Wka4 = ko + Ztylm + by (uxkt,4 - UXkb,4) (4.1-48)
Ax Ax
Wit jace, = Wko + 2—t$|k4 + 24y (uXpga — Uxy4) (4.1-49)
x
qu'4|l'11t.cel Wko + b|k4 20y (uxk4 — UXkp 4) (4.1-50)
4.1.4.2.2. Caso axisimétrico. Coordenadas cilindricas

Las condiciones de contorno en fuerzas, Figura 2.1-8, estan recogidas en la ecuacion (2.1-72).
Para obtener el modelo en red, tomamos como referencia el caso plano en coordenadas

cartesianas, Morales et al. [2011d,e]. Aparte del cambio de nomenclatura (x cambia porrey
. . . ; . u . . . .
por z) solo se requiere incluir los términos Tr Esto permite implementar inmediatamente las

condiciones de contorno en fuerzas partiendo del caso plano en cartesianas. Para la

numeracion de bordes indicada en la figura 4.1-7, las condiciones (2.1-72) resultan
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=Ly &) )
0z or
L1-
th = - a“r 4l + 2ua“2 + a3\ + 21)(T — Ty)
Z r 0
th = A(a“r +=4 %) + zua“r a(3A + 2 (T = Tp)
2= (2 %)
z = M5, ar
ou. @ . (4.1-51)
tt=p (ﬂ + ﬁ)
L3 - aauz " du
t2 =A( —rgIx . rg 2 )+2u 2 — (31 + 2p) (T — Tp)
» =-a(Sr 424 aa—z) - zua“r + a(3A + 2)(T — Ty)
~ tbz—u(aur_l_%)
z az ar J
Con todo, las fuentes de tensidn son:
i) Borde horizontal inferior (L1)
Condicién t? en circuito ‘ur’
Az Az
urg; = Urgo + Ztmk,l + E(uzkm — Uz, ) (4.1-52)
_ Az Az
1acel, = Uko t Ztr |k’1 + E(uzkr,l —uzyq) (4.1-53)
_ Az 1 Az
urk,1|mt'cel. = urgo + Ztr |k‘1 + E(uzk,l —uzy 1) (4.1-54)
Condicién t? en circuito ‘uz’
b UI'gy1—Urk], urg,
UzZy 1 = UZgg + A+2 t | + A ;Ar 1 += L—a(3A + 21 (Ty; — TO)] (4.1-55)

l,le’l

/ -
pacet, = WZko + 35 (2, Hu“ukl“r“ a(3x+2u)(Tk1—To)] (4.1-56)

Ar

Az/ -
— 2 |+b Urgg—Urkly , Uk
uzps| o = Uk + e [tz |k’1 + A=+ 5 — o (Bh + 24) Ty — TO)] (4.1-57)

ii) Borde vertical derecho (L2)

Condicién t? en circuito ‘ur’

Urgz = Urgo A+/22 [tb| uzkt'zzlezkb'z — k2 =+ aBA+ 2p)(Ty 2 — TO)] (4.1-58)
U 2]y = Urko A+/22 [tbl qut,zA—Zqu,z _urgp + a(3A+ Zu)(Tkz - TO)] (4.1-59)

/ b qu' —qub’ urk_
Urga | o = Wko + o [ | — A rk; + a(3A+ 2w)(Ty, — TO)] (4.1-60)
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Condicién t? en circuito ‘uz’

_ Ar b Ar
UZiz = UZio + 5tz |z — 72, (k2 = urin,2) (4.1-61)
Ar Ar
UZk2 | jaer, = Wko T 2—t§’| E(urkt,z — ury;) (4.1-62)
W22 g o = W20 + 5 8 |y, ~ 32, (W2 = Uris.2) (4.1-63)
iii) Borde horizontal superior (L3)
Condicién t? en circuito ‘ur’
_ Az 1 Az
uriez = urigo + 2 6]y o = o (U3 — Uz ) (4.1-64)
_ Az Az
Uris] e, = Wi + 55 @l 5 ~ 227 (Wkes — Uzics) (4.1-65)
_ Az 1 Az

urk'3|l'11t.cel. = Ulko + Ztrl E(uzks - uzkl,3) (4.1-66)

Condicidn t? en circuito ‘uz’

Az/ _
— 2 |+b A UI'kra—Urkly  Uks _ B

UZis = UZio + 350 [tz |k,3 A e = a3t + 2)(Tics To)] (4.1-67)

Az

— b urkr.l_urk,l Uurg s

1acel, — WZko t A+2p [t | Ar + a(3A+ ZIJ)(Tkg - TO)] (4.1-68)

Azy Ury ;—ur ur
uzk'3|l’11t.cel. =Uzyo +—= [tlz’|k'3 — ARkl k3 + aBA+ 2p)(Tys — TO)] (4.1-69)

A+2u Ar

iv) Borde vertical izquierdo (L4)

Condicién t? en circuito ‘ur’

Ul = Uro + 55 /2 [ lr’|k,4 Yy N T L SR urlk: — a(3A 4+ 2)(Tye 4 — TO)]

2Az

(4.1-70)

AI"/ uz —Uuz ur
Ul = Uo7 | 2], + AU 4 20— 304 210)(Tyy — To)| (4270
/ lle' _qub, urk,
Ul cor, = UTko +1m [ ligy FA— 5 F rk’: — aB3A+ 2)(Ticq — TO)] (4.1-72)

Condicién t? en circuito ‘uz’

_ Ar b Ar
l,leA_ = UZk,O + atz |k,4 + E (urkm - urkb,4)

_ Ar | p Ar
12cel. UZk,0 + 2u tz |k,4. + 2AZ (urkt,4 urk.4)

uz k4|ult cel, — UZko %tlzj'k/; + % (urk,4 - urkb,4)
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4.2. MODELOS EN RED BASADOS EN FORMULACIONES POTENCIALES

4.2.1. FUNCION DE AIRY

En el apartado 2.1.4.1 indicamos cémo el método de los potenciales permite reducir el
problema eldstico plano formulado en tensiones a la busqueda de una sola funcién de
tensiones incégnita denominada funcion de Airy, ¢. El interés de este planteamiento reside,
por un lado, en la eliminacion de los acoplamientos entre las ecuaciones de gobierno vy, por
otro, en la reduccidn del nimero de ecuaciones e incognitas (de tres a una). En contrapartida,
la ecuacion diferencial resultante es de orden superior al de las ecuaciones originales en

tensiones.

En esta memoria, el modelo en red considerado para la funcién de Airy corresponde al caso de
elasticidad, con temperatura y fuerzas de volumen nulas, regiones simplemente conexas y
condiciones de contorno dadas en fuerzas superficiales. En estas condiciones, ambos
problemas planos tienen igual solucidon en tensiones en el plano, con independencia de las
propiedades del material, Timoshenko y Goodier [1970]. De acuerdo con lo dicho en el
apartado 2.1.4.1, en el escenario referido anteriormente, la ecuaciéon de gobierno formulada
en términos de la funcién de Airy es la ecuacién biarménica V#¢ = 0, y las condiciones de
contorno en fuerzas se podian transformar en términos de la funcién de Airy y de su primera
derivada respecto a la normal al contorno. Esta forma de especificar las condiciones de
contorno es la que mejor se adapta a un esquema numérico. Con todo, el problema queda

reducido a resolver la ecuacién diferencial (2.1-77) con las condiciones de contorno (2.1-81).

Una vez hallada la solucién en potenciales ¢(x, y), las tensiones se obtienen directamente de

la definicidn de la funcion ¢, (2.1-75).

Para aprovechar la experiencia de aplicaciones anteriores con sistemas de EDP de segundo
orden, es conveniente introducir una nueva funcion ¢*, definida en la forma ¢* = V2¢> , que
transforma la ecuacion biarmoénica de cuarto orden en un sistema de dos ecuaciones de

segundo orden

Vi = ¢
Vi =0 _>{ 4.2-1
¢ VZ * = ( )
En coordenadas cartesianas la transformacion (4.2-1) se escribe en la forma
20, 00 _ .
00, , 0% 0% _ o Joxt "oy -
axt T 2 x29y2 ' 9yt 0- 92¢” + a2¢* 0 (4.2-2)
dx2 ayz
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La nueva funcidn ¢* se corresponde con la traza del tensor de tensiones. En efecto, de la

definicion de la funcién de Airy (2.1-75) resulta
¢ = V2 = 0y + Oy (4.2-3)

El sistema de ecuaciones (4.2-2) requiere de nuevas condiciones de contorno en términos de

las funciones incognitas ¢ y ¢* referidas a la coordenada s del contorno, Figura 2.1-9,

¢|s ¢|S
- (4.2-4)
= ¢,

N

Posteriormente se expondra detalladamente el procedimiento para la transformacién entre las

condiciones de contorno (4.2-4).

4.2.1.1. Modelo de celda elemental

Siguiendo las reglas expuestas en el apartado 4.1.1, podemos transformar las ecuaciones
diferenciales (4.2-2) en ecuaciones en diferencias finitas, Morales et al. [2009]. Para ello, el
plano se reticula en celdas cuya numeracién y nomenclatura se indica en la figura 4.2-1 para el

entorno de una celda genérica ‘k’.

Ay ke d " = '| .

__kr3

x4 kr 0 kr2
Ay : 1
kr,1
|
P kb0 kb2
Ay i p ¢ g
: | :
|
|
1 Lkt
Ax | Ax | Ax

Figura 4.2-1 Malla entorno a una celda genérica ‘k’ y nomenclatura
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Los términos en derivadas parciales espaciales, presentes en las ecuaciones (4.2-2), se

convierten en las expresiones

Pk2—Pko Pko~Pka

2| _ M, &L Pro— k2 ¢ko Pra
ax2ly o Ax - AXZ sz
Pr3~Pko Pko~Pk1
2?9 ~ N, v, — Pro—Pk;3 ¢ko k.1
ay%lxo Ay By, ay?y,
Pl Pio_Pio~Phcs (4.2-5)
9%¢" o ax/, ¢ ¢ko ¢k4
ax2 Iy o Ax
P3~Pho Pho~ Pk
- M/, Do~ Phs ¢ko bl
ay? k0 Ay Ay/ Ay? /2

Sustituyendo (4.2-5) en cada uno de los términos de la ecuacidn (4.2-2) resultan las ecuaciones

de gobierno en diferencias finitas

Gro—bdk2 |, Pro—Prs , Pro—Prz , Pro—Pr1 .
AXZ/Z + AXZ/Z + Ayz/z + Ayz/z + q)k,O =0

Po— bk n Pro—Pka n o~ ks n Pio~Pk1 0 (4.2-6)
Ax2 /s Ax2 /a Ay? /2 Ay? /2 -

Se establece la equivalencia entre variables originales (¢ y ¢*) y eléctricas y se disefia un
circuito eléctrico diferente por cada ecuacion diferencial: i) Circuito ‘¢’ y ii) circuito '¢p*’

efecto, para cada uno de los circuitos, los cuatro primeros sumandos de cada una de las dos
ecuaciones (4.2-6) se implementan como corrientes en simples resistencias que se unen en un

punto comun, el centro de la celda (k,0), Figura 4.2-2.

Pr2

Ay Ay

a)

Ax

Figura 4.2-2 Modelo en red para un elemento de volumen o celda. a) Circuito ‘¢’. b) Circuito ‘¢p™’
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Por otra parte, el ultimo sumando de la primera ecuacidn, circuito '¢’, es un término de
acoplamiento entre ecuaciones que se implementa con una fuente de corriente controlada por

tension, cuyo valor coincide con la tension en el nudo central del circuito '¢*’ .

Los valores de resistencias y fuentes de corriente resultantes para cada celda genérica ‘k’ en

cada uno de los circuitos se detallan a continuacion

¢ 50 _ Ax?
Rk,o_k4 - Rk,o_kz -
¢* _ ¢* _ Ayz
Rk,o_k3 - Rk,O_kl -5
¢ _ g
Gio = Pxo , (4.2-7)
Rd)* . ¢* . AXZ
ko0.ks — Dkok2 T 5
Rd)* . ¢* Ayz

k0.k3 — DKokl ~ 5 /

4.2.1.2. Condiciones de contorno

Puesto que cada ecuacién diferencial de segundo orden en el sistema (4.2-2) requiere una sola
condicién de contorno de orden igual o menor a uno, Boyce y DiPrima [2001], cada circuito
requerirda una condicién sobre cada punto del contorno. Las condiciones originales de
contorno (2.1-81) transformadas en las (4.2-4) satisfacen esta condicidn. Asi, ¢|s (para el
circuito '¢’) es directamente cuantificable a partir de la primera ecuacién (2.1-81). Sin
embargo, ¢*|,, definida sobre el circuito '¢p*’, no dispone de expresién o férmula directa,
puesto que se trata de una funcién auxiliar para el cédlculo numérico, que requiriere un mayor

desarrollo. Consideramos en primer lugar la implementacién correspondiente al circuito "¢’

4.2.1.2.1. Circuito del potencial '¢’. Condicién ¢ |,

Introducimos el valor de ¢|; en los nudos del contorno del circuito ‘¢’ mediante ‘pilas’ con
voltaje dado por la primera ecuacion (2.1-81). Por ejemplo, usando la simbologia de la figura
4.2-3a, la condicién en ¢|; se implementa en el modelo conectando en el nudo
correspondiente del contorno inferior una pila de valor el especificado por la ecuacién (4.2-8),

Figura 4.2-3-b.

Vs = ¢t = @, = [;(Any + Bny)ds (4.2-8)
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AX AX

k.3 J k,3§ kr.3
Ay \\ \ kr,2
A kL0 kA &0 k2 kr.0 !
kn\ Tl Kr.l
1= i 3
L by,
s ;

Figura 4.2-3 Ejemplo de condicion de contorno en fuerzas (formulacion de Airy).
a) modelo fisico. b) modelo en red del circuito ‘¢’

4.2.1.2.2. Circuito del potencial '¢*'. Condicién derivada normal de ¢

Usaremos la funcién auxiliar (4.2-3) que interesa expresar en la forma

2 2
pr = L0, 0%

a2 T a2 = Oyy T Oux (4.2-9)

Las fuerzas de superficie son conocidas a priori y, por tratarse de dominios rectangulares,

también se conoce uno de los dos sumandos que definen el potencial ¢* en la ecuacion (4.2-

a L.
9). Por tanto, % se usa para calcular el otro sumando. Los dominios no-rectangulares
N

pueden abordarse de manera semejante, discretizando con celdas rectangulares
suficientemente pequenas para aproximar el contorno y empleando distribuciones de fuerzas

superficiales mecanicamente equivalentes a las condiciones originales.

En el esquema de calculo en diferencias finitas seguido en Timoshenko y Goodier [1970],

donde se aborda directamente la resolucion de la ecuacidon biarmodnica, la condicion %
S

obliga a introducir nudos ficticios, exteriores al contorno, derivados de aplicar la ecuacidn
diferencial en los nudos del interior, incdgnitas del problema. Este procedimiento de nudos
ficticios permite especificar el valor de la funcién auxiliar ¢*| en el contorno. A continuacion
detallamos el proceso de obtencidn de ¢; para cada uno de los cuatro lados de una placa

rectangular, Figura 4.1-7b.

i) Borde horizontal (L1)

En el borde inferior de la placa se cumple n = —j y se conoce ayy|s. Por tanto, de acuerdo
. . . 9%¢ . 9¢
con (4.2-9), para determinar ¢g solo se requiere calcular Frvl a partir del valor de Inl Esto
S S
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puede llevarse a cabo con el procedimiento que mostramos a continuacién: En cada nudo

(k, 1) del contorno inferior (L1) se tiene

. _ 0% ¢l _ ¢
b1 =5 e Tl = aW|k’1 +35 o (4.2-10)
¢ ¢
9| - _9% 4.2-11
onlg ay k1 ( )

La figura 4.2-4 representa una celda del borde L1 junto con un nudo ficticio ¢**, exterior al

dominio, que nos permite hallar la nueva condicién de contorno.

y T
1 %3 |
Ay/2 I
| Ayl
T - Yp—
| k.0
M N\ \\\\
{ SN \ |
l Iq’k,l
Ay/2 -
n—f,’io I
L n}T- % TS
S | :l

Figura 4.2-4 Nudo ficticio ¢** para implementar la condicién de contorno % (circuito '¢™").
S

on
Borde inferior (L1)

Expresando en diferencias finitas centrales la primera y segunda derivadas de la funcién de

Airy en el punto ‘k, 1’ del contorno, Figura 4.2-4, tenemos

a_q) — ¢k,0_¢f<f1
oyl 1 Ay
{62_¢ _ o200k (4.2-12)
- 2

kayz k1 (Ay/z)

La primera de las ecuaciones (4.2-12) junto con (4.2-11), permite expresar el potencial en el

nudo ficticio en la forma

*% 6(])
b1 = ot 5 o Ay (4.2-13)
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Sustituyendo (4.2-13) en la segunda de las ecuaciones (4.2-12) se obtiene la expresion de la
segunda derivada perpendicular al contorno de ¢ en funcién de su primera derivada normal al

contorno

2 0l
0°d _ $ro—Px1 only 1
— = > A
0y2 k,l Ay /8 Y/4

(4.2-14)

El resultado (4.2-14), introducido en (4.2-10), conduce a la expresion final de la nueva

condicion de contorno para el circuito ¢*

¢1*<,1=0yy|k,1+ Yl Ay/ - (4.2-15)
8 4

La condicién (4.2-15) se implementa eléctricamente en el circuito '¢*’ mediante una fuente de
tensién controlada por tensién cuyo valor es funcién de los voltajes en nudos 'k, 0" y 'k, 1’ del

circuito '¢’. La figura 4.2-5 representa el modelo en red.

Py 3
¢’Ic,4 ‘I’T(,z
Dk 1
‘Dkl ‘ {Pko0 Pk1}

Figura 4.2-5 Modelo en red de la condicion de contorno ¢: en borde inferior L1, circuito ‘™,
implementada mediante fuente de tensién controlada por una tensién de valor ¢y, ; (4.2-15)

ii) Borde vertical (L2)

En el contorno L2, Figura 4.2-6, se cumple n = i y se conoce d,,|s, por lo que es preciso
. %¢ . L, % .
determlnarﬁ para implementar la condicion ¢;. Como en el borde L1, se requiere un nudo
S

ficticio ¢™*, exterior al dominio, para calcular la segunda derivada de ¢ perpendicular al

., d
contorno en funcién del dato %
S
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Ax/2

. T - . L 5} . . "
Figura 4.2-6 Nudo ficticio ¢p** para implementar la condicién de contorno % , circuito '¢*'.
S

Borde derecho (L2)

Siguiendo el procedimiento de tomar diferencias finitas centrales para la primera y segunda
derivadas de la funcién de Airy en el borde, ahora en el punto ‘k, 2’ del contorno, situado en la
coordenada s, llegamos a una expresién similar a la del borde L1. En esta, solo se aprecian
cambios en los indices de nudos (k, 2 por k, 1) y en las coordenadas (x por y) respecto de (4.2-

15), resultando

k2 = Oz + —a o+ : (4.2-16)
q)k,Z XXIk,Z AXz/g AX/4

De nuevo, el circuito ‘¢p*’ contendrd en cada nudo del contorno derecho una fuente de tensidn
controlada por tensiéon, cuyo valor viene dado por la expresidon (4.2-16). Esta condicion de

contorno se representada esquematicamente en la figura 4.2-7.

L3
{®Pro Pk2}
&, NN AN~
’ Do L
*
. )
Py 1

Figura 4.2-7 Modelo en red de la condicién de contorno ¢; en borde derecho (L2), circuito ‘™,
implementada mediante fuente de tensién controlada por una tensién de valor ¢y , (4.2-16)
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Procediendo de igual modo con el resto de bordes se tiene:

iii) Borde horizontal (L3)

br3 =0 + (4.2-17)
,3 yylk3 Ay? /g AY/4
iv) Borde vertical (L4)
* bro0— b4 ? /6n|k4
(I)k,4 = 0XX|k,4 + A’XZ/ ; + Ax/4 ; (42_18)
8

4.2.2. POTENCIALES DE DESPLAZAMIENTO. REPRESENTACION DE PAPKOVICH-
NEUBER (PN)

Los modelos en red de las celdas elementales que corresponden a los potenciales de PN,
Apartado 2.1.4.2, tanto si la formulaciéon es completa como si es derivada, resultan sencillos
por tratarse de funciones armdnicas (2.1-84). Por el contrario, la formulacion de las
condiciones de contorno presenta mayor complejidad que en los modelos en red de Navier y
Airy. Las condiciones de contorno en desplazamientos conducen a combinaciones lineales de
las funciones potenciales y de sus primeras derivadas; mientras que las condiciones de
contorno de fuerzas involucran primeras y segundas derivadas, e incluso derivadas cruzadas,
de las funciones incégnitas. Ademads, como en las formulaciones de Navier y Airy, las

condiciones de contorno estan acopladas.

Consideramos en primer lugar el modelo en red de las celdas elementales y condiciones de
contorno para el caso plano en cartesianas, correspondiente a la solucion completa PN,
Morales et al. [2011f]. Como veremos, el modelo contiene tres circuitos, uno por cada
potencial incégnita. Las soluciones derivadas para el caso plano se obtienen por una
simplificacion del caso general, eliminado el circuito del potencial correspondiente no presente
en las ecuaciones de gobierno. Por otro lado, los modelos en red para el caso axisimétrico se
obtienen a partir de los modelos en cartesianas, afiadiendo los nuevos términos de las

ecuaciones de gobierno y de las condiciones de contorno, Morales et al. [2011g,h].

4.2.2.1. Problemas planos

Para el sistema de referencia cartesiano x-y en deformacién plana, la ecuacidn (2.1-91c)

implica que el potencial ¢, es nulo. Asi, los potenciales incognita de la solucion PN completa

son el escalar, cj)o, y las dos componentes rectangulares del vectorial, ci)x y d)y. El modelo
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matematico resultante se obtiene al eliminar los términos y derivadas en z de las expresiones

del apartado 2.1.4.4 (cartesianas). La formulacién de las ecuaciones queda como sigue

Ecuaciones de gobierno

624’0 az¢o — 0\

9xz ayz

02¢x Py _

9x2 ayz - $ (42'19 a,b,C)
02¢y 3y

0x? ayz OJ

Ecuaciones para las condiciones de contorno en desplazamientos

_ 0y | 3-4v 1 a¢x a¢y
Z#ux - ox 4(1—v)¢ 4(1-v) )
5 6 (4.2-20 a,b)
L. = _9¢o 3-4v ¢ 1 6¢>x ¢>y)
Hity dy  4(1-v) 4(1-v)

En cuanto a las tensiones, necesarias para las condiciones de contorno en fuerzas (g;;n; = tib),
condicidn (2.1-54), disponemos de dos tipos de expresiones: simplificadas (2.1-93) y completas
(2.1-95). Utilizaremos las simplificadas para la deduccién del modelo en red; las completas solo
supondran una descripcion diferente de un mismo componente eléctrico. Ambos modelos

estan implementados en EPSNET_10.

Para tension plana, segun se indica en el apartado 2.1.3.3, las férmulas se mantienen validas

redefiniendo el coeficiente de Poisson como v/(1 + v).

4.2.2.1.1. Modelo de celda elemental

Puesto que las ecuaciones de gobierno (4.2-19) estan formadas por tres ecuaciones de Laplace
idénticas (V2¢; = 0, i = 0,x,Y), el modelo en red esta formado por tres circuitos idénticos,
Morales et al. [2011f]. El punto de partida para el disefio del circuito genérico ¢; es la ecuacion

de Laplace en diferencias finitas referida a una celda genérica ‘k’, Figura 4.2-1

bho—Phz | Pho—Pka | Pho—dks | Pho—Pks
() ) ) ()

donde las derivadas han sido transformadas en diferencias finitas operando de acuerdo a las

(4.2-21)

expresiones (4.2-5). Siguiendo el procedimiento aplicado en los casos de Navier y Airy, los
sumandos de la ecuacién (4.2-21) se implementan mediante resistencias conectadas al nudo
central de la celda ‘k’. EL modelo en red de una celda se extiende mediante N,xN, celdas

conectadas entre si, Figura 4.2-8, al que hay que anadir las condiciones de contorno.
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D3
D g k2
Ay AN
Pra
_ ol
Ax

Figura 4.2-8 Modelo de celda elemental para el circuito ¢;

4.2.2.1.2. Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno en desplazamientos y fuerzas pueden formularse usando los tres
potenciales (¢o, P, ¢y) mediante las ecuaciones (4.2-20 y 2.1-93). El primer inconveniente es
la presencia de dos condiciones fisicas en cada punto del contorno, mientras que el nimero de
condiciones eléctricas necesarias es de tres, una por cada circuito. Para abordar este problema
se ha de tener en cuenta las condiciones adicionales necesarias para unicidad numérica,
Apartado 3.4.4. Si se adopta la condicion adicional de fijar el valor ¢ en el contorno, las dos
condiciones fisicas se aplican en los circuitos restantes ¢ y ¢y. En caso de fijar el potencial
q>y, las condiciones fisicas se impondrian en los otros circuitos. En cualquiera de las dos
opciones se requiere decidir en qué circuito aplicar cada tipo de condicidn fisica. Para ello, se
ha adoptado un criterio afiadido, Morales et 4l. [2011f]. Este consiste en implementar la
componente de desplazamiento o de fuerza normal al contorno en el circuito correspondiente
al potencial escalar ¢, mientras que el desplazamiento o fuerza tangencial se implementa en
el circuito de la componente del potencial vectorial, ¢, o ¢,,. El criterio expuesto también se

aplica para las formulaciones derivadas.

Otra forma de aplicar las dos condiciones de contorno fisicas, junto con las condiciones
adicionales a los tres circuitos, es buscar una nueva relacion matemadtica que sea equivalente.
Este procedimiento es dificil de sistematizar, salvo en casos muy particulares como la
existencia de simetrias, Apartado 4.2.2.2.2, por lo que se ha descartado para condiciones de

contorno de tipo general.

i) Condiciones en desplazamiento ‘perpendicular’ al contorno, (circuito ¢g)

Bordes horizontales. Desplazamiento uf,
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. . . . 7]
Despejando la primera derivada normal al borde del potencial escalar, aiyo' en la

ecuacion del desplazamiento u,, (4.2-20b), tenemos

9% _ b 1 32 L 0 0%y .
ay puy + 4(1-v) d’y 4(1-v) (x dy ty 6y) (4.2-22)

Para el borde inferior L1, empleando la notacién de la figura 4.2-9a, la ecuacion

anterior expresanda en diferencias finitas es

¢]20_¢g1 b 3-4v .,y 1 Plo—dl1 ¢io_¢i1
g 1 — 2 - —_ 2 2 - - 42-23
(Ay/z) Muyk,l + 4(1-v) Tkl 4(1-v) Xk,1 (Ay/z) + Vi1 (Ay/z) ( )

Ax AX Ax )

L
R i3 . ”_TE,3§ . w3 - 0-

| \ \ . o
Ay Tz o P T0 Tz 0 } Ay P2
- KT Tl T L ¢k,10 .

{®io Pro Piro
’ L1 P
a = S )

Figura 4.2-9 Ejemplo de condicion de desplazamiento perpendicular al borde inferior (L1) uy = 0.
a) Modelo fisico, b) modelo en red

Para el potencial escalar ¢, la condicidn fisica de desplazamiento ujbj se despeja de la

ecuacion (4.2-23)

0 _ 40 _Ayf_ b 3-4v .y 1 Plo~ Pk ¢i,o_¢i,1 _
i1 = Pro 2 ZHuyk_1+4(1_v) k1 4(1_\))<Xk,1 (Ay/z) + Vi1 (Ay/z) (4.2-24)

El componente eléctrico que permite implemetar esta condicion es una fuente de
tensidn controlada por tensidn, Figura 4.2-9b, cuyo voltaje de salida esta definido por
la ecuacidn (4.2-24). Por otro lado, en el borde superior L3, la ecuacion (4.2-22)
aplicada a un punto k,3 del contorno, Figura 4.2-10a, escrita en diferencias finitas,
permite obtener el valor de la fuente de tensidon que implementa el desplazamiento uf,

en el circuito ¢, Figura 4.2-10b

0 _ 4.0 Ay | b 3—4v .y 1 Pk s~ Pko ¢i,3_¢i,o _
¢k,3—¢k,o+2 2uuyk'3+4(1_v) K3 4(1_\))(Xk,3 (Ay/z) + Vi3 (AY/Z) (4.2-25)
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0 X
{®ro ‘D)l;,o Dro

V X
®k3 Pk3
kjj/ k3 kr.3 _ . !
kl.0 ] J k2 kr,0 2 0
Ay - 7 l{O/w sy ®k2
‘ Ax | a Ax | b

Figura 4.2-10 Ejemplo de condicion de desplazamiento perpendicular al borde superior (L3) u, = 0.
a) Modelo fisico, b) modelo en red

Bordes verticales. Desplazamiento u?

Despejando la primera derivada normal al borde en la ecuacién del desplazamiento

U, (4.2-20a), queda

30 _ b 4 3 L 20
P 2uuy +

_ 9%y
X 0 4(1-v) Px 4(1-v) x 0x ty 6x) (4.2-26)

Para el borde derecho L2, la forma en diferencias finitas de esta ecuacidon con la

notacion de la figura 4.2-11 es

0 _,0
Pr2=Pro _ —2uu>?k_2 +

) - (4.2-27)

3-4v 1 Pk 2~ Pk,
( K2 — s T

q)x _ ¢i,2_¢i,0
4(1-v) TK2  4(1-v) (8%/,)

k2 (&% 2)

El valor de la fuente de tensién que implementa la condicién de contorno en el borde

L2, para el circuito ¢, es pues

y y
¢k,2_¢k,o

v Br)|  (4.2-28)

3-4v 1 Pk 2~ Pko
( K2 +

0 _ 40 L8| 5 b X, =
P2 = Do + 5 | ~2HUgy, + 4(1-v) bkz =0 \¥ (2%/,)

Ax .
0
1 D3
v X
{¢'(1)<,n DL o Pro
y X
o P2 P2}
Dy Do
ny TN AN
M
0
1)
0
1 Dy |

Figura 4.2-11 Modelo en red para la condicién de desplazamiento u? en borde derecho (L2)

101
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En el borde izquierdo L4, a partir de la ecuacién en diferencias finitas derivada de (4.2-

26) y con la notacién de la figura 4.2-12, resulta la fuente de tension de valor

Ax

2

3—-4v 1

(bx _ b0~ Pha ¢i,o_¢i,4
4(1-v) TR4 T 4(1-v)

(Xk'4 (B%/5) + Vi (3%/5)

0 _ 40
¢k,4 - ¢k,0 -

)] (4.2-29)

[—Zuugk’4 +

Figura 4.2-12 Modelo en red para la condicién de desplazamiento u2 en borde izquierdo (L4)

ii) Condiciones en fuerzas superficiales ‘perpendiculares’ al contorno (circuito ¢)
Bordes horizontales. Componente de fuerza vertical tf}

Despejando la segunda derivada del potencial escalar normal al borde en la ecuacién

de la tension gy, (2.1-93b), tenemos

2¢o _ (0%, 0PPy\ 1 byl  0¢x_ v
ayz 9wy (x 3y? 9y? )4(1—v) oy 2 T ox 2(1-v) (4.2-30)
En el borde inferior se cumple t}} = —J},’y. Empleando la notacidn de la figura (4.2-9a),

cada uno de los términos en derivadas aplicado en el punto k,1 del contorno L1 se

trasforma en diferencias finitas mediante las ecuaciones

%¢i| 9% _ Pis=2Pkot Pl )
- - 2
0yl 9% o A
2%¢; ~ 9%¢; _ Pl2—2Pk o+ Pk a
ax2 g, ~ ox2lgo Ax?
0 Y ot (4.2-31a,b,c,d)
_1| ~ Pko~Pk1
- A
oy k1 y/z
% ~ q)i(r,l_‘b}(l,l
0x Ik 1 2Ax Y,

La derivada paralela al contorno, difinida en (4.2-31d), no es vélida para la primera y

ultima celdas del contorno; las redefinimos en la forma
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Capitulo 4. Modelos en red

9%i
ax

~ Glr1—Pk1 9 ~ dlo1—Pit
k1(12celda) Ax 7 ox g 1(dlt.celda) Ax

(4.2-32)

Otra opcién, mas simple por no requir cambios en la programacién, es tomar

9%i
ax

- 0i

00i|  _ Pka~Oks
k,l 0x

pe— En ambos casos se obtienen resultados semejantes para
k0

mallados finos. En el programa EPSNET_10 se ha incorporado la primera opcidn,

ecuaciones (4.2-31y 32).

Expresando la ecuacion (4.2-30) en diferencias finitas

0 0 0
$r3—2¢k 0+ Pk

= tb
2
Ay /2

Y

X X X
Pr3 2Pk o0+ Pk
k.1

Ayz/z + yk,l

Phs=2PhotPhs | 1 +¢i,o—¢i,11
4(1-v) by, 2

Ay? 2
v/,

¢)}§r,1_¢)}§1,1 v
2Ax 2(1-v)

(4.2-33)

donde el ultimo sumando corresponde al término que cambia en las celdas extremas,
podemos despejar el potencial escalar ¢, asociado a la condicién fisica de la

componente de la fuerza perpendicular al contorno L1

¢12,1 =
2 X X X Y _o4Y y
0 _ 40 Ay b O 320K 0t Pk 1 Pr 32k ot Pia 1
20 — Py 3 + /2 [ty K1 <xk,1 52, + Yk ay?/ st
q)i,()_d)i,l 1 ¢‘§r,1_¢‘§1,1 4
Ay/2 PRy 2(1-v) (4.2-34)

El componente eléctrico que permite implementar esta condicién en el circuito ¢, es
una fuente de tensidon controlada por tension, Figura 4.2-13. Su voltaje de salida,

definido por software, es el de la ecuacion (4.2-34).

0 0
e k3 Dir3 I
0 0
Pii0 QJOk 4 Pro D2 Piro 0
AN . '—\/L\/\/—\/\/\/—’—\)\/\/— Pir2

0
D4
0
Qﬁ'.l Pir.1 1

0
D1 i) L ]
Prr | ()

0 0 0 ) X X X ¥ v v
—t 1 {®ko Pks ‘3‘;\-,1 ‘Dizr} ¢‘k3¢k:-,1 Oy 1Pk 1 ¢\|‘(\[J QL.:}

Figura 4.2-13 Modelo en red para la condicién de fuerza tJ’Z en borde inferior (L1)
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El borde superior (L3) satisface la condicion tf} = 03’,’3,. En este caso la ecuacion (4.2-
30), aplicada a un punto k,3 del contorno superior y escrita en diferencias finitas con
las mismas reglas que en (4.2-31) pero adaptada en nomenclatura, permite obtener el

valor de la fuente de tensidn que implementa la fuerza vertical, t}}, en el circuito ¢y,

Figura 4.2-14
(I)lg 3 =
Ay Pk3—2dk o+ Pk 1 ¢i,3_2¢i,o+¢i,1 1
Zq)kO q)kl /2 [ Vi3 - <xk,3 Ayz/ + Yk,3 Ayz/ 21— +
2 2
¢i,3_¢i,o 1 ¢ﬁr,3_¢ﬁl,3 14
&y, 2 tT o zaw) (4.2-35)

0
‘bk.s 1 {Dho D1 D) Bl D3 Bl Bz Okt Do DL

Py 3 % Oirs ]
Ay
0 0
N " l‘D
\ . % Pic2 —M Cb?(r\l

Dir 1

0
Py |

Figura 4.2-14 Modelo en red para la condicién de fuerza tJ’Z en borde superior (L3)

Bordes verticales. Componente de fuerza horizontal t2
Despejando la segunda derivada normal al borde del potencial escalar en la ecuacién
de la tension oy, (2.1-93a), obtenemos

99y _v
dy 2(1-v)

(4.2-36)

2%y 2%, "’2‘”) L 9%

1
= —0y — (% =
d0x2 xx ( dx2 9x2 J 4(1-v) 2

En el borde derecho (L2) se cumple t2 = ¢2,. Por otro lado, con la notacién de la
figura 4.2-1, la forma en diferencias finitas de cada término de la ecuacién anterior,

referida a un punto k,2 del contorno L2, es

%¢i| 9%  _ Pia=2bkotPha)
0x% 2 9x% Ik AXZ/Z
2%¢; ~ 9%¢; — Pz 2Pk o+ Pl
2, 92l ay?
oo CRI (4.2-37 a,b,c,d)
29 ~ Pr2=Pko
0x klz AX/Z
%| ~ Pkez=kn,2
dy k.2 2Ay
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Capitulo 4. Modelos en red

La derivada paralela al contorno (4.2-37d) para la primera y ultima celdas del mismo la

definimos, de nuevo, en la forma

99 ~ Gkeo~Pkz 0 ~ bl2~Pib,2

) (4.2-38)
0x Ik 2(12celda) Ay 0x Ix 2(dlt.celda) Ay

Con las expresiones (4.2-37), la ecuacion (4.2-36) en diferencias finitas queda

PR2=20Ro+Pka _ —¢b b2 2Pk ot Pha + Pz =20t dia) 1 + bk2~Pko 1 +
AXZ/Z - X k,2 k,2 AXZ/Z Yk,Z AXZ/Z 4(1-v) AX/Z 2
Phet 2~ P
k2~ Pkbz v (4.2-39)

2Ay 2(1-v)

En celdas extremas se aplica la ecuacion (4.2-38) al ultimo término. Ahora, despejando
el potencial escalar ¢, de la ecuacién (4.2-39), obtenemos la condicién de contorno

correspondiente a la componente de la fuerza t,’? en el contorno L2

X X X y y y
0o _ 0 _ 40 Ax? b Pi 220 0+ Pig Py p =20y P4 1
brz = 20K — Pa + /2 [—fxu - <xk,2 52 T Vo a7/, ant
Bl dio1 D=
k2 Peol | Ptz Pkna v (4.2-40)

Ax/, 2 20y 2(1-v)

Esta expresion define el voltaje de salida de la fuente de tensién controlada por
tensidn que debe aplicarse en el contorno L2 del circuito ¢, Figura 4.2-15, cuando se

conocen las fuerzas perpendiculares.

0.0
AP0 Py
X X X
P4 Pro Pr2

LG S S
P Pro Pi2 Prr2Pio2}

Ax

DR TS

Figura 4.2-15 Modelo en red para la condicién de fuerza t2 en borde derecho (L2)
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El borde izquierdo (L4) cumple t2 = —g2,.. En este caso la ecuacién (4.2-36) aplicada a
un punto k,4, escrita en diferencias finitas con las mismas reglas que en (4.2-37), pero
adaptando la nomenclatura, permite obtener el valor de la fuente de tensién que

implementa t2en el circuito ¢, Figura 4.2-16,

X X X y y y
0o _ 0 _ 40 Ax? b Pi 22010+ Pig P p =20y ot Prs 1
Pra = 2¢Ko — Pt / 2 [txm - <Xk,4 52 T V4T a2 /, T

X X y o _4Y
Do Phoal | Puea Piba v
Ax/, 2 20y 2(1-v)

(4.2-41)

Ay

0 ] :
Oy @
Oho P2 O
$k=4 q)k:g q)k:g | T

v v v v v 0
P4 Pip Pi2 PraPrba} Pry

Figura 4.2-16 Modelo en red para la condicion de fuerza tf} en borde izquierdo (L4)

iii) Condiciones en fuerza superficial ‘paralelas’ al contorno en los circuitos ¢y y q)y

La ecuaciéon (2.1-93c) aporta el valor de la tensidn, que coincide en valor absoluto con la
componente paralela al contorno de la fuerza superficial en dominios rectangulares. En la
misma aparecen segundas derivadas cruzadas de las tres funciones potenciales, junto con
primeras derivadas parciales de las componentes escalares del potencial vectorial. Dado que el
circuito ¢y tiene implementadas condiciones de contorno normales a los mismos, las fuerzas

paralelas al contorno se implementan, segun corresponda, en los otros circuitos, ¢y 0 ¢y.

Para el circuito ¢4 despejamos la primera derivada respecto a y en la ecuacién (2.1-93c)

xy F 0x0y

9¢x _ 20—v) [ (4.2-42)

2 2 92 i) —
M+(xa¢x ¢y) 1 _9¢y 1 2"]
ay 1-2v

0x0y ty 0xdy/) 4(1-v) dx 4(1-v)
mientras que para el circuito ¢y despejamos su primera derivada respecto a x
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P _ 2 2 aZ —
apy _ 4(1-v) 92, (xa P ¢y) T _0¢x 1-2v (4.2-43)

= a.
ox 1-2v | XY axoy 0x0y axdy) 4(1—v) 9y 4(1-v)

Siguiendo el procedimiento de apartados anteriores, estas expresiones deben transformarse
en ecuaciones en diferencias finitas, aplicadas en puntos del contorno, para despejar de ellas
los valores de las funciones ¢, y ¢,. Luego, estos son implementados mediante el

componente eléctrico adecuado.

En cuanto a las primeras derivadas, de acuerdo con la notacién de la figura 4.2-17, se

establecen las siguientes aproximaciones:

a. Primeras derivadas perpendiculares al contorno.
Se definen como la diferencia entre el valor central y el valor en el borde. Por ejemplo,

para el contorno derecho, Figura 4.2-173,

i _ Pka=Pko (4.2-44)

0x k,2 Ax/z

b. Primeras derivadas paralelas al contorno de las que no se despejara el potencial que
define la condicién de contorno.
Se iguala la derivada en el contorno a la derivada en el centro de celda para simplificar

la programacién. Por ejemplo, para el contorno inferior, Figura 4.2-17b,

09

ox

- 09;

_ Pla— s
o o = (4.2-45)

k,O Ax

c. Primeras derivadas paralelas al contorno en las que se despejara el potencial que
define la condicién de contorno.
Se toman como la diferencia entre el valor adelantado y el punto sobre el que se
define la derivada, excepto para la ultima celda del borde, donde se opera sobre el

valor atrasado. Por ejemplo, para el contorno inferior, Figura 4.2-17b,

% — q)i(r,l_d)i(,l (4 2_46)
0% Ik 1 Ax ’
Ax
! |
- -
|®
[
} _
A
y |______ACE !
i T
Pk 4 |
|
I .
A —Lm ¢
Ax/2

Figura 4.2-17 Ejemplo de discretizacion y notacion en celdas de borde:
a) Borde derecho, b) borde inferior
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Capitulo 4. Modelos en red

En cuanto a las segundas derivadas curzadas, se han considerado dos formas distintas que dan

lugar a las cuatro opciones posibles programadas en EPSNET_10:

a. Tomando valores de la celda de borde y de la adyacente ‘perpendicular’ al borde.
Para una celda del borde inferior, Figura 4.2-18, resulta

9%¢; _ Pkt 2~ Pkea~ Pk 2+ Pk
0x0yly ¢ Ax-Ay

(4.2-47)

b. Tomando valores de la celda de borde y de las contiguas ‘paralelas’ al borde, a unoy
otro lado.
Tiene el incoveniente de requerir cambios en la programacién de la primera y udltima
celda. De nuevo, para una celda del borde inferior, Figura 4.2-18, resulta

i i i i
0%¢; _ Oke3Pkr1—Priz T Pris

dxdyly 4 2Ax-Ay (4.2-48)
T _
\
| L
: cblk't,o : Ay
FTfff#ffff4i
Dt } Do
\
\
T +; T P
|PkL3 |Pr3 |Prkr3
| | | | %
Q2 loi, Dy i P2 ol ®kr2
Fo———— ;Oifi+;fff k;offf+ffii#;ofii<|7,
| : \ : |
| : ;
i i i
CDkl,l‘ Ax L8] Ax Dier, |

Figura 4.2-18 Ejemplo de discretizacion y notacion en celdas del borde inferior

Como se describe en el capitulo siguiente, EPSNET_10 permite seleccionar diferentes formas
de implementar las derivadas cruzadas mediante la opcién ‘SMD’. Para el circuito ¢y, las
fuentes de tensidn controladas por tension que definen la condicién de fuerza superficial (4.2-

42) tienen los valores siguientes:

Borde L1 (cumple t2 = —0,?3,)
X _ ax _ Ayad-v)| .p %o 52¢X| 52¢y| 1 0dy 1-2v }
q)k'l - q)k'o 2 1-2v [ Xk1 + oxoyly 4 + X1 ox oyl 4 + Y1 0x oyl 4/ 4(1-v) 0x i1 4(1-v) (42 49)

Borde L2 (cumple t) = g2))
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X _oax Aot p %o 62¢x| 62¢y| 1 gyl 1-2v
q)k'z - (bkt'z Ay 1-2v [tykz + dx dy k2 + (Xk’z dx oy k2 + Yiz2 ax 0y 4(1-v) 0x g2 4-(1 v) (4 2- 50)
b —_ b
Borde L3 (cumple ty = ayy)
Ay4(1 v) b 2o ( az¢x| az¢y| ) 1 ¢y 1-2v _
d) ¢)k0 T th3 T oxayly * Xk3 oxayly * Vi3 axoyly 3/ 4(1-v) 0x |y 3 4(1-v) (42 51)
b _ _ b
Borde L4 (cumple ty = —ay),)
y2a[ i o 62¢x| 02¢y| 1 9yl 1-2v .
¢k4 ¢kt4 1-2v [ tyk,4 + dx oy k4 + (Xk'4 0x dy k4 + Yia dx dy k4 4(1-v) 0x 4 4(1-v) (42 52)

Las ultimas celdas de los bordes L2 y L4 cambian la funcidn, ya que operan con la celda inferior,

quedando las expresiones modificadas en la forma: ¢, = P 5 + 4 Py = Pip g + -

Para el circuito ¢y, las fuentes de tension controladas por tension que definen la condicion de

fuerza superficial (4.2-42), de acuerdo con (4.2-44 a 48), son las siguientes.

Borde L1 (cumple t2 = —d),)

R e Zi‘zg Lt (xm Zf{‘j;;|kr1 + Vi1 Zi‘zﬂ )ﬁ o " 41(12‘;)](4 2-53)
Borde L2 (cumple t}li = O',?y)

e LA B O [ e [ P W] IR
Borde L3 (cumple t2 = g2))

ST PRIl Lt (s Zi";jks + Yiea Zi‘zﬂm) - 22| (4.2:55)
Borde L4 (cumple t}li = —0,?3,)

S el RS R Y~ RSO~ B b Wiy RGN

Las ultimas celdas de los bordes L1 y L3 cambian la funcidn, pues operan con la celda izquierda,

quedando las expresiones modificadas en la forma: cl)i1 = cl)il P SRR cl)i3 = cl)il 5+

iv) Condiciones en desplazamiento ‘paralelo’ al contorno en los circuitos ¢y y q>y

Como en iii), esta condicidn se introduce, segun corresponda, en los circuitos ¢y 0 ¢y.
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Bordes horizontales. Desplazamiento u?

110

Partiendo de la ecuacion (4.2-20a), resulta mas facil y preciso implementar el valor del
potencial en el borde cuando este aparece en la ecuacidon en forma directa o en forma
de primera derivada perpendicular al borde. Si se dispone como condicién de contorno
u,’é, seglin a qué circuito se aplique, resultan las siguientes expresiones a partir de la

ecuacién (4.2-20a). El valor directo de ¢, para el borde L1 en circuito ¢ es

90y )] (4.2-57)
k1

Yk ox

4(1-v) o
(bkl 3—4y |:2u‘uxk1 a_XO Kk

1 b,
1 + 4(1-v) <Xk'1 0x Ik 1

Las derivadas presentes en la anterior ecuacion pueden aproximarse en el borde o en

~ 9%i

_ blo—hea
k,l 0x :

]
el centro de la celda =
k,O Ax

o La ultima opcién, como en la

condicién de fuerzas paralelas al contorno, estd incluida en EPSNET_10. El componente
eléctrico implementado es una fuente de tensién controlada y conectada al nudo del

borde, su valor es el de la expresion (4.2-57). Para el borde L3 del circuito ¢y se
procede de igual forma; el valor de la fuente, en este caso, es

1 09,
+ i ( Xi3 o k,3>] (4.2-58)

La ecuacion (4.2-20a) solo permite despejar el potencial ¢,, de la primera derivada,

oo
Y
ks T Yk35x

4(1 el
¢k3 - (_4:) |:2uuxk3 aXO

que ademas es paralela al contorno en el circuito ¢y. No existe la posibilidad de
aproximarla al centro de celda, como en casos anteriores, pues no aparece el valor de

la tensidon del nudo externo del circuito, necesario para definir la condicion de

y y
, o) Prr 1~ -
contorno. Asi, tenemos —Xy =%, excepto para la Ultima celda donde
k1
y y
¢ i1~ ¢ . , .
6_)(y = % El resto de derivadas si pueden aproximarse en el borde o en el
k1

centro de celda; en EPSNET_10 se elige el centro de la celda. Con todo, el valor de la

tension que aplica la condicion u2 en el circuito ¢y, para los bordes L1 y L3 es,

respectivamente:

_ Ax o 1 b,

yl - q)ir,l - E‘L(l - V) [_zl"lugk_l aXO 4(1 V) q)kl 4(1 V) k 1 Ix ] (4 2 59)
_ Ax o 1 b,

y3 - q)irs - E‘L(l - V) [_zl"lugk_3 aXO 4(1 V) ¢k3 4(1 V) k 1 Ix ] (4 2 60)
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Las dltimas celdas de los bordes L1y L3 del circuito ¢y, cambian la expresion operando

con la celda izquierda. Las expresiones se modifican en la forma q){l = iu + -

y .y
Prz = bz t+

La presencia en el denominador de la coordenada y en las ecuaciones (4.2-59,60) es
una dificultad afadida. Para evitar la posible division por cero, EPSNET avisa de tal
circunstancia, pudiendo cambiar la posicion del dominio respecto al sistema de

referencia.

Bordes verticales. Desplazamiento ujbj
La ecuacién de partida es la (4.2-20b). Puede aplicarse lo comentado anteriormente
para el desplazamiento paralelo a los bordes horizontales, pero permutando los

circuitos.

Para los bordes L2 y L4 del circuito ¢y se tiene

X ax Ay N T 3-4v .,y 1 99,
(I)k,z - (bkt,z - E4(1 V) [ Zuuyk'z ay |kz + 4(1—1/) (I)k,Z 4(1—v) ykz ay (4 2- 61)
— Ay ¢ 3—4v 1
q)ﬁ,ll - q)it,ll - Ezl'(l - V) |:_2|"I'ul);kl4 - ay0|k’4 + 4(1—1}) ¢k4 4(1 ) y1<4 ay ] (4 2 62)

Las ultimas celdas de los bordes L2 y L4 del circuito ¢ cambian la expresién operando

. . . e X ax )
con la celda inferior. Las expresiones se modifican en la forma: ¢y, = Gyp, + -7
O 4 = Ok 4 + -+ De nuevo, se observa en las ecuaciones (4.2-61,62) la presencia en
el denominador de la coordenada x, lo que puede requerir cambios en el origen de

coordenadas para evitar divisiones por cero.

En los bordes L1y L3 del circuito ¢, tenemos

g _sawf, o o ! 0, 29,
k1~ 34y [Zuuyk,l dy |k’1 +4(1—v)< Xl Gy |, +yk,1 3 |4 (4.2-63)

) ICEEY
k3

4(1-v) ¢
i,S - . |:2u' Ykg -

| 1 b, Oby
3—4v ay k3 4(1—v)

X3 5y 3 tYi3 5y

4.2.2.1.3. Soluciones derivadas

Al eliminar una de las dos componentes del potencial vectorial de la solucién completa PN,

para las dos formulaciones derivadas, las ecuaciones de gobierno (4.2-19) quedan reducidas a
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solo dos ecuaciones de Laplace, una para el potencial escalar y la otra para la componente
seleccionada del potencial vectorial. En cuanto a las condiciones de contorno, las expresiones
son las que resultan de eliminar el potencial no seleccionado en las ecuaciones (4.2-20) y (2.1-

93).
Solucién derivada (¢g, ¢)

Simplificando ¢,, en (4.2-19), (4.2-20) y (2.1-93), tenemos

624)0 az¢0 — O
dx2 ayz
020,  0%py 0 (4.2-65)
0x? ayz
_ _% 3—4v __x %
Zyux - ox 4(1-v) ¢x 4(1-v) ox 4.2-66
du, = %0, __x 00 (4.2:66)
Huy = ay 4(1-v) dy
9%y ¢ x 3¢l
Txx = T 5%z T ox? ai-v) | ox 2 ]
_ % %¢x  x 0y v E
Oy = T 932 ay2 a(1—v) | ox 2(1-v) (4.2-67)
_ 0%y %Px  x dpy 1-2v
Oxy = 0xdy  0xdy 4(1-v) 9y 4(1-v)
Solucién derivada ((,bo, cj)y)
Simplificando ¢, en (4.2-19), (4.2-20) y (2.1-93), resulta
2 2
aajzo + aafzo =0
0%, N 0%, . (4.2-68)
0x2 ayz
— 0% __y 9%y
Zpuy = ox  4(1-v) ox 4.2-69
2 — _ 0%, 3-% __y 9%y (4.2:69)
py = oy 4(1-v) ¢y 4(1-v) dy
o P00 %y y 0%y v
XX T gx ax2 4(1-v) 9y 2(1-v)
_ 9%¢, _ az¢y Yy ‘%ﬂl _
Oyy = dy? dy? 4(1-v) 9y 2 (4.2-70)
_ _ 0% _9%¢y y | O¢y 1-2v
Oxy = dxdy  0xdy 4(1-v) ax 4(1-v)

Los modelos en red de estas soluciones, que contienen dos circuitos, uno por cada potencial
incégnita, son una simplificacion del modelo de la solucién PN completa. Asi, las celdas
elementales de los circuitos de cada solucion son idénticas a las del apartado 4.2.2.1.1. Por
otro lado, las condiciones de contorno se implementan con los mismos criterios que en la

solucion completa, Apartado 4.2.2.1.2, aunque con menos términos. En consecuencia, las
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fuentes de tensidn que definen las condiciones de contorno tienen una expresion matematica

mas sencilla.

4.2.2.1.4. Condiciones adicionales

De acuerdo con el apartado 3.3, para que la solucidn numérica en términos de potenciales sea
Unica se requieren unas condiciones adicionales a las condiciones de contorno. Alli se hallé
que, para los casos estudiados en esta memoria, el nimero de estas es de dos para las
soluciones derivadas, Morales et al. [2011c]. Para la solucidn completa se ha elegido el primero
de los dos grupos de condiciones estudiadas en el apartado 3.4.4. En consecuencia, se
establece el valor en todos los nudos del contorno correspondiente al circuito ¢ junto con el
valor del potencial en un nudo del circuito ¢, y el valor en otro nudo del circuito ¢y. En todos
los casos, la implementacién de las condiciones se realiza mediante pilas que fijan el valor del

potencial en el nudo del circuito correspondiente, Morales et 4al. [2011f].

Excepto para los nudos del contorno del circuito ¢4 en la solucidén completa, el resto de
condiciones adicionales se aplican seleccionando arbitrariamente un nudo de un circuito.
Aunque este procedimiento resulta sencillo y directo, si el punto elegido pertenece a una celda
del interior del dominio, la posible corriente que deriva dicha pila no satisface el balance
impuesto por la ecuacion de gobierno en la celda en la que se impone la condicion adicional.
Como se mostrara en las aplicaciones, este efecto distorsiona localmente el campo de
potenciales en mayor o menor grado. Igualmente, los campos de desplazamientos y tensiones,
relacionados con los potenciales a través de primeras y segundas derivadas, amplifican esta

distorsidn. Esta alteracién es mayor cuanto mas fino es el mallado.

Asi, la eleccidén arbitraria de dos puntos para imponer las condiciones adicionales se reduce a
las celdas del contorno, donde la aplicacién de las condiciones de contorno se impone a la
ecuacion de gobierno. Mas concretamente, los puntos idéneos para imponer las condiciones
adicionales son los centros de las celdas del contorno, dejando el nudo del contorno de estas

celdas disponible para aplicar las condiciones elasticas de contorno pertinentes.

Con todo, la implementacién de las complejas condiciones de contorno puede ocasionar que
determinados nudos del contorno no sean apropiados para imponer en ellos las condiciones
adicionales. De acuerdo con Eubanks y Sternberg [1956], la regla a seguir es rechazar las
soluciones de funciones potenciales que contengan cambios bruscos o discontinuidades; una
regla obvia ya que este tipo de cambios pueden causar discontinuidades inadmisibles en el
campo de desplazamientos. EPSNET_10 permite elegir libremente el nimero y posiciones de

los nudos en los que se aplican las dos condiciones adicionales. Para el caso de la solucion
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completa se ha tomado, por omision, el valor cero sobre los nudos del contorno del circuito

. Para imponer otros valores se requiere actuar sobre las rutinas del programa EPSNET_10.

4.2.2.2. Problemas

axisimétricos

La solucién PN completa, Apartado 2.1.4.4, se reduce a

2 2
TSR GE=0 )
100;  P0r 09 ¢ gl ]
r or or2 + 0z2 rz 0| (4.2-713,b,c)
106, | %0, | 9¢s _
r or or2 0z2
__0¢g , 3-4v 1 b, 0,
Z#ur - or 4(1-v) ¢r 4(1-v) (T or tz 67') (4.2-72 a,b)
2, = =24 g, 2 (o4 2% '
0z 4(1-v) 4(1-v) 0z 0z
_ 3% (0%, | 9%\ 1 b1, 0b, v b v
Orr = T2 (T‘ or2 tz or2 )4(1—1/) or 2 + oz 2(1-v) r 2(1—1/)]
_ o (0% | PP\ 1 0d,1 e v by v $
02z = =52 (r 0z2 +z dz2 )4(1—v) 0z 2 + or 2(1—v)  r 2(1-v) | (2.1-943,b,c)
_ %o _ 0%y 0%, 1 0¢r | 0¢z\ 1-2v
Orz = " 5raz (r oroz araz) aawn T ( oz T or ) 2(1-) )

Expresiones similares a las de elasticidad plana (4.2-19, 4.2-20 y 2.1-93), excepto en la

presencia de nuevos términos en las ecuaciones de gobierno y en las expresiones de las

tensiones normales.

4.2.2.2.1. Modelo de celda elemental

Partimos de las ecuaciones de gobierno (4.2-71) en diferencias finitas, referidas a una celda

genérica ‘k’, Figura 4.2-19,

0 0
Pro—Pk,2

0 0 0 0 0 0 - 0 0
Pro~Pra ¢k.o_¢k,3+¢k,o_¢k,1+ -1 $p o= Pia

(Arz/z)

T T
Pro—Pk,2

+ +

| Tk,0 Ar

[ -1 Pho—Pks

(Az2 /2)

T T
Pro— P

(Arz /2)

T T
Pro—Pra

(Az2 /2)

T T
Pro— Pk

+ +

(Arz/z)

V4 zZ
Do~ Pk,

+ +

| Tk,0 Ar

B V4 zZ
-1 Pp2=Pra

(Az2 /2)

V4 zZ
Do~ P

(Arz /2)

zZ V4
Do~ Pra

(Az2 /2)

zZ V4
Do~ Pk3

+ +

(Arz /2)

+ +

(Az2 /2) |7ko AT

(Arz /2) (Az2 /2)

+

|=0

,
Pio

2
Tk,0

|=0

*(4.2-73 a,b,c)

|=0

Los cuatro primeros términos de estas ecuaciones se implementan mediante resistencias

mientras que el término entre corchetes se implementa mediante una fuente de corriente

controlada por tensién, Figura 4.2-19, Morales et al. [2011g].
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) ¢>ik3
l .
_g'k,o
W < .
: (D ® o
Az AN AN
D4
1 Pt
Ar

Figura 4.2-19 Modelo en red de la celda elemental para el circuito ¢;, i=0,r,z
Los valores de las resistencias y fuentes son

) _pt B e
Rk 0_k4a — Rk,o_kz g Rk,o_k3 - Rk,o_kl -

Gd)o _ —_1472,2_4)2,4 . Gd)r — —_14)2,2_4’;,44_4)%,0 . Gd)z — —_1¢i,z_¢i,4
Tko AT ’ k,0 Tko AT r2, |’ kO Tko AT

] (4.2-74)

4.2.2.2.2. Condiciones de contorno

Las condiciones en desplazamientos (uf, ué’) son idénticas a las del problema plano en
cartesianas, Apartado (4.2.2.1.2), con los cambios en la notacién, x por r e y por z, como puede
verse comparando las ecuaciones (4.2-20) y (4.2-72). A su vez, la condiciéon de contorno en
fuerzas superficiales paralelas al contorno, de valor absoluto igual a g,,, también es similar,
Ecuacién 2.1-93c para cartesianas y 2.1-94c para cilindricas. Asi, para los modelos en red de

estas condiciones puede adoptarse las expresiones y figuras recogidas en el apartado 4.2.2.1.2.

En cuanto a las condiciones de fuerzas perpendiculares al contorno, ecuaciones (2.1-93a,b)
para cartesianas y (2.1-94a,b) para cilindricas, la pequefia diferencia en la formulacion
matematica, Ultimo sumando en cada ecuacidn (2.1-94a,b), no impide asumir el mismo
modelo en red que en caso cartesiano. Las expresiones finales a implementar en el circuito ¢,

son las siguientes.

Bordes horizontales. Componente de fuerza vertical t?

r r r z VA VA
0o _ 0 0 Az2 b Pr3— 2Pk ot Pk Pr,3=2¢Pk 0+ PL 1 1
b1 = 20Ro — dRs + 5%/, [tz k1 (Tk,1 i) + Z1 52
2 2

4(1-v)
Pl o~ Phes 1 Plr =Pl Vv & v
Az/, 2 * 2Ar  2(1-v) TRy 2(1-V) (4.2-75)
2 Pls 20K ot Pk bk 320k o+ Pk 1
¢g,3 = 2¢12,o - ¢g,1 + Az /2 [_tfkﬁ - (rk,3 %/Okl + Zy3 = Azzk/O kl) 2(1—v) +
2 2
Pk 3~ Pko 1 Phrs~Priz v % v
Az/, 2 2ar 2(1-v)  rgs3 2(1-v) (4.2-76)
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Bordes verticales. Componente de fuerza horizontal t?

0o _ 0 _ 40 Ar? b Dl2 2Pk 0T Phs Pla—20% o +l4 1

k2 = 20ko — Pka t / vl T e L L% )
/2 /2

4’;2_4’;0 1 ¢ﬁc,z_¢ﬁb,2 v ¢1r<,z v

A/, 2 20z 2(1-v)  rgp 2(1-V) (4.2-77)

0o _ 0 _ 40 Ar? b _ Pr2=2dK 0+ Pka P2 =2Pko+ Pha 1 4’&,0_4’&,41
¢k,4 = 2¢k,o q)k,z + / 2 [trk,d, <rk,4 A /, + Zyy A2 /, 21— A
¢ﬁc,4_¢ﬁb,4 v ¢£,4 Vv

282 2(1=v) | Tia 2(1-v) (4.2-78)

Las figuras 4.2-9b, 4.2-10b y 4.2-11, 4.2-12 representan las fuentes de tension controladas por
tensidn que implementan, en el circuito ¢y, las condiciones de contorno de fuerzas

perpendiculares a la superficie; su valor esta dado por las expresiones (4.2-75 a 4.2-78).

En cuanto a los puntos del sélido pertenecientes al eje de simetria, las condiciones de
contorno fiscas, u,, = g,, = 0, se aplican de forma mds simple teniendo en cuenta que en el
eje de axisimetria se cumple df (r,z)/dr = 0, con funa funcién cualquiera. Sustituyendo esta
relacion en la ecuacion del desplazamiento radial, Ecuacidon (4.2-72a), se deduce que ¢, = 0.
Esta condicion se implementa conectando una pila de voltaje nulo en los nudos del circuito ¢,.
Por otro lado, la condicién de axisimetria df (r,z)/0r = 0 implica d2f(r,z)/drdz = 0. Asi, el
cumplimiento de las condiciones de contorno fisicas se consigue afiadiendo, segun
corresponda, las condiciones de derivada radial nula (0¢y(r,z)/dr =0y d¢,(r,z)/dr = 0),
en los circuitos ¢ y ¢,. Para ello, se conectan unas resistencias de valor muy alto en los nudos
de ambos circuitos. El programa EPSNET_10 permite especificar el valor de estas resistencias

dentro del apartado de opciones de andlisis; por omision su valor es 10°.

4.2.2.2.3. Soluciones derivadas

El modelo en red de estas soluciones, resultantes de anular una de las componentes del
potencial vectorial en la solucién PN completa, es similar al del caso bidimensional en
cartesianas. Contiene dos circuitos, uno para el potencial ¢ y otro para ¢, solucién de Timpe
[1924], o para ¢, solucidn de Boussinesq [1885], Morales et al. [2011g]. En ambos casos, el

modelo de celda elemental para cada circuito es el indicado en el apartado 4.2.2.2.1.

En cuanto a las condiciones de contorno, se implementan los mismos componentes eléctricos
que en la solucion completa PN pero simplificando de sus expresiones los términos en

potenciales que no correspondan.
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4.2.2.2.4. Condiciones adicionales

Se implementan, tanto para la solucién completa como para las derivadas, mediante pilas
siguiendo el procedimiento indicado en el apartado 4.2.2.1.4 del caso plano en cartesianas,

Morales et al. [2011g].

4.3. CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES

Se han diseflado modelos en red para la celda elemental basados en la formulaciéon de Navier
en cartesianas, para los casos planos, Morales et al. [2011d], y en cilindricas, para problemas
axisimétricos, Morales et al. [2011e]. Estos modelos constan de dos circuitos independientes,
asociados a cada una de las ecuaciones de gobierno. Asi mismo, para problemas
termoelasticos, se ha integrado un modelo en red del problema térmico cuya simulacién
transfiere los resultados al modelo eldstico. Para las derivadas cruzadas, presentes en las
ecuaciones de gobierno, se han discutido las diferentes posibilidades de implementacién,
optando por la que resulta mas facil de programar. En relacién con las condiciones de
contorno, mientras que la implementacion de los desplazamientos consiste simplemente en la
conexion de fuentes de tensidon contante, las fuerzas son introducidas usando la forma mas
precisa en simulacidon con mallados bajos. Como componente para implementar estas fuerzas

se ha optado por un generador de tensién controlado por tensidon, Morales et 4al. [2011d,e].

Se han disefiado modelos en red para la celda elemental basados en la formulacién de Airy,
para el caso plano en coordenadas cartesianas, Morales et al. [2009]. Estos modelos constan
igualmente de dos circuitos independientes: uno asociado directamente al potencial de Airy y
otro al potencial auxiliar. En relacién con las condiciones de contorno definidas exclusivamente
mediante fuerzas, se ha desarrollado un procedimiento acorde con la transformacién de la
ecuacion biarmédnica en dos ecuaciones de segundo orden, sin necesidad del uso de nudos

ficticios y exteriores al dominio, como los empleados por Timosheko y Goodier [1970].

Se han disefiado modelos en red para la celda elemental basados en las formulaciones
potenciales de PN y sus derivadas por reduccidon de componentes del potencial vectorial. Estos
modelos incluyen los casos bidimensionales: problema plano, en cartesianas, Morales et al.
[2011f], y axisimétrico, en cilindricas, Morales et al. [2011g,h]. Estos modelos constan de
tantos circuitos independientes como ecuaciones de gobierno tenga la formulacién usada: tres
para la completa y dos para las derivadas. Las condiciones de contorno en desplazamientos y
fuerzas normales al contorno, se han implementado en el circuito asociado al potencial
escalar. Las condiciones fisicas paralelas al contorno, se implementan en los circuitos asociados

a las componentes del potencial vectorial, Morales et al. [2011f]. Como regla general, las
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primeras derivadas en el contorno, que definen desplazamientos, se han implementado
partiendo de aproximaciones en diferencias finitas en la misma celda. De igual forma se ha
procedido para las segundas derivadas en el contorno, que definen fuerzas. Sin embargo,
cuando la condicion de borde se obtenga de una primera derivada paralela al contorno, o de
una segunda derivada cruzada, esta se implementa usando celdas adyacentes. En particular,
para las derivadas cruzadas existen dos opciones: celdas adyacentes paralelas al contorno o
perpendiculares al mismo. Asi mismo, existen dos opciones para implementar las condiciones
de contorno normales: con féormulas simplificadas, a partir de la ecuacién de gobierno, y con
féormulas completas. Esta opcion permite valorar el efecto de la simplificacion. Para el caso
particular de axisimetria en el que el eje esta incluido en el dominio, se han usado condiciones

equivalentes mds simples en el eje que son mas precisas y de implementacion mas directa.
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CAPITULO 5

EL PROGRAMA EPSNET_10

5.1. INTRODUCCION

La necesidad de realizar numerosas simulaciones de los modelos objeto de esta tesis nos
obligd, a elaborar rutinas en MATLAB para integrar la generacidon automatica del mallado. Por
un lado, en problemas no lineales o acoplados, un reticulado basto, de 10x10 a 20x20, puede
acarrear errores inaceptables, pero sus tiempos de computacidn reducidos y la informacidn
cualitativa proporcionada permiten aumentar el rango de opciones de andlisis facilitando la
toma decisiones. Por otro lado, un reticulado fino, 60x60 a 100x100, que implican tiempos de
computacion elevados, ofrece una precision aceptable para dar fiabilidad a los resultados de la
simulacidn. Ademas del mallado, se requeria generar los circuitos basados en las celdas basicas
propias de cada tipo de formulacién. Igual ocurre con las condiciones de contorno y con los
valores de ciertos parametros del programa de calculo numérico usado, PSpice. Finalmente, la
gran cantidad de resultados obtenidos precisaba de una herramienta eficaz de post-procesado

y representacion grafica para una interpretacion rapida de la solucidn.

El cumplimiento de los anteriores objetivos solo podia satisfacerse mediante un programa de
computacidn que nos permitiera disponer de una plataforma potente para reducir los tiempos
requeridos tanto en el disefio y preparacion de los modelos como en el procesado de los
resultados de simulacion. EPSNET_10 [2011], desarrollado por miembros del grupo de
investigacion ‘Simulacion por Redes’ y cuyos derechos se han cedido a la UPCT, es el fruto de
este trabajo. Las siglas de este acronimo significan ‘Elasticity Problems Simulation Network’, el

numero 10 hace referencia al afio, 2010.
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El programa, que contiene el archivo ejecutable ‘ESPNET.exe’, ha sido desarrollado en MATLAB
y requiere la instalacidon de los siguientes componentes: i) MCR, ‘The Matlab Component
Runtime MCR Library installer (MCRInstaller.exe), The MathWorks, Inc, MATLAB R14, (2005)’ y
ii) el programa PSPICE, ‘Microsim Corporation, PSpice Release 6.0., (1994)’, cuyo ejecutable
‘pspice.exe’ debe ser accesible en la ruta ‘C:\OrCAD\OrCAD_10.5\tools\pspice\PSpice.exe’.
Para extender lo mas posible su uso, la interfaz de usuario se ha elaborado en lengua inglesa.
La instalacién completa de MATLAB permite acceder directamente a los archivos de datos de
la simulacidon y manipularlos con toda la potencia grafica y numérica del programa. El

funcionamiento basico de EPSNET_10 se muestra en el diagrama de bloques de la figura 5.1-1.

Inicio
EPSNET_10

v
Entrada de datos: Datos.mat

-Dimensiones y material (Model)
Manipulacién del archivo de
datos, Datos.mat, en entorno
-Condiciones de contorno (BoundaryConditions) MATLAB

-Datos de mallado (Mesh)

A
A

-Opciones de analisis (Analysis->Options)

v

Creacion del modelo en red y simulacion: temporal.cir

- Creacion y simulacion del modelo en PSpice

A

' Manipulacion de archivo del
(Analysis->Run) modelo, temporal.cir, en
entorno PSpice

\ 4

A 4

A

Simulacion en entorno PSpice Acceso a entorno gréfico de
salida PSpice

\ 4

v

Postprocesado: Results.mat . L
P Manipulacion y consulta del

archivo de resultados,

. - Results.mat, en entorno
-Representaciones graficas (Results->Plot Results) MATLAB

-Opciones de resultados (Results->Options)

\ 4

Figura 5.1-1 Diagrama de bloques de funcionamiento de EPSNET_10

5.2. ENTRADA DE DATOS

La pantalla inicial de EPSNET_10, cuyo anagrama es el de la figura 5.2-1, muestra la barra de
menu del programa, Figura 5.2-2. Al pulsar ‘File’ se presenta un desplegable con las opciones

clasicas siguientes: i) generar el modelo de un nuevo problema, ‘New’, ii) cargar un modelo ya
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programado, ‘Load’, iii) salvar el modelo con el que se esta trabajando, ‘Save’, y iv) salvar el

modelo actual con otro nombre, ‘Save as’, Figura 5.2-3.

EPSMET 10

Figura 5.2-1 Anagrama de EPSNET_10

File Model Mesh Boundary Conditions  Analysis  Results

EPSNET_10

Elasticity Problems Simulation Network

Network Simulation Grdi:fp
Technical University of Cartagena

Figura 5.2-2 Pantalla de inicio y barra de mend (menu principal)

File Maodel Mesh Boundary Conditions  Analysis  Results

T ey
Load

Save

e EPSNET_10

Close

Figura 5.2-3 Funciones de archivo estandar

La generacion de un nuevo modelo da opcién al usuario a asignar y guardar el nombre del
mismo (ruta: ‘File—>New—>Name, escribir nombre del modelo—Accept’) para, a continuacion,

proceder a la entrada de datos (ruta: Model—Dimensions&Materials’), Figuras 5.2-4 y 5.2-5.
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Cuando seleccionamos ‘New’ se cargan los datos de un modelo completo y predefinido de
nombre ‘omision.MAT’, especialmente creado para este fin. Este archivo puede ser editado
directamente mediante la utilidad ‘CreaOmisionMat.m’, ejecutable desde la aplicacion Matlab.
El procedimiento de creacién del archivo ‘omision.MAT’ es una alternativa en modo texto a la
generacion mediante la interfaz grafica. Para usarla es necesaria la instalacién de Matlab. Aun
asi, para cualquier modo de introduccidon de los datos del modelo (en modo gréfico o texto), la

ejecucion y posterior post-proceso solo puede hacerse desde el programa EPSNET_10.

Las opciones de interaccién del usuario con el programa son de dos tipos: i) Simple seleccion
por ‘clic’ en la correspondiente casilla de la pantalla, ii) Seleccién de la opciéon adecuada en los
menus desplegables de ciertos botones, y iii) Introduccidon directa de informacién en las
casillas correspondientes. En relacién con la uUltima opcidn, la informacién puede ser de tipo
alfanumérico (por ejemplo, el nombre de un archivo) o numérico (datos de caracteristicas
fisicas o geométricas del medio, u otros parametros necesarios para la simulacién). Se admiten
valores directos, expresiones numéricas con constantes predefinidas (como ‘pi’, ‘eps’ o ‘inf’) en
formato Matlab (como ‘5*sin(30*pi/180)’) y vectores, también en formato Matlab (como
‘2,2,3,4,5]'). El vector puede expresarse ‘componente a componente’ o en la forma ‘valor-
inicial:incremento:valor-final’ (como ‘[1:1:5]’). Las unidades pueden ser arbitrarias siempre que

sean homogéneas.

File | Model  Mesh Boundary Conditions  Analysis  Results

Dimensions & Material

DIMENSIONS MATERIAL

E 210000

NU 0.3

Xo 10

Yo 10

L [0
[ 10

H

ALPHA | 1.2e005

CANCEL ‘

Figura 5.2-5 Pantalla de entrada de datos de modelo
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Los primeros datos del modelo definen las dimensiones del dominio. Este consiste, tanto en
cartesianas como en cilindricas, en un rectangulo definido por la posicién del vértice inferior
izquierdo (coordenadas ‘Xo’ e ‘Yo’ en cartesianas, o ‘Ro’ y ‘Zo’ en cilindricas) y el ancho y alto
del mismo (L y H, respectivamente). Por otro lado, ALPHA (o) es el coeficiente de dilatacidon
térmica lineal en °C?, E el médulo de elasticidad longitudinal y NU (v) el coeficiente de Poisson.
Introducidos estos datos, el botdn ‘ACCEPT’ los actualiza y cierra pantalla; ‘CANCEL’ cierra

pantalla sin actualizar datos.

La figura 5.2-6, que se muestra al pulsar ‘Mesh’ en el menu original, permite introducir los
datos de mallado: nimero de celdas horizontales (Nx) y verticales (Ny). Haciendo clic en el
botdén ‘PREVIEW’ aparece la imagen del modelo mallado a la derecha de la pantalla. Puede
apreciarse que el origen de coordenadas estd desplazado del vértice izquierdo inferior del

dominio, de acuerdo con los datos introducidos anteriormente en la figura 5.2-5.

PREVIEW
ACCEPT

Figura 5.2-6 Datos de mallado

La tercera pantalla de introduccién de datos, Figura 5.2-7, se refiere a las condiciones de
contorno y aparece al pulsar ‘Boundary Conditions’ en el menu principal. Estd dividida en una

zona de datos, a la izquierda, y la representacion grafica de estos, a la derecha.

Para la definicién de estas condiciones se establecen cuatro lineas en el contorno: L1, borde
inferior horizontal del rectdngulo, con origen en su extremo izquierdo; L2, borde derecho
vertical, con origen en el extremo inferior; L3, borde superior horizontal, con origen en el
extremo izquierdo, y L4, borde izquierdo vertical, con origen en el extremo inferior, Figura 5.2-

8. El boton ‘PREVIEW’ permite visualizar las condiciones de contorno del modelo en la
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representacion de la derecha, reconociendo cualquier cambio o modificacion introducida en la
zona de datos de la pantalla. La pre-visualizacion incluye el mallado establecido, lo que
permite representar informacién muy util, como los desplazamientos impuestos en puntos

concretos del dominio, incluyendo el contorno.

El botén ‘ACCEPT’ acepta y guarda los datos actuales del modelo; ‘CANCEL’ cierra pantalla sin

actualizar datos.

(B ooy Canditons | = | =1 |55,

‘ fx 0 fy o ‘ ‘ 0 Mesh NX:10 x NY-10

| DX[ 0 0 0 0  Create ‘ py[o [o [0 0 Create

‘ DX L1 I~ Free

DX_L2 ¥ Free

¥ Free

DX_L3 W Free % Free

| DX L4 7 Free ¥ Free

o [ (o [o [0 | wuo (w0 [0 [0 |

mzl o [m [0 [0 [0 | wuefo [wd [0 [0

[0 [w [0 [0 [0 | ve[a e (w0 [ |

PREVIEW ACCEPT CLOSE ‘

e (w0 [0 [0 [muls (w0 [0 |

Figura 5.2-7 Pantalla de especificacién de condiciones de contorno

Mesh NX:10 x NY:10

AT

2o 0 20 40 60 80 10 120 140
Figura 5.2-8 Numeracidn, origen y sentido (positivo) de los contornos del dominio

Los cuadros de datos de la pantalla de condiciones de contorno, Figura 5.2-7, tienen el

siguiente significado:

i)  ‘fx’y ‘fy’: Estos campos permiten definir el valor de las fuerzas de volumen. Esta opcidn no

estd implementada en la formulacidn con potenciales.
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‘temp’: Este campo reconoce un cambio o incremento térmico uniforme y constante en
todo el dominio, en °C. Esta opcidn tampoco estd implementada, en los modelos
formulados con potenciales. Este incremento esta aplicado a la temperatura de referencia
para la que se han definido las propiedades fisicas del problema (E, v y o). Estan en fase
de desarrollo nuevas rutinas que permiten leer campos térmicos procedentes de otros
simuladores especificos de problemas térmicos, como PROCCA_09 [2009] que también

trabaja con PSpice.

Para comprobar la fiabilidad de los resultados de problemas termo-elasticos resueltos
mediante EPSNET_10, el programa incorpora un ejemplo 1-D. Este consiste en una corona
delgada de superficies adiabaticas, un problema de tensidn plana cuya solucién tedrica
puede consultarse en Sadd [2009]. Para acceder al mismo se introduce la clave ‘12712’ en
la casilla ‘temp’, accidn que incorpora al modelo, con el mallado seleccionado, los datos

estacionarios del campo temperaturas de la arandela, Figura 5-2-9.

temp | 12z

Mesh NX 10 x NY 10
- Colorbar: Temp. °C 100
4 H % ! : ¥

(1| R A

[111] S

20 20 40 &0 80 100 120 140

Figura 5.2-9 Campo térmico 1-D de una arandela (caso estudiado en el apartado 6.2.3 para verificar el

i)

problema termoelastico)

‘DX’ y ‘DY: Definen componentes de desplazamiento horizontal y vertical,
respectivamente, en el centro o borde de las celdas del contorno. También se pueden
usar para centros de celda en aquellas que no son del contorno, opcidon implementada
solo para la formulacién de Navier. La nomenclatura adoptada es la siguiente, Figura 5.2-
10: Primera introduccién: 4-1-4-0. El primer digito alude al nimero de fila, empezando por
abajo; el segundo a la columna empezando por la izquierda; el tercero indica el punto de
la celda que sufre el desplazamiento (0: centro de la celda, 1: centro del borde inferior, 2:
centro del borde derecho, 3: centro del borde superior y 4: centro del borde izquierdo).
Solo se puede indicar un borde de celda cuando éste pertenece a un contorno. El ultimo

digito es el valor de desplazamiento impuesto, por defecto ‘0’.
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iv)
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El botén ‘PREVIEW’ permite comprobar la adecuada introduccion de los datos mediante la
simbologia indicada en la figura. Esta distingue entre nodos de borde con un solo
desplazamiento, triangulo vacio, y dos desplazamientos, triangulo lleno, y nodos del
interior del dominio con un tridngulo sin relleno, debidamente orientado, por cada
desplazamiento. Por otro lado, el botén ‘Create’ permite introducir desplazamientos

adicionales que se van mostrando en la pantalla pulsando ‘PREVIEW’.

|ox[# [T [ 4 [0 CcCreae|| [DY[ 4 [0 [2 [0 Create|\

(DX 2 [T [ 4 [0 Create |mr]s [0 0] 4 W] 02 W Create
| Coio R _Greats|

DX 5 [ 5 | 0 |03 Create ‘nﬂu [0 [ o [0 Create

Mesh NX:10 x NY:10
140

120 -+ R T S R R

... 1. ] ] : _______ |
y :

80[-------1 -9 S IR g,

60 f--------1 S wemdeeannes -
i A

40 - -----o R e -

20 ------- R .
LalAlAlsrlslAAA AAl

0F N S N S S .

. R S R N

I I
-20 0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 5.2-10 Entrada de datos relativos al desplazamiento en puntos de celdas

‘Dx_L1" a ‘Dx_L4" y ‘Dy_L1’ a ‘Dy_L4’, Figura 5.2-11, definen desplazamientos en las lineas
qgue forman los contornos del dominio, de acuerdo con la asignacién de la figura 5.2-8.
‘Free’ denota contorno con desplazamiento libre mientras que ‘Value’ permite asignar un

valor al desplazamiento.

La representacion de los desplazamientos de lineas en la pantalla sigue una simbologia
similar a la de desplazamientos en nudos. La figura 5.2-11 muestra un ejemplo: La linea 1
estd representada por tridngulos rellenos por tener impuestos desplazamientos en x y en

y; la linea 2 es de tridngulos vacios, con orientacién horizontal, por tener impuesta una
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v)

condicién de desplazamiento horizontal. Por ultimo, las lineas 3 y 4 son triangulos vacios

orientados verticalmente de acuerdo con la condicién impuesta en estos bordes.

DX_L1 [ Free Value 0 DY _L1 [ Free Value [ 0
DX_L2 [ Free Value 0 DY L2 [ Free Value |
DX_L3 ¥ Free Value DY L3 [ Free Value 0.2
DX_L4 [/ Free Value [ DY L4 [ Free Value |-T-
Mesh NX:10 x NY:10
140 T T T T T T T
72 SRR NURR OSSN MM SO SIS SRS SO
4 (IS
N {1
L] R R
F: 9 -
(1) . o | : : : : i -
0 4 I -;
F: S {1 S
F: S =
1) S [ .
Palaiatatalatatglagl sl :
0k AR -
0 T R N N R
-20 0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 5.2-11 Entrada de datos relativos al desplazamiento en puntos de celdas

“Tx_L1" a ‘Tx_L4" y Ty L1’ a ‘Ty_L4’ definen fuerzas superficiales que actian sobre los
contornos, Figura 5.2-12. Las dos primeras casillas corresponden a la seleccién de la parte
del contorno afectada por las cargas impuestas, desde el primer valor hasta el segundo
valor. Los restantes tres valores definen la carga. La versién actual de EPSNET admite
especificaciones de los tipos de cargas mas generales: distribucion constante, lineal y
cuadratica. Las cargas se representan siempre mediante flechas orientadas de longitud

proporcional al valor de aquellas.

La figura 5.2-12 muestra un ejemplo. En la linea 1 se define una distribuciéon de carga
horizontal parabdlica simétrica, de valor mdximo 80, mas cargas verticales de distribucion
lineal (+100, O, -100). La linea 2 estd afectada por una distribucidn lineal, de carga
horizontal (-100, 0, +100) en parte del contorno, desde la posicién inicial 20 hasta la

posicion final 80. La linea 3 tiene una distribucidn lineal de carga vertical en todo el
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contorno. Finalmente, la linea 4 tiene una distribucion horizontal de carga constante mas

una distribucion vertical lineal.

’Tx_u\ 0 |10 | 0 |80 | o :TY_I_1| 0 [100 [100 | 0 |-100
‘TX_LZ[ 20 |8*100 (100 | 0 [ 100 ‘TY_L2| o [0 [0 [0 |0
Int_L3| 0 (w0 [0 [0 [0 | T3] o [0 [100 [ 0 |00
TXL4 [0 [0 [ 50 [50 [ 50 .TY_L4| 0 [1w0 [1w0 [0 [0

Mesh NX:20 x NY:20

140 T ! T T T T

P11 W ..-:..,‘.-:..,‘.-:‘.. ‘.

100 f-------

80 F-------

2 (AR BAARANNNSS

20F-------4- ]

2 R I S T A N
-20 0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 5.2-12 Entrada de datos relativos a las cargas en lineas

5.3. TIPOS DE ANALISIS Y OPCIONES AVANZADAS

Con los datos anteriores, EPSNET_10 dispone de toda la informacién del modelo fisico. El
disefo concreto del modelo en red depende del tipo de analisis requerido y de la informacion
complementaria propia del programa de simulacién usado, PSpice. La seleccidn
‘Analysis—Options’ en el menu principal, muestra la pantalla de la figura 5.3-1, que permite

seleccionar un tipo de analisis de entre los siguientes:

i) ‘Navier Plane Stress’: Solucion de problemas de tensidn plana mediante la formulacidn de

Navier en coordenadas cartesianas,

ii) ‘Navier Plane Strain’: Solucién de problemas de deformacién plana mediante la

formulacion de Navier en coordenadas cartesianas,
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i)

v)

vi)

vii)

viii)

X)

Xi)

Xi)

‘Navier Axisymmetric’: Solucion de problemas axisimétricos mediante la formulacion de

Navier en coordenadas cilindricas,

‘Potential Axisymmetric PhiO, PhiR’: Solucién de problemas axisimétricos formulados en
potenciales derivados de la representacién de Papkovich-Neuber, usando el potencial

escalar (¢) y la componente radial (¢,) del potencial vectorial,

‘Potential Axisymmetric PhiO, PhiZ’: Solucidn de problemas axisimétricos formulados en
potenciales derivados de la representacién de Papkovich-Neuber, usando el potencial

escalar (¢) y la componente axial (¢,) del potencial vectorial,

‘Potential Axisymmetric PhiO, PhiR, PhiZ’: Solucidn de problemas axisimétricos formulados
mediante la representacién de Papkovich-Neuber, usando el potencial escalar ¢, y las

componentes radial (¢,) y axial (¢,) del potencial vectorial,

‘Potential Plane Stress Phi0, PhiX’: Solucion de problemas de tensién plana formulados en
potenciales derivados de la representacién de Papkovich-Neuber, usando el potencial

escalar (@) y la componente cartesiana (¢,) del potencial vectorial,

‘Potential Plane Stress Phi0, PhiY’: Solucion de problemas de tensidn plana formulados en
potenciales derivados de la representaciéon de Papkovich-Neuber, usando el potencial

escalar (¢) y la componente cartesiana (¢,) del potencial vectorial,

‘Potential Plane Stress Phi0, PhiX, PhiY’: Solucién de problemas de tensidn plana
formulados mediante la representacién de Papkovich-Neuber, usando el potencial escalar

(¢o) y las componentes cartesianas (¢, y ¢,) del potencial vectorial,

‘Potential Plane Strain PhiO,PhiX’: Solucién de problemas de deformacién plana
formulados en potenciales derivados de la representacidon de Papkovich-Neuber, usando

el potencial escalar (¢p) y la componente cartesiana (¢,) del potencial vectorial,

‘Potential Plane Strain PhiO, PhiY’: Solucion de problemas de deformacién plana
formulados en potenciales derivados de la representacidon de Papkovich-Neuber, usando

el potencial escalar (¢) y la componente cartesiana (¢,) del potencial vectorial, y

‘Potential Plane Strain PhiO, PhiX, PhiY’: Solucion de problemas de deformacidn plana
formulados mediante la representacién de Papkovich-Neuber, usando el potencial escalar

(¢o), y las componentes cartesianas (¢, y ¢,) del potencial vectorial.
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n AnalysisOptions.

ANALYSIS TYPE

Navier Plane Stress B
Navier Plane Strain

Navier Axisymmetric

Potential Axisymmetric Phi0, PhiR
Potential Axisymmetric Phi0, PhiZ
Potential Axisymmetric Phi0, PhiR, Ph
Potential Plane Stress Phil, PhiX
Potential Plane Stress Phil, PhiY
Potential Plane Stress Phil, PhiX, PhiY
Potential Plane Strain Phi0, PhiX
Potential Plane Strain Phi0, PhiY
Potential Plane Strain Phi0, PhiX, PhiY

-
[l | »

ACCEPT ADVANCED OPTIONS ‘

L

Figura 5.3-1 Ventana de opciones de analisis (Analysis>Options)

[ AnalysisOptions

ANALYSIS TYPE

Nader Plane Straln

Navier Axisymmetic

Potential Axisymmetric Phil, PhiRt
Potential Axisymmetric Phi0, PhiZ
Potential Axisymmetric Phill, Phil, Ph
Potantial Plane Strass Phil, PhiX
Potential Plane Stress Phill, PhiY
Potential Plane Stress Phill, PhiX, PhiY
Potantlal Plane Straln Phill, PhiX
Potential Plane Strain Phill, PhiY
Potantial Plana Strain Phild, PhiX, Phiv

ACCEPT

ADVANCED OPTIONS

ADVANCED OPTIONS

PSPICE PARAMETERS

Mesh NX 10 x NY 10

RELTOL 100

HNUMDGT L]

POTENTIAL PARAMETERS :
PAR
LT T — e
j VER -

POTENTIAL CONSTANT F
PROG [ [ 1 [o [ 0  Create

PRI [ 10 ] T Croan|
PhiY_ij[ 10 1 [ [] Craate

| PREVIEW ||

Figura 5.3-2 Pantalla de opciones avanzadas

En relacion con las opciones avanzadas, boton ‘ADVANCED OPTIONS’, EPSNET dispone de tres

posibilidades, Figura 5.3-2:

i)  Opciones referidas a parametros internos del programa PSpice: ‘RELTOL’ (relative

tolerance) establece un compromiso entre la precision de los resultados y el tiempo de
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i)

i)

computacion; ‘NUMDGT’ (number of digits) define el nimero de cifras significativas con

las que se escriben los resultados tabulados del archivo de salida de PSpice.
Opciones referidas a los andlisis basados en formulaciones en potenciales:

‘RINF’ es un parametro usado por los modelos axisimétricos cuando el eje de simetria
pertenece al dominio. Su numero indica el valor de la resistencia eléctrica que satisface la

condicién de axisimetria en el eje axial, Apartado 4.2.2.2.2.

‘SSF’, acrénimo de ‘Simplification of Stress Functions’, hace referencia a las componentes
normales de la tensidon en los modelos de potenciales. La opcién ‘YES’ adopta féormulas
simplificadas para las componentes normales de la tensién en la definicion de las
condiciones de contorno y post-proceso; ‘NO’ adopta férmulas completas, con términos

de la expresidén homogénea de la ecuacion de gobierno, Apartado 2.1.4.4.

‘SMD’, acrénimo de ‘Stress Mixed Derivatives’, afecta a las componentes tangenciales de
la tension. Permite preseleccionar el sentido en el que se discretizan las derivadas mixtas

en el contorno, Apartado 4.2.2.1.2, entre las siguientes opciones:

- 'PER’: Todas las derivadas mixtas se implementan ‘perpendiculares’ al borde, como
se indica en (4.2-47), de manera que actuan de forma idéntica en cada celda del
contorno. Es la opcidn por omision,

- ‘PAR’: Todas las derivadas mixtas se implementan ‘paralelas’ al borde, como se
indica en (4.2-48). Esta opcidon mejora los resultados en algunos tipos de analisis
cuando en los bordes se restringen los desplazamientos paralelos,

- 'HOR’: Las derivadas en bordes horizontales se implementan como paralelas (4.2-
48) y en los contornos verticales como perpendiculares (4.2-47),

- 'VER’: Funciona de forma contraria a ‘HOR’. Las derivadas mixtas se computan
entre celdas situadas sobre la misma vertical de la celda del contorno donde se

evalua la derivada.

El efecto de estas opciones en problemas concretos se estudia en un capitulo posterior.

Condiciones adicionales de unicidad, necesarias para la simulacién del modelo en anlisis
basados en formulaciones potenciales, Apartado 3.4. La simbologia seguida es, Figura 5.3-
3: Circulo para potencial escalar ¢, cuadrado con relleno para la componente horizontal o
radial del potencial vectorial ¢,, y rombo con relleno para la componente vertical o axial

del potencial vectorial ¢,,.
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Cada condicion adicional afiadida, asociada al potencial escalar o a alguna de las
componentes del potencial vectorial, se especifica mediante 4 valores. El primero vy el
segundo valor definen la fila y la columna horizontal y vertical, respectivamente. El tercer
valor indica el punto de la celda en el que se aplica la condicién, de acuerdo con la
nomenclatura ya explicada para desplazamientos en nodos, Figura 5.2-10. El cuarto
numero indica el valor de la funcién potencial. Accionando el botén ‘PREVIEW’, la pantalla
muestra las condiciones adicionales introducidas junto con las condiciones de contorno,

Figura 5.3-3.

En general, las condiciones adicionales suelen imponerse en el centro de las celdas del
contorno. De esta forma pueden implementarse en una misma celda dos condiciones de
contorno, con suficiente grado de compatibilidad en general; una en el centro asociada a
las condiciones adicionales para la solucién numeérica, segin Capitulo 3, y otra en el

borde, o contorno de la celda, asociada a las condiciones de contorno fisicas.

POTENTIAL ADDITIONAL CONSTANT PARAMETERS
PO [T 1 [0 [0 Creatl
'Phix_iji 1 [0 [0 [ 0 Create]
rPhiY_ij[ 0 [ 1 [0 [0 Create]

Mesh NX:20 x NY:20

140

(57|

1UG b ocaaniaad -«

Figura 5.3-3 Pantalla para implementar condiciones adicionales
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5.4. SIMULACION Y RESULTADOS

5.4.1. SIMULACION CON PSPICE

Para acceder al entorno PSpice y editar el archivo de texto del modelo, con el explorador de
archivos de Windows, se accede a la carpeta TEMPORAL ‘temp’ ubicada en el mismo directorio
donde esta instalada la aplicacién ESPNET_10. Alli se encuentran los archivos de modelos, con
extensién ‘.CIR’ y los archivos de salida de datos, con extensién ‘.OUT’. Cada problema genera
dos archivos con los datos del modelo, uno con extensiéon “.CIR’, con el nombre del modelo, y
otro denominado ‘temporal.cir’. La simulacién del modelo siempre se realiza sobre el
‘temporal.cir’ por lo que los resultados de la simulacion siempre se graban en el archivo
‘temporal.out’. De esta manera siempre quedan guardados los archivos de datos de los
modelos originales. Todos los archivos ‘.CIR’ se pueden manipular directamente en el entorno
PSpice, lo que permite generar nuevos archivos ‘temporal.out’ de versiones modificadas del

modelo.

El uso del entorno grafico PSpice requiere afadir al archivo de texto del modelo, de extension
‘.CIR’, una nueva linea ‘.PROBE’ para que la simulacién guarde todos los datos de la simulacion

en un nuevo archivo de extensién ‘.DAT’.

El entorno de simulaciéon de PSpice, mostrado en la figura 5.4-1, es una pantalla separada en
tres zonas. En la mas grande se pueden visualizar el archivo de texto del modelo y los
resultados graficos de la simulacién (opcién ‘.PROBE’). En la zona izquierda inferior de la
pantalla se muestran los resultados de la verificacion del modelo y los posibles errores de
sintaxis o fallos de convergencia de la simulacion. En la zona inferior derecha aparece la

informacidn sobre el tiempo de paso de computacion y el tiempo restante de simulacion.

PSpice contiene un potente entorno grafico que permite representar tensiones (eléctricas),
corrientes y cualquier tipo de funcién u operacidn entre estas magnitudes durante el proceso
de simulacidn. Para usar esta opcion debe accederse al programa desde fuera de EPSNET_10
aprovechando los modelos generados, ya que la simulacidon a través de EPSNET_10 no da

acceso a resultados parciales y cierra PSpice una vez acabada la simulacion.

El acceso a los datos generados tiene lugar a través del botén ‘Results’ del menu principal,

Figura 5.2-2.
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Figura 5.4-1 Ambiente de simulacién de PSpice

5.4.2. OPCIONES DE REPRESENTACION GRAFICA
La opcion ‘Results—Options’ da acceso a la pantalla de la figura 5.4-2, que permite especificar
los pardmetros que afectan al post-procesado de datos y a su representacion grafica. Contiene

tres bloques de datos:

¥ ResultsOptions

SCALE FACTOR

EXTRAPOLATION
=]

—— POTENTIAL ADDITIOMNAL OPTIONS ——

EXTRAPOLATE STRESS |i)

=

STRESS BY DISPL

-

ACCEPT | CANCEL |

Figura 5.4-2 Pantalla pardmetros de post-proceso y representacién grafica
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i)

‘SCALE FACTOR’: Define el factor de escala para el calculo automatico de la escala de
representacion de dominio deformado. La escala se obtiene multiplicando el factor de
escala por el cociente entre la dimensién maxima del dominio y el desplazamiento

maximo calculado.

"EXTRAPOLATION’: Actla sobre el calculo de las tensiones en los bordes para todos los
modelos analizados con formulacion de Navier y los modelos basados en potenciales
cuando la opcién ‘EXTRAPOLATE STRESS’ esta activada (opcidn siguiente). Los tipos de
extrapolacion permitidos son: cubica ‘CUB’, cuadratica ‘CUA’, lineal ‘LIN’ y constante
‘CTE'.

La extrapolacién es diferente si se usa la formulacién de Navier o en potenciales:

- Para formulaciones de Navier, la simulacién en PSpice devuelve el valor de los
desplazamientos en todos los puntos de la malla. Debido a la gran diferencia de cdlculo
entre las derivadas en centros de celda y las derivadas en los bordes del dominio, las
tensiones en los puntos situados en los bordes se calculan por extrapolacion de los
valores en el interior y en direccion perpendicular al borde. Asi, la seleccién ‘CTE’
adopta como tension en el borde del dominio el valor en el centro de la celda que lo
contiene; la seleccién ‘LIN’ extrapola linealmente el valor en el borde a partir de la
tension en el centro de la celda de contorno y la siguiente hacia el interior del dominio;
‘CUA’ adopta una extrapolacidn cuadratica para la tension del contorno a partir de la
informacidn de un centro de celda mas hacia el interior que el adoptado en la opcidn
‘LIN’; finalmente, la opcién ‘CUB’ adopta una extrapolacién cubica tomando un centro
de celda mas hacia el interior que en la opcion ‘CUA’.

Para analisis basados en formulaciones potenciales, la simulacién en PSpice devuelve

el valor de los potenciales en todos los puntos de la malla, por lo que en el post-
proceso hay que proceder a calcular primeras derivadas de los potenciales, para
desplazamientos, y segundas derivadas, para tensiones. Se ha implementado un
calculo de derivadas en centros de celda y bordes de celda similar al empleado al
imponer las condiciones de contorno, de manera que se dispone de las derivadas de
los potenciales en todos los puntos con la misma precisién con la que se imponen las
condiciones de contorno. Para el célculo de tensiones, dado que las derivadas cruzadas
suponen hacer diferencias finitas entre dos celdas, se ha incluido la opcion de
extrapolar tensiones (EXTRAPOLATE STRESS='YES’), aunque los valores extrapolados
son el punto del borde y el centro de celda. Los tipos de extrapolacion mantienen el

mismo significado que en caso de andlisis con Navier.
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iii) El bloque ‘POTENTIAL ADDITIONAL OPTION’ contiene dos casillas:

‘EXTRAPOLATE STRESS’, que indica si las tensiones en los puntos del borde y primeros
centros de celda se extrapolan a partir de los valores de interior del dominio (explicado

en ‘EXTRAPOLATION’), y

‘STRESS BY DISPL’ que habilita o deshabilita el calculo de las tensiones a partir de las
primeras derivadas de los desplazamientos, en vez de en funcion de las segundas
derivadas de los potenciales. Esta funcidn suaviza los resultados en mallados finos en
los puntos del interior. La funcién no actua sobre los puntos del borde y primeros
centros de celda, que se evaluan directamente a partir de los potenciales o de sus

valores extrapolados desde el interior.

La opcién ‘Results—Plot Results’ del menu principal da acceso a la pantalla grafica mostrada
en la figura 5.4-3. Se inicia asi el post-procesado, que comprende: i) la lectura del archivo de
datos ‘temporal.out’, ii) el célculo de los resultados, vy iii) la presentacién de la ventana de la
figura 5.4-3, con una primera grafica en la zona derecha de la ventana con el dominio
deformado, los resultados de tensién de comparacién de von Mises, las condiciones de
contorno y otros datos de interés como la escala de deformacidén empleada y el tamafio de
malla. El mapa de colores se acompafia de una barra de colores con 8 intervalos (9 valores)
entre el valor minimo y maximo de la simulacion. Ademas, se puede elegir entre varias

opciones de representacion:

DISPLACEMENTS SURFACES STHESS CONTOUR [ S—
[ Detrmed Shape Type: THA S Scale x 172/ Mesh N210, NYAD
[ WR Component I~ i) Noemial campongnt Contour Levels 140

[ WIZ Companent
I™ (@) Nomnal component Contour Levels

STRESS SURFACES I™ Zithota) Nosnal componiont — Contour Levets

™ %{R) Mowrnal cormponent
_ [ %Y(RI) Shear component Conbour Levels
[ (T Normial component

I Zitheta) Mormal companent

[ XVRZ) Shoar compunent FIRST-ORDER PARTIAL DERIVATIVES
I™ von Mises stress

[™ wderhvatte of Phi-0 [~ wdertatve of Phi-0
[ xdurbvative of Phi-x [~ yderivative of Phis}
VECTOR PLOT ™ welortvatie of Phe-Y
I™ Resultant Displacerment

[ wderivatwe of PhisY

SECOND.ORDER PARTIAL DERIVATIVES
FOTENTIAL SURFACLS

[~ Scalar potential Fhi-0 I w-derivative of Phi-0 || ™ yy-derivalive of Phi. I wv-gorivatve of Phl-0
I~ wegertvative of Phl-X | [ yp-devative of PREX [~ wy-derivative of Phi-¥

" Wector component Phisk
I wegerivative of PY | ™ yy-demmvative of PREY | [ ay-derivafive of Phisy PLOT CLOSE ‘

I Weclur component Phiy

Figura 5.4-3 Pantalla gréfica de salida
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La casilla ‘SCALE’ muestra inicialmente la escala elegida para representar la primera grafica.
Esta escala se calcula de acuerdo con el pardmetro ‘SCALE FACTOR’ de la pantalla
‘Results—O0ptions’, Figura 5.4-2. En esta casilla podemos escribir cualquier valor o expresion

numérica valida segun la sintaxis de Matlab.

El boton ‘PLOT” muestra las representaciones graficas de las variables solicitadas en diferentes
ventanas empleando la escala seleccionada en la casilla ‘SCALE’. Las variables solicitadas son
las marcadas en cada uno de las siete cajas de la figura 5.4-3. Cada ventana muestra gréficas
del mismo tipo que la incrustada en la figura, pero con prestaciones de representacion
mayores ya que pueden ser manipuladas con los comandos propios de MATLAB. Por ejemplo,
incorporan la posibilidad de rotar y de consultar los valores numéricos de cada punto del
grafico. Las figuras 5.4-4 y 5.4-5 muestran ejemplos de representacion de tensiones y

potenciales, respectivamente.

u Figure 1 =HACIN X

File Edit View Insert Tools Deskktop Window Help k.

Ded& k RANe ¢ 0E 50O

SY(Z) normal component of the stress
Type: TNA S Scale 2 0/ Mesh Nx:10, NY:10

97 .48
73.11
43.74

0437
100
50
04 37

501 4574

-100
-73.11

9748

Figura 5.4-4 Ejemplo de ventana tipica que representan una componente de la tensién
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Ded& |RaQAN® & 0E

Potential Phi-0
Type: TP1 / Seale x: 224 / Mesh Mx210, MY:10

Dedg |RaQUO® | €| 0E

Patential Phi-x
Type: TP1 # Scale x: 224 f Mesh MNX:10, NY:10

Figura 5.4-5 Ejemplos de ventanas tipicas que representan variables potenciales

Las variables a representar estan clasificadas por grupos, cajas de la figura 5.4-3. Las variables
de la caja ‘STREES CONTOUR’ se muestran en una representacién formada por contornos o
lineas de nivel, isolineas, dentro del dominio. La casilla de seleccion de contornos permite

introducir: i) el nimero de contornos solicitados, y ii) un vector, en el sentido y con la sintaxis
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de Matlab, en el que indicamos los valores del resultado que queremos visualizar mediante

valores concretos o usando el formato ‘[valor inicial:incremento:valor final]’.

Ademas de acceder a los resultados en cada punto de la malla, con el botdn propio de cada

figura individual ‘Data Cursor’ aplicado directamente sobre la superficie, EPSNET_10 permite

acceder al conjunto de datos y resultados. Para ello se utiliza la instruccién de Matlab ‘Load

Results’ introducida en su propia consola de comandos. Es recomendable usar el directorio de

trabajo para Matlab y EPSNET_10.

A continuacidn se detallan el conjunto de resultados disponibles, organizados por bloques,

seglin se muestra en la ventana de la opcién ‘Plot Results’:

SUPERFICIES DE DESPLAZAMIENTO (DISPLACEMENTS SURFACES)

Deformed Shape: Representa la malla deformada,

X/R Component: Representa la componente de desplazamiento u,, componente
horizontal para andlisis en coordenadas cartesianas, o u,, componente radial para
analisis de problemas axisimétricos,

Y/Z Component: Representa la componente de desplazamiento u, componente

vertical para analisis en cartesianas, o u, componente axial para analisis axisimétricos.

SUPERFICIES DE TENSION (STRESS SURFACES)

X(R) Normal component: Representa la componente normal de tensién, o, para
analisis en cartesianas, o o;,, para analisis axisimétricos,
Y(Z) Normal component: Representa la componente normal de tensién, oy, para
analisis en cartesianas, o oy, para analisis axisimétricos,
Z(theta) Normal component: Representa la componente normal de tensién, o, para
analisis en cartesianas, o oy, para analisis axisimétricos,
XY(RZ) Shear component: Representa la componente tangencial de tension, o, para
analisis en cartesianas, o g;,, para analisis axisimétricos,

Von Mises stress: Representa la tensidén equivalente de Von Mises ayy.

CONTORNOS DE TENSION (STRESS CONTOUR)

X(R) Normal component: Representa la componente normal de tensién, o, para

analisis en cartesianas, o o;,, para analisis axisimétricos,
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Y(Z) Normal component: Representa la componente normal de tensién, oy, para
analisis en cartesianas, o oy, para analisis axisimétricos,
Z(theta) Normal component: Representa la componente normal de tensién, o, para
analisis en cartesianas, 0 oy, para analisis axisimétricos,
XY(RZ) Shear component: Representa la componente tangencial de tensién, o, para

analisis en cartesianas, o o;,, para analisis axisimétricos.

REPRESENTACIONES VECTORIALES (VECTOR PLOT)

Resultan Displacement: Representa el desplazamiento u= { u, uy}T, en cada punto de la

malla, en coordenadas cartesianas y u= { u, u,}, para analisis axisimétricos.

Los resultados sobre potenciales y sus derivadas solo estan disponibles cuando la simulacion

del modelo se ha realizado partiendo de una formulacién en potenciales.

SUPERFICIES POTENCIALES (POTENTIAL SURFACES)

Scalar potential Phi-O: Representa el potencial escalar ¢,

Vector component Phi-X: Representa la componente horizontal, ¢, del potencial
vectorial en cartesianas, o componente radial, ¢, del potencial vectorial para analisis
axisimétricos,

Vector component Phi-Y: Representa la componente vertical, ¢, del potencial vectorial
en cartesianas, o componente axial, ¢, del potencial vectorial para analisis

axisimétricos.

DERIVADAS PARCIALES DE PRIMER ORDEN (FIRST-ORDER PARTIAL DERIVATIVES)

x-derivative of Phi-0: Representa d¢,/0x en cartesianas, o d¢/0dr en cilindricas,
x-derivative of Phi-X: Representa d¢,./dx en cartesianas, o d¢,./0r en cilindricas,
x-derivative of Phi-Y: Representa d¢,, /0dx en cartesianas, o d¢,/0r en cilindricas,
y-derivative of Phi-0: Representa d¢, /0y en cartesianas, 0 d¢,/0z en cilindricas,
y-derivative of Phi-X: Representa d¢,. /0y en cartesianas, o d¢,./dz en cilindricas,

y-derivative of Phi-Y: Representa d¢,,/dy en cartesianas, 0 d¢,/0z en cilindricas.

DERIVADAS PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN (SECOND-ORDER PARTIAL DERIVATIVES)
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- xx-derivative of Phi-X: Representa 02¢, /0x? en cartesianas, 0 d%¢,. /972 en
cilindricas,

- xx-derivative of Phi-Y: Representa d%¢, /dx? en cartesianas, 0 %¢,/0r* en
cilindricas,

- yy-derivative of Phi-0: Representa d%¢,/dy? en cartesianas, 0 d%¢,/9z% en
cilindricas,

- yy-derivative of Phi-X: Representa d%¢, /dy? en cartesianas, 0 d%¢,/0z2 en
cilindricas,

- yy-derivative of Phi-Y: Representa 0%¢,,/dy? en cartesianas, 0 0%¢,/0z* en
cilindricas,

- xy-derivative of Phi-0: Representa d2¢,/dx0dy en cartesianas, 0 9%¢,/0rdz en
cilindricas,

- xy-derivative of Phi-X: Representa 3¢, /dx0dy en cartesianas, 0 9%¢,./9rdz en
cilindricas,

- xy-derivative of Phi-Y: Representa 62¢y/6x6y en cartesianas, 0 02¢,/0rdz en

cilindricas.

5.5. CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES

Se ha elaborado un programa en Matlab, con entorno grafico, que permite simular problemas
2D-elastostaticos en dominios rectangulares, basado en la formulacidn de Navier y en las
formulaciones potenciales basadas en la representacién de Papkovich-Neuber. Este programa
genera los modelos en red del problema seleccionado, los simula en PSpice y procesa los

resultados para representarlos graficamente. El programa incorpora:

i) Opciones estandar de manipulacién de archivos,

i) Acceso a los archivos de modelo y resultados de la simulacién con Matlab y PSpice,
iiii) Diferentes opciones de andlisis para la solucion numérica en potenciales,

iv) Distintas posibilidades de extrapolacidn de las soluciones en tensiones,

v) Representaciéon del dominio deformado, componentes de desplazamiento vy

tensién mediante superficies; con posibilidad de seleccién de la escala de
deformacién para cada resultado,

vi) Representacién de lineas de contorno de componentes de tensidn y vectores de
desplazamiento,

vii) Representacién de las soluciones potenciales y sus resultados intermedios,

derivadas primeras y segundas.
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Los tipos de problemas que es capaz de resolver son:

i) Problemas de tensién plana, deformacidon plana y axisimétricos, bajo la
formulacion de Navier, admitiendo apoyos en puntos interiores del dominio y un
campo estacionario de temperaturas que puede ser no uniforme,

ii) Problemas de tensidon plana, deformacién plana y axisimétricos bajo las

formulaciones de Papkovich-Neuber completa y derivadas.

Ademas de las condiciones de contorno en fuerzas y desplazamientos, el programa integra la
implementacién de condiciones adicionales para asegurar la convergencia numérica de las

soluciones en potenciales
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CAPITULO 6

APLICACIONES DE LA FORMULACION DE NAVIER

Se presentan ocho aplicaciones del MESIR a problemas planos, en coordenadas cartesianas y
axisimétricos, usando la formulacidn de Navier. Para cinco de ellos se dispone de solucidn
tedrica, apartados 6.1.1 y 6.1.3 y apartados 6.2.1, 6.2.3 y 6.2.4, para los casos plano en
cartesianas y axisimétrico, respectivamente. Por tanto, es posible establecer una comparacion
directa y verificar los resultados del método de redes. Para las tres aplicaciones restantes los
resultados se comparan con los obtenidos mediante programas estandar de amplio uso,

apartados 6.1.2,6.1.4y6.2.2.

6.1. APLICACIONES A PROBLEMAS PLANOS EN CARTESIANAS

6.1.1. VOLADIZO A FLEXION PURA

La figura 6.1-1 muestra el esquema fisico y las condiciones de contorno de este problema de
tensién plana, Morales et al. [2011d]. Los valores de los pardmetros geométricos son L = 200
mm, H= 100 mm y espesor 10 mm, mientras que las constantes elasticas valen E =210 GPay
v = 0.3. El momento en el extremo libre, M = 4:10° mm:-N, se introduce mediante fuerzas
superficiales equivalentes ajustadas a la solucién elemental de resistencia de materiales para
la flexién pura de barras, Timoshenko y Goodier [1970], con valores que varian linealmente

entre p = Opg = (M/W) = 240 MPayp = 0.

La solucidon tedrica de este problema, con las mismas condiciones de contorno, puede

encontrarse en Timoshenko y Goodier [1970].
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1 ¥
B
P ¥ .
- i
- ‘\_
Il’ o
] Na AR H
I\ AT
\ =
Nn ‘[
m - P

Figura 6.1-1 Voladizo a flexidn pura. Geometria y condiciones de contorno

Para una mejor comparacién de los resultados con la solucién analitica, el mallado contiene un
numero impar de divisiones en vertical. Asi, existen nodos de centro de celdas sobre el eje de
coordenadas horizontal del modelo. Dado que también es deseable una proporcién cercana a
la relacién 1:1 en el tamafio de celda, a fin de que los errores asociados a esta relacién sean lo
mas similares en ambas direcciones, se adopta doble nimero de divisiones en horizontal que

en vertical. El tamafio de la malla es Nx = 62 por Ny = 31.

La figura 6.1-2 muestra la distribucion de tensiones normales o;,, sobre el voladizo deformado,
proporcionada por el modelo en red usando el software EPSNET_10 [2011]. La figura 6.1-3
muestra la distribucién de tensiones o, obtenida por EPSNET 10 y la solucion tedrica en los

nodos situados en x = 150 mm. Puede apreciarse que los resultados son idénticos.

SH(R) normal cormponent of the stress
Type: TNA S Scale x50/ Mesh MNXE2, NY:31

QAT e, ey s e e e E 247 1
[T 1 SITITITITTIPR: e L ......................... ......................... ........................ ......................... 1815
FURTUPUTUURTPPUPRPOO: 121
G0.51
TTTT :
BO e I & ....................... 0
T T :
I N
A b s H | S 50,51
: e f
o1 RTTTTTTOO Hla = e e e Ay E R R E e a1 AR 121
= : :
[0 e P bttt 2T TP : .181.5
20 1 1 1 1 1 1 B
-50 0 a0 100 150 200 250 2421

Figura 6.1-2 Voladizo a flexion pura. Distribucion de tensiones normales o, y deformada.
Solucién de EPSNET_10
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En cuanto a las deformaciones, la figura 6.1-4 compara los desplazamientos verticales

obtenidos por EPSNET_10 y la solucién tedrica de los nodos situados en el eje horizontal y = 0.

La Tabla 6.1-1 recoge los resultados para los dos puntos indicados en la figura 6.1-1: Deflexion

del punto Ay tensién oy, en el punto B.
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Figura 6.1-3

Comparacién de tensiones oy, en la seccidn transversal, x = 150 mm
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Figura 6.1-4 Voladizo a flexidn pura. Desplazamientos verticales en y =0 (curva de deflexién)

Tedrica MESIR Ratio Error (%)
Punto A: Deflexién u,, (mm) 0.45714 0.45626 0.9981 0.19
Punto B: Tensién ox, (MPa) -240.00 -239.47 0.9978 0.22

Tabla 6.1-1: Comparacion entre soluciones MESIR y tedrica (Nx=62, Ny=31)
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Sobre los errores observados en la tabla 6.1-1, hay que sefialar que la carga también esta
discretizada, por lo que el momento equivalente considerado en simulacién es siempre menor.
Por tanto, es de esperar que los resultados de MESIR aproximen al valor tedrico por debajo. La
tabla 6.1-2 muestra los resultados en los mismos puntos que la tabla 6.1-1, empleando un

mallado doble del anterior. La convergencia con la solucidn tedrica es, obviamente, mayor.

Teodrica MESIR Ratio Error (%)
Punto A: Deflexién uy, (mm) 0.45714 0.45669 0.9990 0.10
Punto B: Tension oy, (MPa) -240.00 -239.86 0.9994 0.06

Tabla 6.1-2: Comparacién entre soluciones MESIR y tedrica (Nx=122, Ny=61)

Los resultados en tensiones indicados en las tablas 6.1-1 y 6.1-2 corresponden a valores

extrapolados linealmente, opcidn por omisidn en el programa EPSNET_10.

6.1.2. VOLADIZO A FLEXION SIMPLE

Este problema esta basado en el caso tedrico de una barra de seccion rectangular sometida a
flexidon simple, cuya solucién tedrica para condiciones de contorno ideales puede encontrarse
en Timoshenko y Goodier [1970]. Las dimensiones y condiciones de contorno se muestran en
la figura 6.1-5, Morales et al. [2011d]. La fuerza aplicada en el extremo libre, F = 20e3 N, se
introduce en el modelo como una fuerza superficial equivalente que sigue una ley parabdlica,
con p = Tyax = 1.5(F/A) = 30 MPa, correspondiente a la teoria elemental de la flexién
simple, Timoshenko y Goodier [1970]. Los puntos del contorno pertenecientes al extremo
derecho son fijos. Los valores del resto de pardmetros geométricos y de material son los

mismos del caso anterior.
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Figura 6.1-5 Voladizo a flexion simple. Geometria y condiciones de contorno
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La simulacién con EPSNET_10 [2011] muestra, en primer lugar, las tensiones de von Mises

sobre el modelo deformado, Figura 6.1-6. Las figuras 6.1-7 y 6.1-8 muestran las isolineas de

tensién o, y desplazamiento u,, de simulaciones en MESIR y por el método de los elementos

finitos (MEF), programa ANSYS9.0 [2004]. Para una adecuada comparacion, el mallado del

modelo en red es Nx = 62 por Ny = 31, mientras que para la simulacién por elementos finitos

es de 60x30. En la simulacién MEF se ha empleado el elemento PLANE42.

von Mises stress
Type: TMA S Scale 1 20/ Mesh MNKB2, NY: 31
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1145
20 .......................... 1 [RRRRRE TR R TP REE
: 74.93
D ........................... l ........................... l 3525
Bl i i i i i 4426
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Figura 6.1-6 Voladizo a flexion simple. Distribucion de tensiones equivalentes (de von Mises) y
deformada. Solucién con EPSNET_10
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Figura 6.1-7 Isolineas de tension oxx. Izquierda: solucién MEF; derecha: solucién MESIR

En la tabla 6.1-3 puede apreciarse que los resultados de la deflexién y la tension de flexion,

extrapolacion lineal, en los puntos A y B indicados en la figura 6.1-5, son muy similares en

amb

o0s métodos.
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NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TINE=1
m (AVE)
RST5=0

ANSYS

JUL 30 2010
19:43:38

DMX =.37804
SMN =-.115618
S =. 115618

. e |

M=.15

E=-.05
c=-.1 G=0

A=-.15

I=.

os

E=.1

Figura 6.1-8 Isolineas de desplazamiento Uy. Izquierda: solucién MEF; derecha: solucién MESIR

MEF MESIR Ratio Desviacion (%)
Punto A: Deflexién u,, (mm) -0.35995 -0.35620 0.9896 1.04
Punto B: Tension ox, (MPa) -179.45 -177.07 0.9867 1.33

Tabla 6.1-3: Comparacién entre soluciones MESIR (Nx=62, Ny=31) y MEF (Nx=60,Ny=30)

6.1.3. PLACA BIAPOYADA CON CARGA UNIFORME
La solucidn tedrica de este problema de tension plana, obtenida mediante la funcion de Airy,
puede encontrarse en Timoshenko y Goodier [1970]. La figura 6.1-9 muestra el esquema fisico

y las condiciones de contorno aplicadas, Morales et al. [2011d].

Este problema permite contrastar las soluciones numéricas proporcionadas por nuestros
modelos. Para ello, las cargas que actuan sobre los contornos verticales se aplican de acuerdo
con las expresiones de Timoshenko y Goodier. Dada la simetria del problema usaremos el
esquema fisico mostrado a la derecha de la figura 6.1-9. Las dimensiones, constantes de
material y carga son: E=210GPa, v=0.3,L=60 mm, H=120 mmy g = 100 N/mm?Z. El mallado

es de 40 celdas horizontales x 81 verticales.

La figura 6.1-10 superpone las soluciones tedricas y del modelo en red de la componente
vertical del desplazamiento en puntos situados sobre el eje x de la placa. La figura 6.1-11
muestra, de forma separada, las isolineas de tensidn oy, para ambas soluciones. Finalmente, la
tabla 6.1-4 recoge los valores de desplazamiento y tensidn en los puntos A y B sefialados sobre
modelo simétrico. La tension en el punto B, punto del contorno, estd calculada por

extrapolacion lineal.
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Figura 6.1-9 Placa bajo carga uniforme. Geometria y condiciones de contorno.
Izquierda: modelo completo; derecha: modelo simétrico
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Figura 6.1-10 Placa bajo carga uniforme. Desplazamientos verticales en y =0 (curva de deflexion)

Figura 6.1-11 Placa bajo carga uniforme. Isolineas de tensidn oy,.
Izquierda: solucidn tedrica; derecha: solucién MESIR
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Teorica MESIR Ratio Error (%)
Punto A: Deflexion uy, (mm) -0.02929 -0.02919 0.9966 0.34
Punto B: Tensién ox, (MPa) +95.00 +95.61 1.0064 0.64

Tabla 6.1-4: Comparacion entre soluciones MESIR y tedrica (Nx=40, Ny=81)

El pre-procesado para definir la carga ha sido realizado en Matlab, manipulando las rutinas
originales de EPSNET_10, por no haberse incorporado aun en este programa esta tipologia de

carga.

6.1.4. PLACA A FLEXION

La figura 6.1-12 muestra la placa bajo cargas auto-equilibradas que Timoshenko y Goodier
[1970] empled como ejemplo de aplicacion del método de las diferencias finitas a problemas
de tension plana formulados con la funcion de Airy. Los valores de los parametros

geométricos, propiedades de material, carga y tamafio de malla son iguales al caso anterior.

—+-0.2L—

LB $;-l5

1] 1]
Ll Tl L

Figura 6.1-12 Placa bajo carga no uniforme. Geometria y condiciones de contorno. lzquierda: modelo
completo; derecha: modelo simétrico

Las figuras 6.1-13 y 6.1-14 muestran las isolineas de tensidn normal y tangencial, o y Oy,
respectivamente, Morales et 4l. [2010a,2011d]. En cada figura aparecen los resultados de la
simulacién con MESIR (EPSNET_10) y MEF. Para la resolucidon por elementos finitos se ha
empleado el mismo software y tipo de elemento que en el apartado 6.1.2 ajustando la malla a
40x80. Para una comparacion cuantitativa, la tabla 6.1-5 recoge algunos resultados en los

puntos significativos A, By C de la placa, indicados en la figura 6.1-12.
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NODAL SOLUTION
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Figura 6.1-13 Isolineas de tensidn normal oy,. lzquierda: solucién MEF; derecha: solucién MESIR

1

NODAL SOLUTION
STEP=1

SUE =1

TIME=1

SHY (AVE)
RETS=0

DIC =. 090395
SMN =-11.071
S =88.461

A=0

ANSYS

JUL 30 2010
19:37:37

E=40 I=80

Figura 6.1-14 Isolineas de tensidn tangencial g;,. lzquierda: soluciéon MEF; derecha: solucién MESIR

MEF MESIR Ratio Desviacion (%)
Punto A: Deflexién uy, (mm) -0.01344 -0.01345 1.0007 0.07
Punto B: Tensidn o, (MPa) 140.59 141.65 1.0075 0.75
Punto C: Tensién o, (MPa) -51.99 -52.40 1.0079 0.79

Tabla 6.1-5: Comparacién entre soluciones MESIR (Nx=40;Ny=81) y MEF (Nx=40;Ny=80)
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6.2.  APLICACIONES A PROBLEMAS AXISIMETRICOS

6.2.1. TUBO CILINDRICO DE LONGITUD INFINITA SOMETIDO A PRESION INTERIOR

La figura 6.2-1 representa el modelo axisimétrico al que puede reducirse un cilindro de
longitud infinita sometido a presidn interior para el que existe solucién tedrica, Sadd [2009].
Un problema similar fue propuesto por Clough y Rashid [1965] para mostrar la aplicacion del
método de elementos finitos en sélidos axisimétricos. Los parametros geométricos son rl =
12.5mm, r2 =25 mm y H = 10 mm, mientras que las constantes eldsticas son E =200 GPay v =
0.3. La presion interna es p = 1.5 MPa vy la discretizacion de la malla es N, =21 y N, = 21. De
nuevo, el mallado impar permite acceder a los nodos de los puntos A, B y C sefialados en la

figura, Morales et al. [2011e].

RN L,
s A 1
|
|
: H
|
|
— ——
L
r2

Figura 6.2-1 Cilindro sometido a presion interna. Geometria y condiciones de contorno

La figura 6.2-2 muestra la solucién de las tensiones normales en direccidn radial con
EPSNET_10. La tabla 6.2-1 compara los resultados con los de la solucidn tedrica en tensiones
para los puntos A, B y C indicados en la figura 6.2-2. Para una mejor comparacion, los
resultados de la simulacién se han importado desde EPSNET_10 a Matlab y representado en

forma adimensional sobre la solucién tedrica a lo largo del eje r, Figura 6.2-3.

Teorica MESIR (21x21) Error %
Orr Ove Orr Oe err_oy, err_ope
Punto A -1.50 2.50 -1.50 2.49 0.00 0.40
Punto B -0.39 1.39 -0.39 1.39 0.00 0.00
Punto C 0.00 1.00 0.00 1.00 0.00 0.00

Tabla 6.2-1: Comparacion entre soluciones MESIR y tedrica (Nr=21, Nz=21) en puntos A, By C
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SX(R) normal component of the stress
Type: ANA / Scale x: 10000 / Mesh NX:21, NY:21
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Figura 6.2-2 Cilindro sometido a presion interna.
Distribucién de tensiones radiales &;; y deformada (EPSNET_10)
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Figura 6.2-3 Distribucion de tensiones radial y tangencial en cilindro bajo presion interna.
Comparacion entre solucion teérica y MESIR
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6.2.2. TUBO CILINDRICO DE LONGITUD FINITA CARGADO EN UN EXTREMO

La figura 6.2-4 muestra la seccion de un cilindro de longitud finita H sometido a una presién de
100 MPa actuando en su base, Morales et 4al. [2011e]. La geometria y propiedades de material
son iguales a las del caso anterior. Dado que el problema no tiene solucion tedrica, los
resultados de la simulacién se comparan con los obtenidos mediante el método de elementos

finitos.

:

Figura 6.2-4 Cilindro de longitud finita. Geometria y condiciones de contorno

La tabla 6.2-2 compara los valores de los desplazamientos u; y u,- en dos puntos extremos de la
cara interior y la maxima tensién de von Mises. ANSYS, el software del MEF, utiliza el elemento
PLANE42, con un mallado uniforme de 20x20. Las desviaciones observadas son siempre

inferiores al 1%.

MEF MESIR Desviacion (%)
Punto A: Desplazamiento u; (mm) 0.00541 0.00538 0.55
Punto B: Desplazamiento u, (mm) 0.00162 0.00163 0.62
Tension maxima de von Mises (MPa) 114.18 114.34 0.14

Tabla 6.2-2: Comparacién entre soluciones MESIR (malla 20x20) y MEF (malla 20x20)

Para complementar los resultados anteriores, las figuras 6.2-5 a 6.2-8 muestran las isolineas de
tensiones o, 0y, Ow Y O, respectivamente, proporcionadas por el método de redes y el

método de los elementos finitos.
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Figura 6.2-5 Isolineas de tensiéon normal o;,.
Izquierda: solucién MESIR (EPSNET_10); derecha: solucion MEF (ANSYS)
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Figura 6.2-6 Isolineas de tension normal G,
Izquierda: solucién MESIR (EPSNET_10); derecha: solucién MEF (ANSYS)
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Figura 6.2-7 lIsolineas de tensién normal cgg
Izquierda: solucién MESIR (EPSNET_10); derecha: solucién MEF (ANSYS)

155



Capitulo 6. Aplicaciones de la formulacion de Navier
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Figura 6.2-8 lIsolineas de tension tangencial o,
Izquierda: solucién MESIR (EPSNET_10); derecha: solucion MEF (ANSYS)

6.2.3. PLACA CIRCULAR SOMETIDA A CARGAS TERMICAS
La figura 6.2-9 muestra el esquema fisico de una placa anular libre de tensiones en los
contornos interior r; y exterior r,, sometida a condiciones de isotermas en sus bordes, T(r;) =

T;, T (ro) = 0, Sadd [2009].

Figura 6.2-9 Placa anular

La solucion analitica del campo temperaturas viene dada por

=T r -
T= 0 log (r.,) (6.2-1)
y la del campo de tensiones (para tension plana)
_EaTi (oo () - (1) log (2
Orr = 2log (ﬂz){ log (r) r§-1? (1 ,.2) log (ri)}
Ti
(6.2-2a,b)

-] (12 )
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Introduciendo el campo de temperaturas con T; = 100°C, compararemos el campo de
tensiones tedrico (6.2-2) con los datos proporcionados por la simulacion mediante el método
de redes. Los valores de las restantes propiedades eldsticas y parametros geométricos del
problema son: E=200GPa, v=0.3, a = 13x10°/°C, ri = 10 mm y ro = 30 mm. La simulacién del
problema de tensién plana puede llevarse a cabo a partir del problema de deformacidn plana,
Figura 6.2-10, con la adecuada conversién de las constantes eldsticas segun la tabla 2.1-1,
resultando E = 189.35 GPa, v = 0.23077, a = 10.562x10°/°C. La altura considerada es H = 10

mm.

T

R i

5 s > P

ro

Figura 6.2-10 Cilindro en condiciones de deformacién plana

La tabla 6.2-3 compara el valor tedrico de la maxima tension circunferencial, en r = r;, con los
resultados de la simulacién para mallados de 20x10 y 50x25. La figura 6.2-11 muestra los
resultados tedricos adimensionales de las tensiones radial y circunferencial y la figura 6.2-12

los obtenidos por la simulacién con EPSNET_10.

Tedrico MESIR error (%) MESIR error (%)
20x10 50x25
Tensidon maxima
-174.17 -170.70 1.99 -173.53 0.37
circunferencial oy (MPa) ( ) ( )

Tabla 6.2-3: Comparacidn entre soluciones MESIR y tedrica

157




Capitulo 6. Aplicaciones de la formulacion de Navier
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Figura 6.2-11 Tensiones tedricas adimensionalizadas en la placa. &;, (Sr) y Ogg (St)
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Figura 6.2-12 Tensiones o, (Sr) y Oy (St) obtenidas mediante MESIR para una malla de 20x10

6.2.4. PROBLEMA DE BOUSSINESQ

El denominado problema de Boussinesq se refiere a un semiespacio eldstico bajo carga
puntual (Timoshenko y Goodier [1970]), Figura 6.2-13a. Se resuelve con EPSNET_10 usando un
dominio cuadrado de revolucién de 10x10 m” bajo las condiciones de contorno mostradas en

la figura 6.2-13b. Las propiedades elasticas son E = 25:10° t/m?y v = 0.2, y el mallado 45x45. La
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carga puntual, implementada como fuerza repartida, se introduce distribuyéndola

uniformemente sobre dos celdas.

P=40t

a=10m———

a=10m

. 'z N

Figura 6.2-13 Problema de Boussinesq: a) modelo tedrico, b) modelo analizado

La figura 6.2-14 muestra las isolineas de desplazamiento vertical en una zona préxima a la de
carga, entorno de 1m x 1m. En esta figura pueden apreciarse los elevados gradientes de
desplazamiento, en sintonia con los valores tedricos. Las figuras 6.2-15 y 6.2-16 muestran las
distribuciones desplazamiento vertical normalizado u,*E y de tensién normal -o,
correspondientes a puntos situados a la cota z = 1 m, respectivamente. Como referencia, en

ambas figuras se incluye la solucidn tedrica.

01

Profundidad {z)
o o o o
[y} E= [40] R

o
m

07
[UR]
09
’ . i L o ; i i i i
] 0.1 02 03 0.4 0Aa 0B 07 [UR] 0g9 1

Radio ()
Figura 6.2-14 Isolineas de desplazamientos verticales normalizados u,*E en la zona de carga
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2 ! ! ! ! ! ! ! ! !

2|:|_ ........ ......... ......... ........ ........ ......... ........ ........ .........

| _— Solucion exacta
15k Vi ommmme Belusinmesir i

; : : : :

Desplazamientos werticales normalizados (ur'E)

Fadio (1)

Figura 6.2-15 Distribucidn de desplazamientos verticales normalizados u,*E para el nivel z=1.0 m
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Figura 6.2-16 Distribucion de tensiones -o,, para puntos situados en z=1.00 m
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6.3. CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES

Se presentan diferentes soluciones de la formulacién de Navier a problemas bidimensionales

planos, en coordenadas cartesianas, y axisimétricos, en cilindricas. Se han comparado los

resultados con las soluciones con las analiticas y/o las provenientes de otros métodos

numéricos estandar, comprobando en todos los casos la fiabilidad del método propuesto.

Problemas planos en coordenadas cartesianas:

iv)

Voladizo a flexién pura, con resultados contrastados con solucién tedrica,

Voladizo a flexién simple, con resultados comparados con solucién MEF,

Placa biapoyada con carga uniforme, con resultados contrastados con solucién
tedrica,

Placa a flexién, con resultados comparados con solucion MEF.

Aplicaciones a problemas axisimétricos:

i)

i)

iv)

Tubo cilindrico de longitud infinita sometido a presion interior, con resultados
contrastados con solucion tedrica,

Tubo cilindrico de longitud finita cargado en un extremo, con resultados
comparados con solucién MEF,

Placa circular sometida a cargas térmicas, con resultados contrastados con
solucidn tedrica,

Problema de Boussinesq, con resultados contrastados con solucidn tedrica.
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Esta pdgina ha sido intencionalmente dejada en blanco
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CAPITULO 7

APLICACIONES DE LA FORMULACION EN POTENCIALES

Este capitulo contiene aplicaciones del MESIR a modelos con las dos formulaciones en
potenciales: funcién de Airy y representacidon de Papkovich-Neuber, apartados 4.2.1y 4.2.2,
respectivamente. El modelo correspondiente a la funcidon de Airy no estd incorporado a las
opciones de andlisis del programa EPSNET_10, por tanto, serda programado
independientemente, empleando Matlab para el pre y post-proceso y PSpice [1994] para el
analisis. Por este motivo solo se presentan dos aplicaciones de la funcion de Airy. En cuanto a
los potenciales PN, se muestran aplicaciones tanto para el caso plano como el axisimétrico;

algunas de ellas idénticas a las de Navier con objeto de establecer una comparacion.

7.1. APLICACIONES BASADAS EN LA FUNCION DE AIRY

7.1.1. PLACA A TRACCION
El esquema fisico se muestra en la figura 7.1-1. La solucién de Airy mas sencilla es ¢p = px?.

Aunque se trata de una aplicacion trivial, permite mostrar el proceso de conversidn de las

condiciones de contorno fisicas en las necesarias para el modelo en red.

De acuerdo con el apartado 2.1.4.1, una vez establecido de forma arbitraria un origen para la
coordenada s (punto A de la figura), se calculan los valores de la funcién de Airy y su derivada
perpendicular al contorno empleando para ello las ecuaciones 2.1-81 y 2.1-82. Por ejemplo,
para el contorno 1, t£=0, t)l,’ =—p,ds=dx, n, =0, n, = —1, la ecuacion 2.1-82 permite

2
obtener A =0 y B = —px. Sustituyendo en 2.1-81 se obtiene ¢|s = px? y % = 0. Los
N

resultados para todos los contornos se recogen en la figura 7.1-2.
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Yy
A
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Contorno 3 :
e N
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| s p(100MPa)
f—————L(120mm) ———

Figura 7.1-1 Placa a traccién. Geometria y sistema de referencia

(pL"2)/2=720.000

(Px2)/2

pL=12.000

Contorno 3

0>

Contorno 4

S

Contarno 1

AFE

J

Contorno 2
Contorno 4

Contorno 3

oP

on |s

Contorno 1

\

Contorno 2

(pxA2)/2
S=X

AX

(pL72)/2=720.000

S

. ., - a
Figura 7.1-2 Placa a traccion. Condiciones de contorno en ¢|, y£
S

pL=12.000

El modelo en red, basado en la funcidon de Airy, descrito en el apartado 4.2.1, supone

. . . * . . . .
implementar dos circuitos ¢ y ¢ que, respectivamente, requieren las condiciones de contorno
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Pls y ¢*|s. Esta dltima se obtiene a partir de la condicidn a—¢ de acuerdo a lo indicado en el

nis
apartado 4.2.1.2.2.
¢ ¢
=l === =0 ¢
Cont 1: onls oyl R Py = | + Pro—Pr1 + /an|k.1 _ $ro—Pk1
ontorno 1: ¢ ¢ k1 = Oyy k1 Ayz/ Ay/4 =P Ayz/
79 = 8 8
o2 |, Uyyls p
o o
= == =pL (el
2 onlg oxlg p x bro— k2 /6n|k2 __pL bro—Pk2
Contorno 2: 2% - ¢k_2 - Gxxlk,z + sz/ + Ax/ - AX/ * AXZ/
W = XXIs = 0 8 4 N 8
S
| _op| _
. onls Ty s * dko0—Pk3 /an|k,3 _ Pro—Pk;3
Contorno 3: 2 - d)k,g = Oyy k3 + Ayz/ Ay/4 - Ayz/
22l = yyls p 8 8
a¢ ¢
onlg oxlg bro—Pra /an|k,4 dro0—Pka
Contorno 4: 24 = Opg4 = Oxlka + A7) + &, A
W = XX|S =0 8 * 8

Las figuras siguientes muestran los resultados de la simulacién para una malla de 10x10. La

2
. . .z ;. X . .z
figura 7.1-3 permite comparar la solucién teérica ¢ = p~ con el resultado de la simulacién; la

parabola alcanza su valor méximo en el borde derecho ¢(120) = 7.2 - 10>. Sin embargo, las
soluciones en tensiones de las figuras 7.1-4 y 7.1-5 muestran diferencias con la solucidn
tedrica, 0y, = 100 y gy, = 0, ya que se calculan como aproximaciones en diferencias finitas
de las segundas derivadas de la funcién de tensiones. Esto amplifica las pequenas

desviaciones, en particular para mallados gruesos.

El post-proceso calcula las segundas derivadas mediante aproximacion en diferencias finitas
centrales entre centros de celdas adyacentes, y no a partir de los nudos centrales y de borde
de cada celda, Apartado 4.2.1.1. Ambas formas de operar son equivalentes en celdas del
interior, Apartado 4.1.1. Sin embargo, el procedimiento elegido impide calcular con la misma
precision las derivadas en celdas centrales y de borde. Para evitar los consiguientes ‘saltos’, los
valores de la tensidn en centros de celda de borde y en nudos del contorno se han obtenido
por extrapolacion lineal. Para mallados altos, este procedimiento resulta mas eficiente ya que

solo requiere leer de PSpice los voltajes de los centros de celda.
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w10

o120
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Funcidn de Airy
e
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100

a0 Eje

Eje v a0
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Figura 7.1-3 Placa a traccion. Funcion de Airy ¢

200
150
100

50

Tensidn normal Syy

120

0 g 20

Figura 7.1-4 Placa a traccién. Tensién normal oy, (MPa)

200
150

100

Tension normal Sxx

Figura 7.1-5 Placa a tracciéon. Tensidon normal oy, (MPa)
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7.1.2. PLACA A FLEXION

La figura 7.1-6 muestra una placa sin condiciones de sustentacidn, similar a la estudiada en el
apartado 6.1.4. Las cargas son conocidas en todo el contorno y estan auto-equilibradas, de
manera que, para la formulacidn de Airy y por tratarse de un dominio conexo, no se requieren
datos adicionales a los indicados en la figura. Para el cdlculo de las condiciones de contorno y
posterior simulacidén solo se considera la seccidn simétrica del modelo, derecha en la figura

7.1-6, Morales et al. [2009].

sy
i e
| I 0,8a{96,00mm) a/2 (80,00)
f——0 . 4a(48 00 mmj) ———wt-12,00 to— 48,00 12,00
p{100MPa) p{100MPFa)
L L L Y 1 i
: iE
: T Contorno 5 =g
! !
! !
! !
! !
! !
! !
: 2{120,00mm) i" ={120,00mm)
! !
| |
| |
! ! £
! | z
! !
! !
| |
i . | A Contorno 1 C2s¥
i —_ —=x
5
4p{400MFa) 4p(400MFs)
I 4% 00 ! 12,00 1= 48,00 ! 1200-]——
-a{120,00mm)

Figura 7.1-6 Placa a flexién. Geometria y condiciones de contorno. Izquierda: modelo completo;
derecha: modelo simétrico

Siguiendo el procedimiento del apartado 2.1.4.1 y aplicado detalladamente en el caso anterior,

las condiciones fisicas se transforman en valores de contorno para la funcidn de Airy ¢|; y su

9

primera derivada e I Fijando el origen para la coordenada s, punto B de la figura, los

N

resultados se muestran en la figura 7.1-7.
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| |
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Figura 7.1-7 Placa a flexion. Condiciones de contorno en ¢ | y Z—ﬂ
S

Ny . L., 0
Para el modelo en red de la funcidn de Airy, se trasformar la condicion %
S

en la condicién

¢*|s. Para cada contorno, siguiendo el procedimiento indicado en el apartado 4.2.1.2.2,

resulta

Borde inferior

a a
% S - _£ s =0 * bro—Pr1 aq)/an|k1 bro— bk 1
2z Uyyl =0 8
0x?lg s
ol = _% =0 dro-tis - onl dro0=0
. s s _ ko0~ ®Pk1 Nlk,1 _ ko0~ Pk1
R L /A
axzlg — T T p
Borde derecho
9¢ ¢
—| =—=| =-04
_Jonls  oxls pa o _ Pr0—Pk,2 /an|k,z _ ~04pa | Pro—Pk2
C3: a%¢ - (I)k,z - Gxxlk,Z + sz/ + Ax/ - Ax/ sz/
3y =04l =0 8 4 4 8

N
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Borde superior

99| _ 99| _ o
. onlg N aylg B x bro— k3 Onlys _ dro—dk3
C4.: 00| 0 - ¢k,3 = Oyy K3 + Ayz/ + Ay/4 = Ayz/
a2l = Ol = 8 8
o8| _oe _, o,
. onlg dy s x bro—bk3 Onlys Gro—Pk3
C5: 20| _ - ¢k,3 = Oyy K3 + Ayz/ + Ay/4 =—-p+ —Ayz/
il = Ol =P 8 °

S

No es necesario definir valores en los circuitos ¢ y ¢* para el eje de simetria. La condicion de
simetria supone cumplir en este eje d¢p/dx =0y d¢p*/dx = 0, lo que implica una corriente
nula a través del eje. Para ello, en ambos circuitos se procede eliminando la resistencia
izquierda de la celda en contacto con el eje de simetria. Como consecuencia, el modelo en red
simulado carece de los nudos en x = 0. Esta circunstancia no afecta al calculo de las tensiones
puesto que son obtenidas por extrapolacion lineal. Otra opcion seria mantener los nudos del

eje de simetria conectandoles una resistencia de valor muy elevado.

Se ha seleccionado un tamafio de celda 1:2, y mallados de (10x10) y (100x100), para facilitar la
programacion. La figura 7.1-8 muestra las soluciones, sin diferencias apreciables, de la funcion
de Airy para ambas mallas. Las tensiones normales o, con diferencias mayores debido a la
aproximaciéon por segundas diferencias finitas, se muestran en la figura 7.1-9. Los resultados
son similares a los de la figura 6.1-13, obtenidos en las simulaciones MEF y MESIR basada en la

formulacion de Navier. La tabla 7.1-1 cuantifica las diferencias.

Funcidn de Airy, malla 10x10 Funcidn de Airy, malla 100x100

Bl b)

Figura 7.1-8 Placa a flexiéon. Funcion de Airy para simulaciones con malla: a) 10x10, b) 100x100
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Isolineas Sxx, malla 10210 |zolineas Sxx, malla 100x100
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Figura 7.1-9 Placa a flexidn. Isolineas de tensidn normal o, para mallas: a) 10x10, b) 100x100

MEF MESIR Navier (40x80) | MESIR Airy (100x100)
(40x81) Ratio Ratio
Punto B: Tensién ox, (MPa) | 140.59 141.65 1.0075 | 153.90 1.0947
Punto C: Tensidn oy, (MPa) -51.99 -52.40 1.0079 -51.15 0.9838

Tabla 7.1-1: Comparacién entre las soluciones MEF y MESIR
para la formulacién de Navier (ver Tabla 6.1-5) y Airy

La solucién MESIR para la funcidén de Airy presenta una mayor diferencia en el punto B. No hay
que olvidar que el valor considerado pertenece a un punto de fuertes gradientes de tension vy,

por tanto, muy sensible a la extrapolacién lineal aqui empleada.

7.2. APLICACIONES BASADAS EN LA REPRESENTACION DE PAPKOVICH-
NEUBER

7.2.1. PROBLEMAS PLANOS

7.2.1.1. Placa a flexién

Se resuelve de nuevo el problema de la placa a flexidn tratado en el apartado 7.1.2 con la
funcién de Airy y en el 6.1.4 con la formulacidon de Navier. Para obtener la funcién de Airy no
se especificaron condiciones de contorno en desplazamientos. Para resolver la ecuacion de
Navier se impusieron las condiciones de contorno mixtas, Figura 7.2-1. Estas son las

consideradas en la presente aplicacion.
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Figura 7.2-1 Placa a flexidn. Geometria y condiciones de contorno. Izquierda: modelo completo;
derecha: modelo simétrico. Figura 6.1-12 (repetida)
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Ademas de los datos recogidos en el apartado 6.1.4 y la figura 7.2-1, se aplican las condiciones
adicionales de la tabla 7.2-1. Aunque la posicion donde se aplican estas condiciones
adicionales es inicialmente arbitraria, Apartado 3.4, se ha teniendo en cuenta el criterio

establecido en la seccion 4.2.2.1.4.

Tipo de solucién Posicién y valor de las condiciones adicionales
Completa (4, 4, 4,) | 4,(11) =0 A $,(81,1) =0
Derivada (4,, 4,) $,(1,1) =0 ¢.(1,40) =0
Derivada (¢, ¢,) 4,(L1) =0 4,(81,1) =0

Tabla 7.2-1 Condiciones adicionales para soluciones derivadas y completas de la representacién de
Papkovich-Neuber referidas a un mallado de 40x81, Figura 7.2-1

En cuanto a las variables propias del programa EPSNET_10, se han tomado los valores por
omisién descritos en el capitulo 5, salvo la opcién de simulacién ‘SMD’=‘VER’, Apartado 5.3, y
las opciones de postprocesado ‘EXTRAPOLATE STRESS’='YES’ y ‘STRESS BY DISPL'="YES’,
Apartado 5.4.2. La primera evita el cambio brusco en la forma en que se calculan las derivadas
en el entorno del punto de apoyo que restringe el movimiento paralelo al contorno vertical. Su

efecto en las soluciones que emplean ¢, es un pequefio salto o desplazamiento de cuerpo

rigido en la direccidn restringida, y. Las otras dos opciones permiten reducir sensiblemente los

‘rizados’ en el contorno. Por otro lado, la variable ‘SSF’ ofrece una pequeiia mejora en los
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resultados a cambio de un mayor tiempo de andlisis y post procesado. Para el mallado
seleccionado la mejora apenas alcanza el 1 % mientras el tiempo de computacién en PSpice
aumenta entorno al 25 %. Los resultados mostrados en las tablas y figuras siguientes

corresponden al valor por omisidn ‘SSF’'="YES'.

La figura 7.2-2 muestra las soluciones en potenciales de la simulacién en MESIR (EPSNET_10)
para la formulacion completa. Las dos siguientes, Figuras 7.2-3 y 7.2-4, representan las
superficies potenciales para los dos casos de soluciones derivadas. A continuacion, la figura
7.2-5 muestra la deformada para cada una de las tres formulaciones en potenciales. En estas
Ultimas figuras se distingue la ubicacién de las condiciones de unicidad indicadas en la tabla
7.2-1 con la simbologia explicada en el apartado 5.3. Para valores y posiciones de las
condiciones de unicidad distintas a las indicadas en la tabla resultaria diferentes soluciones en
potenciales; no obstante, se obtendria la misma solucion eldstica. En particular, con las

condiciones elegidas, los potenciales ¢O, ¢y de la solucion completa mostrados en las figuras
7.2-2ay 7.2-2c coindicen con los de la solucion derivada ¢, ¢, Figura 7.2-4. En el préximo

apartado se insiste sobre este aspecto, aunque ya las figuras 3.4-4 y 3.4-5 mostraron el
efecto de las condiciones adicionales sobre las soluciones en potenciales para el caso de

campo de desplazamientos nulo.

Potential Phi-0
Type: TP3 / Scale x: 0/ Mesh NX40, NY:81

172



Capitulo 7. Aplicaciones de la formulacion en potenciales

Patential Phi-x
Type: TP3/ Scale w07 Mesh M40, NY:B1

b)

Potential Phi-Y
Type: TP3/ Scale x: 0/ Mesh Nx4D, NY-81

% T
e il
e
]
e e L 1 T
tll.’,:,"ll'{.‘,',’-;yll'lli"’" 17
LI T I r
= ,":’,'-’:’:5":’,",”:’:’2- "tlm‘;‘."'. 7
S el ey
e
S S A R Ry

S e ar
e

i T
Lo LS ,..i',‘"...',‘"a.‘zg? 7

L

e T B a0 L7
e
L G,

el

c)

Figura 7.2-2 Placa a flexion. Potenciales de la solucion PN completa: a) ¢, b) ¢, ¢) ¢y
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Patential Phi-0
Type: TP1/ Scale x: 0/ Mesh M40, NY:51
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Figura 7.2-3

Placa a flexion. Potenciales de la solucién PN derivada: a) ¢, b) ¢,
174



Capitulo 7. Aplicaciones de la formulacion en potenciales

Potential Phid
Type: TP2/ Scale x: 0 f Mesh N::40, NY-81
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Figura 7.2-4 Placa a flexion. Potenciales de la solucion PN derivada: a) ¢, b) ¢y
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Deformed Shape
Type: TP3/ Scale x: 150/ Mesh M40 MY :31
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Deformed Shape

Type: TP/ Scale w150 / Mesh Mx:40 NY:51
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Figura 7.2-5 Placa a flexion. Solucién en desplazamientos (deformada): a) ¢, ¢,, ¢y, b) ¢, ¢x, c) ¢, ¢y

En cuanto a tensiones, la figura 7.2-6 muestra las isolineas de tensién normal y tangencial, o,
y oy, respectivamente, para las tres formulaciones. Como referencia, se incluye el resultado de
la formulacién de Navier y MEF, Apartado 6.1.4. La tabla 7.2-2 detalla valores en los puntos A,
B y C de la figura 7.2-1, mostrados con anterioridad en el apartado 6.1.4. En referencia a los
resultados de esta tabla, hay que tener en cuenta que en todos los casos el mallado es el
mismo, 40x81, pero las derivadas presentes en las condiciones de contorno para las

formulaciones potenciales son de un orden mayor a las usadas con la formulaciéon de Navier.
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MESIR

MEF Navier | ¢y 4.9, | 409, Py b,
Punto A: Deflexion u, (mm) | -0.01344 | -0.01345 | -0.01336 | -0.01497 | -0.01336
Ratio MESIR/MEF 1.0007 0.9940 1.1138 0.9940

Punto B: Tension oy (MPa) 140.59 141.65 168.29 147.43 168.29
Ratio MESIR/MEF 1.0075 1.1970 1.0487 1.1970

Punto C: Tension oy, (MPa) -51.99 -52.40 -63.55 -55.25 -63.55
Ratio MESIR/MEF 1.0079 1.0067 1.0627 1.2224

Tabla 7.2-2 Comparacion entre MEF (malla 40 x 80) y MESIR (malla 40 x 81) con formulaciones de
Navier y potenciales de Papkovich-Neuber
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Figura 7.2-6 Soluciones MESIR para una malla de 40x81. Isolineas de tensién normal o, (izquierda)
tangencial o, (derecha). a) Navier b) ¢, 4., ¢y, c) ¢, ¢x, d) ¢, ¢y

7.2.1.2. Placa con cargas triangulares. Posicion y valor de las condiciones adicionales
Consideramos el caso de deformacién plana de un dominio rectangular bajo la accién de
cargas triangulares, indicado en la figura 7.2-7, Morales et al. [2011f], con el objeto de
comprobar el efecto sobre la simulacion del valor y posicidn de las condiciones adicionales de
unicidad en las formulaciones en potenciales de Papkovich-Neuber. Las dimensiones,
propiedades elasticas y cargas son: E = 210 GPa, v=0.3, L= 1000 mm, H = 1000 mm y p = 200

MPa. El mallado es de 20x20, suficiente para la comparacién de los resultados.
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-

Figura 7.2-7 Modelo fisico y condiciones de contorno de placa con cargas triangulares

Consideramos en primer lugar la implementacion de las condiciones adicionales en centros de
celda del contorno. La tabla 7.2-3 recoge la posicién y valor de estas condiciones para las tres
formulaciones: completa y derivadas. Para el resto de opciones de analisis y post-proceso se
adoptan los valores por omisidn. Las soluciones elastica y en potenciales se muestran en las
figuras 7.2-8 a 7.2-11. Con objeto de comparacion, se incluye la solucion elastica, deformada y

tensiones de von Mises, obtenida con la formulacién de Navier.

Tipo de solucion Posicion y valor de las condiciones adicionales
Completa (¢0, 4. ¢y) 4,(L1) =0 bl =0 $,(20,1) =0
Derivada (¢, 4,) $,(1,1) =0 ¢.(1,20) =0
Derivada (¢, ¢,) 4,(L1) =0 4,(20,1) =0

Tabla 7.2-3 Condiciones adicionales para soluciones derivadas y completas de la representacién de
Papkovich-Neuber referidas a un mallado de 20x20

179




Capitulo 7. Aplicaciones de la formulacion en potenciales

Potential Phi-0
Type: DP3 7 Scale w0/ Mesh MNxi20, NY:20

1200

1p A0

Patential Phi-X
Type: DP3/ Scale x: 07 Mesh NA20, NY:20

WAl

b)
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Paotential Phi-Y
Type: DP3/ Scale w 0/ Mesh NX20, NY:20

1200

c)

Figura 7.2-8 Placa con cargas triangulares. Potenciales de la solucion PN completa: a) ¢, b) ¢,, c) d)y

Potential Phi-0
Type: DP1/ Scale w0/ Mesh NG20, NY:20
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Potential Phi-x
Type: DP1/ Scale x: 0/ Mesh Nx:20, NY:20

1200

b)

Figura 7.2-9 Placa con cargas triangulares. Potenciales de la solucion PN derivada: a) ¢, b) ¢,

Potential Phid
Type: DP2/ Scale x: 0/ Mesh NX.20, NY:20
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Potential Phi-
Type: DP2/ Scale x: 0/ Mesh Nx:20, NY:20

won Mises stress

Type: DNA / Scale x: 200 f Mesh MNX:20, NY:20

b)

Figura 7.2-10 Placa con cargas triangulares. Potenciales de la solucion PN derivada: a) ¢, b) ¢y
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Figura 7.2-11 Placa con cargas triangulares. Tensiones de von Mises y deformada.

a) Navier, b) ¢, ¢,, 9, ) ¢, ¢ , d) 4, 8,

183



Capitulo 7. Aplicaciones de la formulacion en potenciales

Para mostrar que la eleccién distinta de la posicion y valor de las condiciones adicionales no
tiene efecto sobre la solucién eldstica, la figura 7.2-12 permite comparar los resultados

anteriores, correspondientes a la formulacion completa (4,, 4,, ¢y), con los que resultan de

tomar los valores y posiciones indicados en la tabla 7.2-4, donde ahora ¢x|as # 0.

4,(1,1) =0

¢’C|x=0 0;

¢X |y:0

¢.]_ =[1—(2/H)yl 10%

(/L) 10% 4] _,

(x/L) - 103;

$,(20,1) = 0

Tabla 7.2-4 Nuevas condiciones adicionales para la formulacidon completa de la representacion de
Papkovich-Neuber referidas a un mallado de 20x20

von Mises stress
Type: DP3/ Scale = 200/ Mesh W20, NY:20
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Type: DP3 / Scale x: 200 / Mesh Nx:20, NY:20
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Potential Phi- 4 Potential Phi-¥
Type: DP3 ¢ Scale x: 0/ Mesh M:20, NY:20 w10 Type: DP3/ Scale x: hesh R 105
: : : 0 0
SRR AN EIRNNR AN AR I N [N
: — 4 05
BO0 b BT 0o - =
: -G
: 1
BOO b 1R A Pe o] e
3 10 -1.5
A0 Feee 2 40
— -12
200 RVt ] -2
16 :
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o : : : : o : : : :
-200 ] 200 400 500 800 1000 1200 200 ] 200 400 500 200 1000 1200

Figura 7.2-12 Efecto de la eleccién de las condiciones adicionales sobre las soluciones elasticas y en
potenciales para el caso de la formulacién PN completa. lzquierda: resultados para las condiciones de
la tabla 7.2-3; derecha: resultados para las condiciones de la tabla 7.2-4. De arriba hacia abajo:
Solucion elastica, potencial ¢, potencial ¢,y potencial ¢y
Finalmente, las figuras 7.2-13 a 7.2-16 muestran el efecto de colocar las condiciones
adicionales en celdas del interior del dominio. En este caso, la soluciéon en potenciales sufre un
‘pinchazo’, que podria asociarse a un pequefio error local puesto que se reduce al aumentar el
numero de celdas. Sin embargo, la solucidn elastica es desastrosa, tanto mas cuanto mas fino
sea el mallado. Esta alteraciéon de primer orden en la superficie potencial, incluso cuando es
leve, provoca cambios sensibles en las primeras y segundas derivadas de esta funcidn, dando
origen a discontinuidades en los desplazamientos y a elevadas concentraciones de tension.
Este resultado puede justificarse desde el punto de vista del circuito eléctrico. La pequefia
corriente, pero no nula, que aporta o extrae la pila, que fija el valor de la condicion adicional
de unicidad, altera el equilibrio propio del la ecuacién de gobierno en la celda. Para ilustrar

este efecto realizamos la simulacion usando la formulacién derivada, potenciales ¢, y ¢,, con
las condiciones adicionales dispuestas en el centro de la malla y de valor cero.

Defarmed Shape
Type: DP1 / Scale x: 50/ Mesh NxX20 NY:20
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Figura 7.2-13 Efectos de aplicar las condiciones adicionales de unicidad en celdas interiores del dominio.
Solucion eldstica simulada con ¢, ¢,
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Patential Phi-0
Type: OP1/ Seale s 0/ Mesh NX20, NY:20

1200

1000

800

600

a

Potential Phi-X
Type: DP1/ Scale x: 0/ Mesh NX20, NY:20

Figura 7.2-14 Efectos de aplicar las condiciones adicionales de unicidad en celdas interiores del dominio.

Solucién en potenciales de desplazamiento: a) ¢, b) ¢,
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Figura 7.2-15 Efectos de aplicar las condiciones adicionales de unicidad en celdas interiores del dominio.
Primeras derivadas de las funciones potenciales: a) 0¢0/6x , b) 6¢0/0y c) 6¢x/0x ,d) 6¢x/0y
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. . . Second xy-derivative of potential Phi-x
Second xy-derivative of potential Phi-0
Type: DP1 f%cale x.DIMESh M 20, NY-20 Type: DR1 # Scale s )7 Mash M, WY
om0 . . . . o TGO oo oo g e
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Figura 7.2-16 Efectos de aplicar las condiciones adicionales de unicidad en celdas interiores del dominio.
224, b) %4, 0 324, d) 2%¢, |\ 3%*4, ) 224,
ax2 "’ ay2’ " axoy’ ox2’ ay?2’ ! axay

Segundas derivadas de las funciones potenciales a) e)

7.2.2. PROBLEMAS AXISIMETRICOS

7.2.2.1. Tubo cilindrico de longitud infinita sometido a presion interior

La figura 7.2-17 muestra un cilindro de longitud infinita sometido a presion interior, como el
resuelto con la formulacion de Navier en el apartado 6.2.1. De nuevo, puesto que se dispone
de solucion tedrica, Sadd [2009], verificaremos la bondad del método y compararemos los
resultados entre todas las formulaciones estudiadas e implementadas en el programa

EPSNET 10, Morales et al. [2011i].

r2

S
vat

Figura 7.2-17 Cilindro de longitud infinita sometido a presion interior

El modelo axisimétrico es el mismo que el estudiado en el apartado 6.2.1, Figura 7.2-18, donde
los pardmetros geométricos, constantes eldsticas y cargas son: r1 = 12.5 mm, r2 =25 mm, H =
10 mm, E = 200 GPa, v = 0.3 y p = 1.5 MPa. Para N, y N,, que definen la malla, se eligen

numeros impares, con objeto de disponer de nudos en los puntos A, B y C sefialados en la
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figura. Las condiciones adicionales para las tres formulaciones potenciales se aplican como
indica la tabla 7.2-5. Por similitud entre modelos en red en coordenadas cartesianas y

axisimétricos, se adopta igual tipo de condiciones de unicidad para la solucién PN.

!
¥ hvd hvd hva g

i )

| : .

|

‘ | r
4 & 4 5 &

Figura 7.2-18 Modelo axisimétrico de cilindro de longitud infinita. Geometria y condiciones de
contorno. Figura 6.2-1 (repetida)

Tipo de solucién Posicién y valor de las condiciones adicionales
PN (4, ¢,. 4,) $(1L1) =0 4], =0 $,(N, 1) =0
Timple (¢, ¢,) ¢,(1,1) =0 ¢.(LN) =0
Boussinesq (4, 4,) $,(1,1) =0 ¢ (N, 1) =0

Tabla 7.2-5 Condiciones adicionales de unicidad para soluciones derivadas y completas de la
representacidon de Papkovich-Neuber referidas a un mallado N.xN,

Para establecer la comparaciéon entre diferentes mallados, desde 11x11 hasta 101x101,
tomamos como referencia el incremento del radio interior, u- en el punto A, Tabla 7.2-6, la
tensién circunferencial en el punto intermedio, oy en punto B, Tabla 7.2-7 y el tiempo de

simulacidén en PSpice, Tabla 7.2-8.
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u, tedrico en punto A, Sadd [2009] = 0.1788 10° mm

11 21 31 41 51 61 71 81 91 101
NA | 0.1795 0.1790 | 0.1788 | 0.1788 | 0.1788 | 0.1788 | 0.1788 | 0.1788 | 0.1788 | 0.1788
PN [ 0.2056 0.1924 | 0.1879 | 0.1856 | 0.1842 | 0.1833 | 0.1827 | 0.1822 | 0.1818 | 0.1815
T™M | 0.2027 0.1910 | 0.1869 | 0.1849 | 0.1837 | 0.1829 | 0.1823 | 0.1818 | 0.1815 | 0.1812
BO | 0.2056 0.1924 | 0.1879 | 0.1856 | 0.1842 | 0.1833 | 0.1827 | 0.1822 | 0.1818 | 0.1815

Tabla 7.2-6 Resultados de la simulacion con formulaciones de Navier (NA) y potenciales de Papkovich-
Neuber (PN: ¢, ¢, 4,; TM: ¢, ¢r y BO: ¢,, ¢,). Desplazamiento radial en punto A ur (10° mm). La

segunda linea indica el mallado desde 11x11 hasta 101x101
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Figura 7.2-19 Desplazamiento radial en punto A u, (10> mm) en funcién del mallado, Tabla 7.2-6
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Oge teorico en punto B, Sadd [2009] = 1.39 MPa

11 21 31 41 51 61 71 81 91 101
NA 1.39 1.39 1.39 1.39 1.39 1.39 1.39 1.39 1.39 1.39
PN 1.62 1.50 1.47 1.45 1.44 1.43 1.42 1.42 141 141
™ 1.60 1.49 1.46 1.44 143 1.42 1.42 1.42 141 141
BO 1.62 1.50 1.47 1.45 1.44 1.43 1.42 1.42 1.42 141

Tabla 7.2-7 Resultados de la simulacion con formulaciones de Navier (NA) y potenciales de Papkovich-
Neuber (PN: ¢, ¢, ¢,; TM: ¢, ¢r y BO: ¢,, ,). Tension circunferencial ogs (MPa) en B. La segunda linea
indica el mallado desde 11x11 hasta 101x101

1.65
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1.55

1.50

1.45

1.40
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71
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‘ Solucion tedrica g = 1.39 MPa
== == Navier
\.\ il PN
\\\ —Timpe
i ~m e Boussinesq

Figura 7.2-20 Tension circunferencial cgg (MPa) en B en funcién del mallado, Tabla 7.2-7
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Tiempo de simulacion en PSpice (s)

11 21 31 41 51 61 71 81 91 101
NA 0.28 3.65 17.05 | 44.76 | 100.89 | 201.93 | 360.43 | 482.60 | 697.50 | 1197.51
PN 0.22 1.09 5.05 12.79 | 22.96 | 53.65 | 101.20 | 184.32 | 257.20 | 402.42
™ 0.14 0.55 1.93 5.29 11.06 | 16.66 | 34.15 | 59.58 | 92.87 | 119.34
BO 0.14 0.61 243 7.16 1349 | 25.68 | 39.73 | 60.31 | 100.98 | 122.49

Tabla 7.2-8 Resultados de la simulacion con formulaciones de Navier (NA) y potenciales de Papkovich-
Neuber (PN: ¢, ¢, 4,; TM: ¢, ¢T y BO: ¢,, ¢,). Tiempo de simulacién en PSpice (s). La segunda linea

indica el mallado desde 11x11 hasta 101x101
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Figura 7.2-21 Tiempo de simulacion en PSpice (s) en funcién del mallado, Tabla 7.2-8
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Los resultados de las tablas 7.2-6 a 7.2-8 y las figuras 7.2-19 a 7.2-21, muestran que para un
mismo mallado, el tiempo de computacién es mucho mayor en la formulacién de Navier que
en cualquiera de las formulaciones potenciales debido al acoplamiento existente en las
ecuaciones de gobierno, que ha de resolverse en cada celda. Sin embargo, la formulacion de
Navier presenta un mayor ajuste con la solucidn tedrica en todos los mallados, lo que se
justifica por el orden superior de las derivadas presentes en el pre y post-proceso de las
formulaciones en potenciales, como se mencioné en el apartado 7.2.1.1. Por otro lado, la
precision y el tiempo de computacidon son similares en las formulaciones de Timpe vy
Boussinesq, ambas compuestas por dos potenciales incégnita. Sin embargo, para la soluciéon
completa, se obtiene iguales resultados que con la solucidon de Boussinesq, salvo que con
mayor tiempo de computacién. La coincidencia de resultados entre ambas soluciones reside
en el procedimiento seleccionado para imponer las condiciones adicionales sobre la solucién
completa. A la vista de los resultados en esta aplicacién y en los casos anteriores, incluidos los
casos planos, la formulacién PN completa no aporta ventajas en dominios de calculo conexos

frente a las soluciones derivadas.

7.2.2.2. Tubo cilindrico de longitud finita

La figura 7.2-22 muestra un cilindro hueco con condiciones de contorno axisimétricas, Morales
et al. [2010b,2011h], pero mas generales que las del problema anterior, de manera que en
este caso no existe solucidn tedrica. Los valores de geometria, propiedades de material y
cargasson: rl =12.5mm, r2 =25 mm, H=10 mm, E =200 GPa, v = 0.3y p =100 MPa. Las

condiciones adicionales se recogen en la tabla 7.2-9.

* z
0,5(r2-r1)

£ P P 2 &

r2

Figura 7.2-22 Seccién media meridional del tubo cilindrico de longitud finita bajo condiciones de
contorno axisimétricas

193



Capitulo 7. Aplicaciones de la formulacion en potenciales

Tipo de solucién Posicién y valor de las condiciones adicionales
PN (4, ¢..9,) $,(1,1) =0 ¢r|65 =0 ¢,(20,20) = 0
Timple (4, ¢,) $,(1,1) =0 ¢.(1,20) =0
Boussinesq (4., 4,) $,(1,1) =0 ¢,(20,1) =0

Tabla 7.2-9 Condiciones adicionales para soluciones derivadas y completas de la representacién de
Papkovich-Neuber referidas a un mallado de 20x20

La figura 7.2-23 muestra las tensiones de von Mises sobre la deformada de la seccion media
meridional del tubo, para las tres soluciones potenciales. A fin de comparar, se incluyen en la
misma figura los resultados de la simulaciéon con MESIR usando el modelo de Navier. Como
cabe esperar, tensiones y desplazamientos son bastante similares para todas las
simulaciones. Las figuras 7.2-24 a 7.2-26 representan las correspondientes soluciones en
potenciales para las condiciones de unicidad establecidas, Tabla 7.2-9. De nuevo, para
estas condiciones adicionales, coinciden las soluciones en potenciales 4,4, en las

formulaciones completa y de Boussinesq.

von Mises stress

von Mises stress
Type: ANA ¢ Scale x: 100 £ Mash NX:20, NY:20 7 Type: AP/ Scale v 100/ Mesh Nx20, NY:20

.92 6r

I
RN - I S

10 12 14 16 18 20 22 24 26 S| a) 10 12 14 16 18 o ) 24 26 28

won Mises stress
Type: AP2/ Scale s 100 / Mesh M 20, NY:20

won Mises stress
Type: AP1 / Scale x 100/ Mesh MxX20, NY:20
151.3

1345

"7z

100.8

84.03
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50.358

33.56

C) "o 12 14 16 18 20 2 24 26 28

Figura 7.2-23 Tubo cilindrico de longitud finita. Tensiones de von Mises y deformada de la seccidon
media meridional. a) Navier, b) 4, ¢,, ¢, c) Timpe (4, ¢r), d) Boussinesq (¢, 4,)
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Patential Phi-0
Type: AP3 [ Scale 0/ Mesh MX:20, NY:20
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Potential Phi-xX
Type: AP3/ Scale x: 0/ Mesh MX20, NY-20

b)

Potential Phi-Y
Type: AP3/ Scale w0/ Mesh NxX:20, NY 20

c)

a) ¢y, b) ¢, €) ¢,

Figura 7.2-24 Tubo cilindrico de longitud finita. Potenciales de la solucion PN
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Potential Phi-0
Type: AP/ Scale x: 0/ Mesh NX:20, NY:20
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Figura 7.2-25 Tubo cilindrico de longitud finita Potenciales de la solucion de Timpe: a) ¢, b) ¢,
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Patential Phi4)
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Figura 7.2-26 Tubo cilindrico de longitud finita. Potenciales de la solucin de Boussinesq. a) ¢, b) ¢,

197



Capitulo 7. Aplicaciones de la formulacion en potenciales

7.2.2.3. Cilindro de longitud finita

Para este cilindro, Figura 7.2-27, el eje de simetria estd incluido en el dominio. En el apartado
4.2.2.2.2 se indicé que las condiciones de contorno fisicas en el eje de simetria, u, = g,, =0,
se implementan, cuando correspondan, empleando pilas de voltaje nulo para el circuito ¢, y
resistencias de valor muy alto para los circuitos ¢, y ¢,. Para esta aplicacidn las resistencias
tienen el valor por omisién, ‘RINF’=10°. Las condiciones de contorno de desplazamientos y
fuerzas, actuando sobre la seccion media meridional del cilindro, se muestran en la figura 7.2-
28, Morales et al. [2011g]. Las propiedades eldsticas son E = 210 GPa y v = 0.3. Las

condiciones adicionales se dan en la tabla 7.2-10.

Figura 7.2-27 Cilindrico de longitud finita. Seccién media meridional

z

=—0.25R
_—| p=100MPa

| Tl p=100MPa
=
f—
=
H=100mm
e—_
0.5H
‘| b £ &
e g .
R=100 mm

Figura 7.2-28 Seccién media meridional de cilindro de longitud finita. Condiciones de contorno
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Tipo de solucién Posicién y valor de las condiciones adicionales
PN (4, ¢..9,) $,(1,1) =0 ¢r|a5 =0 $,(20,1) =0
Timple (4, ¢,) $,(1,20) =0 $.(1,1) =0
Boussinesq (4., 4,) $,(1,1) =0 ¢,(20,1) =0

Tabla 7.2-10 Condiciones adicionales para soluciones derivadas y completas de la representacion de
Papkovich-Neuber referidas a un mallado de 20x20

La figura 7.2-29 muestra la deformada y las tensiones de von Mises sobre la seccién meridional
para las tres soluciones estudiadas. De nuevo, mientras que los potenciales resultantes de las
formulaciones de PN, completa y derivadas, son totalmente distintos y dependientes de las
constantes adicionales, Figuras 7.2-30 a 7.2-32, la solucion elastica resulta practicamente
coincidente con la obtenida mediante la formulacidn de Navier. Las tensiones en los contornos
estdn calculados, por extrapolacion lineal, ‘EXTRAPOLATION = LIN’ y ‘EXTRAPOLATE STRESS =
YES’, a fin de que no se produzca una divisidn por cero en el calculo de tensiones normales en
el eje de simetria. Hecho que ocurre cuando en la solucidn potencial interviene la componente

¢,, Ecuacion 2.1-94.

won Mises stress von Mises stress
Type: AMA S Scale x 200 f Mesh MX:20, NY:20 Type: AP3/ Scale x: 200/ Mesh MX:20, NY:20

byt

120

100

g0 i !

75,25
£0 _ =

40

20

a0 : : : :
-0 o 20 40 60 a0 100

von Mises stress won Mises stress
Type: AP2 / Scale x: 200 ¢ Megh X200, NY:20

Type: AP/ Scale x: 200/ Mesh NX20, NY:20
D0 roeereeeeoe g e 122.8 120

1a ke 1073 100

P T #1152 50

176.51
BOFerees GO e
61,09

AQF 40

145,67
[l [ 1] R

30,26 29,4

14.84 14.11

-0 : : : : ; ¥ -2 : : : : : : 1,187
20 i] 20 40 B0 80 100 120 ezt C) =20 a 20 40 0 a0 100 120 d)

Figura 7.2-29 Cilindro de longitud finita. Tensiones de von Mises y deformada de la seccion media
meridional. a) Navier, b) ¢, ¢,, ¢,, ) Timpe (¢, ¢r) y d) Boussinesq (¢, ¢,)
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Figura 7.2-30
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Cilindro de longitud finita. Potenciales de la solucion PN. a) ¢, b) ¢, c) ¢,
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Potential Phi-0
Type: AP1/ Scale x: 0 / Mash NX20, NV-20
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224104005

1.907a+006

- 157304005
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Figura 7.2-31 Cilindro de longitud finita Potenciales de la solucién de Timpe. a) ¢, b) ¢,
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Figura 7.2-32 Cilindro de longitud finita Potenciales de la solucién de Boussinesq. a) ¢, b) ¢,
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7.2.2.4. Problema de Boussinesq

Para finalizar retomamos el problema de Boussinesq estudiado anteriormente con la
formulacion de Navier, Apartado 6.2.4. El modelo analizado es el mismo: un dominio cuadrado
de revolucién de 10x10 m?, con las condiciones de contorno mostradas en la figura 7.2-33b,
Morales et &l. [2009]. Las propiedades elasticas son E = 25-10° t/m”y v = 0.2, y el mallado
45x45. La carga puntual se aplica repartida uniformemente sobre dos celdas. Las condiciones

adicionales para las distintas soluciones potenciales se recogen en la tabla 7.2-11.

= a=10m -

A

b}

Figura 7.2-33 Problema de Boussinesq. a) Modelo tedrico, b) Modelo analizado (Figura 6.2-13 repetida)

Tipo de solucién Posicién y valor de las condiciones adicionales
PN (4, ¢..9,) $,(1,1) =0 ¢ | s =0 ¢,(451) =0
Timple (4,, ¢,.) $,(1,45) =0 $.(1,1) =0
Boussinesq (4., 4,) $,(1,1) =0 ¢,(45,1) =0

Tabla 7.2-11 Condiciones adicionales para soluciones derivadas y completas de la representacion de
Papkovich-Neuber referidas a un mallado de 45x45

Las Figuras 7.2-34 y 7.2-35 muestran las distribuciones de desplazamiento vertical
normalizado, u,*E, y la tensién normal, oy, en puntos de la cota z = 1 m, para las tres
soluciones en potenciales, solucidn de Navier y solucion tedrica, Timoshenko y Goodier [1970].
La tabla 7.2-12 recopila los tiempos de simulacidn en PSpice. La solucion de Timple se muestra
mas ajustada con la solucidn tedrica, incluso mas que la de Navier, a la vez que requiere un

menor tiempo de computacioén.

203



Capitulo 7. Aplicaciones de la formulacion en potenciales

Navier

PN (¢0’ ¢r’ ¢z)

Timple (¢0,¢T)

Boussinesq(%' ¢Z)

Tiempo (s)

16.32

11.62

6.33

7.41

Tabla 7.2-12 Tiempos de computacidn en PSpice para un mallado de 45x45

25 T T T T T T
: : Tedrica
\ _ : : _ — — — Mesir Mavier
2|:|_\"' ........ ......... ........ '\. ........ ........ o E-_MES”PN o
: : : : : Wlesir Timpe

Desplazamientos vericales normalizados (ur'E)

— — —Boussinesy

Radio ()

Figura 7.2-34 Distribucion de desplazamientos verticales normalizados, u,*E, para el nivel z=1.0 m
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Figura 7.2-35 Distribucidn de tensiones, -0, en puntos de la cota z = 1.00 m (malla de 45x45)
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Las figuras 7.2-36 a 7.2-38 muestran las soluciones en potenciales para cada una de las
formulaciones y condiciones de unicidad indicadas en la tabla 7.2-11. Como referencia, la
figura 7.2-39 muestra los potenciales de la solucion tedrica del problema de Boussinesq, Sadd
[2009], donde no aparece el valor correspondiente al origen de coordenadas por ser infinito en
esta solucidn. Finalmente, las figuras 7.2-40 y 7.2-41 muestran los desplazamientos verticales y
tensidn axial para la misma cota z = 1 m, respectivamente, obtenidos con un mallado de 90x90
y con la formulacidon de Boussinesq; la que, junto con la solucidn PN, peores resultados ha

mostrado en las figuras 7.2-34 y 7.2-35.

Patential Phil
Type: AP3 { Seale x 07 Mesh N45, NY-45

1369

9618

-T2

=370

1673

e
mn (1

a)

Puolential Phi-{
Type: AP3 [ Scale w0/ Mesh N5, NY-45

0.4

e 0.2
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Potential Phi-i
Type: AP3 / Scale x: 07 Mesh NX:45, NY:45

72 63

3.54

4 45

4536

36.27

27.18

18.09

005

-0.084¢

c)

Figura 7.2-36 Problema de Boussinesq. Potenciales de la solucién PN. a) ¢, b) ¢, c) ¢,

Petartal Brill
Tres: AF1 J Seabe x. 01 Magh NG4S, .45

40 -

4 46

b)

Figura 7.2-37 Problema de Boussinesq. Potenciales de la solucion de Timpe. a) ¢, b) ¢,
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Potential Phi0
Type: AP2/ Scale x. 0/ Mesh NX.45, NY:45
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Figura 7.2-38 Problema de Boussinesq. Potenciales de la solucion de Boussinesg. a) ¢,, b) ¢,
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Figura 7.2-39 .Problema de Boussinesq. Potenciales tedricos de la solucidn de Boussinesq. a) ¢, b) ¢
0 z
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Figura

]
=

— —
o] E=N

—
O

Desplazamientos verticales normalizados (Ur'E)

T T | T T | T T T
i\ : : Tedrica
18 _.'Il ................................................... o MESir BI:ILISSinESq |
16

7.2-40 Distribucién de desplazamientos verticales normalizados, u,*E, para el nivel z=1.0m

(mallado de 90x90)
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Figura 7.2-41 Distribuciéon de tensiones, -0y, para puntos situados enz=1.0m

(mallado de 90x90)
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7.3. CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES

Se presentan diferentes soluciones de la formulacidn en potenciales a problemas

bidimensionales planos en coordenadas cartesianas y axisimétricos en cilindricas. Se han

comparado las soluciones con las analiticas y/o las provenientes de otros métodos numéricos

estandar, comprobando en todos los casos la fiabilidad de los modelos propuestos.

Funcién de Airy en coordenadas cartesianas:

i)
i)

Placa a traccion, con solucién inmediata,

Placa a flexidn, con resultados comparados con MEF y con Navier (MESIR).

Formulaciones de Papkovich-Neuber, completa y derivadas, en coordenadas cartesianas:

i)
i)

Placa a flexidn, con resultados comparados con MEF y con Navier (MESIR),
Placa con cargas triangulares, con resultados comparados con Navier (MESIR). Se

estudia la influencia del valor y posicion de las condiciones adicionales.

Formulaciones de Papkovich-Neuber, completa y derivadas, en coordenadas cilindricas:

210

i)

ii)

iii)

iv)

Tubo cilindrico de longitud infinita sometido a presién interior, con resultados
contrastados con solucidén tedrica. Se estudia la influencia del mallado y los
tiempos de computacion de las soluciones: Navier, PN, Timpe y Boussinesq. Las
soluciones son mas precisas para la formulacién de Navier, aunque los tiempos de
computacién son sensiblemente superiores. La formulacion PN completa no
aporta ventajas en dominios de cdlculo conexos frente a las soluciones derivadas,
Tubo cilindrico de longitud finita, con resultados comparados con solucién de
Navier (MESIR),

Cilindro de longitud finita, con resultados comparados con solucidn de Navier
(MESIR). Se verifican las condiciones de contorno sobre el eje de simetria
propuestas para el caso de que dicho eje esté incluido en el dominio,

Problema de Boussinesq, con resultados contrastados con solucién tedrica y con
Navier (MESIR). La solucién tedrica posee una singularidad en el punto de
aplicacion de la carga y gradientes altos, el procedimiento propuesto proporciona
informacidn adecuada a cierta distancia de esta singularidad. La solucion de Timpe
evidencia resultados similares a la de Navier con igual mallado pero con menor
esfuerzo de computacion. Se verifica que un mallado mas fino sobre modelo de
Boussinesq, el que peor comportamiento muestra para mallados bajos, mejora los

resultados sensiblemente.



SINTESIS DE LAS CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES

Las contribuciones y conclusiones de esta memoria se pueden sintetizar en los siguientes

puntos:

En relacién con el tema de completitud y unicidad de la representaciéon PN

Tras una revisién exhaustiva del estado del arte en esta materia se aborda el tema de unicidad
numérica aportando nuevos resultados en relacién con las condiciones adicionales necesarias
para la convergencia numérica, siguiendo los procedimientos de Stippes [1969] y Tran-Cong
[1995], en la representacion de Papkovich-Neuber y sus soluciones derivadas de Boussinesq y
Timpe para problemas axisimétricos. Las condiciones existentes hasta ahora, Unicas segun

Tran-Cong [1995], admiten otras especificaciones incluso mas sencillas.

Igualmente, se abordan y proponen las condiciones numéricas adicionales para problemas
planos en coordenadas cartesianas, también para las soluciones PN derivadas por reduccién de
una de las componentes cartesianas no nulas del potencial vectorial. Para la formulacién PN
completa se muestra la similitud con el caso tridimensional z-convexo estudiado por Tran-Cong
[1995] y se proponen dos conjuntos de condiciones adicionales similares al caso 3D. Para todas
los casos, se discute la existencia de multiples posibilidades de eleccion de estas condiciones
adicionales, tanto por los puntos del dominio en los que se aplican estas condiciones como por

el tipo de condicién: Dirichlet, Neumann u otras condiciones mas complejas.

En relacion con el disefio de modelos

Los modelos en red disefiados para la celda elemental se extienden a los siguientes problemas:
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i)  Formulacién de Navier en cartesianas para los casos planos y en cilindricas para
problemas axisimétricos. Se incluye el disefio de un modelo para problemas
termoelasticos desacoplados,

ii) Formulacidn de Airy para el caso plano, en coordenadas cartesianas, introduciendo un
potencial auxiliar,

iii) Formulaciones potenciales de PN y sus derivadas para los casos bidimensionales:

problema plano en cartesianas y axisimétrico en cilindricas.

En relacién con la implementacidn de las condiciones de contorno

En gerneral, las derivadas en el contorno se implementan mediante aproximaciones en
diferencias finitas en la misma celda, excepto cuando la condicidon de borde contiene una
primera derivada paralela al contorno o una segunda derivada cruzada, caso en el que se
utilizan celdas adyacentes.

En las formulaciones en potenciales, para las derivadas cruzadas se implementan dos
opciones: celdas adyacentes paralelas al contorno o celdas perpendiculares al mismo. Para
condiciones de contorno normales se proponen dos tipos de implementacion: mediante
formulas simplificadas, a partir de la ecuacion de gobierno, o usando las férmulas completas.
Por ultimo, para el caso axisimétrico en el que el eje axial pertenece al cuerpo, se han utilizado
condiciones equivalentes mas simples en el eje que son mas precisas y de implementacién mas

directa.

i)  Formulacién de Navier. La implementacion de condiciones de desplazamiento es
inmediata pero la relativa a condiciones de fuerza admite diversas formas. Se ha elegido
la mds precisa con mallados gruesos. El dispositivo eléctrico utilizado es un generador de
tensién controlado por tension,

ii) Formulacién de Airy. Se ha desarrollado un procedimiento de implementacién acorde con
la transformacion de la ecuacidn biarmdnica en dos ecuaciones de segundo orden, sin
necesidad de nudos ficticios exteriores al dominio como los empleados por Timosheko y
Goodier [1951],

iii) Formulacion PN. Las dos condiciones de contorno, aplicadas a problemas
bidimensionales, se aplican en circuitos separados. En particular, las condiciones en
desplazamientos y fuerzas normales al contorno, se han implementado en el circuito
asociado al potencial escalar; mientras que las condiciones en desplazamientos y fuerzas

paralelas al contorno se implementan en el circuito asociado a la componente del
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potencial vectorial. Para la solucién completa, donde existen tres circuitos, las dos

condiciones fisicas son complementadas con la condicidn adicional de unicidad.

4. En relacién con el programa EPSNET_10

Se ha elaborado un programa en Matlab, con interfaz grafica, que permite simular problemas

2D-elastostaticos en dominios rectangulares, basado en la formulacion de Navier y en las

formulaciones potenciales de la representacidn de Papkovich-Neuber y derivadas. El programa
contienen las rutinas de generacién de modelos, de simulaciéon en Pspice y las necesarias para

la representacion grafica de resultados, incorporando opciones de usuario tales como: i)

manipulacién de archivos, ii) acceso a los resultados de la simulacién con Matlab y PSpice, iii)

opciones de analisis para la solucion numérica, iv) distintas posibilidades de extrapolacién de

resultados, v) representacién del dominio deformado, componentes de desplazamiento y

tensién mediante superficies; con posibilidad de seleccidn de la escala de deformacién para

cada resultado, vi) representaciéon de lineas de contorno de componentes de tension y

vectores de desplazamiento, vii) representacion de las soluciones potenciales y resultados

intermedios (derivadas primeras y segundas de los potenciales), etc.

Los tipos de problemas que EPSNET 10 es capaz de resolver son:

i)  Problemas de tensién plana, deformacion plana y axisimétricos, bajo la formulacion de
Navier, admitiendo apoyos en puntos interiores del dominio y un campo estacionario de
temperaturas que puede ser no uniforme,

ii) Problemas de tensidn plana, deformacidn plana y axisimétricos bajo las formulaciones de
Papkovich-Neuber completa y derivadas.

Finalmente, el programa integra la implementacion de las condiciones numéridas adicionales

que aseguran la convergencia de las soluciones en las formulaciones potenciales PN y sus

derivadas.

5. En relacidn con las aplicaciones

i) Formulacion de Navier
Se resuelven diferentes problemas bidimensionales planos y axisimétricos, comparando los
resultados con las soluciones analiticas y/o las provenientes de otros métodos numéricos
estandar (MEF) con objeto de verificar la fiabilidad de los modelos. Las aplicaciones en
cartesianas son:
voladizo a flexidn pura,
voladizo a flexidn simple,

placa biapoyada con carga uniforme,
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placa a flexién,
y en coordenadas cilindricas:

tubo cilindrico de longitud infinita sometido a presidn interior,

tubo cilindrico de longitud finita cargado en un extremo,

placa circular sometida a cargas térmicas,

problema de Boussinesq.

ii) Formulacién en potenciales

Se resuelven numéricamente problemas 2D elastostaticos, por primera vez bajo
formulaciones potenciales PN y soluciones derivadas, tanto en coordenadas cartesianas
como axisimétricas. Las soluciones son comparadas con las analiticas y/o las provenientes
de otros métodos numéricos estandar (MEF o el propio método de redes), comprobando
en todos los casos la fiabilidad de los modelos propuestos. Las aplicaciones y problemas

estudiados son los siguientes:

a) Funcién de Airy en coordenadas cartesianas:
placa a traccion,
placa a flexién.

b) Formulaciones PN, completa y derivadas, en coordenadas cartesianas:
placa a flexién,
placa con cargas triangulares, estudiando la influencia del valor y posicion de las
condiciones adicionales.

¢) Formulaciones PN, completa y derivadas, en coordenadas cilindricas:
tubo cilindrico de longitud infinita sometido a presién interior, estudiando la
influencia del mallado y los tiempos de computacion de las soluciones, que son mas
precisas para la formulacién de Navier aunque con tiempos de computacién
sensiblemente superiores. La formulacion PN completa no aporta ventajas en
dominios de calculo conexos frente a las soluciones derivadas,
tubo cilindrico de longitud finita,
cilindro de longitud finita, verificando que son adecuadas las condiciones de
contorno sobre el eje de simetria propuestas para el caso de que dicho eje esté
incluido en el dominio,

problema de Boussinesq.
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