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Resumen:

El principal problema que acontece en la ensefianza de materias econdmicas es la falta
de visualizacion que tiene el alumnado de los conceptos presentados. Una forma
sencilla de poder transmitir esos conocimientos consiste en la utilizacion de equipos

informaticos y software de uso general accesible al alumnado como las hojas de calculo.

En este trabajo, presentamos la aplicacion de estos medios informaticos a la explicacion
de la dinamica del duopolio de Cournot con distintas funciones de demanda, mostrando
de forma grafica, mediante una sencilla programacion de la hoja de calculo, la reaccion
de una empresa ante las cantidades producidas por su competidor. Estas reacciones se

van sucediendo de forma alterna hasta alcanzarse el equilibrio.

1.- Introduccion y Preliminares.
Es sobradamente conocido el duopolio de Cournot, aunque habitualmente su

explicacion se suele limitar al célculo del punto de maximo beneficio para ambas



empresas, obviando la evolucidon dindmica que seguirian dichas empresas en funcion de
las funciones de reaccion, que mas adelante calcularemos segln los distintos tipos de
funciones de demanda y de costes de produccion, hasta llegar finalmente al punto de
maximo beneficio. En este trabajo proponemos una metodologia de ensefianza con
ordenador para hacer mas comprensible el proceso que siguen ambas empresas
duopolistas hasta llegar al punto de equilibrio. Para ello, desarrollaremos mediante hoja
de célculo un modelo que muestre graficamente la evolucion de la produccion de ambas
empresas, dependiendo de las cantidades inicialmente producidas por las mismas, de
manera que se observe si la evolucion de las producciones tiende hacia el punto de

equilibrio o por el contrario tiene un comportamiento cadtico.

Denotaremos por (xr, x; ), el punto de equilibrio de Cournot, es decir para el nivel de

.7 * . . . . .
produccion x; la Empresa i maximiza sus beneficios coni= 1,2.

Determinaremos las llamadas funciones de reaccidn, que representan la forma de
reaccionar de una empresa respecto de la produccion de su oponente, dependiendo de
cual sea el tipo de funcion de demanda que se plantea, con el objetivo de llegar al punto
de equilibrio. También analizaremos si se puede alcanzar el punto de equilibrio,
mediante un proceso iterativo determinado por las funciones de reaccion. Asi mismo

determinaremos, en los casos en que sea posible, si este punto de equilibrio es unico.

Sea X un espacio métrico compacto y f:XxX —= XxX wuna funcion continua.

Diremos que (x,y) es un punto fijo de f si f(x,y)=(x,y). Llamaremos orbita peridodica

asociada al punto periodico (x,y) al conjunto {x, y), f(x, y),f2 (%, y),,,,,f“‘1 (x,y)}



Dadas dos aplicaciones f,:X—>X y g,:X— X de un espacio métrico compacto X en si
mismo, llamaremos aplicacion antitriangular o aplicacion de Cournot asociada a fy g

a una aplicacion ¢: X x X — X x X definida por ¢(x,y) = (f(y),g(x)).

Denotemos por X;,X, las cantidades producidas por la Empresa 1 y la Empresa 2
respectivamente. Por lo tanto X = X; + X, es la cantidad de producto total lanzado al
mercado por ambas empresas. Sea p = p(x) la inversa de la funciéon de demanda,
C;(x;) la funcion de costes de la Empresa i (i=1,2). Por lo tanto la funcion de

beneficios para la Empresa i viene dada por B;(x;) = x;p(x) - C; (x;) .

2.- Desarrollo del juego.
En esta seccion expondremos el juego del Duopolio de Cournot desde un punto de vista
dindmico. De hecho veremos que el punto de equilibrio se puede expresar como el

punto fijo de una aplicacion antitriangular definida por las funciones de reaccion de

. .. . ). €
ambas empresas. Consideraremos que las variaciones conjeturales son cero (—- =0

axj

para i = j).

Denotemos por (x,x,) el punto de equilibrio y x" = x| +x, . Entonces este punto

0B.
debe satisfacer la ecuacion a—l =px)+x;p'(x)-C,;'(x;) =0. Denotemos por
X

i

0B.
F.(x,,X,) = a—l para i=1,2. Luego F(xf,x;) = 0. Bajo la condicion de que la funcion
X

de demanda sea de segunda clase (es decir continua y derivable dos veces con derivada



9F,

segunda continua) tenemos que es continua. Por otro lado

axj

aF * * * * . . * - ! *
—(X;,X,)=p'(xX )+x;p'"(x )=0 siysolosix; = —px)

= bara 1= j. Entonces en
) p'(x")

-p'(x)

. . . . *
las condiciones anteriores si X; =
p"'(x)

para i =1,2, por el Teorema de la funcion

implicita existen entornos U', y Vi; de xr y x; respectivamente (i= 1, 2) y funciones

X1

i U, =V, y I, : V2 — U?, Unicas y continuas tales que:
X1 X2 X2 X1

F(ry(x,),x,) =0 para todo x, EVf,5 y F,(x,,r(x,)) =0 para todo x, EUL,lk . Ademas

estas funciones verifican que r(x;)=x, ¥ 1,(x,)=x,. A estas funciones las
llamaremos funciones de reaccion. Sea ¢ la aplicacion antitriangular asociadaa 1, y 1, ,
también conocido como Cournot Tatonnement. Entonces se verifica que
0(x;,X5) = (,(x,),1,(%,)) = (X],X,) , es decir los puntos de equilibrio son puntos fijos
de la aplicacién antitriangular asociada a las funciones de reaccion. Obsérvese que cada
iterada de la funcion antitriangular denota como reacciona cada una de las dos empresas
en funcion de la cantidad producida en el instante anterior por su empresa oponente. Por
lo tanto el estudio del comportamiento dindmico de las aplicaciones antitriangulares de
alguna manera nos esta explicando que partiendo de unas producciones (X;,X,) puede
ocurrir:

1.- Se va a alcanzar el punto de equilibrio reaccionando segun I, y I, , es decir, se

alcanza el punto fijo de la aplicacion antitriangular asociada a #; Y 7, mediante

iteradas de ésta.
2.- No es un buen punto de partida para el juego de Cournot, es decir, si

partiendo de este punto nunca se llega al equilibrio mediante iteradas, ya sea por



un comportamiento ciclico de las empresas (el punto(x,,x,)es un punto

periddico de la aplicacion de Cournot), o simplemente porque la sucesion

formada por las iteradas de la aplicacion antitriangular no converge.

También, conociendo el comportamiento dinamico de ¢ seremos capaces de determinar

si el punto de equilibrio es Gnico o0 no, e incluso si dicho comportamiento es cadtico.

3.- Calculo de las funciones de reaccion. Comportamiento dinamico del modelo.
3.1.- Funcion de demanda lineal y costes de produccion lineales.
Supongamos que la funcion de demanda es lineal, es decir, p(x)=a — bx, (a,b > 0) y los

costes de produccion son lineales C,(x;) =f; + u;x; donde f; denota los costes fijos y
u; los costes unitarios de la empresa i, i=1,2. Para este tipo de funciéon de demanda se

satisfacen todas las condiciones para aplicar el teorema de la funcidén implicita,

obteniendo las siguientes funciones de reaccion:

a—u
r(x,)= 2bl _Exz
u
r(x,)= ZbZ_EXI

Por lo tanto, la aplicacion antitriangular asociada a estas funciones de reaccion seria

a 1 a-u, 1

- Exl) Esta aplicacion tiene un tnico punto fijo

X’
2°% 2b

b(x,%x,) = (

2b

2u;,-u,-a 2u, -u, -

3b ’ 3b a)' Veamos si este punto fijo se puede alcanzar mediante

(

1teraciones de ¢-



a-u, x, 1, 1., a-u, a-u Q. 1, 1.,
J— + J— , — — + J—
5 )150(4) (4) X, ( o b )150(4) (4) X,)

2n _qd -
O (x,%,) =(( b

a-2u,+u, a-2u, +u,
3 7 3b

de donde deducimos que lim¢™"(x,,x,)=( ) . Por otra parte,

((a u2 a-uy

2n+1 _ a_ul_l_ a-u a’ ul 0 —

00, x%) = (=5 ( 2b )2( '+ ) ); 5 )2( '+ ( )Xz))

—2u1+u2 ;;1—2u2+u1
3 7 3b

de donde obtenemos que lim ¢2n+1(X1, X,)=( ). Por lo

a-2u, +u, a-2u, +u,
3b ’ 3b

tanto tenemos que lim¢"(x,,X,)=( ). Es decir el punto

a-2u, +u, a-2u, +u,

, , €s un punto fijo atractivo de ¢.
30 ) p ] ¢

(

3.2 Funcion de demanda hiperbdlica y costes de produccion lineales.

. ., b
En este caso la inversa de la funcion de demanda es de la forma p(x) = —. Entonces
X

siguiendo los mismos argumentos descritos anteriormente obtenemos que las funciones

de reaccion son de la forma:

Para dibujar las orbitas convergentes al punto de equilibrio de la aplicacion de Cournot
asociada a este modelo debemos asegurarnos de conocer a partir de qué condiciones

iniciales tenemos asegurada dicha convergencia. Esta convergencia estara asegurada en

el intervalo (

16u, " 4u,



b b b b
s —)X( ;
16u;, 4u,  16u, 4u,

i=1,2. Esto no quiere decir que fuera de ( ) no se puedan

encontrar condiciones iniciales de manera que la aplicacion de Cournot converja al
punto de equilibrio mediante iteradas. El punto de equilibrio viene dado por la

bu, bu,

expresion: ( 5 5) -
(u; +uy)” (u; +u,)

Finalmente de forma andloga a los dos casos anteriores tenemos:

3.3 Funcion de demanda lineal y costes de produccion cubicos.
La funcion de demanda es lineal, es decir, p(x)= a — bx, (a,b > 0) y los costes marginales
de produccion son cuadraticos C,(x;) =s; + t;x; + h;x; (h,s >0y t< 0).Imponemos la
condicion t< 0 para que la funcion de costes tenga sentido econdémico. Entonces las

funciones de reaccidn serian:

2b+t,+ (2b+1t,)? +4h,(a-s, —bx,)

r(Xx,) = ’h
—zh,

2b+t, + (2b+1,)” +4h,(a—s, —bx,)

5(x,) = oh
—zh,

Para que estas funciones de reaccion estén bien definidas, debemos suponer que s; = a
para i=1,2, cosa que no supone ninguna restriccién ya que a representa el precio
maximo al que se puede vender el producto y s; representa lo que cuesta producir la
primera unidad mas los costes fijos de la empresa i =1,2. Pero no s6lo nos basta que las

funciones de reaccion estén bien definidas como funciones sino que necesitamos que

tomen valores positivos al representar cantidades para ello se debe verificar que:



—s, (2b+t,)?

b ' 4hlb

a
X:,X,)E R
(X1, %) E( b 4h%b b

+a—bsz)x(a ). Ademas para

condiciones iniciales en el producto cartesiano de intervalos definido anteriormente las
funciones de reaccion son contractivas y por lo tanto estd asegurada la convergencia al

punto de equilibrio.

4.- Resolucion mediante hoja de calculo

Para facilitar la comprension por parte del alumno del duopolio de Cournot y permitir
que interactivamente pueda ver las implicaciones que puede tener la cantidad producida
de partida de las dos empresas competidoras, hemos recurrido a la hoja de calculo
Excel, software que es de facil acceso para la mayoria del alumnado, donde hemos
representado a partir de las producciones iniciales, cuales son las iteraciones que se dan
hasta alcanzarse el punto de maximo beneficio para ambas empresas. Estos calculos se
han efectuado para los tres casos descritos anteriormente, ya que la forma de las

funciones de reaccion difiere entre unos y otros.

Adicionalmente al calculo de los ajustes que ocurren hasta llegar al punto de equilibrio,
se ha efectuado una representacion grafica para cada modelo en la que se muestran
simultaneamente las distintas iteraciones que se producen hasta llegar al punto de
equilibrio, la zona en la que esta asegurada la convergencia del modelo y el propio

punto de equilibrio.

La presentacion en el caso de funcion de demanda lineal y costes de produccion lineales

€S:



Fd Microsoft Excel - Cournot.xls

J Archivo Edicion Wer Insertar Formako Herramientas Datos Yeptana 7
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=] x|

DEEa Ry §BR<S - - @ = A 43 w0 -3
| avial - 10 X§|§§§.|§€/nnu 2,0 | - A .
Al < =| valores iniciales
A | B | C [ D [ E | F | G | H | I |
1_|Valores iniciaies
| 2 | = 30 30 Talerancia 0,0001 Grafico paso a paso
3 = 05 05 |80Iucién 2n 19 pasos
| 4 | = 25 32
i = 5 10 ..
& |Producciar= 0 0 Iteracion: 20 de 20 Par de puntos: 20; 10)
| 7 | Limites sup. 40 a0
| & |zHay convergencia? S converge 25
9
10 n | x1 | xZ | | =0
11| 1] 1] 1]
|12 | 1 25 20
13| 2 15 s |
| 14 | 3 2125 125
|15 | 4 1875 9,375 10
|16 | g 203125 10,625
|17 | 5 196575 9,84375 :
|18 | 720078125 10,15625
|19 | 8 19921875 99609375
| 20 | 9 200195313 100390625 0
| 21 | 10 1998046558 9 29023435 a E 10 13 20 25 30
22 11 2000488258 100057656
E 12 199951172 999755859 |—|tera-:i0nes —Cotas o Soluci6n|
24 13 200012207 100024414

14 |< |> |)|F\D. Lineal + C. Lineales

D. Hiperbdlica + . Lineales

=
4 D. Lineal + . Cibica | 4| L”J

Listo

1 I I o |

En el caso de funcién de demanda hiperbolica y costes de produccion lineales es:

Fd Microsoft Excel - Cournot.xls ===l
J Archivo Edicion Wer Insertar Formako Herramientas Datos Yeptana 7 ;[il 5'|
DEESSRY s2RT ©- A¢2L|uamo%v@v
J.ﬁ.rial v10-|n|1§|§§§|§€/nnu‘03,°8 i= .
Al < =| valores iniciales
A | 8 | ¢ | o [ E [ F | & [ H | L3
1_|Valores iniciaies
2 b= 2000 2000 Tolerancia: 0,0001 .
B = 15 30 Solucion en 30 pasos Grafico paso a paso
4 | Produccidn= g g Grafico en 11 pasos
| & | Limites inf= 78125 4 16666EET SOLUCION=_ 23 35535752 15 1205733
B Limites sup.= 31,25 16 BBEEEET »
Zz,Hay convergencia? Si converge Iteracion: 11 de 11 Par de puntos: {28,355; 15,123)
a8 15
9 15 4
10 n | x1 | xZ |
11 | 0 B B
| 12 | 1 23BZA766 150940108 12 4
| 13 | 2 283427403 160616255 40
|14 | 3 237457756 1612658233
| 15 | 4 283566779 150307597 Ch
|16 | 5 253148855 151225722 g
|17 | G 283552558 151323127 4l
| 18 | 7283595151 151225041
|19 | 8 28355401 1512191 24
| 20 | 9 233549651 1512058702 0 . i i i i i
| 21 | 10 28,3553862 151229717 0 5 10 15 a0 25 a0 35
22 11 283554306 151228737
ﬁ 12 283553877 151208633 |—neraci0nes —Seotacion o Soluciénl
24| 13 283553831 161223733
[ [4[» [¥], D.Lineal+ <. Lineales ' D. Hiperbélica + C. Lineales 4 D. Lineal + C. Cibico | € | _”J

Listo

1 I I o |



Y, finalmente, en el caso de funcidén de demanda lineal y costes de produccion cubicos:

Fd Microsoft Excel - Cournot.xls ===l
J Archivo Edicion Wer Insertar Formako Herramientas Datos Yeptana 7 ;[il 5'|
DEEHS SRV IR v-o- @z 4 4% @0 -0,
JAriaI - 10 -|H|X§|§§§|§€%UUU‘03+°8 . -
Al -] =| valores iniciales
A | B | c | o | E | F | G | H | I | ZI'
1_|Valores iniciaiex Cotas
| 2 | a= 1500 1500 |F'r0|:|uccién (g < 422888839 49,9?33333| Grafico paso a paso
3 h= 30 30
4| m= G5 2
o n= 1 2 ..
E o= " 237 Iteracidn: 10 de 10 Par de puntos: (15,024; 11,342)
7 d= 1 23
8 |Produccion (gi= 20 49| 894
| 9 | h= g B
|10 | t= 2 4f] =01
1 5= 1 232
12 40
13 n | x1 | 2 |
|14 | 0 20 49 30
| 15 | 1 221660313 102233317
|16 | 2 152434339 138216738 =20
|17 | 3 1445278536 112953493
15 4 1503376E5 114482212 10
|19 | 5 160036401 113403812
| 20 | G 150249044 11 3463312 a !
| 21| 7 150236334 11342279 ] 5 10 15 20 25 30 35 40 45
22 8 150245304 11 3425511
ﬁ 9 150244768 11342359 | teraciones =———Acctacidn ¢ Solucidn |
24| 10 15 0245146 11 3423705
|44 [» w5 D Hiperbdlica + C. Lingales  .D. Lineal + C. Ciibicos 4] L”J
Listo i [ mwmC_ [T

Esta forma de mostrar las soluciones finales no aportaria en principio ninguna novedad
respecto al sistema tradicional de ensefianza del duopolio de Cournot. Por este motivo,
hemos creado una funcién de hoja de calculo que recalcula el grafico para cualquiera de
los modelos, a la cual se accede a través del boton de comando Grdfico paso a paso. Al
pulsar sobre dicho botén se redibuja el grafico inicialmente con el area de convergencia
y el punto de equilibrio, y comienza a dibujar partiendo del punto de produccion inicial,
con una ligera demora entre iteraciones, cada uno de los pasos que las empresas siguen

de acuerdo con la funcidn de reaccion, hasta llegar al punto de equilibrio:



lteracion: 5 de 19  Par de puntos: {18,75; 9,375)

25

20

=

10 - G

5

0 ? ? ? ?

0 a3 10 13 20 23 30
teraciones =——=Cotgz < Solucidn

En muchos casos, como en la imagen anterior, es posible que a partir de un determinado
momento no se observe la evolucion de la trayectoria de los puntos que van ocupando
las empresas debido a lo pequefias que llegan a ser las variaciones. Para remediar este
efecto hemos arbitrado 2 soluciones:

- Hemos introducido un factor de tolerancia, a partir del cual entendemos que
las diferencias no son significativas, de forma que si el punto obtenido es
similar al anterior dejamos de representar el grafico.

- Si, pese a la solucidon anterior, deseamos mantener un alto grado de
precision, también se ofrece la posibilidad de ajustar la escala del grafico
segun se va solucionando mediante una pregunta que se hace al usuario antes

de iniciar la representacion:



Iteracidn: 11 de 11 Par de puntos: {28,355; 15,123)

//}

Microsoft Excel

I:I T T T T T T
1] 3 10 13 20 25 30 33

—— feraciones =Acotacion + Solucion

De esta forma el grafico se va ajustando llegando a una precision mayor y pudiéndose

observar mejor la trayectoria de las empresas:

Iteracidn: 11 de 11 Par de puntos: {28,355; 15,123)

15,133
15431
15,129
15,127 -
15,125
15,123
15421 -
15,118
15,117
15,115 -

13,113 T T T
25,345 2535 26353 2636 25,365

—— leraciones = Acotacion +  Solucion




5.- Conclusiones

Creemos que con modelos como los presentados se puede favorecer la facil
comprension por parte del alumno de los procesos duopolistas, ya que la utilizacion de
medios graficos suele hacer mas comprensible y mas agradable el aprendizaje de
procesos econémicos. Ademas, de esta forma es posible involucrar al alumno en la
utilizacién de herramientas ofimaticas generales como la hoja de calculo, que tan

necesarias son actualmente en el mercado laboral.



