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Abstract—Deformable models, i.e., active contours and active
meshes, are useful tools in image processing and computer
vision, because of their ability to take the shape of real 2D/3D
objects. The original formulation of the models is defined on the
spatial domain and it is based on the minimization of an energy
functional through the Euler-Lagrange differential equations.
In this paper, a new formulation is proposed in the frequency
domain, for the adaptation process of the contours and meshes to
the external forces. The presented frequency approach provides
an easier and more computationally efficient implementation,
allowing the use of deformable models to a greater number of
areas.

I. INTRODUCCION

Los modelos deformables son estructuras dindmicas uti-
lizadas en el procesado de imagen y en visién por computador,
para el andlisis de la forma y movimiento de objetos en
imdgenes 2D y 3D, debido a su capacidad de adaptaciéon a
objetos con formas diversas. Los primeros modelos definidos,
los llamados contornos activos [1], han sido ampliamente
utilizados en numerosas aplicaciones [2], [3], [4]. La formu-
lacion inicial de estas estructuras unidimensionales, definida
en el dominio del espacio, basa el nicleo del proceso iterativo,
en la inversiéon de una matriz a bandas [5]. Este procedi-
miento, aunque eficaz, es poco eficiente computacionalmente.
Ademads, cuando se extrapola este proceso a las llamadas
superficies deformables, estructuras bidimensionales en el
espacio, el nicleo de la iteracion resultante no puede adoptar
una formulacién matricial tan sencilla [6]. Se han propuesto
diferentes alternativas al planteamiento original [7], pero la
formulacién presentada sigue siendo en parte compleja.

En este articulo, se describe una nueva formulacion
obtenida directamente a partir de la transformacién a la
frecuencia de las ecuaciones de Euler-Lagrange, que rigen
el comportamiento del modelo deformable. Esta aproxi-
macidén, permite una formulacién sencilla e implementable
numéricamente, de forma eficiente, tanto para el caso de los
contornos como para las superficies activas. La estructura
del articulo se resume a continuacién. En la seccion II se
describe la formulacién de los contornos activos en el espacio,
se traslada esta formulacién al dominio frecuencial para
contornos cerrados y se describen las extensiones necesarias
para su aplicacién a los contornos abiertos. Posteriormente,
se amplia en la seccidn III esta formulacién a las superficies
deformables cerradas, y abiertas mediante el empleo de exten-
siones. Las conclusiones y trabajo futuro cierran el articulo.

II. FORMULACION DE LOS CONTORNOS ACTIVOS
A. Formulacion en el dominio del espacio

Un contorno activo o snake es una curva paramétrica
variante en el tiempo v = v(s,t) = (x(s,t),y(s, 1), 2(s, 1))
en el espacio (z,y, z) € R3, donde , y y 2 son las funciones
coordenadas, s € [0, L] es el pardmetro del dominio espacial
y t es el tiempo. La forma del contorno que describe un objeto
es gobernada por un funcional de energia con componentes
internos y externos [1], £(v) = S(v) 4+ P(v). La energia
interna de deformacién S(v),
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es descrita por los pardmetros de elasticidad «(s) y rigidez
B(s). P(v) representa el conjunto de las fuerzas que se
aplican sobre el contorno. En este término se pueden incluir
fuerzas procedentes de informacion externa, como la obtenida
de una imagen. Asimismo, se pueden afiadir otras fuerzas in-
ternas no lineales definidas dentro del propio contorno, como
la limitacién de distancia constante entre nodos vecinos o
condiciones sobre el area, para el caso de contornos cerrados.

Para la implementacién practica, el contorno se divide en
N elementos utilizando la formulacién de elementos finitos,
v = Zf::ol v,,. Para cada funcién coordenada z, y y 2z del
contorno activo, cada elemento se construye geométricamente
mediante una funcién de forma y sus pardmetros. Dado que las
funciones coordenada son independientes entre si, tendremos
un vector de pardmetros para cada una, aplicando el proceso
que se describe a continuacién, de forma independiente a cada
uno de estos vectores. v (s,t) = uf(t)N(s), representa el
vector para la coordenada z, siendo andlogas las expresiones
para y y z. Agrupando los pardmetros de forma de los IV
elementos en el vector u(t)!, el funcional de energia se
minimiza mediante los ecuaciones diferenciales de Euler-
Lagrange [5]:

d*u(t) (t)
dt? t
donde M es la matriz de masa, C es la matriz de amor-
tiguamiento, K es la matriz de rigidez y q es el vector de

M
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ICon el fin de simplificar la notacién, se suprime los superindices =, y y
z que indican la coordenada.



fuerzas externas el cual depende de la posicién de la curva en
cada instante ¢. Estas matrices son a bandas (los valores no
nulos estan confinados en el entorno de la diagonal principal),
y se construyen mediante la superposicién de las submatrices
de cada elemento ponderado por el valor de sus parametros
de masa, amortiguamiento y rigidez.

Para resolver la ecuacién del movimiento (2), supondremos
que el contorno bajo andlisis es cerrado, estudiando el caso
de contornos abiertos en el apartado II-C. La variable tiempo
estd discretizada, t = EAt, siendo At el incremento de
tiempo y ¢ € N el indice de iteracion. Se emplea la
notacién u(§{At) = ug y las derivadas temporales de u(t)
se reemplazan por sus aproximaciones discretas, generando
el siguiente sistema iterativo de segundo orden:

ue=A""Ae +A T Asue s+ AT g, (B)

donde A = M/(At)?2+C/At+K, Ay = 2M/(At)*+C/At,
Ay = —M/(At)* y el vector q;_, contiene las fuerzas
externas en el instante ¢t = (£ — 1)At.

B. Formulacion en el dominio de la frecuencia

Con el fin de plantear el sistema (3) en el dominio de
la frecuencia, es necesario establecer un conjunto de su-
posiciones. En la préctica, es habitual asumir que la masa
y amortiguamiento son constantes dentro de cada elemen-
to. Asimismo, en la mayoria de aplicaciones, estos dos
pardmetros no varian y se mantienen constantes para todos
los elementos del contorno, m,, = m y ¢, = c. De esta
forma, (3) se puede formular como:
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donde F es la matriz de forma de tamaflo N x IV, la cual es
una matriz circulante definida por su primera fila f. Utilizando
diferencias finitas como funcién de forma, este vector de
forma1xNesf=[100 --- 0 0] [8]. Asumiendo asimismo,
que el contorno es cerrado y que los pardmetros estéticos,
elasticidad y rigidez, no varfan a lo largo del contorno, esto
es, ap, = ay (B, = (3, la matriz de rigidez K es también
una matriz circulante y queda completamente definida por su
primera fila Kk, llamado nicleo espacial de rigidez [8].

El resultado de multiplicar una matriz circulante con un
vector es equivalente a realizar una convolucién circular de la
primera fila de la matriz con dicho vector [9]. Definiendo
las variables n = m/At? + ¢/At, v = Atc/m, ay =
14+ (149" az = —(1+~)7", la ecuacién (4) puede
escribirse como:

Nl f+k)@ue=a f@ue1+af@ueo+n g,

Q)
donde ® indica la convolucion circular entre secuencias de
longitud N. Aplicando la Transformada Discreta de Fourier
(DFT) ala convolucion circular de dos secuencias, se obtiene
el producto de sus DFT"s,

' +k) e = a1 Gy +az o+ 7 G, (6)

donde K, Ug, Ugq, U2y (]6_1 son las DF'T’s de N puntos
de sus respectivas secuencias espaciales. Asi, las operaciones

matriciales se convierten en el producto del espectro de las
sefiales y es posible aislar @ de la parte izquierda de la
ecuacion (6),

lAlg =h (alflg_l + asg flg_z + 7771(]5_1) . 7

El vector h = 7 (74 k)~ representa el filtro inverso de K, 7
es la masa global, relacionada con el ancho de banda del filtro
h, v representa la relacién entre amortiguamiento y masa, y
las constantes a; y ag son los coeficientes de segundo orden
de la ecuacidn en diferencias.

C. Contornos activos abiertos

El planteamiento del proceso iterativo en el dominio de
la frecuencia, requiere que la sefial a procesar sea periddica,
condicién aplicable inicialmente sélo a los contornos cerrados.
Para una snake abierta, la minimizacién de su funcional de
energia no puede ser realizada mediante una sefial periddica
que determine el contorno. No obstante, es posible realizar
un filtrado lineal e invariante en el tiempo, aplicando el filtro
invariante en el espacio definido en la ecuacién (7) sobre una
snake extendida.

Esta snake extendida comprende, el contorno inicial abierto
visible mds unas extensiones ocultas unidas a los extremos
de ésta, construidas a partir de los pardmetros de esa misma
snake. El nuevo contorno estard constituido por 2N nodos, N
nodos de la snake visible, mas N nodos de las extensiones.

La ecuacién discreta de movimiento empleada para la
estimacidn de la posicién y forma del contorno abierto es,

Ve = ajUe_i+asug_o+n qe_q; (®)

(h0evi) ©)

donde ug es el vector de nodos de la snake visible, d¢ se
corresponde con las extensiones, ® denota la convolucién
circular, qc_q es el vector de fuerzas externas, h es el filtro,
los coeficientes 7, a1, y as son los utilizados en la ecuacién
(5). El operador x*¥ representa el resultado de unir los dos
vectores x y y de longitud N y z~ es un vector que contiene
los primeros N elementos de los 2N puntos del vector z.

Dado que el filtrado se realiza sobre la snake extendida
[vzdf] de tamafio 2N nodos, el filtro h también debe tener
una longitud de 1 x 2N. Por tanto, para los contornos abiertos
se trabaja con un filtro extendido [h™°], el cual se forma de
la siguiente manera,

h'®=[hg...hyo—1 0p...0x_1 hyso...hy ]
(10)
En cada iteracion, tras el filtrado sobre la snake extendida
(9), se extrae la parte visible de u¢, de tamafio 1 x N, y se
almacena en u¢_1, la cual junto con el valor de la iteracién
anterior u¢_o, permite calcular v¢ para la siguiente iteracién
(8). A partir de v¢ se calculan las extensiones d¢, de tamafio
1 x N, utilizadas en (9), de acuerdo a,

uEZ

d [n]{ Ve[N — 1] 4+ A/ (ve[N — 1] = v¢[N = 2]) n < N/2
ST velo] + A (ve[1] = velo]) nzag

donde n € [0, N—1],n’ =n+1,n” =n— N y el subindice
¢ representa la iteracién. El coeficiente A = §/(a + (),
determina el caricter de las extensiones como muestra la Fig.
1, mostrando como casos extremos,



e Un caso elastico A = 0, debido a que « = 1y g =
0. Representa la minimizacién de la energia de la 1?
derivada de la sefial, manteniendo un valor constante.

o Un caso rigido A =1, debido aque a =0y §=1. Se
corresponde con la minimizacién de la energia de la 2?
derivada de la sefial, manteniendo su pendiente constante.
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Fig. 1. [Extensiones para una coordenada del contorno en funcién de A.

I1I. FORMULACION DE LAS SUPERFICIES DEFORMABLES
A. Superficies deformables cerradas

Una superficie deformable o malla activa es una estruc-
tura tridimensional paramétrica variante en el tiempo, v =
v(s1,82,t) = (x(s1, 82,1),y(s1, $2,1), 2(s1, $2,1)), donde «z,
y y z son las funciones coordenadas, (z,y,2) € R3, s;
€ [0,L1] y s2 € [0,Ls] son los parimetros del dominio
bidimensional espacial y ¢ es el tiempo. Al igual que en los
contornos activos, la forma y la evolucién de la superficie
deformable, se encuentra gobernada por un funcional de
energia,

E(v)=8(v)+P(v), (12)

formado por fuerzas internas y externas. El componente de
energia de las fuerzas internas se define por,

S(v) =8a(v) + Ss(v), (13)
donde
L1 L 2 2
! 2 ov v
- @ @& 14
Sa(v) /0 /o aq 95, + oo D55 dsy dsz, (14)
L L 2 2 2 2
! 2 0°v 0*v
0= [ Jy 5 faal o] +
?v |?
+ B2 m dsy dsg, (15)

a1 y ao son los pardmetros de elasticidad de la malla en
cada una de las dimensiones espaciales s; y $1, 81, (2 ¥
B12 son los pardmetros de rigidez. P(v) al igual que en
los contornos activos, representa el conjunto de fuerzas que
se aplica sobre la malla, pudiendo incluirse en este término
fuerzas procedentes de informacién externa como de una
imagen u objeto tridimensional, u otras fuerzas no lineales
definidas sobre la propia malla, como limitaciones en la
distancia entre nodos vecinos.

Con la formulacién propuesta en el dominio de la frecuen-
cia, la extension al caso bidimensional es directa. En este

caso serd necesario utilizar la DFT bidimensional sobre la
variable ug[ni,n2] que contiene los pardmetros de forma de
la superficie deformable para cada iteracion £. Suponiendo
mallas activas cerradas y siguiendo el mismo razonamiento
presentado en el apartado II-B, se puede llegar a la mini-
mizacién del funcional de energia (12) con una ecuacién de
movimiento equivalente a (7),

(@) = h(@) (a1 g1 (@) + a2 ie2(®) + 17" 41 (@) ,
(16)
donde w = {wi,ws}, w1 y wo hacen referencia a las
dos dimensiones del dominio frecuencial, y 7, a1, y as se
corresponden con los definidos en la ecuacién (5).

El movimiento de la malla puede expresarse en el dominio
espacial haciendo uso de la Transformada Discreta Inversa
de Fourier Bidimensional (DFT2D~"), de manera que (16)
pasa a ser la siguiente ecuacién en diferencias,

ue[] = h] © (ay ue_a 7] + az ug_af] + 0" a4 [7])
a7
donde @ = {ni,na2}, n1 y no referencian a las dimen-
siones espaciales discretizadas, ug[77] es una matriz de tamafio
N; X Na, correspondiente a los nodos de cada una de las
coordenadas, y h[72] es un filtro paso bajo (pseudo inverso del
filtro k[7] que contiene la representacion de las derivadas)[8].
Notar que andlogamente a los contornos activos, la malla
activa quedard definida por 3 matrices, ug, ug y ug, para
los pardmetros de cada funcién coordenada, aplicandose el
proceso descrito a cada coordenada de forma independiente.

B. Superficies deformables abiertas

La solucién basada en las extensiones propuesta en el
apartado II-C puede aplicarse también al caso bidimensional
para mallas activas abiertas. Definiendo z¢[%1] como una
componente de la malla bidimensional de tamafio N; X Na,
y d¢[7] como las extensiones de la malla, la malla extendida

z#+d queda de la siguiente manera?,

a da¢ @
#d=|d z "
@ & d

donde los superindices ¢, b, [, r significan superior, inferior,
izquierda y derecha, respectivamente, mientras que los su-
perindices numéricos hacen referencia a las cuatro esquinas
de la malla extendida.

Para construir las extensiones, se aplica un razonamiento
similar al realizado en la ecuacién (11) obteniendo’,

Ny N.
d' =17 172, + Al {]T(zt,* —2_1.), (18)
N N
d =z, [1 7 1]+ M\ (2. — z,k,H)[?1 1, 19
1 N
d' = 5((‘11,1 - di,zq)[?l 1] +di,z 1 % 1]+
(20)

N N.
5T~ )+ [ .1d, ),

2Con el fin de simplificar la notacién, se han omitido los subindices & que
identifican cada iteracidn, y la variable espacial discreta 7.

3Las extensiones db, d” y d2, d3, d* se generan de la misma forma que
dt, d' y d' respectivamente, pero en cada caso, con las filas y columnas
correspondientes.



donde \; = ;/(a; + ;) parai = {1,2}, y los subindices ¢, %
y *,l denotan respectivamente, la fila superior y la columna
situada mas a la izquierda de cada matriz. Notar que las
ecuaciones (18) y (19) representan la extensién 2D de la
ecuacion (11) y la ecuacioén (20) es la interpolacién bilineal
entre las extensiones adyacentes de la malla.

El caracter de las extensiones, al igual que ocurre en los
contornos activos, depende de los coeficientes A\; y Ao. La
Fig. 2 muestra que valores A; = 0 generan extensiones con
valor constante, mientras que con A\; = 1, las extensiones
mantienen la pendiente de la malla.
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Fig. 2. Caracter de las extensiones en los 2 casos extremos: (a) A1 = A2 =
0, (b) A1 = A2 = 1. La malla visible es la parte interior (en rojo), mientras
que las extensiones se corresponden con el borde (en negro).

Al igual que en el caso unidimensional, el empleo de
extensiones requiere una extension del filtro h de la ecuacién
(17) de forma similar al realizado en (10).
Dependiendo de la existencia o no de las extensiones, la
malla evoluciona en el proceso iterativo de distinta manera,
tal y como muestra la Fig. 3,
1) Si no se fijan extensiones, la malla adopta la forma de
un toroide, quedando por tanto, cerrada (Fig. 3(a)).

2) Si las extensiones superiores e inferiores o las de la
derecha e izquierda no existen, la malla queda abierta
en una dimensién y cerrada en la otra (Fig. 3(b)).

3) Si la malla visible estd totalmente rodeada de exten-
siones ocultas, la forma resultante serd de una malla
totalmente abierta (Fig. 3(c)).

IV. CONCLUSIONES

En este articulo se ha planteado una formulacién basada
en la transformacién frecuencial de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, que controlan la adaptacién de los contornos y
superficies activas segun las fuerzas internas de deformacién
y externas fijadas por el problema. Dado que el empleo de
la formulacién frecuencial, requiere una periodicidad en el
modelo a adaptar, se han presentado las extensiones ocultas
necesarias para la aplicacién de esta formulacién en el caso
de contornos y superficies abiertas. Este nuevo planteamiento,
permite el empleo de los modelos deformables de una forma
eficiente en aplicaciones que requieran una elevada velocidad
de adaptacién o el uso de modelos con un elevado nimero de
nodos.
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Fig. 3. Evoluciones de la malla en funcién de las extensiones: (a) Cerrada,
(b) Abierta en una dimension, (c) Abierta

Como lineas de desarrollo futuro, en la actualidad se trabaja
en el estudio de diferentes procedimientos para la extraccion
de la informacién en objetos tridimensionales que permita una
mayor velocidad y precision en la adaptacidn por parte de la
malla activa.
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