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Resumen

En esta investigacion, se exploré el uso del polinomio de Taylor como una
herramienta para resolver limites indeterminados en el analisis matematico. Se
destaco la importancia de resolver limites y como el polinomio de Taylor ofrece una
alternativa precisa para abordar la complejidad de los limites indeterminados. La
metodologia detallada incluy6 la definicion matematica del polinomio de Taylor, la
seleccion de ejercicios especificos y la resolucion paso a paso de cada uno. Los
resultados demostraron la eficacia del polinomio de Taylor al proporcionar
aproximaciones precisas de las funciones en los puntos relevantes, lo que permiti6
la evaluacion directa de los limites con resultados consistentes. La discusion
resaltoé la utilidad y las limitaciones de esta técnica, identificando areas para
futuras investigaciones. En conclusion, esta investigacion subraya el valor del
polinomio de Taylor como una herramienta poderosa en la resolucion de limites
indeterminados, contribuyendo al avance del conocimiento en el analisis
matematico.

Palabras claves: Convergencia; funciones; serie numérica.
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In this research, the use of the Taylor polynomial as a tool for solving indeterminate

limits in mathematical analysis was explored. The importance of solving limits was
highlighted and how the Taylor polynomial offers a precise alternative to address
the complexity of indeterminate limits. The detailed methodology included the
mathematical definition of the Taylor polynomial, the selection of specific exercises
and the step-by-step resolution of each one. The results demonstrated the
effectiveness of the Taylor polynomial in providing accurate approximations of the
functions at the relevant points, allowing direct evaluation of the limits with
consistent results. The discussion highlighted the usefulness and limitations of
this technique, identifying areas for future research. In conclusion, this research
highlights the value of the Taylor polynomial as a powerful tool in solving
indeterminate limits, contributing to the advancement of knowledge in

mathematical analysis.

Keywords: Convergence; functions; numerical series.
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INTRODUCCION

La resolucion de limites es un aspecto fundamental en el analisis matematico, ya
que permite entender el comportamiento de las funciones en puntos criticos y
determinar valores limites en diversas situaciones (Pineda et al., 2019). Los limites
son utilizados en una amplia gama de disciplinas, desde la fisica (Gonzalez-Flores
et al., 2021) y la ingenieria (Galindo Illanes & Breda, 2023) hasta la economia y las
ciencias sociales (Tarasov, 2019), donde son fundamentales para modelar
fenéomenos y tomar decisiones informadas. Sin embargo, en ocasiones, la
resolucion de limites puede volverse complicada, especialmente cuando se trata de
funciones que presentan formas indeterminadas (Domecq et al., 2019).

La complejidad de resolver limites indeterminados ha llevado al desarrollo de
diversas técnicas y herramientas para abordar este problema. Una de estas
herramientas es el polinomio de Taylor, que proporciona una forma de aproximar
funciones complicadas mediante polinomios mas simples (Bakas, 2024). El
polinomio de Taylor ofrece una alternativa eficaz para resolver limites
indeterminados al proporcionar una aproximacion precisa de la funciéon original en
un punto dado (Pan, 2023).

La problematica que aborda esta investigacion radica en la necesidad de desarrollar
métodos efectivos para resolver limites indeterminados y comprender el
comportamiento de las funciones en situaciones criticas (Bottazzi, 2023). La
aplicacion del polinomio de Taylor en la resolucion de limites indeterminados
representa una solucion potencial a esta problematica, ya que ofrece una técnica
precisa y generalizable para aproximar funciones complicadas y evaluar limites de
manera eficiente (Sun, 2023).

El objetivo de esta investigacion fue explorar y demostrar la aplicacion del
polinomio de Taylor en la resoluciéon de limites indeterminados, mediante la
resolucion de ejercicios practicos que ilustren su utilidad y eficacia en diferentes

contextos matematicos.
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En este estudio, se implement6 un enfoque sistematico y riguroso para investigar

la eficacia del polinomio de Taylor en la resolucion de limites indeterminados (Holey
& Wiedemann, 2023). La metodologia se dividio en varias etapas bien definidas
para garantizar la precision y la replicabilidad de los resultados.

En primer lugar, se llevo a cabo una revision detallada sobre la definicion
matematica del polinomio de Taylor, como técnica esencial en el analisis
matematico (Abbaszadeh et al., 2021). El polinomio de Taylor para cada funcion

f(x) analizada en un punto “a” se defini6é de la siguiente manera:

P(x) = f(@) + f(@)(x — a) + % G ay+ f”;a)

(x—a)+- o

Donde f'(x),f”(x),f""(x), ..o, representan las derivadas sucesivas de la funcion
f(x) evaluada en x = a.

Se seleccionaron tres problemas representativos de limites indeterminados
obtenidos del libro “Calculo diferencial e integral de funciones de una variable”, del
autor Pérez-Gonzalez (2008) cada uno disenado para evaluar la capacidad del
polinomio de Taylor para proporcionar aproximaciones precisas de las funciones

en puntos criticos. Los ejercicios seleccionados fueron:

sin (x)

a) lim
x—0 X

b) lim 2%

x—1 x—1
o Jim (1+3)’
Para cada uno de los ejercicios seleccionados, se calculé el polinomio de Taylor de
la funcion dada alrededor del punto de tendencia, utilizando la formula del
polinomio de Taylor y las derivadas de la funciéon. Luego cada funcion del limite
indeterminado se sustituyo por el polinomio obtenido, con le fin de simplificar la

expresion del limite. Finalmente, se evalu6 el limite resultante utilizando técnicas

algebraicas y aprovechando la simplicidad del polinomio de Taylor.
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RESULTADOS Y DISCUSION

Resultados del problema 1

Las primeras derivadas del ejercicio 1 de la funcién f(x) = sin (x) evaluadas en x =
0 arrojaron los siguientes resultados:

f(0) =sin(0) =0

f'(x) =cos(x) = f(0) =cos(0) =1

f7(x) = —=sin(x) = f7(0) = —sin(0) = 0

f7°(0) = —cos(x) » f"(0) = —cos(0) = -1

al sustituir estos valores en el polinomio de Taylor se obtuvo la siguiente expresion:

3

x
P(x)=x—§+---

Este polinomio fue sustituido en el limite y el resultado se muestra a continuacion:

x3

x—_
3T _ 4

lim
x-0 X

La resolucion del primer ejercicio siguié una metodologia estructurada que incluyo
el calculo del polinomio de Taylor alrededor de x = 0 la aplicacion de este polinomio
en el limite dado y la evaluacion resultante del limite. Se observo que el polinomio
de Taylor se limit6 en el término correspondiente a la tercera derivada de la funcion
sin (x). Esto se debe a que, en este caso particular, las derivadas sucesivas de la
funcién seno siguen un patron periédico, la cuarta derivada vuelve a ser la funcion
seno original, lo que resultaria en un término cero al evaluarla en x = 0 por lo tanto,
incluir términos de orden superior no aportaria informacion adicional significativa
a la aproximacion del polinomio de Taylor y solo aumentaria la complejidad del
calculo. Este enfoque demuestra una seleccién eficiente de términos en el
polinomio de Taylor para obtener una aproximacion precisa del limite dado. Sin
embargo, es importante tener en cuenta que este razonamiento es especifico para
la funcion seno y puede variar para otras funciones, donde podrian ser necesarios
mas términos en el polinomio de Taylor para obtener una aproximacion precisa

(Alves 2023, Sastre et al. 2019 y Howard 2019)

Resultados del problema 2
Los resultados de las primeras derivadas de la funciéon f(x) = In (x) evaluadas en

x = 1, se muestran a continuacion:
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1
fF@=--f=1

1
=== m=-1

2
f///(x) - F _) f///(l) - 2
Los valores obtenidos en cada derivada se reemplazaron en la formula de Taylor,

obteniendo el siguiente polinomio:
1 2
p(x) =0+ 1(x—1) —E(x— 1)2 +§(x— 13+
Por lo tanto, p(x) = In (x), al hacer este cambio en el limite, se obtuvo la siguiente
expresion:

1 2
limO+1(x—1)—?(x—l)2+m(x—1)3+---

x-1 x—1

Al simplificar (x — 1) en el numerador y denominador la expresion resultante fue la

siguiente:
lim 1 ! 1) + 2 D=1
Jm E(x ) i(x ) =

En la resolucion del segundo ejercicio, se utilizo el polinomio de Taylor alrededor
de x =1 para aproximar la funciéon In (x) en el numerador del limite dado. Se
calcularon las primeras tres derivadas de la funciéon In(x) en x =1, lo que
proporciono suficiente informacion para construir un polinomio de Taylor que
capturara el comportamiento de la funciéon en las proximidades de x =1. La
eleccion de incluir hasta la tercera derivada se baso en las caracteristicas de la
funcion In (x) y su comportamiento alrededor de x = 1.

La funcion In (x) es una funcion logaritmica que crece indefinidamente cuando

x"se acerca a 0 (Campo-Meneses & Garcia-Garcia, 2020), pero se vuelve
infinitamente negativa cuando "x" se aproxima a +«. Sin embargo, alrededor de x =
1, la funcioén tiene un comportamiento mas simple. Las derivadas deIn(x) enx =1
brindaron informacion sobre como cambia la funcion en este punto especifico.

Al evaluar el limite, se encontré que el resultado fue 1, lo que indica que a medida
In (x)

-1

[P

que “x” se acerca a 1, el cociente se aproxima a 1. Este resultado puede

interpretarse geométricamente como la pendiente de la tangente a la curva de

In(x) en x =1, que es igual a 1. En otras palabras, la tasa de cambio de In(x) en
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x =1 es 1. Esto concuerda con la naturaleza continua de la funcion In(x) en ese
punto.

Resultados del problema 3

X
En este ejercicio la funcion: f(x) = (1 +§) puede aproximarse al polinomio de

Taylor de la funciéon g(x) = e* alrededor de x = 0 por lo tanto la serie polinémica
puede expresarse de la siguiente manera:

x?
=1 4+ E
p(x) +x+2|+ + no‘ﬂ'

X
Al reemplazar e* por su expansion en serie de Taylor en (1 +§) se obtuvo las

siguiente expresion:

. 1 x . In (1+1)-x lim In (1+l)-x

lim (1 + — = lim e X = @x—>x X
x

X—00 X—>00

Utilizando la regla de L'Hopital el limite en el exponente tiende a 1, por lo tanto:

1
lim eln (1+§)-x = el
X—00
De esta manera el problema lim ( ) tiende a "e"
X—00

La eleccion de utilizar el polinomio de Taylor de e* en la resolucion del tercer

ejercicio, se basa en la relacion intrinseca entre esta funcion exponencial y la
.. . 1\* .
expresion dada. Al analizar la forma de (1 + ;) , se puede notar su similitud con la

definicion de e*.

Por otro lado, la funciéon e* tiene una importancia fundamental en matematicas y
ciencias naturales (Portet, 2020) debido a su conexion con el crecimiento
exponencial y el calculo de tasas de cambio. Utilizando el polinomio de Taylor de
e*, se expandi6 la funcion alrededor de x = 0, lo que permiti6 aproximar e* con

mayor precision. Dado que el limite que se evalu6 implic6 a "x" tendiendo a infinito,

la expansion de Taylor de e*es una herramienta valiosa, ya que permite

comprender como e* se comporta para valores de "x" grandes.

X
La aplicacion de la regla de L'Hopital para evaluar el limite lim (1 +i) fue
X—00

necesaria debido a la indeterminacion que surgi6 al intentar evaluar directamente
el limite. Esta técnica permitio transformar el limite original en una expresion mas

sencilla de evaluar, lo que condujo a la conclusiéon de que el limite es igual a

476



poderosa para abordar limites que involucran funciones complicadas o

indeterminaciones. Mientras que el polinomio de Taylor proporciona una
aproximacion local de la funcién alrededor de un punto (He & Ji, 2019), la regla de

L'Hopital permite manejar indeterminaciones especificas (Xiong & Zhang, 2023),
como % o g al combinar estas técnicas, se puede resolver limites de manera efectiva

y comprender mejor el comportamiento de las funciones en el limite.

La aplicacion del polinomio de Taylor en la resolucion de limites indeterminados
proporciona una herramienta poderosa y generalizable para aproximar funciones
complicadas y evaluar limites de manera eficiente (He & Ji, 2019). Esta técnica
ofrece una alternativa a métodos mas tradicionales y puede ser aplicada en una
amplia gama de contextos matematicos y cientificos.

Esta investigacion contribuye al cuerpo de conocimientos en el campo del analisis
matematico al demostrar la utilidad y eficacia del polinomio de Taylor en la
resolucion de limites indeterminados. Los resultados y la discusion proporcionados
en este estudio pueden servir como referencia para futuras investigaciones y

aplicaciones practicas en diversas disciplinas cientificas.

CONCLUSION

-El polinomio de Taylor es una herramienta efectiva para aproximar funciones
complicadas y resolver limites indeterminados en el analisis matematico.

-La aplicacion del polinomio de Taylor en la resolucion de limites indeterminados
puede proporcionar resultados precisos y eficientes en una variedad de contextos
matematicos y cientificos.

-Esta investigacion demuestra la importancia y el potencial del polinomio de Taylor
como una herramienta fundamental en el analisis y la comprension de funciones

y limites en el campo de las matematicas y las ciencias aplicadas.
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