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RESUMEN

En este trabajo, se describe una implementacion natural del clasico Método de la
Funcién Barrera Logaritmica para un Programa Convexo Diferenciable. Para esto se
asume que las funciones objetivo y las funciones restriccion satisfacen la condicion de

lipschitz con constante de Lipschitz M > 0.

En el método propuesto, la busqueda lineal se hace a lo largo de las direcciones
newton con respecto a la funcion barrera logaritmica estrictamente convexa cuando
estamos demasiado lejos de la trayectoria central, y cuando estamos demasiado
cerca de la trayectoria central con respecto a una métrica utilizada, solo reducimos el
pardmetro de barrera. Para dicho método se prueba que, el nUmero de iteraciones

gue se necesitan para que el algoritmo converja a un € -solucién Optima es de

O((1+ M 2)\/ﬁ|log g|) 0 O<(1+ M 2)n|log 8|)

Palabras Claves: Programacion Convexa, Método de Funcion Barrera, Método

Punto-Interior
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ABSTRACT

In this work, a natural implementation of the classic Logarithmic Barrier Function Method for
a Differentiable Convex Program is described. For this, it is assumed that the objective
functions and the restriction functions satisfy the lipschitz condition with Lipschitz constant
M > 0.

In the proposed method, the linear search is done along the newton directions with respect
to the strictly convex logarithmic barrier function when we are too far from the central path,
and when we are too close to the central path with respect to a metric used , we only lower
the barrier parameter. For this method it is proved that the number of iterations needed for

the algorithm to converge to an & -optimal solution is

O((1+ M 2)\/ﬁ|logg|) 0 O((1+ M?)nllog 5|)

Keywords: Convex Programming, Barrier Function Method, Point-Interior Method

(e
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INTRODUCCION

Los métodos clasicos de penalidad para resolver problemas de optimizacion restricta
mln{fO(x)/ fl(x) <0i= 112!3! "'In}

Pueden ser divididos en dos clases: métodos de punto interior y exterior. Los métodos de
punto interior operan en el interior de la region factible mientras que los métodos de punto
exterior intentan obtener la solucion desde la parte externa de la region factible.

Ambas clases pueden ser divididas en dos subclases. Los asi llamados métodos
paramétricos debido a que tienen un pardmetro de control en la funcion de penalidad para
controlar la convergencia hacia la solucién. Los métodos no paramétricos no operan
explicitamente con un parametro de control, pero la convergencia hacia el minimo es
controlada por una sucesion de niveles de truncamiento de la regién factible, convergiendo

a z* el valor minimo desconocido del problema.

Métodos de punto interior paramétrico estan basados en funciones penalidad de la forma
n
fol®) = 1 ) W(=fi(x)
i=1

Donde p denota un parametro de control positivo y W es una funcion de una variable n, tal
que W(0+)= - «. Debido a la singularidad que presenta en n=0, dichas funcionesson

llamadas Funciones Barrera.

Muchas elecciones para ¥ han sido propuestas en la literatura, por ejemplo, la funcién
inversa — n 7', la inversa de la funcién cuadratica -n2, pero la funcion logn es la que ha

atraido la mayor atencion en la literatura.

Métodos de punto interior no paramétrico estan basados en funciones barrera de la forma
n
—q¥(z = fo(0) = Y W(-fi(x))
i=1

Donde g es un factor de peso positivo. Su hombre puede ser algo engafioso, debido a que
el nivel de truncamiento z puede ser visto como un parametro de control. Sin embargo,
ellos son llamados no paramétricos debido a que en esos métodos el parametro de control

no es usado explicitamente, pero este es ajustado automaticamente

Pagina | 9



78 = 21— 0 — o (x"))

Donde 0 < © <1 es un factor de relajacion, para asegurar que
zk1 > zk > 72+

Nuevamente aqui la funcion log(n) capta la atencién de muchos.

En este trabajo de investigacion se pretende utilizar una variante de la funcién logaritmo
para a través del método de la funcién barrera aplicarla y obtener la solucion de un

programa convexo.

O pide
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CAPITULO |

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA

Los métodos clasicos de penalidad para resolver problemas de optimizacion restricta

min{fo(x) / filx) <0i=1273,..,n}

Pueden ser divididos en dos clases: métodos de punto interior y exterior. Los métodos de
punto interior operan en el interior de la regién factible mientras que los métodos de punto

exterior intentan obtener la solucion desde la parte externa de la region factible.

Ambas clases pueden ser divididas en dos subclases. Los asi llamados métodos
paramétricos debido a que tienen un parametro de control en la funcion de penalidad para
controlar la convergencia hacia la solucién. Los métodos no paramétricos no operan
explicitamente con un parametro de control, pero la convergencia hacia el minimo es

controlada por una sucesion de niveles de truncamiento de la region factible, convergiendo

Gépde:

Métodos de punto interior paramétrico estan basados en funciones penalidad de la forma

a z* el valor minimo desconocido del problema.

fol®) =1 ) (=)

Donde u denota un parametro de control positivo y W es una funcion de una variable n, tal
que W(0+)= - «=. Debido a la singularidad que presenta en n=0, dichas funciones son

llamadas Funciones Barrera.

Muchas elecciones para ¥ han sido propuestas en la literatura, por ejemplo, la funcién
inversa — n ™', la inversa de la funcién cuadratica -n2, pero la funcion logn es la que ha

atraido la mayor atencion en la literatura.

Métodos de punto interior no parameétrico estan basados en funciones barrera de la forma

—q¥(z— fo)) = ) W)
i=1
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Donde g es un factor de peso positivo. Su nombre puede ser algo engafoso, debido a que
el nivel de truncamiento z puede ser visto como un paradmetro de control. Sin embargo,
ellos son llamados no paramétricos debido a que en esos métodos el pardmetro de control

no es usado explicitamente, pero este es ajustado automaticamente
76 = 7K1 — 0Kt - fo(x))
Donde 0 < © <1 es un factor de relajacion, para asegurar que
zk1 > zk > 7

Nuevamente aqui la funcion log(n) capta la atencién de muchos.

1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA

La idea de usar la funcion logaritmo como herramienta para resolver problemas de
optimizaciéon datan del afio 1955 cuando Frish (1955a) lo usa para problemas de
programacion lineal. Posteriormente el mismo Frish (1955b) utiliza una funcién al que llamo
Funcion Potencial Logaritmica para resolver un problema convexo, pero solo uso el
gradiente de la funcién para mantenerse alejado de la frontera de la region factible. Afos
después Faicco y McCormick (1968) sistematiza las ideas de funciones barrera para
resolver problemas de programacion no lineal. Posteriormente el trabajo de Karmarkar
(1984) marca un hito al publicar su algoritmo que resuelve un problema de programacion
lineal en tiempo polinomial. Luego Gill, Murray, Saunders, Tomlin y Wright (1986) logran
deducir una relacién entre el método e barrera logaritmica paramétrica y el método de
Karmarkar pero para el caso de problemas de programacion lineal. Vemos que tratan con
mas énfasis el caso de programacion lineal, no habiendo tratado a profundidad, POR LO
TANTO se puede definir el

Problema general: De qué manera un Programa convexo podria ser resuelto usando alguna

variante de la funcién logaritmo?

Problema especifico: De que forma el Método de Barrera Logaritmica puede solucionar el

Programa Convexo?

b/ %
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1.3 OBJETIVOS

1.3.1. OBJETIVO GENERAL

Aplicar una variante de la funcion logaritmo a programacion convexa.

1.3.2. OBJETIVO ESPECIFICO

Aplicar el Método de Barrera Logaritmico para resolver un Programa Convexo.

1.4LIMITANTES DE LA INVESTIGACION

Tedricos: La investigacion, es del tipo tedrica y se tiene como limitante 0 enmarcada

dentro de la teoria de optimizacién paramétrica.
Temporales: No aplica

Espaciales: No aplica

i
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CAPITULO II

MARCO TEORICO

Este capitulo estd dedicado a una revisibn de algunos conceptos matematicos en el

analisis de Programacion No-Lineal.

2.1 Antecedentes

2.1.1 Internacionales

A nivel internacional tenemos los siguientes datos. Gill et al.(1986) fueron los primeros en
derivar una relacion entre el método de Karmarkar (1984) y el método de barrera
logaritmica paramétrica para programacion lineal. Su equipo también implemento el método
de barrera logaritmica obteniendo resultados importantes. Sin embargo, ellos no probaron
la polinomialidad como lo hizo Karmarkar (1984). Gonzaga (1989) fue el primero en probar
la polinomialidad para una versibn especial del método barrera logaritmica para
programacion lineal. En este método el parametro de barrera es reducida por un factor 1-
0.005/n lo cual significa que solo pasos muy pequefios son tomados. Lo que lo hacia en la

practica un método excesivamente lento.

Después, Roos y Vial (1990) y Gonzaga (1989) desarrollaron independientemente una
version mas natural y practica de método de barrera logaritmica para programacion lineal.
En este método el parametro de control se puede reducir por un factor arbitrario entre Oy 1.
Esto significa que los iterados no necesitan estar cerca de la trayectoria central y por tanto
pasos grandes pueden darse. Ellos también probaron que este método necesitaba 0(nL)

iteraciones.
2.1.2 Nacionales

La teoria de Métodos de Punto interior en nuestro pais ha sido un area nueva de interés, en
particular en la universidad Nacional Mayor de San Marcos, el profesor Edgar Quijano
Urbano trabajo un algoritmo Primal-Dual basado en el método de barrera logaritmica

aplicado a un problema de programacion lineal (ver Edgar, 2019)
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2.2 Marco

2.2.1 Tebrico

Un modo de resolver problemas de optimizacion con restricciones en forma de desigualdad

( Min f(x)
s.a
g1(x) <0

) g2(x) <0

\gm(x) <0

Es mediante la aproximacion a este problema a través de una familia de problemas de
minimizacion irrestricta

(P){Min F(x)para x € R™

Donde la funcién objetivo F(x) del problema irrestricto es construido a partir de la funcion
objetivo f(x) y de las restricciones del problema restringido de tal modo que:

e F(X) incluye un término de penalidad el cual incrementa el valor de F(x)
mientras que la restriccion g;(x) < 0 es violada. Es decir, violaciones grandes

resultan en incrementos grandes.

e El minimo x; del problema (P") este proxima a la region factible y x; esta
proxima al minimo del problema (P).

Usando esta aproximacion, se espera que, como el tamafio del término penalidad en F(x)

aumenta, el minimo x5 de F(x) se aproximara al minimo del problema (P).
Por otro lado, un Programa Convexo es un problema de optimizacion de la forma

(Min f(x)
s.a
g1(x) <0

(P gz(x? <0

kgi(xj <0

En la cual todas las funciones involucradas son funciones convexas y la clave para resolver
dicho problema es la aplicacion de las famosas condiciones o teorema de Karush-Khun-
Tucker. Este resultado asocia un programa convexo con un sistema de ecuaciones
algebraicas y desigualdades que con frecuencia pueden ser usadas para desarrollas

procedimientos efectivos para calcular minimos, y también pueden ser usados para obtener
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informacion adicional acerca de la sensibilidad del valor minimo del programa convexo a

cambios en las restricciones.
A continuacion presentamos parte del material bibliogréfico utilizado en el marco tedrico.

FRISCH, R. (1955a). The Logarithmic Potential Method for Solving Linear

Programming Problems. Memorandum, Institute of Economics, Oslo, Norway.

FRISCH, R. (1955b). The Logarithmic Potential Method of Convex Programming.

Memorandum, Institute of Economics, Oslo Norway.

PARISOT, G. R. (1961). Resolution Numérique Approchee du Probléme de
Programmation Linéaire par Application de la Programmation Logarithmique. Revue
Francaise de Recherche Operationelle, 20, 227-259.

FIACCO, A. V., and McCormick, G. P. (1968). Nonlinear Programming: Sequential
Unconstrained Minimization Techniqués, Wiley, New York, New York.

KARMARKAR, N. (1984). A New Polynomial-Time Algorithm for Linear Programming.
Combinatorica, 4, 373-395.

Gill, P. E., Murray, W., Saunders, M., A., Tomlin, J., A., and Wright, M., H. (1986). On
Proyected Newton Barrier Methods for Linear Programming and an Equivalence to

Karmarkar s Proyective Method. Mathematical Programming, 36, 183-209.

Gonzaga, C, C. (1989). An Algorithm for Solving Linear Programming Problems in
O(nL) Operations, Progress in Mathematical Programming: Interior Point Methods, Edited
by N., Megiddo , Springer Verlag, New York, 1-28.

Roos, C., and Vial, J., P. (1990). Long Steps with the Logarithmic Penalty Barrier
Function in Linear Programming, Economic Decision Making: Games Economics and
Optimization. Edited by J. Gabszevweecz, J. F., Richard, and L. Wolsey, Elsevier Science
Publisher, Amsterdam, Holland, 433-441.

Gonzaga C, C. (1991). Large-Steps Path-Following Methods for Linear Programming:
Barrier Function Method, SIAM Journal on Optimization, 1, 33-41.

Renegar, J. (1988). A Polynomial-Time Algorithm Based on Newton’s Methods for

Linear Programming, Mathematical Programming, 40, 59-93.
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2.2.2. Conceptual

La teoria de programacion no lineal con restricciones y la teoria de programacion
paramétrica permite encontrar las condiciones necesarias para poder aplicar el método de
barrera logaritmica a la programacion convexa, lo cual permite el planteamiento de un

algoritmo para resolver el problema en estudio.

2.3 Definiciones de términos basicos
Definicién (Conjuntos convexos)

Un conjunto C es llamado convexo si para cualquier par de puntos X,y en el conjunto, el
segmento que los une pertenece al conjunto C.

Definicion (Semiespacio)
Six* € R"y si a € R, entonces se define el semiespacio cerrado
Ft={x€eR": x*.x = a}
FT={x€R": x*.x<a}
Analogamente Semiespacio abierto
Gt={x€eR": x*.x>a}
G- ={x€ER": x".x<a}
Definicién (Combinacién Convexa)

Si x1,x2, ....x* son vectores en R" , entonces la Combinacién Convexa de x1,x?, ....x* es
cualquier vector de la forma A;x* + 1,x2 + --- + 1, x*, donde los 4; son nimeros reales
positivos tal que ¥¥ , 1; = 1.

Definicion (Capsula Convexa)

Sea D cualquier conjunto en R™, la interseccion de todos los conjuntos convexos que
contienen a D es llamado la Capsula Convexa de D.

Definicion (Funcion Convexa)

Sea f(x) una funcion real valuada definida sobre un conjunto convexo C en R™. Entonces

e Lafuncién f(x) es convexa sobre C si

fAx+ (A =-Dy) <Af(x)+ (A —-Df () Qu@wﬁ&

e Lafuncién f(x) es estrictamente Convexa sobre C si
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fOx+ (1 =Dy) <Af () + A =-Df )

Definicion (Problema Primal)

La formulacion primal del problema de programacion convexa suave:
(CP) min{f,(y): yeF}
Donde F denota la regioén factible, que es dada por

F={yeR" f (y)<0;1<i<n};

las funciones f, (¥),0<1i<n son funciones convexas continuas con derivadas de

primer y segundo orden en F, se denomina Problema Primal.

Definicién (Condicién de Suavidad)
Se dice que la condicién de suavidad es satisfecha por f si su matriz hessiana

satisface la Condicion de Lipschitz .

Hipotesis
Supondremos que el interior de la region factible F denotado por F ° es no vacio y

acotado, sin pérdida de generalidad nosotros asumimos que f, (y) es lineal, esto
quiere decir f; =—bTy y con b=0. Si esto se puede introducir una variable adicional

Y., una restriccion adicional f, -y, .,<0 y minimice Y, consecuentemente bajo

ciertas consideraciones el problema a tratar sera:
(CP) min{-b'y:yeF}.

La formulacion de Wolfe(Ref.26) del problema dual asociado con este problema

primal es:
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min _bTy_in fi (¥)
(D) sa Zn:xi Vi (y) =D

0

vV

X

Observacion
Note que no existe simetria entre el problema primal y dual desde el punto de vista de
programacion lineal, porque el problema dual (D) contiene ambas variables x e .

Ademas, el problema dual no es necesariamente convexo.

Sin embargo, un resultado bien conocido (Ref.26) es que si y es una solucion factible

del problema dual (CP) y (V, x) es una solucion factible del problema dual (D),

entonces se cumple

Ty <bTy-Yx £, ().

i=1

Debido a la suposicion que F es no vacio, se puede concluir que (D) tiene una

solucion minima y los valores extremos son iguales.

Definicién (Funcién Barrera Logaritmica)
Se define la funcion de barrera logaritmica asociada al problema (CP) como

#y, 1) =0Ty =Y log[~ 1, ()],

i=1

donde ¢ es el parametro de barrera. Las derivadas de primer y segundo orden de

#(y, 1) estan dadas por:

9y, £)=V(y, i) =—bl s+ YV 1, () 1[-, ()] 1(a)

i=1

Hy ) =90, = X[V 6 [ §, W]+ OV 6 11, (07] 1)

i=1



Si no hay confusién es posible escribir por brevedad g y H en lugar de g(y,ux) y

H(y, 1) -

Definicién (Aproximacion Cuadratica)

Se define la aproximacion cuadratica qy(y,y) para ¢(y,u)en el punto Y , dado por:

a,(y.2) =p(y. 1)+ 9" (v, )+ (@7 2)(y—y) H(y-Y):

Nosotros usaremos la H —norma denotada por ||.|,; para medir la distancia de puntos

especialmente préximos o cercanos a la trayectoria central.

Definicion (H-norma)

La definicion de esta norma es dada por:
1z] .= (zTHz)

Debido a que H es definida positiva, |.|, satisface las condiciones para ser norma

introducida esta notacion,

Definicion (Condicion de Lipschitz)
Se define la condicion de lipschitz de la siguiente manera:

IM>0/WWeR",Vy,y+heF’, VI<i<n
VT (V2 (y+h)=V2f, () )| <M h| v V2 (y)v. )

Una condicién similar es usada por jarre (Ref.22). En general la condicién puede ser

G
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CAPITULO 1l
HIPOTESIS Y VARIABLES
3.1 HIPOTESIS
Hipotesis general
Si las funciones involucradas en el Programa Convexo satisfacen condiciones de
suavidad entonces se le puede aplicar el método de barrera logaritmica paramétrica.
Hipotesis especifica
1. Si las hessianas de las funciones involucradas en el Programa Convexo
satisfacen la condicion de Lipschitz entonces se le aplica el método de barrera
logaritmica paramétrica.
2. Si se aplica el método de barrera logaritmica paramétrico al Programa Convexo

entonces se genera un esquema iterativo de solucién para dicho problema.

3.2. Definicién conceptual de las variables

Las variables identificadas en la hipotesis general, se pueden definir conceptualmente
como:

3.2.1 VARIABLE DEPENDIENTE: La funcidn Barrera Logaritmica

3.2.2 VARIABLE INDEPENDIENTE: Hessiana de la funcion

3.3. OPERACIONALIZACION DE LAS VARIABLES.

VARIABLE DEFINICION DIMENSIONES INDICADORES INDICES METODO | TECNICA
INDEPENDIENTE
Hessianas de las Segunda Derivada | Lateoria de La condicion de Lipschitz Conjunto factible Demostra | Construc
funciones de la funcidn programacion no tivo tivo
lineal Deductivo
e
inductivo
VARIABLE DEFINICION DIMENSION INDICADORES INDICES METODO | TECNICA
DEPENDIENTE
Funcién Barrera Es la funcion La teoria de La direccién newton El parametro de la Demostra | Construc
Logaritmica barrera a utilizar Programacion funcion barrera tivo tivo
paramétrica Deductivo
e
inductivo
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CAPITULO IV
DISENO METODOLOGICO

4.1. Tipo y disefio de la investigacion

El tipo de investigacion es basica, segun Alva Lucia Marin Villada (2008), “También
llamada investigacion pura, tedérica o dogmatica”. Se caracteriza porque parte de un marco
tedrico y permanece en él; la finalidad radica en formular nuevas teorias o maodificar las
existentes, incrementando los conocimientos cientificos o filoséficos, pero sin contrastarlos

con ningun aspecto practico.

Es un estudio basico porque mediante el cual, se buscara aportar conocimientos que
permitan mejorar algunos detalles del marco tedrico. El disefio es no experimental y tiene

un enfoque cualitativo
4.2. Método de Investigacion

Teniendo en consideracion lo planteado y/o descrito en el proyecto, el método utilizado en

el desarrollo es demostrativo e inductivo-deductivo

4.3. Poblacion y muestra

Poblacién: No aplica.

Muestra: No aplica

4.4. Técnicas e instrumentos de Recoleccion de la Informacién

La recoleccion de la informacion para resolver el problema del presente proyecto se
realizara mediante blsqueda bibliogréfica, busqueda por internet, etc. asimismo, a través
de la utilizacién de técnicas de analisis deductiva nos conduciran progresivamente a la

resolucion del problema planteado.

4.5. Analisis y procesamiento de datos. Los analisis de la informacién sobre el problema
convexo determinaran las necesidades de conseguir informacién para su respectivo
analisis y su incorporacion en el estudio para la solucion del problema convexo a traves de

la aplicacion de la funcién barrera logaritmica.

A continuacion presentamos, algunos comentarios, conceptos, proposiciones entre otros

gue nos permita establecer y obtener nuestro resultado. Vo).
w’z'

Pagina | 22



4.5.1. METODO DE LA FUNCION DE BARRERA

Similarmente a las funciones de penalidad, las funciones de barrera son también
usadas para transformar un problema restringido en un problema no restringido o en

una sucesion de problemas no restringidos.

Estas funciones trabajan como una barrera que impide que la solucién se salga de la
region factible. Si la solucion optimal ocurre en la frontera de la region factible el
proceso se manifiesta desde el interior a la frontera de la region factible. Los

problemas primal y de barrera se tratan abajo.

4.5.2 PROBLEMA PRIMAL
Consideremos el siguiente problema de optimizacion
minimizar f (x)
s.a.g(x)<0

XxeX,

donde g(x) es un vector funcion cuyos componentes son d,,...0,. Aqui f,d,,..,0,

son funciones continuas en E, y X es un conjunto no vacio en E . Notar que

cualesquiera restricciones de iguales, si en caso se presentan, son acomodadas con
el conjunto X.

Alternativamente, en el caso de restricciones de igualdad lineal, podemos eliminarlas
haciendo al respecto que algunas variables estan en funcion de otras, para asi reducir

la dimension del problema. La razén por la cual se hace esto necesario es que los
meétodos de la funcion de barrera requieren que el conjunto {x: g(x)< 0} sea no vacio,

lo cual podria obviamente no ser posible si las restricciones de igualdad h(x)=0

fueran acomodadas con el conjunto de desigualdades como h(x) <0 y h(x)>0.
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4.5.3 PROBLEMA DE BARRERA

minimizar ()

s.a.u>0

donde 6(u) =inf{f(x)+yB(x); g(x) <OeX}. Agui B es una funcién de barrera que es
no negativa y continua sobre la regiéon {X:g(x)<0} y se aproxima a o cuando la

frontera de la region {X: g(x) <O} se aproxima desde el interior mas especificamente,

la funcién de barrera B es definida por

B(x)=)4| g (¥)]

m
i=1
dondeg es una funcién de una variable que es continua sobre {y:y <0} y satisface

#(y)=0,si y<0 A Iirp_qﬁ(y):oo

Asi, una funcién tipica de barrera es de la forma

B(x):i Y B(x):iln(min{l,—gi (x)})

iz g (X) i1

Notar que la segunda funcion de barrera es no diferenciable debido al término

min{l, -0, (x)}

Ahora, para ¢ es esencial solamente en una vecindad de y= 0, se puede mostrar que

la siguiente funcion de barrera, conocida como Funcion Logaritmica de Barrera de
Frisch

B00= - [ 9, (9)].
b/ B0
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Nos referiremos a la funcion f(x)+ «B(x)como una Funcion Auxiliar. Idealmente nos
gustaria que la funcion B tomara valor cero en la region {x: g(x)<0} y valor ocen la

frontera.

Esto nos garantizaria que no caeria en la region {x: g(x)< 0} siempre que el problema

de minimizacion inicie en un punto interior. Sin embargo, ésta discontinuidad ¢ posee

serias dificultades para algunos procesos computacionales. Por tanto, esta

construccion ideal de B es reemplazada por el mas realista requerimiento, osea que B
€s no negativa y continua sobre la regién {x: g(x)< O}y gue se aproxima al infinito asi

como que la frontera es aproximada desde el interior. Notar que B aproxima la

funcion de barrera ideal descrita arriba cuando £ se aproxima a cero. Dado x>0y
evaluando (9(,u)=inf{f(X)+,uB(X);g(X)<O, X eX} no parece tan simple resolver el
problema original debido a la presencia de la restriccion g(x)<0. Sin embargo, como
resultado de la estructura de B, asi comenzamos la optimizacion desde un punto en la
region S={x:g(x)<0} N X e ignoramos la restriccion g(x)<0, se tendra un punto
optimal en S. Esto resulta del hecho de que como aproximamos la frontera de
{x:g(x)sO}de S, B se aproxima al infinito, lo cual impedira que se caiga en el

conjunto S. Esto se discutird detalladamente mas adelante.

4.5.4. METODO DE NEWTON Q} ﬁ N j.;@:

. . n n .z .
Sea la funcion F:R"—= R", se busca un cero de la funcién, es decir, busca un punto

AeR" tal que F(X):o, se realiza a través de un proceso iterativo, en el cual para

. ., n . . 7
cada iteracion se parte de un punto dado A€ R" y se recorre una aproximacioén de la

direccion AA tal que F()\+A)\)=0. Esta aproximacion se calcula a partir de un

modelo lineal para la funcién F, dado por el truncamiento de su expansién en serie de

Taylor en torno de A,

F(A+AN=F(N)+I(N)AA
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Donde J es el jacobiano de F. El calculo de la direccion AA a ser tomada para cada

iteracion es realizado a través de la solucion del sistema lineal J(A)AA=—F(A).

Escribiremos el sistema como F(A)=0dondeA=(x,u,s) y

A'u+8-c
F(A)=F(x,u,s)=| Ax-b
XSe — pe
En este caso el jacobiano de F es dado por:
0 A I
F(A)=J(x,u,s)=|A 0 0
S 0X

y la direccion de Newton A)\:=(AX,AU,AS); gue calculamos a partir de un punto

(x,u,s)eL’, dada por la solucién del siguiente sistema lineal

0 A" I [[AX 0
A 0 0 | Au 0
S 0 X ||As || ue—XSe

la direccion de Newton para la k — -ésima iteracion, entonces la nueva solucion seré:

X=X+ BEAXE
u“t =u® + BEAU"

sK =s" + BEASK

(i
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donde,BE y ﬂ; son longitudes de paso para las variables primal y dual,
respectivamente. La condiciéon no negatividad para x** y s** hacen posible la

eleccion de B¢ y f.

Para preservar la no negatividad diremos

B¢ =minimo {1, & {Ir/r(1A|Xr:|)m(3} _(A);k) ,

- . s
,B,'j::mlnlmo 1, minimo | ——2

st <o (a5°),

donde 0 <& < 1, ademas (Axk) y (Ask)_ es la i-ésima componente de AX" y As*

respectivamente; la razon por la que buscamos un oo menor que 1 es evitar

aproximarnos a la frontera del conjunto factible primal y del dual, respectivamente.

Finalmente notamos que las restricciones de igualdad del problema primal y dual se

satisfacen, en efecto ahora del sistema se desprende que:

AAX =0
ATAu+As=0

para la k -ésima iteracion se tiene
AAX* =0
ATAU* + As* =0

Entonces, la nueva solucién es factible.

Ahora regresando del sistema vamos a obtener de su tercera ecuacion la siguiente

expresion para As.

As =X (ue—XSe-SAX)

e
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sustituyendo, en la primera ecuacion de, tenemos
ATAU+XSAX=S—uX e
Resolviendo para As, obtenemos

Ax=XS™(S—uXe—A'Au)

Poniendo un S=-A"u+c¢

AX = XS‘l(—ATu +c—uX'e— ATAu)

Reemplazando en la segunda ecuacion:
—AXS'ATAU = —AXS ™} (-ATu+c— uX Te)
resolviendo para Au Yy sustituyendo, tenemos
A ((AxslAT )" AXS ™ (c— ATu— X 1e)) FXISAX =S — uX e
luego al despejar
XS AX=—uX Te+S— AT ((AXS‘lAT )" AXS (- ATy —yX_le))
Sea: D? = XS y realizando otra vez S =c— AT —u, entonces:
Ax=(-D?*-D’A"(AD’AT)"AD? )(c - ATu— X e)

X-1

:(—02 D?A" (AD?AT) ADZ)C
—u(—D2 DA (AD? - AT)lADZ) e
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Si =0, entonces:
Ax :(—D2 ~D’A(AD?AT)” ADZ)C

donde Ax es la solucion del sistema.

Si x4 =0, el sistema de ecuaciones en conjunto con las restricciones de no negatividad
para X y$ representan las condiciones de optimalidad para los problemas primal y
dual. La direccion de Newton calculada para x =0, apunta hacia el éptimo de estos
problemas. En general, se puede caminar poco a poco a lo largo de esta direccion sin

que una de las componentes de X435 sean negativos y consecuentemente, el progreso

obtenido a lo largo de este camino es pequeiio.

Para x>0, entonces sera un punto perteneciente a la trayectoria central. La direccion

de Newton apunta hacia la trayectoria central, hacia el interior del octante no negativo.

Entonces la direccion calculada para alguin x>0, se obtiene desviando hacia el

interior del octante no negativo, la direcciébn que apunta hacia el 6ptimo del problema.
El objetivo de este desvio es mantenerse alejado de la frontera del octante de manera
gue se permita un mayor paso a lo largo de la direccion calculada, sin salirse de la

region factible del problema.

45.5. PROPIEDADES DE LA TRAYECTORIA CENTRAL

Se puede probar que ¢(y, u) es estrictamente convexa sobre este dominio F ver (Ref.
22), ademas toma infinitos valores sobre la frontera del conjunto factible. Esto permite
concluir que para u fijo, esta funcion alcanzara el minimo valor en este dominio en

un anico punto, el cual es denotado por y(u).

Las condiciones necesarias y suficientes Karush-Kuhn-Tucker para este minimo son:
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f (y)<0,1<i<n 3)

Zn:xi Vi (y)=b,x >0 4)
—f (y)x =u—1<i<n %)

La funcion de barrera logaritmica no paramétrica:
glog(b"y—z)-> log[ -1, ()]
i=1

es relativamente proximo a la contraparte paramétrica 4. Lootsma (Ref.5) muestra

en un contexto mas general, que el punto de minimizacion para la funcién barrera

logaritmica no paramétrica con nivel Z de truncacion, llamado el centro y(z),
minimiza la funcién logaritmica paramétrica para:

_ g
“ [bTy(z) — z]

Asi llamaremos al punto minimizador y(x) “centro de (CP)” con respecto a K.

La trayectoria central del problema es definido como el conjunto de centros y(u),
donde u recorre de «~ a 0. Note que y(u) es primal factible y también x(ux) es dual

factible, ademas las diferencias de valores de las funciones, llamada “dualidad Grap”,

gue satisface la relacion:

b7y ()~ > % ()., (y(1))~bTy(w)

i=1

=3 ()., () =ns (6)

De aqui, si z— 0, entonces y(u) Y x(u) converge para soluciones optimas de los

problemas (CP) y (D), esto significa que la trayectoria central termina en la solucién

L - . T T
6ptima del problema. De la literatura especializada sabemos que b Y(u) es
monotonamente creciente si & decrece. Para programacion lineal es bien sabido que

la funcién objetivo del dual a lo largo de la trayectoria central es monétona decreciente
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si decrece . Sin embargo para programacion convexa suave no podemos encontrar

una demostracion, ni aun para la programacion cuadratica convexa.

Un primer resultado es el lema siguiente el cual nos dice que la funcién objetivo dual
b"y (1) =D % (), (y(w)
i=1
es monotona decreciente si & decrece.

Lema 4.5.1.-La funcién objetivo b'y(1) del problema primal (CP) es estrictamente

monotona decreciente, y la funcion objetivo del problema dual (D),
b"y(p) =% (1) T (y(w) ,
i=1

es mondtonamente decreciente si 4 decrece.

Prueba.-Nosotros tenemos esto x(u) Yy y(x) que satisface las condiciones de
K- K -K (3) - (5), tomando las derivadas con respecto a # de la ecuacion (4) y

(5), nosotros obtendremos:

& go)(2)
Som-(2)

de la primera expresion se tiene:

Xi(:“)v fi (y(ﬂ))"‘xi (ﬂ)[dijv fi (y(,u))+...+X;](,u)V f, (y(ﬂ))"‘xn(ﬂ)(dd_lqu f, (Y(ﬂ))zo

Y7

esto es igual
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ix{ Vi (y(#) +Zn:xi H,y'=0 @

de la segunda expresion se tiene

=X i (¥)—X% (dij f. (y(1))
U

=X f (Y)-%Vf (y)Ty'zl’ i=1,..n ©)

donde el primero denota la derivada con respecto a # y H, denota la matriz

hessiana de f, (y) El jacobiano de este sistema de ecuaciones (7) es claramente no
singular para x> 0; por lo tanto como una consecuencia del teorema de la funcion

implicita. Nosotros podemos concluir que X'y y' existen para x>0. Multiplicando

(8) por X; , tenemos:

X (_Xi. f, (y)—x VT, (y)Ty')zxi
(_Xi' fi (V)% —x VE (y)' y'): X;

De (5) tenemos que:

X =% VEWy=x.

Multiplicando ésta ecuacion por V f. (y), sumando sobre i y usando (7) y (4),

tenemos:

V() (X = XEVE ()T Y) =V ()(%)

ux vV f (y)=x2VE (y)VE (Y)Ty'=x VE (y)

sumando ambos lados desde 1 hasta N:
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[ VT, ()= X9E, OV, ()7y'] = X[ %V, ()]

HY XV ()2 V)V, ()T =b
de (4) y (7) tenemos:
—ugxi H, y'—gxfwi () y'=b.
Ahora, tomamos el producto interno con y', obteniéndose

O |13 Ay = VL 0V )y |~ ()b by
bTy'=—ﬂiXi (Y)H y' - in(y)Vfi V('Y

=YX ) HY = SR ()Y

i=1

n

:—u{i(ywi yI[=f 5 =26 0"y [ ()] }

T

=—u2(y'>{iHi y1[-f (y)]—ivn WVE W' /[~ (V] } y'

por lo tanto
by =—x*(y")Hy'<0,

dondeh=h.La Ultima desigualdad se sigue porque H es definida positiva y y=0.

Esto prueba la primera parte del lema. Par probar la segunda parte bastara probar

que:

du

Grgew) GO
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es no negativa. Nosotros tenemos
( d j[bTy— En,xi f; (Y)j
d/,l i1

gue es igual

d |
{EJ (b7y-+np) 10
- (dd_yj (bTy)+(dd—ﬂj(ny) =b"y'+n
= _,Uixi (y)"H, y._ixiz(v f (y)' y,)2+n

donde la dltima desigualdad sigue de (9). Elevando al cuadrado ambos lados de (8) y

sumando cada I, tenemos

[%-f, (N -xVE My =1r=1

(% f, (M) + DXV (D7) +2%.F (9 VE () y'=1

sumando ambos lados de i=1 hasta n

D066 O+ (VE @Y #2325, XV )Ty = i

Usando (5) y (7), nosotros tenemos que
ixé f; (Y(ﬂ))=—i‘,xi H,y'
(1 )] St |~ Sty |
anxu fi (y)xi Vfi (Y) = Zn: X Hi A
(yI)T |:ixl fi (y)xi vfi (y) } = (yI)T |:,UZn:Xi H, y}

anxil fi (Y)x VF, (y)y.:ﬂixi (YIH;y' (12)
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Sustituyendo (11) y (12) en (10),

Ty = a3 (v) T Hy y= D (VE () v e
i=L i=1

—HX )T H YR (VE )Y 2K ()

= Z_Zn‘,xi' f (V% VE Wy

n

Y= (X, ) + 43X (1) H,y'20 13)

i=1
esto prueba la segunda parte del lema.

Note que (9) y (13) juntos muestran que

0<by(p)=b"y(u)<n(p~u) (14)

4.5.6. ALGORITMO

En nuestro algoritmo, no necesitamos estar cerca de la trayectoria central, si
estamos lejos de la trayectoria central, hacemos una busqueda lineal a lo largo de la

direccion de Newton con respecto a la funcion ¢(y,u). La direccion de Newton

asociado a la funciong(y, z)en Y es dado por:

p(y, 1)=—H(y, )" 9(y, 1)=—H™g.

Si no hay confusion es posible escribir por brevedad P en vez de p(y,u), estos

procesos son repetidos hasta estar suficientemente cerca a la trayectoria central. Es

decir nosotros paramos la busqueda lineal.

Si || p|, <7 donde T es una cierta tolerancia. Q/Z '
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Un criterio similar de proximidad es usado también por Jarre (Ref.22). En nuestro

algoritmo usaremos:

r=1/[8(1+2M)* ],
gue debe ser apropiado.

Note que | p|,,=0siy solamente si y=y(x), si el criterio de proximidad es satisfecho,

entonces reduciremos el parametro de barrera 4 como sigue: /_1:(1—0),u para

algin 0 <f<1 y todo el proceso es repetido nuevamente hasta que el criterio de

parada sea satisfecho.
4.5.7 Algoritmo de Barrera Logaritmica

A continuacién presentamos el algoritmo para el método de la funcion barrera

logaritmica.

ALGORITMO

Paso 0. § es el factor de disminucién, 0 <6 <1;y r=1/8(1+2M )’ es la tolerancia de
proximidad;é es un parametro exacto o preciso; y° es un punto dado en la region
factibley #° <1/ ¢, tal que H p(yo,,uo)H <. Conjunto Y=Y ; u=u".

Paso 1. Si u<1/¢, entonces paramos.

Paso 2. Si | p|,, < 7, entonces iremos al paso 6.

Paso3. Conjunto a=argmin,_,{#(y+ap,u):y+apeF'}.

Paso 4. Conjunto y:&p.

Paso5. Ir al paso 2.

Paso 6. Conjunto x=(1-0)u.

Paso 7. Ir al paso 1.

0 Wm Fe0
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Para escoger el punto inicial que satisface la entrada sugerida del algoritmo se refiere

al lector revisar Jarre (Ref. 22) ademéas Mehotra y Sun (Ref. 23).

4.5.8 Lemas Importantes

En la seccion 4.6 probaremos resultados de complejidad sobre el algoritmo de
barrera logaritmica. En esta seccion trataremos con algunos lemas los cuales seran
necesarios para obtener una cota superior para el nimero total de iteraciones tanto
exterior como interior.

Los lemas son estructurados y terminados como sigue: Lema 4.5.1 da una cota
superior para el error en la aproximacion cuadratica, si las funciones f. (y) son lineales

0 cuadréticas, Lema 4.5.2 establece lo mismo que el Lema 4.5.1, pero ahora en
general para funciones convexos restringidos. El lema 4.5.3 establece que si el nuevo
punto siguiendo la direccidon newton esta cerca entonces obtenemos puntos cerca de
la trayectoria central. EI Lema 4.5.4 establece que si se hace una buena busqueda
lineal a lo largo de la direccion de Newton entonces estd garantizado un
decrecimiento en el valor funcion barrera de una iteracion centrada aproximadamente
y el centro exacto. El lema 4.5.5 mejora las cotas dadas por el lema 4.5.4 y el Lema
4.5.6 establece que, dada una relacidén entre el valor objetivo en el centro exacto y

una iteracion centrada aproximadamente nos brinda una cota para la dualidad.

Lema 4.5.1. Si toda funcién f (y) es lineal o cuadratica con matriz hessiana

semidefinida positivay si y e F'y |d|, <1, entonces y+deF'y

3
91

p(y+d,u)—q,(y+d, )| < :
| NETETTY

Prueba. Se expande ¢(y+d,u)es una serie de Taylorcercaa Y .

b(y+d, 1) =g(y+)+qTd +%dT Hd +O(d®)
esto es:

Py +d, ) =q,(y+d,u)+ Yt . (15)

i=3

Notar que 4 solo tomara valores finitos en F'. Si se puede probar que Zti converge
i=3

paraund , tal que |d]|,<1, entonces y+deF' . Puede ser probado que



1t \<[ jlldll (16)

La prueba de esta desigualdad es del todo técnico y por consiguiente es omitido. De
(16) y usando que | d || ., se deriva que:

5
Ml Tdly

_lid || '

de otro lado, tenemos que:

[df% _ i

< —> 3>3

3 3

ol _lals .,

3 3

o el .

3 3

S FTRCIENLIE

;‘ti‘g 3ttt
TN R P T,
T3 H H HT

N L'l |
t<>d]y < _ldfs

229l g ay)

Ahora aplicaremos la serie geométrica convergente

1

— = a4|d| | df | d]|f .. si|d]. <1
. ld [, +ld; +[d] ld |,

luego
[d ]

d 3
Shat, i< S vejap, +pafs viaf, ] <L

lo tant
por lo tanto QZV@N‘%}Q
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3
Z\ti\sz||d||hns”d”“[ L J
i=3 i=3 3

1|,

sustituyendo esto en (15) tenemos

SHPA ||d||3( 1 J
B(y+d, 1)~ (y+d, )| = ti|£ ¢ <19k
‘ =R =& =

Asi, el lema queda probado.

Lema 4.5.2.-Si las funciones f. (y)satisface la condicion relativa de Lipchitz (2) con la
constante de LipchitzM >0 y si yeF'y

entoncesy+d e F' y

| ¢(y+d, 1)—q,(y+d, m)|< L (1+2M).
3(1-1d1,)

Prueba.-Usando los lemas previos, se analiza el cambio adicional en ¢(y,u) causado
por el cambio en la segunda derivada V’f. (y)para el caso cuando M >0. Sea

g; (y+d)la aproximacion cuadréatica para f. (y+d) en Y, quiere decir que acontece
si f es una funcion con derivadas hasta de segundo orden continuas vecinas a Y,
entonces podemos escribir:

f(y+d)= £, )+ £ ()d+2 £/ ()’
— 1, (1) =V, (DA +Z ATV, (y)¢
g, (y+d)
Quiere decir que:
g, (y+d)=f (y)+Vf, (y)d +%dT Vv? f. (y)d.

Definimos I; como:

= f (y+d)-g,(y+d)]/ g (y+d),(error relativo) (17)

Se tiene:
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fi (y+d)=g; (y+d)2+r).
Ahora, usando el teorema de Taylor de segundo orden, para funciones de varias
variables, mencionado en el apéndice donde:
— — — l — ¢

f (x+x): f (x)+ grad f (x)x+§xH (x+yx)x

donde0< 1 <1, lo cual se puede escribir como:
f (>_<+ x): f (>_()+ grad f (;()x+%xH (>_<)xt +r(x),

en el que el residuo tiene la propiedad:

im ) g
=7 x]

en nuestro Lema tenemos:

fi (y+d)—g; (y+d)=r(x)

donde:
1 t 1 t
r(x):ExH(yﬂzd)x _EXH(y)X
1
r(x)=§(dT(V2fi (y+ ud) - V2 (y))d).
Entonces se tiene que:

fi(y+d) =g, (y+d)=2d" (VAF, (y+uc) V2, ()d -

Aplicando el valor absoluto a ambos miembros de la ultima desigualdad se tiene:

1. (e d)-a, ()] = |07 (V71, (v+ ud)-v°1, (1) *)

207 (74, (v )=V £, ()4 |

Tenemos que la condicién de Lipchitz viene dada por:

IM>0,st,V, ,y+heF' 1<i<n /ﬂ‘_‘_}h,ﬁ
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‘VT (V21, (y+h)-v?f, (y))v‘ <M || phl, d"V? 1 (y).d; 0<u<1 )

=%Mﬂ”h”H A"V £ (y).d; 0<u<l

< %M [d ], d" V21, (y).d
Usando el hecho que g, es convexay que §; (y+d /H d HH )SO.

Como una consecuencia del Lema 5.1, donde g; (Y+d)son cuadraticas, se puede dar

una cota superior para g, (y+d), veamos:

g (y+d)=g, ((1—||d||H )y+||d||H (y+d /||d]], )) como §; es convexa.

Entonces si V par de puntos y:y+d/|d|,, con0<|d|, <1, se cumple que:

o (110l )yl (v~ 7lel, )< (-l ) o () +Jal 0, (v~ /e,

como:
g, (y+d/[d],,) <0
ld, g (v+d /]d], ) <0
entonces,
g ((1—||d||H Jy+[d,, (v+dll, )) <(1-d],,)o: )+l o (v +lell,
<(1-1al, o )
por lo tanto:

g, (y+d)£(l—||d||H )gi (y)

1 1
>

gi (y+d) (1_||d||H)gi (y)
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1 1
< ; =g (y+d) 20

0, (y+d) ~ —(1-]d],, )9 ()
1 < 1

< I
o (y+d)| (1], ) o; () "

Sustituyendo (1) y (Il) en (17), se obtiene:

fi (y+d)—gi(y+d)| _1 M|d], d"V*f, (y)d
o (y+d) |72 —(1-]d],)e ¥

(18)

Por otro lado:
T 1 102
g; (y+d)=f; (y)+Vf; (y) d+§d Vet (y)d
Evaluando cuando d =0 se tiene:

g (y+0)=f, (y)+Vf, () (O)Jr%(o)TVZ fi (¥)(0)
g (Y) = fi (Y)

Reemplazando en (lll), se tiene:

PYMEACELI (y+d)| _1M]d], d"V*f, (y)d W)
g (y+d) | 2 _(l_”d”H)fi (y)

sabemos que:

" dTV2f, (y).d

To2 To2
d vf (y)d >0 d vf. (y)d -
|_fi (Y)|

o R ()

’L

como:
- d'VA (y)'d >0 (B)
= I:fi (y)]

Entonces sumamos ambas desigualdades, obteniéndose: &(Z ,ﬂ  Waw e
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A"V, (y)d _ o [dTVZf, (y)d , AV, (VA (y)T.d]

‘— f; (Y)‘ = ‘— f. (y)‘ |:fi (y)}z
b VAR () |, VE OVE )
i=L ‘— f. (Y)‘ [fi (Y)]Z
=d".Hd
=|d [
entonces:
VA
O »)
multiplicando (&) por %% ’
1-|d y

AM|d],dV*h (d _1 M|d[;
2 (-], )=t 0] 2(e-]d],)
Reemplazando la ultima desigualdad en (IV) tenemos:
Ty72
[ﬁ }SEM ||d||H d' Vvt (y)d
2 —~(a-[d], )%, »)
1M ],

(1-]ll,)

11001
], <mm{E ; ZW_}

1
ol <12l <t

3

Luego: ég
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Por otro lado tenemos que:

Entonces:



1

dll, >=3
2(1—||d||H)>1
1
— <1
2ol )

multiplicando por M ||d|||34 en la Ultima desigualdad, se tiene:

3

M |d|’
” ”H <M ”d”H (9)

2(1-|dl,, )

Por otro lado tenemos que:

1
[d]l, <47
o, <
. 8
Reemplazando esto ultimo en (9):
3
ML o,
2(1-[dl,,)
1
< —
8
entonces:
Mldl, 1.
2(1-|d],) 8

Llegandose establecer una cota para |f |:
1
il<5
8

Consecuentemente:
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\¢(y+d,u)—qy(y+d,u)\=‘W—iloq(—fi (y+d))—qy(y+d,u)‘

=‘W—ilog(—gi (y+d)(1er ))—qy(y+d,y>‘

‘ b’ (y+d) Z(Iog( (y+d))+log(1+r )) q,(y+d, ,u)‘
7
=‘w_2|og(—gi (y+d))- Z‘Iog(lﬂi )—qy(y+d,y)‘

Por la desigualdad triangular, se tiene:

s‘w—ilog(—gi (y+d))-a,(y+d,u) + ()

H i=L

Como g; (y+d) es cuadratica la primera parte puede ser estimada por el Lema 5.1,

por lo tanto:
‘—_b (IZ"Ld)_Zn:Iog(—gi (y+d))—qy(Y+d,ﬂ)‘=|¢*(y+d,#)—qy(y+daﬂ)|

i=1

entonces se tiene:
¢y +d. )0,y +d. 0] <[[d [, 13[1-]d],

Reemplazando éste dltimo en (o), tenemos:

V)

(1+r )

‘M—ilog(—gi(wd)) (y+d.)=

(1+1)

Porque g, (y+d) es cuadratica, la primera parte puede ser estimada por el lema 5.1,

<l /3(1-1d 1, )+|>

usando el hecho que | |<(1/8), lo cual implica que log(1+r, )Sg‘ﬁ |y (18), la
segunda parte puede ser estimada como sigue:

Stog(ter )< (3]s

i=1 i=1
y de (18) se tiene que:

1]d|, Md"V*f, (y)d

2 e ] o) UhiIBpsiro
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n
Aplicando sumatoria Z y multiplicando por %ambas desigualdades:
i=1

9 1 d],, MdTV2H, (y)d
2l ( 2 (1-Jal, )~ <y>)J
9
"8

_9| 1 [d], M "[dTVZfi (y)d}
[2(1||d||H)}.Z;‘ -1 (y)

9/ 1 [df, M “[dTVZfi (y)d}
<8[2(1||d||H)}i21: . (¥) W)

Por otro lado sabemos que:

Entonces:

Zn“log(1+ri )

aTVE (y)d Vi (y)' d} - d'VE () VE ()" d
P yZi bW T o)

entonces se tiene que:

4TV, (y)d @ d TV (1) | dTV, (), ()
2w E W T E Lo

Z{d vif (y)d | d'VE (9).VE ()" d}
= I () f (y)°
T ZV fL(y), Vi )V () }d
f; (y) f (y)°
= d"Hd
=|d|;

entonces:

L dTVAf () e
- 1A L.
le —f (¥) el

9_[d],-M

82(1-]d],)

multiplicando en éste ultimo por
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| ©

3
[ ], M } d'V1, (y)d < [d [} M ()

2(1—||d ||H) 7 —fi(y) 2(1—||d ”H)
_ 9 [dfim

16 (1-|d],)

[d 7, M

<2M.———
3(1-]l,)
por lo tanto () y de (A)se tiene:

[dl, M
3(2-[dl,)

de (V) y (VI) se tiene una cota para ¢:

< 2M.

Zn“log(l+ri )

i=l

(V1)

anlog(1+ri )

i=1

3
6y +d, ) g, (y +d, )< 1M

3(1-Jdl),)
oMl
Saell) 3l
o[, M

3(1-dll,)

=(1+2M)

por lo tanto se obtiene que:

|, -M
g(y+d,u)—q,(y+d,u) <| —/—4——=|(1+2M)
| | {3(1—||d||H)}

1
- i S——F
Lema4.5.3.-Si | p|, < 8(1+2M)

Entonces:

5
Iy=yGl, = 21pl,

Prueba.-Seah arbitrario, tal que: |h],, :%” e é(z ﬂ Waw e

Consideremos los valores sobre el elipsoide:
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3
{y+pebipl, ~31ol, |

Se tiene:

3
||h+P||HS||h||H+||p|| =[Pl +[l,

-1l <5510k <5 55
20 S 28/ (1+2M)
5 1 1 n 1
== =0,3125. 0.3
16 (1+2M) (L+2M) " (1 2Mm)
DY 2
”” @+2M) (20)

Con la ayuda del Lema 5.2 y usando el hecho de que:

Obtenemos:

[p+h,uf, (1+2M)

(Y +p, 1) —a,(y+ p, )| <

3(1—||p+h,ﬂ||H)
+h, (1+2M
¢(y+p+h,ﬂ)>qy(y+p+h,ﬂ)_”p ||H( )
31-[p+h,)
1 +h (1+2Mm
:¢(yl#)+gT(p+h)+§(p+h)TH(p+h)_||p ||H( )
3(1-[p 1],
h’ (1+2M
=¢(¥,1)+9"p+g'h+> (p b ) (o h)- 1 (2+2M)
31 p+],
TorgThe L{pT . [p+h[} (1+2M)
= (1) + 9"+ 2 {p" (H (p))+h" (H (p+h))j -~ =
3(1-[p+l,)
hl’ (1+2M
=¢(y,u)+g" p+g'h+- {p Hp+p' +Hh+hTHp+hTHh} [p+hl; (1+2M)
3(1-[p+H],,)
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[p-+h]y, (1+2M)

=¢(y. 1)+’ |0+gTh+%{pTHp—ZgT +h"Hh} -

3(1-[p+hl, )
3
=p(y.u)+a" oTHp + i 1P+l (+2M)
22 3(-[p+ni,)

Por otro, sabemos que:

1 1
h = V
” +p”H<3(1+2M)<3’ >0

1

I+ pl,, <3
1
1—||h+ p||H >1—5

1 3

— <
1-[n+p], 2

I+ pf, (1+2m)

multiplicando en la ultima desigualdad el valor de

|h+p[f, (1+2M) _3x2fh+ o[ (1+2M)
31l pll,) 2

1
=2+, (1+2M)

entonces,

I+ pll, (1+2m)
3(1-{n+ p,,)

1
> 2+ ol (1 2m)

reemplazando en («) éste Gltimo, se tendra:

1 1
#(y+p+hu)=a,(y+p,u)+ |l ==+ pll, (1+2M)

se tiene que:

5
[+ pll, <Zlel

125
I pll, <=5-[l

, tenemos:

ve)

()
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125
—||h+p|| (1+ 2|v|)<_||p|| (1+2M); M >0

125
——||h+p|| (1+2M)>-—=[p[,, (1+2M); M >0

Reemplazando en (4)lo ultimo se da lo siguiente:

1,2 125
#(y+p+h)=a,(y+p,u)+ [l == [l (1+2M)

3
se sabe que [f, =3,

3+ p+huu) 26, (y+ )+ 1ol |-l (1-2M)

125
=qy(Y+P’ﬂ)+g||p||2H— o]}, (1+2M) (7)
Por hipétesis se tiene:
lol <55
H S 8(L+2M)
8(1+2M)|p|, <1
9
9(1+2M)|plf, <[Pl - [pl,, >
Reemplazando en ()se tiene:
125
#(y+p+h,u)>q, (y+p,u)+9pll, (1+2M)-—=[p[}, (1+2M)

=a,(y+ p,ﬂ)%llpllH (1+2M)
=q, (y+p,u)+(1,81175)| p|[’, (1+2M )
>0, (y+p.u) +[ [}, (1+2M)
entonces:
#(y+p+hu)=a, (y+p.u)+plf (L+2M)
usando el Lema 5.2, una vez mas, tenemos que:

p(y+p,u)<q,(y+ p,u)+M (9)
3(l—llloll )

tenemos por hipotesis que:
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2ol < s
27 3(1+2M)
2
"'D”H<15(1+2|\/|)<E"v|>0
entonces:
Iol, <25
13
3(1-lel,)>%
L 3 0384
3(1-Jel,) 13
1 _03846<05
3(1-l,,)
entonces:
11
3(2-]pl,) 2
*(1+2M) 1
IPLC<2M) 1 1of 120 ): ol 1+ 2M) >0
3(1-l,,)

Reemplazo éste dltimo en (0):

[Pl (1+2M)
3(L-1el.,)

1
<q,(y+p,4)+[plj, (1+2M)

Py +p, ) <q,(y+p,p)+

<q,(y+ p, ) +[p[}, (1+2M)

entonces:

By + p.p2) <, (y+ p. 1)+ p, (1+2M)
<g(y+p+h,p)

por lo tanto: Q; 60
Py +p, 1) <g(y+p+h, )

asi en el centro del elipsoide, el valor potencial es menor que el valor sobre ésta
frontera. Asimismo por la convexidad estricta de ¢, el minimo de ¢ esta en el interior
del elipsoide, lo cual significa que:
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Iy=y@a)l, <[pl, <llp+hi,

Ahora usando (20) se tiene lo siguiente:
5
[y=y@al, <[p+hi, <Z]pl,
5
Iy-yel, < 1ol

Lema 4.5.4.-Si|p|,, > 5 , entonces el decrecimiento A¢ en la funcion potencial

_ 1
(1+2M)
después de una busqueda de linea a lo largo de la direccién de Newton P, satisface:

Apr—
140(1+2M)

Prueba.-Sea A una longitud de paso, tal que:

111
l2p], < m.n{E W}

entonces como una consecuencia de Lema 5.2 se tiene:

|24l
Py +Ap, 1) =, (Y +Ap, )| <| ————— | (1+2M)
‘ ‘ L’(l—nzan)

i [
[ (14 2M ) < (Y + AP, 1) =0, (Y + AP, ) <| = B |(1+2M)
L(lnzan) 3(t-l1pl, )

§ 120l
Gy +Ap, 1) <G, (Y + AP, p) +| ———|(1+2M)
3(1 H)

ahora de la definicion de g, obtenemos:

65+ 20,40 <9(y.10)+ 620+ 2(2D) Hﬂp+{%} (1+2M)
¢(y,,u)—¢(y+/1p,,u)2—/th p_%ﬂvz pTHp[&H)} (1+ ZM) ((0)

Pagina | 52



por otro lado:
p=-H"g
Hp=-g
p'hp=-p'g
p'hp=-g"p
[Pl =—g"p

reemplazando la Gltima igualdad en (¢):

2 1 oy [Apl;
¢y, 1) = p(y +Ap, 1) 2 =2 p|, =5 2° [Pl -| = |(1+2M)
2 3(1-|2pl,)

Reemplazando A por el valor ! , lo cual satisface (21):
9(1+2M)[p],

Il ~ Il
9(1+2M)| pf,, 2x81(1+2M )| p]j,

Gy, 1) —p(y+Ap u)=

— 93(1+2M )3” p”H (1+2M)
| U 9@e2m)fp], ).
1

PO IVEY
B L] MO S (T PP
9(1+2M) 162(1+2M) 3(18M +8)

9(1+2M)

_ el 1 e@+2my
9(1+2M) 162(1+2M)" 9°x3(1+2M)’(18M +8)

Il 1 1 5)
9(1+2M) 162(1+2M)" 243(1+2M )(18M +8)

Por otro lado, tenemos:
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1Pl = 5 2m)
”p”H > ! -, 9(1+2M)>0
9(1+2M)  72(1+2M)
L T S
9(1+2M) 162(1+2M)°  72(1+2M)° 162(1+2M )’
_ 90
11664(1+2M )°
_ 0007716
(1+2M)’
Ipl, 1 _ 0.007716 (1)
9(1+2M) 162(1+2M)  (1+2M)’
1

de la expresion (/) debemos encontrar una cota inferior para —

243(1+ 2M )(18M +8)
se tiene que:

1 1

243(1+2M)(18M +8) 243 9(1+2M )’ ~(2M +1)

por otro lado tenemos que:
8(2M +1)° <9(1+2M )" —(2M +1), M >0

1 1
9(1+2M)° —(2M +1)S 8(2M +1)’
-1 . A
(1+2M)(18M +8) ~ 8(2M +1)’
-1 S -1
243(1+2M )(18M +8) ~ 243x8(2M +1)’
-1 S -1
243(1+2M)(18M +8) ~ 1944(2M +1)’
_ -0.0005144
- (2M +1)°

entonces: é(? ,ﬂ e )

-1 _ ~0.007716 (n
243(1+2M )(18M +8) ~ (1+2M )’
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De (1) y (1), tenemos el sistema de desigualdades:

Iel, 1 _ 0.007716
9(1+2M) 162(1+2M)° (1+2M)’

1 S —0.0005144
243(1+ 2M )(18M +8) - (1+ 2M )

sumando ambas desigualdades tenemos:

ol 111 oo
9(1+2M) 162(1+2M)° 243(1+2)(18M +8) (2M +1)
1 (0.007716-0.0005144} = 20072016
(2M +1) (2M +1)
, 0.0071428
~(2M +1)’
:;
140(2M +]_)2
entonces:
”p“H _ 1 1 . .

9(1+2M) 162(1+2M)" 243(1+2)(18M +8) 140(2M +1)’

A¢=¢(y’ﬂ)—¢(y+/ip,ﬂ)zm

VR
140(2M +1)

Lema 4.5.5.-Si| p|, s%(l+ 2M), entonces:

#(y.10) = (¥ (1), ) <4 p ;-
Prueba.-Sea d definida como y(u)-y, entonces se tiene:

d = y(u)-y.
y(u)=d+y,

entonces, evaluamos ¢(y,u) en el plano y(u), obtenemos:
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B(y(u) u)=g(y+d,u).

Ahora usando el Lema 5.2, se tiene:

1,

‘¢(y+d,y)—qy(y+d,y)‘<[3<”d—”i')] (1+2M)

—[—3(”"”3 J(um><¢<y+d,ﬂ>—qy<y+d,u><[w]a+m)

1-|d], 3(1-all,)

¢(y(ﬂ),u)2qy(y+d,y)[ﬁ} (1+2M)

3(1-dll, )
L Ja;,
=¢(y”u)+g d+§d Hd[m}(l‘km\ﬂ) (5)

Usando la direccién de Newton p(y, x) asociado con ¢(y, x):

p=-H"g

Hp=-g

(Hp) =g

p'H=-g

p'Hd =—g'd

p'Hd=-g'd (7)

Reemplazando (77) en (&) se tiene:

$(y(u), )= p(y,1)— p"Hd +%dTHd—[&} (1+2M) (p)

3(1-dll.)
Usando la desigualdad de Cauchy — Schwarz.

Sean p y d dos vectores en R" por las desigualdades se tiene:

(pd) <(p.p).(dd) O i/ Bpsire0

Ahora multiplicamos por H?, donde H es una matriz hessiana:
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H?(pd)’ <H?(p.p).(d.d)
(H.pd)’ < (p.p)' (H?) (d.d)
=p'.p'H?(d.d)
=p'.p"H.H(d.d)
=p".H.pd"Hd
:(pT.H.p).(dTH.d)
(H.pd)’ <(p".H.p).(d"H.d)
(pT.H.d )2 S(pT.H.p).(dTH.d)

«/( p".H.d )2 S\/( p"H.p).(d"Hd)

p'.H.d s\/pT.H.p.\/dTH.d

| p"H.d|<[p], [d]. (€)

Reemplazando (6) en (p), se tiene:

; 1, Rl
p Hd 2¢(y, 1) - #(y(u), 1) +=d " Hd = ———H— | (1+2M)
2 L(l—ndnHJ

o
e s Frer J(uzw

d 3
#(y, 1) — o (y(u), 1) <| o], |l —%dTHd+ %](uzm)

1,.2
= Pl Il =S ldll, {3(—

Jd]
<Pl ldl, + | (L+2M)

3(1-1ell )

como:

(it
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1 1
< -, M >0
” p”H 8(2M +1)<8 g

1
= o, <3

5 5
= Il <35

5 5
Jal, <> el < =

5
ld]l, <7
1 1
1-[, @_5j
16
1 - 1

24{1-1el. el 24{1- o,

de(1)y (Il)tenemos:

125
Jalf, <=5l

1 - 1

24161 Iel, 241 o,

125
of, g el

< [P
24fi-el, JIoh, 20157

reemplazando esto dltimo en (L) . Por otro lado tenemos:

1
Il < 51z, 20}

(1+2M)<
8] pl,

(i)
(ii)
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3
4]

multiplicando por mz 0 a ambos miembros de la Gltima desigualdad, tal que
[T
3(1-Jall, )
3 3
oL @ram) _ Jol; )

3(t-1d],,) ~24(t-[al,, )lnl,

reemplazando(y)en (&), tenemos:

d];
#(3.2)-# (v, 20) < P, [, + : ™)
24(2~|dl, Iel,,)

Por otro lado, usando el Lema 5.3 se obtiene:
[y=y(u)], =[d], < HpHH
5
=l Ipll, <1l

reemplazando éste altimo en (V):

5 [
d(y, 1)—(y(), 1)< =||p|, + H )
2 24(1-d]l, [1pll,)
del Lema 5.3 se obtiene:
5
[d]l, < Il (1)
125
|dlf, < =P I
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By 1)~ (¥ i) <ol +| —22 | Iff
8x 24(1—)

5 125

= 1ol + 2o,
455

= 22l

entonces:

By, 1)~ $(Y(u), 1) < (3.4469696) . < 4] p];,
#(y, 1)~ p(y(u), 1) < 4| p,

Lema 4.5.6.-Si| p|,, <

1
8(1+2M) , entonces:

1
bTy-b"y(u)| < e
Prueba.-Evaluando g(y, ) en y(u) se tiene:

g(y(u), 1) =VP(y(s0), 1)
—b+ oV (y(e) .
Tt (v(w)]

En el punto y(x) al plano que pasa por (y(,u))y tiene como normal V@(y(u), 1), asi

el plano tangente aF 'en y(u) tiene al ecuacion:

[y = y()]-Ve(y(u), 1)=0

[y-v()] {—+i[ ' (y(ﬂ;)ﬁo

_—h
—_
<
—
LS
~—

B [y=y(] V6 (y(s) [Y Y )
H i=1 |:_ f (y(,u))]

Como las funciones f, (Y) son convexas.
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Sea F°un conjunto convexo en R"y f. :F° > R, una funcién diferenciable sobre

F°, entonces f, es convexa sobre F°, siy solo si:

Por otro lado tenemos que:

1 1
[pll <5 <55 M >0

8(1+2M) 8
entonces:
lol, <3
Iol;, <
4ol <gr =1
4ol <35

Reemplazando éste dltimo en (&), se tiene:

(YY) < —f, (y) j} 1 -
P {Z g( ()] 16 (%)
definimos:
] -y
EEXTIR H

de (24) tenemos que:
D) 5 W)= )
oo T W]

= —bT(y—y(u))+ n [fi—(y)+1}>0
r S ] T

= W—Zn:vi +n=>0

szn:vi—n )

f (y)= £ (y()+VE (y()' (y—y(n))
VE ()" (y—y(w)) < fiy)— fi(y(w) ), vy, y(u)eF°. Q ﬂ

Ahora dividiendo por [— f. (y(y))] en la ultima desigualdad, tenemos:
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Vii(y(u)' (y=y() _ £ ()= F (y(w)

SH (@) [ (vw)]

Aplicando la sumatoria a ambos miembros:

3V (y() (y—y(n)) Zf () - i (y(w)
S [ )] [~ (y(w) ]

—b" (y—y())
y7]

BT (Y-y() - VE () (y-y() - DT (y-y() 3 () - fi ()
Iz +Z -f (yw)] 7 +Z [-f (y(w)]

sustituyendo ésta desigualdad en (23), obtenemos:

sumando a ambos miembros de éste Ultimo

, tenemos:

“b(y - y(ﬂ)) ()~ f, (Y()
0< : : 24
RN ERTT) &

ahora del Lema 4.5.5, se tiene:

By, 1)~ p(Y (1), 1) <—7—Zlog( f () - {7—Zlog( f (y(u»)}<4||p||
__M_{
7]

OV [ ) :
" {é'og(—fi (y(ﬂ»j}ﬂllpllH

De (25) de igual modo se tiene:

bTy-y() <, ( (y)]
PR R

1
=w- > logv, <= (1)
2logy <3¢

1 n
w<—+ > logv.
e le gV,

De(1)y(Il)se tiene que:

n

> v, —n £W£%+ilogvi

i=1 i=1
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Dividiendo entre N | se tiene:

16n n

Ahora usando la desigualdad de la Media Aritmética — Geométrica:

11.] <$u=v

i=1

(V1 xV, x..xV_ )lln <V

log(V, xV, x...xV, )Unslog\7

%log(V1 xV, x..xV_ )U

"<logV

Un —
log(V, xV, x..xV, ] <nlogV

> logV; <nlogV

i=1

1Zlogvi <logV
n

i=1

Reemplazando en (f), se tiene:

= w1 13
V_lsﬁsﬁgﬁglogvi
entonces:
V—lsv—vgiﬂogv
n 16n
como:
logV <V ; v>1

Iog\7 es creciente para V>1.
Sea h(\7): logV -V <0; V>1.

Derivando con respecto a V :

<1 logV
16n

(27)

(B)
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entonces:

Si: \721+i = h(V)S h(1+ %] : h(\7)es decreciente.

2\n

Luego:

1 1 1
— +logV -V +1<—+log| 1
T R T g[+ Jﬁj ( 2{)
1
+Iog(1+ j
160" U 2dn) 2

1 (W1 log'@) 2 1
<—+log() +lo 1—+Io —
16n 90 +logd) 2Jn g2I4n 3l 8n** 2¢n
2t 1.1 1
16n 2Jn 8n 24n?* 2n

1 1 1
=t —
16n 8n 24%

por lo tanto para todo V satisfaciendo (27) se tiene:

Vels - (1)

2\n

v 1
De la misma manera podemos probar que: V >1_F , tenemos:
n

— 1 —
V<l-—, para0O<V <1,

2n

Entonces

logV <V, W €(0,1).
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Sea, h(\7):log\7—\7, W (0,1).

Luego,

Entonces: h(\7) es creciente.

)t
'09\7‘\7“09(12&]_[1_2%}
min+|og\7_\7+1£min+Iog[l—%j_(l_ﬁ}rl
-5 o
g a7 | 50
_log"'()( [jl -
3l 24N

1 1 1 1

=—- - +
16n 2Jn 24%2 2Jn

11 1

“16n 8n 24%2

Por lo tanto. Para todo V satisfaciendo (27) se tiene:
— 1 —
V>1-—;vWe(01 Il
o7V €0l (In
De (1) y (Il) tenemos:

siV satisface (27):

1 - 1 e
1—m<v<1+m QZ 2

V- 1\ N
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por otro lado para n suficientemente grande:

vo1Y

>

4.6. ANALISIS DE CONVERGENCIA

En esta seccion vamos a dar cotas para el nUmero total de iteraciones externas e
internas.

Teorema 6.1

Después de un minimo de k iteraciones externas, con k:o([%} Iog(ﬂn, el
&

algoritmo termina con una &— solucién optimal para (CP).

Demostracion

Se puede derivar una cota superior para la dualidad — Gap después de k iteraciones
externas:

2 -bly* < 2y (ut) 4y (ut) by < ﬂk(mGJﬁJ

donde
p=(1-0) i
debido a (6) y al lema 5.6

esto significa que: z*—btyk < ¢

es valido si: (l—@)k y"[m{%}/ﬁ] < &
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Tomando en cuenta el algoritmo, se obtiene

1
k > |—loge+log| n+| — \/H +log 1 /[—Iog(l—@)]
2

y si asumimos que ° < —log(1-0)
y desde que
0 < —log(1-0)

se cumple que:

k > %(—Iogg+logn+logy°)

ol

Ahora damos una cota superior para el numero total de iteraciones internas durante
una iteracion externa arbitraria.

Teorema 6.2

El nimero total P de iteraciones internas durante una iteracién externa arbitraria
satisface

Ps < (1+ 0 J(0n+\/ﬁ)

(1-0)

donde s es el factor de disminucién o decrecimiento garantizado en cada iteracion
interna, dado por el lema 4.5.4.

Demostracion

Denotamos por p parametro de barrera usado en una iteracién externa arbitraria,

mientras que la cota inferior en la iteracion externa anterior la denotamos por u ,
Entonces, se cumple

p=(1-0)u

Durante la dltima iteracion externa se dan los iterados y°y',...,y", donde y° es el
iterado al inicio de la iteracion externa. Debido al lema 5.4 se tiene

¢(yp,ﬁ) < ¢(y°,;)—P5 . (D)
Sabemos también que: w”}}. 7

Pagina | 67



¢(y,;)=¢(y,u)—0§y - (2)

Si lo sustituimos en (1), se obtiene:
%
Ps < ¢(y°,ﬂ)—¢(yp,ﬂ)+(z](btyp -by°) ... (3)
y como y° es el mas centrado, por el lema 4.5.5, se cumple
By, 1) =9( Yy t) <1
Por lo tanto:
¢(y°,z)—¢(yp,z) < 1+¢(y(ﬂ),P)—¢(yP,,u) <1 .. (4
luego, lo reemplazamos en (3), y obtenemos

Ps < 1+(gj(btyp—bty°) ... (5)
y7;
Por otro lado, como y° esta aproximadamente centrado con respecto a p y y° con

respeto ap, obtenemos, usando el lema 5.6:

IN

bty —b'y (u)| %y\/ﬁ .. (6)

— 1_
ty,P t
b'y" —b y(y)‘ < E,u«/ﬁ . (7)
Ademas, usando (14) se obtiene
bty(;)—bty(,u) < n(y—;z) .. (8)
y usando las desigualdades (6), (7) y (8), se obtiene

btyP _pt o:btyP —b‘y(;)—(btyo—bty(,u))+bty(;)—bty(,u)

%#\/ﬁ+%;\/ﬁ+n(ﬂ—;)

IA

u(9n+\/ﬁ) (9)

Luego, este es sustituido en (5), para obtener QZ Z0)

PS < 1+[%} (en+\/ﬁ).
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CAPITULO V
RESULTADOS

Del Teorema 6.1, sabemos que el numero total de iteraciones externas es como minimo
k= O(ilog (ED :
0 £

Por lo tanto, el ndamero total de iteraciones de todo el proceso es

11 (6n+n n
33 o)

s)l6 (1-9)
Esto hace que:

i) Si tomamos 9=[LJ, donde v es independiente de n, ¢y M, entonces el algoritmo

Ny

posee un O((1+M2)Jﬁloge), de cota inferior para la iteracion. En este caso podemos

retornar a la vecindad de la trayectoria central en O(1+ M 2) pasos, mientras es cota inferior

debe ser actualizada en (\/ﬁ|log g|) pasos.

i) Si tomamos 0 <6> 1, independiente de n, € y M entonces el algoritmo posee

O((l+ M 2)n|log g|) de cota interior para la iteracion. Ahora podemos retornar a la vecindad

de la trayectoria central O((1+ Mz)n) usando busqueda lineal, mientras que la cota inferior

debe ser actualizada en 0(|log £|) de tiempo.

(&t

Pagina | 69



CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 CONTRASTACION DE LA HIPOTESIS

En el proyecto de investigacion se formuld la hipétesis general que, si en un programa
convexo se satisface las condiciones de suavidad entonces se puede aplicar la funcion
barrera logaritmica paramétrica, lo que permiti6 formular las siguientes hipotesis

especificas:

1. Si las hessianas de las funciones involucradas en el Programa Convexo
satisfacen la condicion de Lipschitz entonces se le aplica el método de barrera
logaritmica paramétrica.

2. Sise aplica el método de barrera logaritmica paramétrico al Programa Convexo
entonces se genera un esquema iterativo de solucion para dicho problema.

Se pudo observar que haciendo uso de las condiciones de Karush-Khun-Tucker (KKT) al
problema primal y al problema barrera generados se obtiene un sistema de ecuaciones no
lineales que caracterizan a la solucion primal-dual y que conforman la trayectoria central.
Para resolver dicho sistema se generan las direcciones newton los cuales permiten generar
una sucesion de puntos en forma iterativa que siguen a la trayectoria central y haciendo
variar el parametro py hacia cero nos permite aproximarnos a la solucién optimal del
programa convexo. Asimismo, las hip6tesis asumidas y el esquema iterativo planteado

permite proponer un algoritmo eficiente para resolver el problema planteado.

6.2 RESPONSABILIDAD ETICA

Conforme al codigo de ética de investigacion de la Universidad Nacional del Callao
aprobada por consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio del 2017, en nuestra
investigacion se verificO su cumplimiento con la normativa institucional que regulan su
proceso, se procedio con el rigor cientifico para su validacion, fiabilidad y credibilidad de los
métodos y fuentes de consulta utilizados con responsabilidad y transparencia en todo

momento.
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Es decir, que para la ejecucion del proyecto se ha cumplido a cabalidad en lo establecido
en el Reglamento General de Investigacion, el Reglamento de Propiedad Intelectual y el
Reglamento de participacion de los docentes en proyectos de investigacion aprobaos por la
Universidad Nacional del Callao. No se han falsificado o inventado datos o resultados total
0 parcialmente, ni se han plagiado datos, resultados, tablas, cuadros de otros autores o
investigadores. Se ha cumplido con citar las referencias o fuentes bibliogréaficas, datos,
resultados e informaciébn general de otros autores o investigadores, respetando sus

derechos de autoria y de propiedad intelectual.

,
Ny

Gyt
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CONCLUSIONES

A patrtir de los resultados obtenidos se ha podido establecer las siguientes conclusiones:
1.Las condiciones de suavidad en un programa convexo deben ser satisfechas para

poder aplicar la funcién barrera logaritmica paramétrica.

2.El sistema obtenido al aplicar las condiciones de Karush-Khun-Tucker (KKT) al
problema primal y al problema barrera generados puede ser resuelto usando el
Método de Newton.

3.A medida que se varia el parametro p la solucion del sistema anterior generan las
direcciones newton los cuales permitiran generar la sucesion de puntos en forma

iterativa que convergeran a la solucién optimal del programa convexo.

4.El esquema iterativo planteado en el iten 3 permite proponer un algoritmo que

aproxima la solucion optimal del programa convexo.

5.El nimero de iteraciones que se necesitan para que el algoritmo converja a un &€ -

solucion 6ptima es de O((1+M2)\/ﬁ|log 5|) 0 O((1+M2)n|log g|)

Gt
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RECOMENDACIONES

Al finalizar el proyecto de investigacion podemos recomendar a los interesados en el area

lo siguiente:

1. Estudiar otras condiciones que el programa convexo pueda satisfacer para poder
aplicar la funcion barrera logaritmica.

2. Estudiar la aplicaciéon de otros tipos de funcion en lugar de la funcidon barrera
logaritmica.

3. Plantear el uso de otro tipo de norma en lugar de H-norma.

4. Fomentar la investigacion en el area.
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