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b) Resumen

El presente Proyecto de lnvestigacién tuvo como propésito la elaboracién de un texto

universitario titulado TEXTO: CAMPOS ELECTROMAGNETICOS. El texto se

propone apoyar Ia formacién profesional de los alumnos de la Escuela Profesional de

Ingenieria Eléctrica y de la Escuela Profesional de Ingenieria Electrénica, en el curso

de Teoria de Campos Electromagnéticos. Se trata de un texto ba'sico que expone de

manera sucinta |os temas teéricos y pone mayor énfasis a la resolucién de prob|emas

que tienen aplicaciones en Ingenieria Eléctrica y en Ingenieria Electrénica.

La elaboracién de este texto tiene Ia ventaja de adecuarse a la estructura curricular de|

curso de Teoria de Campos Electromagnéticos de la Facultad de Ingenieria Eléctrica y

Electrénica de la Universidad Nacional del Callao.

El texto CAMPOS ELECTROMAGNETICOS presenta al inicio de cada capitulo un

resumen teérico y luego prob|emas de aplicacién referidos a los temas tratados como

son: Electrostética en el vacio, El campo electrostético en medios dieléctn'cos,

Métodos generales para resolver problemas electrostéticos, Corriente eléctrica,

Magnétostética en el vacio, Campo magnético en la materia, Ley de faraday y

Ecuaciones de Maxwell.
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c) lrltroduccién

El bfoyecto de investigacién realizado esta�031referido a la elaboracién de un texto

unlvérsitario, cuya }401nalidades apoyar en la forrnacién profesional de los alumnos de la

Facultad de lngenieria Eléctrica y Electrénica, en el curso de Teoria de Campos

Electromagnéticos.

Durante mi experiencia en la docencia universitaria, en el intento de encontrar textos

necesarios para la ense}401anzade| curso Teoria de Campos Electromagnétlcos, he

comprobado que los textos utilizados son muy extensos, donde |os temas de estudio

se hallan muy disperses y por lo general se encuentran en una secuencia que no

necesariamente corresponde a la secuencia de un curso para los alumnos de la

Facultad de Ingenieria Eléctrica y Electrénica, por ta| motivo es necesario hacer una

sistematizacién de acuerdo al silabo de la asignatura.

El Texto CAMPOS ELECTROMAGNETICOS elaborado por el autor es Onico en el

Pen}. No se conoce actualmente un texto similar.

0.1 Planteamiento de| problema de investigacién

- DESCRIPCION Y ANALISIS DEL TEMA

La teoria de Campos Electromagnéticos requiere que el alumno tenga los

conocimientos sélidos de las leyes y principios de la Teoria Electromagnética, y de los

fundamentos mateméticos que se requieren sobre todo para resolver |os diferentes

tipos de prob|emas que se presentan.

El desarrollo de este trabajo seré de gran ayuda a los estudiantes universitarios de

ingenieria, porque el texto CAMPOS ELECTROMAGNETICOS contiene una gran

cantidad y variedad de prob|emas resueltos detalladamente que le serviré como guia

para poder resolver otros problemas similares. El presente texto sélo presenta
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resumenes teéricos de los temas més importantes de un curso de TEORIA DE

CAMPOS ELECTROMAGNETICOS, si se requiere profundizar en un tema especi}401co

deberé consultarse la bibliografia que existe sobre la materia.

ANALISIS DEL TEMA

El tema central esté conectado con los siguientes sub-temas: ELECTROSTATICA EN

EL VACIO, EL CAMPO ELECTROSTATICO EN MEDIOS DIELECTRICOS,

METODOS GENERALES PARA RESOLVER PROBLEMAS ELECTROSTATICOS,

CORRIENTE ELECTRICA, MAGNETOSTATICA EN EL vAclo, CAMPO

MAGNETICO EN LA MATERIA, LEY DE FARADAY Y ECUACIONES DE MAXWELL.

c.2 OBJETWOS Y ALCANCES DE LA INVESTIGACION

Objetivo Genera|:

Mejorar el Rendimiento Académico de los alumnos de la Facultad de Ingenieria

Eléctrica y Electrénica en la Asignatura de Teoria de Campos Electromagnéticos.

Objetivos Especificos:

- Lograr que el estudiante de la FIEE consolide sus conocimientos de la Teoria

Electromagnética.

- Lograr que el estudiante de la FIEE resuelva diferentes tipos de prob|emas de

aplicacién préctica de la Teoria Electromagnética.

Alcances de la investigacién

El presente proyecto es una investigacién bésica en el campo de la teoria

f}401electromagnética.
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Con la publicacién de este trabajo, se van a beneficiar en primer a los alumnos de la

Facultad de Ingenieria Eléctrica y Electrénica, porque contarén con un texto de

CAMPOS ELECTROMAGNETICOS préctico y con su}401cientecantidad de problemas

resueltos detalladamente que le permitirén comprender y asimilar mejor los

conocimientos de la Teoria Electromagnética. Este texto también serviré de mucho

apoyo a ios docentes de la asignatura de Teoria de Campos Electromagnéticos que

requieran hacer alg}402ntipo de consulta.

c. 3 IMPORTANCIA Y JUSTIFICACION DE LA INVESTIGACION

IMPORTANCIA

El desarrollo de| Proyecto de lnvestigacién TEXTO: �034CAMPOS

ELECTROMAGNETICOS�035es de suma importancia porque constituye un trabajo de

divulgacién cienti}401ca,en donde se aborda |os diversos temas de la Asignatura Teoria

de Campos Electromagnéticos, que son fundamentales en la formacién profesional de|

lngeniero Electricista e lngeniero Electrénico

JUSTIFICACION

Por lo expresado anteriormente el proyecto se justi}401ca,por que es un aporte

académico que bene}401ciaréa los estudiantes de ingenieria, principalmente de

ingenieria eléctrica y electrénica, y a los profesores que ense}401anla Asignatura de

F Campos Electromagnéticos.
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d) Marco teérico

En la presente investigacién se presenta la teoria resumida y simplificada para los

ocho capitulos de| presente texto. Esto ha sido posible por la experiencia de diez a}401os

en la dooencia universitaria que tiene el autor.

Por ejemplo, el capitulo �034Electrostéticaen el vacio" se desarrolla a partir de| enfoque

de los postulados fundamentales de la electrostética en el vacio, esto pennite resumir

sustancialmente este capitulo. Sin embargo, se ha considerado necesario agregar las

ecuaciones conocidas para calcular la intensidad de campo eléctrico, el potencial

eléctrico, la diferencia de potencial y la energia electrostética.

En el capitulo �034Elcampo electrostético en medios dieléctricos", después de explicar

el comportamiento de los materiales dieléctricos en presencia de un campo eléctrico

extemo, se ha considerado agregar las ecuaciones para calcular la carga superficial

de polarizacién y la carga volumétrica de polarizacién.

En el capitulo �034Corrienteeléctrica" se ha precisado e! concepto de corriente eléctrica y

al }401nalde| capitulo se ha dado un cuadro resumen de las ecuaciones a utilizar cuando

se trata de resolver problemas relacionados con una corriente eléctrica estacionaria.

El capitulo �034Magnetostéticaen el vacio�035se desarrolla a partir de| enfoque de los

postulados fundamentales de la magnetostética en el vacio, esto también permite

resumir sustancialmente este capitulo. Sin embargo, se ha considerado necesario

ampliar en el desarrollo de las ecuaciones para calcular Ia intensidad de campo

magnético utilizando Ia Iey de Biot-Savart y la Iey de Ampere.

Finalmente debo indicar que si bien es cierto que Ia técnica de resolucion de

problemas es un medio muy seguro de aprender un curso de Campos

W Electromagnéticos, pero es muy importante estudiar y conocer la teoria
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electromagnética, para lo cual el alumno debe buscar toda la informacién necesaria,

para luego utilizar esta informacién y sus conocimientos en nuevas situaciones.

e) Maté}401alesy métodos

Materiales:

- Materiales de o}401cina

= Material bibliogré}401co

- Material de cémputo e impresién

Métodos

La elaboracién de| presente Texto: Campos Electromagnéticos, propésito de la

investigacién, le demandé al autor ordenar toda la informacién reunida durante su vida

profesional y de especialista en la materia.

La estructuracién de| texto responde a la experiencia del autor como docente titular de

la materia en la Escuela Profesional de Ingenieria Eléctrica de la Facultad de

Ingenieria Eléctrica y Electrénica de la Universidad NacionaI del Callao.

Para la elaboracién de| texto, se tuvo cuidado en recurrir a la sintesis de los aspectos

teéricos, evitando en lo posible de hacer extensiones que confundan a los alumnos.

En cuanto a los prob|emas resueltos que se presentan en los diversos capitulos, se

ha seleccionada |os prob|emas més apropiados que estén propuestos en los diversos

textos que se han utilizado como bibliografia. Ademés, la resolucién de estos

problemas se presenta de una manera ordenada y muy didéctica ya que se ha

mg recurrido al uso de muchos dibujos y gré}401cos.
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f) Resultado

El resultado de la presente investigacién es la elaboracién del texto universitario

titulado Texto: Campos Electromagnéticos, el cual se adjunta al presente. El texto

contiene odhb capitulos y dos apéndices.

La teoria desarrollada en el texto, responde a los aspectos bésicos de la Teoria

Electromagnética. Los problemas resueltos en el texto, tienen el propésito de dar las

pautas de la aplicacién de la teoria desarrollada.

Se ha logrado un texto base para el curso de Teoria de Campos Electromagnéticos,

asignatura fundamental en la formacién universitaria del estudiante de Ingenieria

Eléctrica e ingenieria Electrénica.

g) Discusién

El texto universitario titulado �034TEXTO:CAMPOS ELECTROMAGNETICOS�035es el

resultado de la investigacién a que se re}401ereel presente informe, se caracteriza por

presentar la teoria de manera resumida y dando mayor énfasis a la resolucién de

problemas de aplicacién. Los prob|emas resueltos han sido cuidadosamente

seleccionados de ta| forma que nos permitan comprobar las leyes y principios

fundamentales de la teoria electromagnética. La mayoria de los textos sobre Campos

electromagnéticos no presentan muchos prob|emas resueltos, y si los hay Ia

resolucién no es detallada y no permite una mejor comprensién a los estudiantes.

Por esa razén, el presente texto ayudaré a los estudiantes ha comprender mejor la

teoria electromagnética, conocimiento fundamental en su formacién profesional, para

que luego cuando Ileve los cursos de especialidad puedan abordar prob|emas reales,

a los cuales darén solucién siempre y cuando conozcan y apliquen correctamente Ia

�030VTeoria Electromagnética.

* 9



h) Referenciales

- ANTONIO GONZALEZ FERNANDEZ �024SCHAUM . Problemas de Campos

Electromagnéticos. Madrid, Espa}401aiMc Graw-Hill - 2005.

o BERKELEY PHYSICS COURSE �024VOL 2. Electricidad y Magnetismo. Berkeley,

E.U.A. Segunda Edicién �0241994 - Editorial Reverté.

- CHENG, DAVID K. Fundamentos de electromagnetismo para ingenieria.

Wilmington, Delaware, EU.A. - 1997 - Addison - Wesley Iberoamericana.

- DIOSES OTIN, FEDERICO. ALFAOMEGA. Campos electromagnéticos. Espa}401a

�024Ediciones UPC �0242000.

- HAYTJR., WILLIAM H. Teoria electromagnética. México, D.F. Séptima Edicién �024

2006 - Mc Graw-Hill.

o KRAUSS-FLEISCH. Electromagnetismo con aplicaciones. México, D.F. Quinta

Edicién - 2000�024Mc Graw-Hill.

- REITZ �024MILFORD �024CHRISTY. Fundamentos de la teoria electromagnética.

Wilmington, Delaware, EU.A. Cuana Edicién �024 1996 - Addisson Wesley

�030 lberoamericana.

o SADIKU, MATTHEW N. O. Elementos de electromagnetismo. México, D.F.

Tercera Edicién�0242003 - Oxford University Press.

o TALLEDO CORONADO, ARTURO. Teoria de Campos Electromagnéticos.

/�254 Lima, Peru. Cuar1a Edicién �0241998�024Editorial �034Ciencias".

10



i) Apéndice

Los cuadros y prob|emas de autoria propia, se presentan dentro de los ocho capitulos

de| texto, como parte de la eiplicacién de los temas tratados.

A continuacién se anexan éios cuadros que se hallan en el capitulo 1: Aspectos

generales.

CUADRO DE TIPOS DE CAMPO VECTORIALES

TIPOS DE C ' PO VALOR DE SU

EJEMPLO

VECTORIALES DIVERGENCIA Y SU

ROTACIONAL

Solenoidal e V. EZO y Vx;=0 Campo eléctrico estético en

Irrotacional una regién Iibre de carga.

Solenoidal pero no -> -> Campo magnético estéticq en
V- F = 0 y VxF at 0

Irrotacional un conductor que transporta

corriente.

I t ' I �024> �024> C I�031t ' t't'rro actona pero VxF = 0 y V. F ;t 0 ampo e ec nco es a I00 en

no una regién con carga.

solenoidal

Ni solenoidal ni V .2360 y Vx;_ gt 0 Campo eléctrica en un medio

Irrotacional cargado con campo

magnético variable en el

tiempo.
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CUADRO DE UNIDADES DE LAS CANTIDADES DE CAMPO

TIPO DE CAMPO CANTIDAD DE CAMPO SIMBOLO UNIDAD SJ.

Intensidad de campo eléctrico

ELECTRICO �030 _ , _

Densidad de flujo electnco

Densidad de flujo magnético

MAGNETICO _ , ,
Intensidad de campo magnetlco

j) Anexos

El texto contiene varios anexos que se indican a continuacién:

TABLA DE RIGIDEZ DIELECTRICA PARA ALGUNOS MATERIALES

Aire (a presién atmosférica)

�035"°�030
�035"°�034
2°�034 «
25405
-�035°"°�034

20°40�034
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TABLA DE CONSTANTES DIELECTRICAS (K) DE VARIAS SUSTANCIAS A 20°C

L
Aire (1 atm) 1,00059

Polietileno

Cloruro de polivinilo

T

TABLA DEL SIGNIFICADO DE CADA SiMBOL0 Y SU UNIDAD DE MEDIDA EN EL SI.

signi}401cado Unidad de medida SI

Intensidad de campo e|éctn'co voltio por metro 7

Intensidad de campo magnético ampere por metro (A/m)

Densidad de }402ujoe|éctn�030co couiomb por metro cuadrado (C/m )

E Densidad de }402ujomagnético tesla (T) o weber por metro cuadrado

(Wb/m2)

/7 Densidad volumétrica de cargas culombio por metro cubioo (C/m )

Iibres

Densidad de corrientes Iibres ampere por metro cuadrado (Alm )

dig Vector de| elemenfo diferencial de metro cuadrado (m )

' super}401cienorma| a Ia super}401cieS

dV Elemento diferencial de volumen metro cubico (m3)

enoerrado por la super}401cieS

d; Vector del elemento de Iongitud del metro (m)

contorno que Iimita la super}401cie8.
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TABLA DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL

Forma diferencial Forma integral

Ley de Gauss para el campo

magnetico (ausencia de vi�031?:0 4) 1 0

monopolos magnéticos) S

�024> �024> �024> d �024> �024>

�024�031 68 E-d�254=�024�024B-dS

Ley de Ampére generalizada V�035;:�030J*+6_D4-) I�024{*.d2;:J-�030�024]'.d§+ J-QVIE

at C S I at

TABLA DE IDENTIDADES VECTORIALES

Si q; y 1;: son campos escalates mientras que P�034y E? son campos vectoriales, se

cumple:

V(t/7+!//) = V¢+Vu/

V(<0v/) = ¢>Vv/+w VIP

- V[g] = v/(V40) �024<o<Vw)

�030I�031 W�031

V¢>�035= n¢2"�034Vga (n = entero)

V - Vq: = V2¢

14



v.(vx})=o

V><(V<P)=°

Vxvx17*=V(V~17*)�024V�03117«"

�024V�024? �024V �024) �030V �024) *§ �024> �024) �024V

V(F- G) = (F- V)G+ Fx (Vx G) + (G- V) F+ Gx (V XF)

V-(zpF)=<V¢)~F�030+¢V~3�030

v.(17*+5)=v.17�034+v.5

V.(1?x5)=(vxE)-5�024(Vx5)-F7

�030V -5 �024}

V><((pF)=(V(0)><F+(oV><F

V><(;"+a')=Vx1j"+VxE¥

vx(?*xE3)=(V.?;)Z*�024(v.})5+(5.v)E�024(1?.V)5

£1?�034~d E = J.�031/V-1?"dV(Teonema de la divergencia)

£1?-dZ=IyVx;7~d§ (Teorema de Stokes)

}401godl= j'Svq;xds <

15



£¢d§=LVq7 dV

f £1::xd§=�024LVx}�024;(IV
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D

La teoria de campos electromagnéticos estudia |as leyes fundamentales que

explican |os fenémenos eléctricos y magnéticos, Ios cuales son originados por las

cargas eléctricas en reposo 0 en movimiento.

El estudio de los campos electromagnéticos es importante para los alumnos de

ingenieria, especialmente de la Facultad de Ingenieria Eléctrica y Electrénica de la

Universidad Nacional del Callao, a quienes va dirigida este texto, porque:

1) Nos permite comprender Ios principios de funcionamiento de las méquinas eléctricas

(transfonnadores, motores, generadores) y los instrumentos eléctricos y magnéticos.

2) Nos permite explicar los fenémenos de accién a distancia, como por ejemplo Ia

comunicacién por satélite y la comunicacién con teléfonos méviles, que son originados

por las ondas electromagnéticas cuando se propagan en el aire 0 en el vacio.

El presente texto: CAMPOS ELECTROMAGNETICOS es un texto bésico que expone de

manera sucinta los temas correspondientes a Ia teoria electromagnética y pone mayor

énfasis a la resolucién de prob|emas que tienen aplicaciones en Ingenieria Eléctrica y en

|ngenien'a Electrénica. Esta obra ha sido dise}401adacomo libro de texto para el curso de

TEORiA DE CAMPOS ELECTROMAGNETICOS, a nivel de pre grado, en las

especialidades de Ingenieria Eléctrica e Ingenieria Electrénica.

El texto CAMPOS ELECTROMAGNETICOS presenta al inicio de cada capitulo un

resumen teérico y luego una variedad de problemas resueltos referidos a los temas

tratados como son: Electrostética en el vacio, El campo electrostético en medios

dieléctricos, Métodos generales para resolver prob|emas electrostélicos, Corriente

�030Ff vi



eléctrica, Magnetostética en el vacio, Campo magnético en la materia, Ley de faraday y

Ecuaciones de Maxwell.

Para una mejor comprensién de la teoria de Campos Electromagnéticos se requiere que

el alumno tenga |os conocimientos sélidos de las leyes y principios de la Teoria

Electromagnética, y de los fundamentos mateméticos que se requieren sobre todo para

resolver los diferentes tipos de problemas que se presentan. De manera especi}402case

requiere que el alumno conozca el Anélisis Vectorial, herramienta fundamental para el

desarrollo de los prob|emas de los cursos de campos electromagnéticos.

Espero que el presente texto contribuya a desarrollar el interés de |os alumnos por la

teoria ekectromagnética y su aplicacién en el campo de la investigacién.

Deseo agradecer al Instituto de Investigacién de la Facultad de Ingenieria Eléctrica y

Electrénica, a la Facultad de Ingenieria Eléctrica y Electrénica, y al Vice Rectorado de

lnvestigacién de la Universidad Nacional del Callao por el apoyo brindado para el

desarro||o del presente trabajo de investigacién.

X Jorge Alberto Monta}401oPisfil

If Docente de la FIEE - UNAC
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CAPiTULO 1

ASPECTOS GENERALES

1.1 DEFINICION DE CAMPO

Un campo se define como una funcién que especi}402cauna cantidad particular en

cualquier punto de una regién.

Un campo es la distribucién de una cantidad, Ia cual puede o no ser funcién de|

tiempo. Si el campo es independiente de| tiempo se denomina pennanente o

estacionario.

Un Campo escalar es una funcién de posicién que esté completamente

determinada por su magnitud en todos los puntos de| espacio.

Notacién de un campo escalar:

(p(uhu2,u3), si el campo escalar es estacionario

q)(,,w2,u3), si el campo escalar es variable con el tiempo

Son campos esca|ares por ejemplo: los potenciales eléctricos en puntos situados

alrededor de una carga eléctrica en reposo, las energias electrostéticas en puntos

situados alrededor de una carga eléctrica en reposo, las temperaturas en cada punto

interior 0 sobre la super}401ciede la tierra, en un cierto instante.

y Esta gréfica corresponde al

campo escalar

«w=x2+ y2

�030I�031f! (diagrama de curvas de nivel

X en dos dimensiones)

Un Campo vectorial es una funcién de posicién que esté completamente

�030Ifdeterminada por su magnitud y direccién en todos los puntos de| espacio.
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Notacién de un campo vectorial:

1?(u,...,,u,), Si el campo vectorial es estacionario

I_;(.,..,,u,,..,), si el campo vectorial es variable oon el tiempo

Son campos vectoriales por ejemplo: Ia intensidad de campo eléctrica en puntos

situados alrededor de una carga eléctrica en reposo, |as velocidades en cada punto

en el interior de un fluido en movimiento, en un cieno instante.

Y

\ Esta gra'fica corresponde

f al campo vectorial

y;:\ �030X,

f I *�031 �031.�0304�030

f /1" F(x,y)=xI+yJ
I�0301�030\\ \�030X

I \
,/ I X \

I T ¥

1.2 LAS CUATRO CANTIDADES FUNDAMENTALES DEL

CAMPO ELECTROMAGNETICO

Para el estudio de| campo electromagnético se consideran cuatro cantidades de

car}401povectoriales fundamentales: Intensidad de campo eléctrica , Densidad de

}402ujoeléctrica o desplazamiento eléctrica Densidad de }402ujomagnético o induccién

magnética e Intensidad de campo magnético 1; .

CUADRO DE UNIDADES DE LAS CANTIDADES DE CAMPO

TIPO DE CAMPO CANTIDAD DE CAMPO SIMBOLO UNIDAD S.|.

Intensidad de campo eléctrico

ELECTRICO

Densidad de flujo eléctrico n

I Densidad de flujo magnético T

MAGNETICO

Intensidad de campo A/m

magnético

�030V 2



RELACION ENTRE B y E) :

En el vacio o espacio Iibre: 5 = so If

En cualquier medio: 13 = e E ; 5 = 508,

Donde: 8 = perrnitividad de| medio ; so = permitividad de| vacio ;

6, = permitividad relativa

RELACION ENTRE E y 13 :

En el vacio o espacio Iibre: 73 = pa 1:}

En cualquier medio: 13 = ,u if ; p = yo/J,

Donde: y = permeabilidad del medio ; yo: permeabilidad del vacio ;

y, = permeavilidad relativa.

1.3 TRES CONSTANTES UNIVERSALES EN EL ESTUDIO

DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

Para el estudio de| campo electromagnético se debe tomar en cuenta |as siguientes

tres constantes universales; velocidad de la onda electromagnética (incluyendo la

luz) en el vacio 0 espacio Iibre, c; permitividad del vacio o espacio Iibre, so ; y

permeabilidad del vacio o espacio Iibre, yo .

Se ha comprobado que en el vacio o espacio Iibre la velocidad de la onda

electromagnética es

c 5 3x103 m / 5

En el SI, la permeabilidad de| espacio Iibre �034yo �035es

/10 =47t.1O�0317H/m

donde H /m representa henry por metro. Con Ios valores de c y /.10 dados

anteriormente, el va|or de la permitividad de| espacio Iibre �034.90�035se obtiene de la

VF siguiente relaciénz '
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1
c = �0242 (m/s)

\ so/to

Despejando so tenemos: so =�02421�024 so 2 8,854x10�031�035F / m

C /10

1.4 CLASlFlCAClON DE LOS CAMPOS VECTORIALES

Los campos vectoriales se pueden clasificar de acuerdo con el hecho que sean

solenoidales o irrotacionales. Un campo es solenoidal cuando su divergencia es

nula, y un campo es irrotacional (conservative) cuando su rotacional es nulo. En la

siguiente tabla se muestran cuatro tipos de campos vectoriales con sus

correspondientes valores de divergencia y rotacional, y un ejemplo de cada tipo de

campo.

CUADRO DE TIPOS DE CAMPO VECTORIALES

TIPOS DE CAMPO VALOR DE SU

EJEMPLO

VECTORIALES DIVERGENCIA Y SU

ROTACIONAL

solenoidal e 2 1 Campo eléctrico esta�031ticoen
V-1<=0 yVxI~=O �030 �030

Irrotacional una regaén Iibre de carga.

Solenoidal pero V. 13:0 y Vxi; $0 Campo magnético estético

no en un conductor que

Irrotacional transporta corriente.

Irrotacional pero » �024> Campo eléctrico esta'tico en
VxF = 0 y V- F ::0

no una regién con carga.

solenoidal

Ni solenoidal ni V .I�0245¢0y Vxljgio Campo eléctrico en un

Irrotacional medio cargado con campo

magnético variable en el

tiempo.
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' El campo veclorial més general tiene una divergencia distinta de cero y un rotacional

distinto de cero, y puede considerarse como la suma de un campo solenoidal y un

campo irrotacional.

1.5 Teorema de Helmholtz

El teorema de Helmholtz es un elemento béslco en el desarrollo axiomético del

electromagnetismo. Establece que:

�034Uncampo vectorial esta�031determinado si su divergencia y su rotacional estén

especi}401cadosen todos los puntos�035

Para el desarrollo del presente texto �034CAMPOSELECTROMAGNETICOS" nos

apoyaremos en el teorema de Helmholtz. En cada uno de los temas enunciaremos los

postulados fundamentales, es decir especificaremos Ia divergencia y el rotacional, de V

los vectores de campo bésicos necesarios para el estudio de los campos

electromagnéticos.

ll
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ELECTROSTATICA

E N EL VAC io

La electrostética en el vacio estudia Ios fenémenos o efectos producidos por

/as cargas eléctricas en reposo y por los campos eléctricas que no cambian con

el tiempo.

Para el estudio de la Electrostética en el vacio es suficiente Ia cantidad fundamental de

campo E (intensidad de campo eléctrico).

2.1 POSTULADOS FUNDAMENTALES DE LA

ELECTROSTATICA EN EL VACiO

Los dos postulados fundamentales de la electrostética en el vacio 0 en el espacio Iibre,

que forman la base para construir la estructura de la electrostética, son:

FORMA DIFERENCIAL FORMA INTEGRAL

1) V.Z;=£ gS1'f.d§=Q

5a s 8., _

�024�031 �024-> �024>

2) VxE=0 §5E.dz=o

C
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* La forma diferencial de ambas ecuaciones son dos de las cuatro ecuaciones de

Maxwell.

* Se sabe que en el vacio o espacio Iibre, la densidad de flujo eléctrico B y la

intensidad de campo eléctrico 173 estén relacionadas con la ecuaciénz B = on E .

Entonces, la forma diferencial y la forma integral del primer postuiado de la

electrostética en el vacio queda:

;
S

Donde: �034Q�035es la carga neta Iibre enoerrada por la super}401ciegaussiana.

Los dos postulados de la Electrostética en el vacio son concisos, sencillos e

independientes del sistema de coordenadas, ademés pueden usarse para derivar

otras relaciones, leyes y teoremas de la electrostética. Por ejemplo, se puede obtener

Ia Iey de Gauss, la Iey de voltajes de Kirchhoff, etc.

DEMOSTRAC|ON DE LA LEY DE GAUSS

Tomando integral de volumen a la ecuacién (1), queda Io siguiente:

" Pj(V-E)dV=j'�024dV
V V 80

�024. 1 Q

..�024pj(v-E)dV=�024jpdV=�024
V 50 V 50

Aplicando el teorema de la divergencia tenemos: J-(V-;�030)dV:§f? -d S:

V S

El segundo miembro de esta ultima ecuacién equivale a Q/go, por lo tanto hemos

demostrado Ia Iey de Gauss. Es decir: _

(}401g-d§:g(Ley de Gauss)

S 50
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DEMOSTRACION DE LA LEY DE VOLTAJES DE KIRCHHOFF

Tomando integral de super}401ciea la ecuacién (2), tenemos: _[(V xi?)-dE : 0

S

Aplicando el teorema de Stokes a la ecuacion anterior, queda:

j(VxE)-d§=gS1E.dE
S C

El segundo miembro de esta Czltima ecuacion equivale a 0 , por lo tanto hemos

demostrado la Iey de Voltajes de Kirchhoff. Es decir:

z}401:-d§=o(Ley de Voltajes de Kirchhoff)
C

OBTENCION DE LA LEY DE COULOMB A PARTIR DE LA LEY DE

GAUSS

Como se se}401aloanteriormente, para estudiar Ia Electrostética en el vacio es suficiente

conocer Ios dos Postulados Fundamentales que los rigen, por que a partir de ellos se

pueden obtener otras relaciones, leyes y teoremas de la Electrostética�030A continuacién

se muestra el procedimiento a seguir para la obtencién de la Ley de Coulomb a partir

de la ley de Gauss.

Para ello vamos a considerar que tenemos una carga puntual "+q ubicada en la

posicién r�031,respecto al punto de referencia 0, tai como se muestra en la figura.

Para obtener la ley de Coulomb, a partir de la Iey de Gauss, primero vamos ha calcular

la intensidad de campo eléctrico (debido a la carga +q) en el punto P , que se halla

en la posicién respecto a la referencia 0. A continuacién, calcularemos la fuerza

eléctrica que experimenta una segunda carga +Q, ubicada en el punto P, debido a la

xf carga +q.
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Por Iey de Gauss: =

_ _ _ _ - _ _ s 30

I/' �030~\ Como la super}401cieGaussiana considerada

/I �030\ " V?

' es una esfera de radio r�024r, al evaluar la

1/ Z �030Q ~> $2

I�031 _, _, �030| 5"Pe�031}401Ci9 integral cerrada resulta (E)47t,r�024r�031..
I�031 +q r_ r. : Gaussiana

|�030 GT1}: Luego, Ia expresién anterior es igual a:

\ " ,

�030 F�030 I �024> �024>2
\ » _ �030I �030_ �030I\ a E (E)4z:�031r�024rl_E�024 ET

\\ �030/5�031 ° 47t.*:0�030r�024r"

Vectorialmente seria:

O Y _, _*

E _ q(r - r ')
_ �024._f3

a 4

�031�030 47t£�0300�030r�024r U

Si colocamos una carga puntual +Q en el punto P de! campo creado por la carga

puntual +q, la carga +Q experimenta una fuerza eléctrica F debido al campo

%

eléctrico creado por +q. Esta fuerza F esta�031dada por;

�024-> �024>

_) _ I

9 }401 �030 F : qQ(r r )
F = Q E 9 �024>3

4-M60 r�024r'

Esta Clltima expresién dada es la que se conoce como ley de Coulomb.

2.2 POTENCIAL ELECTRICO

El potencial eléctrico es una cantidad escalar que se utiliza para expresar

cuantitativamente Ia medicién de los efectos de| campo eléctrico en un punto de dicho

campo. Dado que el potencial eléctrico es una cantidad escalar, entonces lleva el

W mismo signo de la carga que genera el campo eléctrico.
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Para dar Ia ecuacién o ecuaciones correspondientes que nos permitan calcular el

Potencial eléctrico, vamos ha recordar las siguientes relaciones:

1) �034Elrotacional de| gradiente de cualquier campo escalar es idénticamente cero

(nuIo)�035

Es decir, si suponemos que el campo escalar es el potencial eléctrico (0, entonces:

V X (V ¢) = 0

2) �034Siun campo vectorial tiene rotacional nulo, entonces este campo vectorial

puede expresarse como el gradiente de un campo escaIar"

Es decir, si suponemos que el campo vectorial es la intensidad de campo eléctrico

E, entonces:

V xE = 0

Luego, se cumple que:

_.

Donde el campo escalar (0 es el potencial eléctrico.

Llgtgg el signo menos del gradiente del potencial eléctrico es porque el trabajo que

se realiza es en contra del campo.

Se cumple asimismo que:

1) La diferencia de potencial entre los puntos B y A (VB �024VA ), viene dado por:

VB '-VA =�024J::g"dZ;donde: dzzd:

donde:

VB: potencial eléctrico en el punto 8 (PB) �030

VA: potencial eléctrico en el punto A (PA)

2) El potencial eléctrico en un punto B viene dado por

P, -> �024> �024. �024»

by/Xf) V3=�024J.RefmnmE°d�254;donde: d�254=dr
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Por convencién se asume que en la referencia el potencial eléctrico es cero

(Vke}401zmma2 0

Se consideran como puntos de referencia el infinito y tierra, por lo tanto:

Vmma) : 0 § V00 : 0

3) El potencial eléctrico debido a una carga puntual �035+q�035,en la posicién :(ver }401gura),

viene dado port

2

Q P V = _%._:

r 4 47:50 lr�024r�031{

I�030

O Y

x

4) El potencial eléctrico debido a una distribucién continua de carga, posicién (ver

}401gura),viene dado por:

Z V : 1 I dQ

We 7- 7
Q �0357

rs �035"-P
,. " Donde:

�030) dQ : Ad! para una distribucién

;>�030 r lineal.

dQ = adA para una distribucién

superficial.

O y dQ = pa'V para una distribucién

volumétrica.

X Sistema de referencia �034}401jo�035

1 1



2.3 ENERGiA ELECTROSTI-'\TlCA (WE) % �030

Es Ia energia que se almacena en un punto cualesquiera de un campo electrostétioo,

debido a este campo. En el casa de una distribucién continua de carga, esta energia

se puede calcular con la siguiente ecuacién:

1 2
WE = �024js0E dV

2 V

donde: E = médulo o magnitud de la intensidad de campo eléctrico.

* Se denomina densidad de energia electrostética (wE) a la cantidad de energia que

almacena un campo electrostético por cada unidad de volumen. Por lo tanto. la

energia electrostética WE, en funcién de WM, se puede expresar de la siguiente

forma:

WE = j wk. dV ;
V 1

1 2 �030
donde: wE = 550 E �030
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2.4 PROBLEMAS RESUELTOS DE ELECTROSTATICA EN

EL vAcio �030

Problema N° 1 é

Dentro de la regién cilindrica p<4m, la densidad de }402ujoeléctrico esté dada por

I3: 5p3§.,,�024-C7a) g,Cuél es la densidad de carga volumétrica en p : 3m ? b) g,Cuél

m

es la densidad de flujo eléctrico en p:3m? c) ¢�030,Quécantidad de }402ujosale del

cilindro p:3m, |z | 3 2.5 m? d) ¢',Cuénta carga esté contenida dentro del cilindro

p=3m, |z|s2.5m?

Resolucién ~

a) Ca'IcuIo de pv (densidad de carga volumétrica) en p = 3m

Cuando se conoce B (densidad de flujo eléctrico). Ia densidad de carga

volumétrica �034p,,�035se halla aplicando el primer postulado de la electrostética o

pimera Ecuacién de Maxwell. Es decir:

-)

ov = W3

De acuerdo con la condicién, B depende sélo de la coordenada �034p�035,luego Ia

divergencia de en coordenadas cilindricas, queda: «

6 1 6
V-D = --�024D �030

1 3

:> pv =�024%(5p�030)=2o�024p~=20p2 V
P UP P

. _ 2 C
. . S1 p=3m :> pv =20(3) =180-�0243

1)�030/�030If m
13



b) Célculo de 6 (densidad de }402ujoeléctrico) en p = 3m

. " 3" C
Se sabe que. D = 5p a,�0242,para p < 4m

m

Si p=3m �024»13=5(3)3-5,, =135 5,,

c) Célculo de ¢ (flujo eléctrico) que sale del cilindro p = 3m y |z| s 2.5m

Se sabe que el flujo eléctrico total a través de una super}401ciecerrada S viene dado

por:

A) -D

em, = gSSD-ds

La integral cerrada, a través de la superficie S (el cilindro descrito), Ia

descomponemos en tres integrales abiertas, por lo tanto se cumple que:

= 0 2 0

¢,m= I D~dS + J�031D/[s+ [943
Super}401ne Supcr}401cic Supu}401cnc

lalaal supaior inferior

» z

dS

Note (ver }401gura)que a traves de las

superficies superior e inferior de| cilindro no 7 �031I , 9 �031

* * } 0 ND�030d§
hay flujo porque los vectores D y d S son

_ "7. .1». '~':;�031.-. _' J
perpendiculares entre si. �034�034if-;:;;_�024§�030::�031; y

A A W 1* Ft: 1':

:> ¢m,= �0345p3a,,-pd¢dz 21,, = �035Sp�034d¢dz ,, �024pE,j"f 1
y

1;; ,*.#2,.-5v:,�024'

z:2,S ¢:2n 3

=> ¢,m,= _[j'5(3)�034d¢dz=4o5I dz J�031d¢
.~=�0242,s ¢=o

�030F :> ¢m,= 405 (5)(27t) = 40501: C
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d) Célculo de Qma, contenida en el cilindro p : 3m y |z[ s 2.5m

Se sabe que en una distribucién de carga volumétrica, Ia carga total viene dada

por:

QM = jpv av ; donde: pv = 20/)2 y W = p dp d¢ dz
V

2.5 2:: 3 3 27! 2,5

=> Q= f J�030j'2opZpdpd¢dz=2oj' p3dp I d¢ I dz
z=A2S ¢=op=o p=0 ¢=o z:�0242,5

QM: 4050:: C

Nota. De c) y d) se concluye que ¢§m, =Qwm,. Esto es cierto porque asi Io establece

-5 �024>

la ley de gauss: ¢,°,_,1 = g5SD- d S = QM .

Problema N° 2

Dado el campo B : (20/ p2)(sen2¢ 21,, +sen2¢ ;1¢) C/ml, encuentre Ia carga total que

esta�031dentro de| volumen 1m < p < 2m, 0 < ¢ <7r/2, O < z <1m . Utilice dos métodos

diferentes de calcule�030

Resolucién

1er Método de Célculo de �034Q,.,,,,�035: aplicando Qm,=J'v pvdV

Para calcular Qrmaplicando Q,m1=_[V pvdv necesito conocer p,, (densidad de carga

volumétrica). El valor de p,, se halla aplicando el Primer postulado fundamental de la

Electrostética o primera Ecuacién de Maxwell. Es decir: pv= V43.

La divergencia de en coordenadas cilindricas, viene dado por:

~ 1 0 1 6D 6D. ~ 20 A A C
V-D = �024�024�024(p D�035)+�024:�030�035+f�030; donde: D = (�0242)(sen2¢ap+ sen2¢ a¢)�0242

p 6/2 p M 02 p m
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D

D

P

i 2

I Calculando Ia divergencia de D obtengo: pV=V-D= 

�031 /7

P 2 "�0312�031�02420senz¢+ 40oos2¢
�031 Luego: QW= _[ J�030I (�024�024�024:3�024J�024pdpd¢dz

�031 p = 1 ¢ = 0 2 = 0 p

I 5
, Q,m,=�0247�035C=�0247,85C

: 2do Método de Ca'IcuIo de �034Q,.,,,,/�031: aplicando Ia Iey de Gauss

�031 Seglln la Ley de Gauss se cumple que:

' �024) 4)

, Qm=<]5sD-<15 (1)

I De acuerdo al enunciado:

V 9 20 ~ A C
3 D=[�024J(sen1¢a,, + sen2¢ a¢)�0242

5 P2 �034�031

: 1msps2m,0:¢:%,0sz:1m

D La }401guracorrespondiente, de acuerdo con el enunciado, seré:

I

I z

: __ _ 7 °°"�030°el campo vectorial 13 no tiene

' 1 Br�03195 1�030 coordenada �034z".entonces para las

�031 2% �030 superficies 85 y 85 (para la base y la

»° "L «-2 ~> 9
: �030 tapa): D-dS : 0. Es decir, no hay flujo

' �034:1 kin] In " eléctrico a través de 85 y 85.

. I I 1" '}402 7 .
4 [I] �030 De la }401gurase observa que la Integral

I .1 �030 cerrada, a través de la superficie 8, se

�031 I E} _" descompone en seis (6) integrales

' " abiertas.

. X

D

D AI descomponer Ia integral cerrada en seis integrales abiertas, y considerando que dos

�031de ellas se anulan (las integrales de 85 y 85), entonces Ia ecuacion (1) puede

: escribirse de la siguiente forma:

5. Q,°,a,=L D-dS, + [51 D-dS2 + LSD-dS3 + _LDodS4 (2)

D

D
. .
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De la figura:

d§1= pd¢dz(;,,) donde p = 2m ; d§2 : pd¢dz(�024:;p)donde p =1m

d§; :dpdz(�024£¢)donde ¢ = o ; d§4 = dpdz(§,,) donde ¢ =%

Reemplazando en la ecuacién (2) e integrando obtenemos:

57:

Qtotal = �024'�024_�024C: _
2

Problema N° 3

La distribucién de una carga esférica esta�031expresada por:

1 _ �031_
pok a2 J , r s a

I�031

O
, r > a

a) Halle la intensidad de campo eléctrico E? y el potencial eléctrico q) para r 2 a

b) Halle la intensidad de campo eléctrico y el potencial eléctrico w para r 3 a

Resolucién

Por tratarse de una distribucién esférica, hay simetria en la figura, por lo tanto la

resolucién de este problema puede hacerse aplicando la ley de Gauss.

a) Célculo de E y qz para r 2 a

p Por Iey de Gauss:

. - �024- _* A �024)�024Q - :dS <§E-dS �024 , Q carga neta encerrada por S.G.

/�024�031~ _ I r�030~\ : 50

'1 :3�030:~ I 1 E 2�0357' F2 2

I,�031 b ._ E(47rr2) =�024_..I J. po 1�024�0242r sen}401d9 d¢ dr

{ f_,:{�030f�030§' 1 50 r=0 ¢>=o 0:0 a

�030. a�034Q�0317 3 _. 3 /\
V L 3Ezz}4025:20;,�031; , 2�030,

( �034 " 1550r2 15aorZ

supemue �030X\ ,1�031

Gaussian: (S.G.) �030�030~ �024- _ . - �024�030'

Para calcular (p utilizamos Ia ecuacién: ¢ = �024J.E�030-d7

Reemplazando E y resolviendo luego Ia integral tenemos:
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2p0a3 A " 2,0113
=-1 ed =�024�024�024L�024C . . . 1

¢ '[15.s(,r2a' M�031 $ 15£or + H

La constante C Ia hallo aplicando la oondicién de frontera (C.F.) siguiente:

Si r=oo ¢(r:w)=0

Evaluando en la ecuacién (1) obtenemos que la constante C es igual a cero: C = 0

L C0�031-�024~2'0°a3o: - ; a a 2ueg lsgor p r r a

b) Célculo de E y w para r sa

Por ley de Gauss:

�030P -9 �024> Q

_ d§- E.dS = _; Q: carga neta encerrada por S.G.

.- E�030-"�034.\V{ x 5o
H,//I�030P\ 17: 1 I 2�035I 2

_ .1; J. E(47tr2)=�024II jp0(1�02412�024jrZsenz9d6 d¢dr
�034 �030 '4�030: 50 r:0¢:09:0 (1

:>1«"=_�0313>_:__"_ .z;=& :,_r3_ 3 -r<a
wvem=~e �0319 3 5a�031" so 3 5a2 �031�031�030
Gausslana (S.G.) 0

Ha}402o(p:

Se cumple: (1) = -IE-d 7

Entonces:

¢=�024j'&5-137 LIA,-dug, ¢=�024i�031£�024�031:�024�024r4�0242+C. .. (2)
so 3 5a 50 6 20a

2 2 2

S ,:a; ¢(_a):£_/Z=_££(l_L]+C C:m
15.90 50 6 20 450

Reemplazando Ia constante C en la ecuacién (2) obtenemos:

(0_ p0 a2 r2 + r4
/fl/f 80 4 6 20a2 , para FSG
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Problema N° 4

Z

Se tiene un casquete semiesférico

de radio �034acargado con densidad I

superficial de carga constante a y ~ "

ubicado tal como se muestra en la 3: _�031 O.

a) La intensidad de campo eléctrico ) Ia�035�030 ~ 0 '_7

en puntos sobre el eje 3�031

b) La intensidad de campo eléctrico

en el punto �034i--

Resolucién:

Para resolver este problema se recomienda calcular primero el potencial eléctrico,

porque es mas fécil resolver una integral cuyo denominador tiene potencia uno, a

diferencia del exponenle tres que tiene el denominador de la integral del campo

eléctrico.

2

De la }401guramostrada p§(0;o;z)

tenemos que: '

dA=r�030sen9d6ld¢(en coordenadas ->

esféricas) �031V �030

donde: r= a = radio de la j~ : ~ . I ,

semiesfera. ~-_ �030Qg?" _, V,.

3.�030�024�030?;;E~':=- 7�030 .1�031
Adema�031s,por Iey de cosenos se "~ \�0311 "

cumple: . .v '_ 4

"�034>5 �030 >/X: �024y:�030

�024> i ,:r" �030 i: ». 4�030 �030
�030r�024r}= x/a2 +22 �0242azcos0 �030.; "

%M{ x 12;; �030
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Célculo del potencial eléctrico �034(p�035en el punto P (0; 0; z)

Sabemos que para una distribucién de carga superficial, el potencial eléctrico (/2 se

halla por:

1 adA
(p = �024I�024_,-. . . (1)

W0 l�024) V�031

r �024r

Reemplazando dA en la ecuacién (1), tenemos:

1 �0352" o'r2sen0d6d
¢:�024�024[ ;donde: r=a

47% 5:: H x/a +2 �0242azcost9
2

0'0 / 2 2

Resolviendo se obtiene: (P = �030(£7+ Z �0300 + Z )
2.902

Ca'IcuIo del campo eléctrico �034I1:" en el punto P (0; 0; z)

Cuando ya se conoce el potencial eléctrico, el campo eléctrico se puede calcular

utilizando gradiente de potencial. Es decir, se cumple que: E = -Vgp.

Recordar también que: V(p= a�024¢z;x+a�024¢z;y+§£¢;z(en coordenadas cartesianas)

ax 0y 62

Calculando el gradiente del potencial y aplicando E = -V¢ obtenemos:

�024 aa2 a A
E = �0241�024j�024a

�031 25oZ2[ x/a2+z2] Z

Célculo del campo eléctrico "£7; " en el punto �030'0'�031

En el punto �034O�035(origen de coordenadas): z = 0 (Cero).

Al evaluar el campo eléctrico en 2 = 0 (primero hay que levantar Ia

indeterminacién), obtenemos:

�024> U /\

E(z=o) = ~a,
480
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Problema N° 5

Demostrar que el campo eléctrico en el punto (0, O, h), debido al recténgulo descrito

por ~a s x sa; �024bsy s b; 2 = O y que porta una carga uniforme de o'(C/ml) es:

-�0310' ab A

E

Resolucién

De acuerdo con el enunciado la }401guracbrrespondiente es:

Z

(0;0;h)

7
o' . ) "4 ., /

.p Q? ,. .;.\b y

.. . , ,a, . .. .,

' X

La intensidad de campo eléctrico E se determina de manera directa utilizando Ia

siguiente ecuacién:

�024�0311 dA 4 �030?
E=�024j�024�034�0245(r�024r)... (1)

f'�024l�030

De la }401gura:

_�031 A . �024)' A A . �024) Z 2 2 1/2 .
rzhay , r =xax+yay , r�024r:(h +x +y) , dA:a5c-dy

Reemplazamos en (1):

4 0' dx-dy A A A
E =�024�0244m:J�030�024�024}401+x2 +yZ)3/2 (hak�024xax�024yay)

VF/f} 0
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" hdx-dy �030 xdx-dy A ydx-dy A
E =�024q�024�024�024j�024�024�024�024-a�024 �024�024�024�024-�024�024�024a�024 j�024�024�024:a

47$" H(h2+x2+y2)3/2 z _U.(h2+x2+y2)3/2 x }402.(h2+x2+y2)3/2.v

Debido a la simetria de la }401guralas dos ultimas integrales son iguales a cero, por lo

tanto la ecuacién anterior queda:

~ ah �035N dx»d A
E="�024] (2)

472190 F_bx_,_a(h +x +y)

Pasando a coordenadas polares tenemos:

x=rcos6 ; y=rsen6 ; x2+y2 zr�031
Y

b Los limites de las integrales serén:

W�030Para 0: 0 y arco tg(b/a)

T? L . 2,
:a x * :g�024:>9=arcotg(b/a)

' �030 " M4 H Para r: 0 y asec0

* cos0=£=>r=asec0

Luego, Ia ecuacion (2) equivale a: r

_�031 arco lg(b/a) asec}402 ' A

1; :°_�031'3 J�030 I +�035_�0302Z§}401az
472:-:0 5:0 mo (r +h )

Evaluando esta integral obtenemos:

" 0' ab A

E ="�030a"C'018 Tm 0, , lo cual queriamos demostrar.

%{ 711% h(a2+bZ+h2) .
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EL CAMPO ELECTROSTATICO

EN MEDIOS DIELECTRICOS

3.1 DIELECTRICOS

Los dieléctricos ideales son materiales que no conducen |as cargas eléctricas

porque no tienen cargas Iibres, es decir, no poseen electrones capaces de

desplazarse Iibremente a través de! material bajo Ia influencia de un campo eléctrico.

Si a un dieléctrico le aplicamos un campo eléctrico extemo, las cargas se

reordenan en su interior, de manera de seguir siempre fuertemente Iigadas a su

nucleo. En este caso se dice que el dieléctrico se polarizé. En el dieléctrico polarizado

cada molécula se conviene en un dipolo inducido, estos dipoles producen un nuevo

campo eléctdco, que se suma al original. El efecto total, desde el punto de vista

macroscépico, es més fécil de visualizar como un desplazamiento de toda la carga

positiva en el dieléctrico con respecto a la carga negativa.

A continuacién se muestra una porcién de material dieléctrico polan'zado.

'

E]

T

i
,,f harm
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Un dieléctrico polarizado, aun siendo eléctricamente neutro en promedio,

produce un campo e|éctrico en los puntos exteriores e interiores de| dieléctrica.

}401llycuando el campo eléctrico en un dieléctrico es su}401cientementegrande,

comienza a jalar Ios electrones para desprendenos de las moléculas, y el dieléctrica se

vuelve conductor. Entonces se dice que ha ocurrido disrupcién (ruptura o

perforacién) de un dieléctrica cuando éste se vuelve conductor. El quebrantamiento

de un dieléctrica ocurre en todas las clases de materiales dieléctricos (gases, Iiquidos

y sélidos) y depende de ia naturaleza de| material, Ia temperatura, la humedad y el

tiempo en que se aplica el campo. El valor minimo de| campo eléctrico al que ocurre Ia

disrupcién dieléctrica se llama resistencia o rigidez dieléctrica de| material

dielécirico. Es decir, Ia resistencia dieléctrica es el campo eléctrico méximo que puede

tolerar o soponar.un dieléctrico sin disrupcién. En la siguiente tabla se muestra la

rigidez dieléctrica para algunos materiales.

TABLA DE RIGIDEZ DIELECTRICA PARA ALGUNOS MATERIALES

o

IMPORTANCIA DE LOS DIELECTRICOS

1) Proporcionan una mayor resistencia a la ruptura del aire (hay mayor rigidez

dieléctrica), y por lo tanto permiten una mayor diferencia de potencial. Los

dieléctricos resisten més que el aire, y por lo tanto se les puede aplicar mayores

�034EA? voltajes sin que la carga pase por el espacio.
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2) Aumentan la capacitancia de un capacitor.

3) Proporcionan un medio mecénico para mantener la separacién constante entre las

placas y evitar que halla contacto entre los conductores.

TABLA DE CONSTANTES DIELECTRICAS (K) DE VARIAS SUSTANCIAS A 20°C

Aire (1 atm) 1,00059

Polielileno

Cloruro de polivinilo

i

It

�024)

3.2 POLARIZACION (P)

La polarizacién es una cantidad vectorial que caracteriza el comportamiento

electrostético de un medio dieléctrico. Se define como el momento dipolar por unidad

de volumen.

» :13 » . , .
P = (T , p = momento dupolar electnco

V

'1�030;E = I|�0243)dv

v

La densidad superficial de polarizacién (am) es una cantidad

escalar que se define por:

/\ �024)

«pf Donde: n = vector unitario normal; P = vector polarizacién

25



i

la densidad volumétrica de polarizacién (pm) es una cantidad escaiar

que se define por:

-)

pol

3.3 CONSIDERACIONES A TOMARSE EN CUENTA EN

MATERIALES DIELECTRICOS _

1. El efecto macroscépico de la polarizacién (reordenamiento de las cargas eléctricas)

en un volumen determinado de un material dieléctrica, origina sobre la superficie

una carga de polarizacién (Q,,,,,(x)) y deja dentro del material una acumulacién de

carga por poiarizacién (QMW) )_

Se cumple que:

= Jvm W
5 V

03,0, = densidad superficial de polarizacién

)3 = vector polarizacién

:1 = vector unitario normal

pm = densidad volumétrica de polarizacién

* Si se reemplaza 0-W = la carga superficial de polarizacién queda igual a

Q,,o,(S) : q3P.ndA:�024<3SPdA
S S

* Si se reemplaza p I: �024V.;�031,Ia carga voiumétrica de polarizacién queda igual a
P0

QIW) = f(�024V.P)a'V

ff V
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2. En un medio dieléctrico, los vectores B y E estén relacionados en la forma:

B = er? = gm�030

De la ecuacién anterior se concluye que la polan'zaci6n 7�031queda expresada por la

siguiente ecuacién:

1;_( )]j:_ (8135
�030g �0248° _T

Donde:

8 = permitividad de| medio (permitividad absoluta) = 30 gr

6-0 = pennitividad de| vacio = 3,555.10"? F/m

5, = permitividad relativa o constante dieléctrica.

* A 3�031también se Ie representa con la letra K . Es decir: 5-, :K

3. La susceptibilidad eléctrica ,1 de un medio dieléctrico mide Ia sensibilidad del

material a un campo eléctrico.

Se cumple que: ,1 = 5, #1 , o también: x : 3 -1

80

4. Un material dieléctrica es lineal si se satisface que 5251:�034,es decir, si 5 es

independiente de Es homogéneo si 5 es independiente de la posicién, y es

isotrépico si 5 es escalar.

3.4 CONDICIONES EN LA FRONTERA

Son las condiciones que deben satisfacerse en la interfaz que separa dos medios

�030 diferentes. Las condiciones en la frontera deben ser satisfechas por un campo

eléctrico que existe en dos medios diferentes separados por una interfaz. Estas

condiciones son titiles para determinar el campo que existe en uno de los lados de la

frontera, si se conoce el campo del otro lado.

>

. ff
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D

a) CONDICIONES EN LA FRONTERA PARA UNA INTERFAZ DIELECTRICO �024

�030 DIELECTRICO.

Se cumple que:

�030 E1.= E2. (E. es oontinuo de un lado a otro de la frontera)

, D1,. - D2,, =a , cr = densidad superficial de carga Iibre

�030 Esta ecuacién es vélida si suponemos que 13 esté dirigido de la regién (2) a la

' regién (1 ).

Obien: D..,=D,,., si 0 =0

f�030- /-

49 Q)
51

Din 5�030 AS

E1 El�03441 D1 %

:85 D�034 J _ \ , f

/32�030El: d ,_,r�035(/7�035�031

1 �030 �034\ �034

5,} /52 ,\ Ex 6 D,,\, /02 Q�034,R, /
\/i L2; V '

52 52

b) CONDICIONES EN LA FRONTERA PARA UNA INTERFAZ CONDUCTOR �024

DIELECTRICO.

Se cumple que:

D,=s0s,E,:O y Dn=.r:E,,=o'

dieléch-ico a}401eiéch-ico

E (s= -�030ia5~'r) D (5= }401n-Er)

E �030AS

-_ 1+; 5 �030DI __ \ I /4

/�034I Q -*/ \""7 }401x.

�0342r.>-Nc�030 Kjj

mnducfor (E=U) mrducfor (E=U)

Porque E = 0 dentro del conductor.
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c) CONDICIONES EN LA FRONTERA CONDUCTOR-VACI'O

Se cumple que:

D[:soE,=0 ; Dn=soE,,=0

,
�030 /.I vaclo

E�034 =-. W
E3.�030 '.

gfj�035�031%
conduclor (E =0)

3.5 CAMPO ELECTRICO FUERA DE UN MEDIO

DIELECTRICO

Si tenemos una porcién finita de material dieléctrico polarizado, es decir, que esté

caracterizada en cada punto : por una polarizacién 36). La polan'zaci<'>n da origen a

un campo eléctrico, y lo que se debe hacer es calcular este campo en un punto :que

esté fuera de la masa del dieléctrico (ver }401gura).Para ello primero se calcula el

potencial (p a y luego obtenemos el campo eléctrico como menos el gradiente de (p.

(r)

(x,y,z)

V > V r�024r�031

.»-�031�030 .-

%

vfwr AI realizar Ios ca'lcuIos se obtiene:
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- Para el potencial debido al material dieléctrico en la posicién ?

(9 = _�0305&0/1dA. + j"LdV' :_ 1 IE2
M 41:80 so �030*fl W �030->'?1 41:30 �030-*�030fa

r~r r�024r r�024r

| I

- Para el campo eléctrico en la posicién :

�024> �030f _) _l,

I T �030T r�024r

E 4 :_; ,L._ ' é '

(r) 47:50 law�030I» �030fldA +�030£p"°'J» 1�031!dv
r - r r�024r I

NOTA.- esta Liltima ecuacién da Ia contribucién del medio al campo eléctrico en : ,

independientemente de si : esté dentro o fuera del medio. Por lo tanto, esta

ecuacién también puede utilizarse para calcular el campo eléctrico dentro de un

dieléctrico.

3.6 DESPLAZAMIENTO ELECTRICO (I3)

Es un campo vectorial que se define de la siguiente forma:

donde:

so = permitividad del vacio 0 del espacio Iibre.

E = vector campo eléctrico

3 = vector polarizaci<'>n I-3»

+q �030

�035q}401ol \~�030 
+ ié

::
+ a �031

:1 P +

+ +

�030+ .

+ /

+ -T?»

M "
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OBSERVACIONES:

1. Los vectores E y 13 son paralelos.

2. En el vacio: 1?�031:0, entonces B = 5-015)

3. Para campos no muy intensos y en la mayoria de los dieléctricos el vector 1-5 varia

linealmente con E , lo que se expresa: I3 = 50,12�031

Donde Ia constante x es la susceptibilidad eléctrica de| dieléctrico.

3.7 LEY DE GAUSS EN UN DIELECTRICO

Para el caso de materiales dieléctricos, Ia ley de Gauss toma las siguientes formas:

Donde:

. _ A�031" _ QUBRE = carga Iibre encerrada por la superficie
Forma Integral. £D.d S �024QUBRE gaussiana

Forma diferencial: D°11de3

p = densidad de carga volumétrica

3.8 RECOMENDACIONES PARA RESOLVER PROBLEMAS

CON VALORES EN LA FRONTERA EN LOS QUE

INTERVIENEN DIELECTRICOS

- La ecuacién fundamental ha utilizar es: V13 2 p

- Si |os dieléctricos con los que estamos trabajando son lineales, isétropos y

homogéneos, entonces I3 2 21:2, siendo e la permitividad absoluta. Entonces Ia Iey

de Gauss (forma diferencial) queda

VE:E
f e

�030 �030 3 1



- Dado que el campo electrostético E puede deducirse de un potencial escalar (p, es

_. _.

decir E : ~V<p, entonces al reemplazar E en la ecuacién anterior tenemos que

Vzq) = �024E
2

Por tanto, el potencial en el dieléctrico satisface la ecuacién de Poisson.

- En la mayoria de los casos de interés, el dieléctrica no contiene cargas distribuidas

en todo su volumen, es decir p= 0 dentro del material dieléctrico. La carga esté

sobre |as super}401ciesde los conductores 0 se concentra en forma de cargas

puntuales que pueden, por cierto, estar dentro del dieléctricoa En estas

circunstancias, el potencial satisface la ecuacién de Laplace en todo el dieléctricoz

Vzqn = 0

En algunos problemas puede haber una densidad superficiai de carga, 0, sobre la

superficie de un cuerpo dieléctrica 0 en la zona interfacial entre dos materiales

dieléctricos, pero esto no altera la situacién y la ecuacién de Laplace sigue siendo

aplicable mientras p = 0.

Un problema electrostético en el que intervienen dieléctricos Iineales, isétropos

y homogéneos se reduce, por tanto, a hallar las soluciones de la ecuacién de

Laplace en cada medio y relacionar las soluciones en los diversos medios con las

condiciones en la frontera ya conocidas.
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3.9 PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE CAMPO

ELECTROSTATICO EN MEDIOS DIELECTRICOS

Problema N° 1

Un capacitor de placas paralelas tiene sus placas en x: 0 y en x: d , y el espacio

, , , .. . 20150
entre las placas esta Ileno de un maternal no homogeneo con permmvldad 3 =

x+

Si la placa en x=d se mantiene a $0 cuando esté a tierra la placa en x=0,

encuentre:

a) La intensidad de campo eléctrico E

b) La polarizaciénf�031

c) La densidad superficial de carga de polarizacién o',,o,

d) La capacitancia cuando d=2,Smm y cada placa tiene un érea de 200 cmz.

Desprecie el efecto de borde.

Resolucién

Segfm el enunciado la }401guraes la que se muestra a continuacién. V

V

Por condicién: 3 2 �024Ld6°
(x+d)

////////
u 8 Como se observa en la

}401gura,se trata de un

/ ¢° capacitor plano con

�030 / d/�030eléctrico,y con una de

�030 / sus placas conectada a

 tierra.
. / /

_ 0 d X

47 ¢ : 0 F}: d

4 33
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sabemos que:

- En un capacitor plano el campo eléctrico sélo existe en su interior, es decir en la

regién comprendida entre las placas de| capacitor�030

- El campo eléctrico E esté dirigido de la piaca de mayor potencial eléctrico hacia Ia

piaca de menor potencial. Por lo tanto, en nuestro caso el vectorffesté dirigido

hacia la izquierda.

- La magnitud de 1:" en las cercanias de un conductor, cualesquiera que sea, viene

dada por. E = 3

5

Donde 0' es la densidad superficial de carga de una las placas conductoras del

capacitor.

a) Célculo de E (intensidad de campo eléctrico)

Tal como se explicé, en este caso el vectorljj esté dirigido hacia la izquierda (de la

placa de mayor potencial hacia Ia menor potencial), por lo tanto se cumple:

Z: : E(�024a?x)

Luego: �030

2 : -25,
5

2d * d A
Reemplazando 3 =�024�024�254Lqueda: E =�0249-£1211)�030. . . (1)

(x+d) 2d6�0300

Para hallar �034o'�035utilizo Ia ecuacién que relaciona el potencial ¢ con el campo

eléctrico . Es decir:

¢a�024¢,,=�024JbE-dr

Reemplazo I? :

d o'(x + d) A

10 $0 �0240Tierru�030�030L�030WW3ax
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0' 4 0' 3d2 4¢�031o8o
:Z. d ab; = _._. __ 0' = �024

¢° Zdso I0 (H ) 2:150 { 2 J In 3d

Reemplazando "or �035en la ecuacién (1) y simplificando obtenemos:

�024* 2 + d A

b) Célculo de 1-3 (vectorpolarizacién)

Se sabe que: 1-5 = (5 �024s0)Z�030

�024} '* 2(p 8 (d �024x) A

Reemplazando E y .9 obtenemos: P =�030 a,

En la figura mostrada a continuacién se observa al dieiéctrico polarizado y al vector

Dolarizacién I-5 . /

c) Ca'IcuIo de ah,

Se sabe que: am = 3-;

* Para x: 0: :1: �024a: limb ah, =�024�0242¢°g°
3d

* Para x=d: ;z:+z;x am :0

d) Célculo de �034C"(capacitancia)

La capacitancia se define por:C =2

Wab

Luego; C:.O;A=4i1:

/F $0 3d
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Problema N�0342

2Z"�030lZ°ZZ;7;f§Zo°i.�035§iL°f§;Z2'§§I§ZTZ;.�031 ZT,iZ;?f�031§§lTZ2�030:
esfera interior es 100 V mientras que la del exterior es de -100 V, determine:

a) El potencial eléctrico (om

b) La intensidad de campo eléctrico E_(:)

c) El valor de r para el cual go :0

d) La carga Q sobre la esfera interior

e) La capacitancia entre las dos esferas

 unciado la figura es:

(ab Datos:

5�031:5 a=3cm=0,03m

�031/ / b = 5cm = 0, 05m

/ ' /
%/
/ / (pa =100V

/ . I V (ab = ~l00V

a) Célculo del potencial eléctrico (am

(02 _> For ley de Gauss en dieléctricos:

S 2 <§SB.d§=QL,,,,

D(47rr)�024Q DW-

 /  Luego:

E�024_-%E: ;,; a<r<b
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Para conocer el valor del campo eléctrico E necesito conocer Q (carga Iibre

encerrada por la super}401ciegaussiana = carga de la esfera conductora de radio 3 cm).

Esta carga Q la hallo aplicando la ecuacién que relaciona el potencial con el campo

eléctrico:

¢,, �024(/2,,= �024_[E-dr
1:

0,03 Q A A

200V = �024I �024�0242a,-dra, Q = 3007230
Wzomsor

» *�03115 A

Reemplazando Ia carga Q tenemos que el campo eléctrico E es: E = -211,
r

Luego, el potencial $0) viene dado pot (am = ~J-1::-d 7

. 15 15
E5 decir: (am 2 �024J-�0242dr: �024+C

r r

' Si r=0,03m ¢(,:003m):100V=�02415�024+C C:�024400V
' 0, 03m

15
(om = [�024�024400 V

I�030

b) Ca'IcuIo de la intensidad de campo eléctrico E?�035

Como ya se conoce el potencial eléctrico (pm, entonces el campo eléctrico E1) se

halla aplicando gradiente de potencial. Es decir:

Em Z �030V¢<v)

Al hallar el gradiente de potencial, obtenemos que el campo eléctrico E1) viene

dado por:

"* 15 A V

W (2)
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c) Célculo de r para el cual (0 = 0

Se hallé que el potencial eléctrico es igual a (pm = [13- 400jV .

I�030

lgualando a cero esta ecuacién y despejando r obtengo que:

r = 0,0375 m = 3,75 cm

d) Ca'IcuIa de la carga eléctrica Q sobre la esfera interior

Para calcular la carga eléctrica Q sobre la esfera conductora interior, utilizo:

Q = L o�030dA

Donde:

» A ' 15 A A 75 C
o'=a0s,Eon a=s0(5)[7a,)oa,=�024�024f9[�0242)

7�030 I�030 m

dA = r2sen0d9d¢

La carga eléctrica Q queda expresada por:

271 It 758

Q = J�030_[ �0247°r2sen9d6d¢ Q = 3007::-so = 8,34 nC

¢>=o 6:0 r

e) Célculo de la capacitancia entre las dos esferas

La capacitancia se define por C": £Q�024; donde: A¢ = (on �024(pb = 200V

(0

8,34 C
C=#~=4l,7pF

// 200 V
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CAPITULO 4

METODOS GENERALES PARA '

RESOLVER PROBLEMAS

ELECTROSTATICOS

Cuando Ia distribucién de carga no se especifica de antemano, para resolver

problemas electrostéticos se utilizan los siguientes métodos:

- Ecuacién de Poisson

- Ecuacion de Laplace

- Método de imagenes electrostéticas

4.1 PRIMER METODO: ECUACION DE POISSON

Relaciones bésicas:

1. V-53:5 . . . (I)
s

2. Z�034=~V¢...(u)

Reemplazando (ll) en ( I ) :

V-(�024V¢)=E nu �024V2(p=B
s 5

Vzq) = -3 d§%�030§§§�031§n
8

* En el espacio Iibre o vacio, Ia ecuacion de Poisson viene dada por:

Vzqo = -3

go

La ecuacion de Poisson es una ecuacién en derivadas parciaies que puede resolverse

una vez que se conoce la dependencia funciona! de r y las condiciones adecuadas

«71, en la frontera.
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Para resolver un problema determinado, debemos expresar el Iaplaciano en funcién

de un sistema de coordenadas (la eleccién es arbitraria). Se elije un sistema

compatible con la simetria del problema eiectrostético.

FORMAS QUE TOMA V�031¢EN LOS DIFERENTES SISTEMAS DE

COORDENADAS

EN COORDENADAS RECTANGULARES (x, y, z)

2 -2 2

V2 (9 = (Q + 21+al

6x2 ay2 622

EN COORDENADAS CILiNDRlCAS (p,¢, z)

Vzq) = ;1[,,a_«»]+; «'>�031«»+62 v»
p 6/2 6/7 p2 M2 622

EN COORDENADAS ESFERICAS (r,0,¢)

V�031q>=i§�024(r2a�024¢]+jl1 Sen0�024L¢+-�024�024�0241L2?
r2 5' 5' r2 Sena 59 6 0 r2 Sen2 6 a¢3

4.2 SEGUNDO METODO: ECUACION DE LAPLACE

Se utiliza para resolver ciertos prob|emas electrostéticos donde intervienen

conductores. En este caso toda la carga se encuentra ya sea sobre la superficie de

los conductores 0 en forma de cargas puntuales }401jas,por lo tanto p = 0 en la mayoria

de los puntos de| espacio.

Donde se anula Ia densidad de carga p, Ia ecuacién de Poisson se reduce a la forma

ma's sencilla:

W (Ecuacién de Laplace)
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Hay dos métodos para la soluclén de la ecuacién de Laplace:

1. Hallar una solucién general a partir de soluciones particulares en un sistema

coordenado exigido por la simetria del problema.

2�030Utilizar el método de imagenes.

PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DE

LAPLACE

TEOREMA N° 1 :

Si (p1 , (pg , <p.. son soluciones de la ecuacién de Laplace, entonces:

(P= C1<P1+C2§D2+ - - . + Cn<Dn

donde las C son constantes arbitrarlas, también es una solucién.

TEOREMA N° 2 (TEOREMA DE UNICIDAD)

Dos soluciones de la ecuacién de Laplace que satisfacen las mismas condiciones en

la frontera di}401erencuando menos en una constante aditiva.

ECUACION DE LAPLACE CON UNA VARIABLE INDEPENDIENTE

Si (p es funclén de una sola variable, la ecuacién de Laplace se reduce a una

ecuacién diferencial ordinaria.

A) EN COORDENADAS RECTANGULARES (x, y, z)

Segtiln Laplace, el laplaciano de la funcién �034Q7�035debe ser igual a cero, es decir:

V2<p = 2-22+9E£+§�0242£= 0

Q3 zv}4019.23.
0 0 0

Esta ecuacién diferencial de segundo orden es igual a cero cuando cada uno de

sus términos es igual a cero. Si los igualamos a cero cada uno de estos términos y

los resolvemos integrando dos veces, la solucién que se obtiene en cada caso es

W; la que se muestra en recuadro.

ll
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. 52 .
' 3' (P= <P<x; -�024?=0 -- (D(x)= /-\X+ 3

6x

. 62 q: .

° 5| (P: (90) *2 =0 -- <om= AVH3
6y

. 62 (p .

° SI <o=<P<z> �024~=0-- (P(z|=AZ+B
622

Donde A y B son constantes elegidas de tal modo que se cumplen las

condiciones de frontera.

3) EN COORDENADAS ClLiNDRlCAS(p,¢,z):

En este caso, la ecuacién de Laplace es:

2 2

v2q,=Li p22 +; 5_+_6no
/2 6p 09 p2 a¢2 022

Al igualar cada término a cero tenemos:

. 1 6 6g) . _

s = �024=- = o HI I (0 ¢(p) Lanai? pa/7[P 0/J) ¢(p) p

. 1 a2 . _
n S; <p:¢(¢) FWO .. ¢(p)�024A¢+B

2

2

C) EN COORDENADAS ESFERICAS (r,6,¢):

En coordenadas esféricas, la ecuacién de Laplace es igual a:

62

v�031q>= :2; +m11 Sen06�024¢221 43:0
r r Br rSen6 66 66 r Senlg a¢

�034K/Lf AI igualar cada término a cero tenemos:
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. 1 6 6 ,

- su ¢=m r7E[r2 = o ..

. I 6 6 .

' 5' ¢ = (009) Sega-5é[sen6£j : 0 . . ¢(,,) 2 A Ln(tg0/2) + B

. __ 1 52(1) .

�0303' �030�031�031�030�034�031<¢>�034W �030°" W �030AWE

ECUACION DE LAPLACE PARA PROBLEMAS BIDIMENSIONALES

A) EN COORDENADAS RECTANGULARES (x, y, 2):

Si Ia funcién �034¢"depende de �034x"e �034y�035,la ecuacién de Laplace se reduce a lo

siguiente:

2 2

V2¢ : Lg + .61 = 0

6x2 ayz

Para resolver esta ecuacién diferencial de segundo orden se aplica el método de

separacién de variables. Aplicando este método, para un va|or dado de K Ia solucién

general a la ecuacién de Laplace bidimensional, en coordenadas rectangulares, es:

$0�035)= Z(Ak e�031°�030+ Bk e"°�030)(Ckcos ky + DK senky)
I:

Esta }401ltimaecuacién se puede escribir como:

gm) = Z(A,, cosh kx + Bk senh kx)(C,, cos ky + DK senky)

k

NOTAS :

* K toma cualquier valor, pero at imponer condiciones de frontera a Q�035), se

restringen Ios valores posibles de K.
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* Si se intercambian las var�031
rabies �034x�035�034�031 _

resulten dos ecu - e V er�030�03035(308 ecuacxones anteriores, entonces

a°'°"e5 �030"35que también son I '

Laplace bidimension I so uclones generales a la ecuacion dea en coordenadas rectangulares,

3) 

Si la funcién (0 de -Dende solo de I ' ..as variables r y 6, la ecuaczon de Laplace se

reducea Io siguiente:

] 6 2 Btp 1 6 13¢ _
VZ¢=�024�0242�0245r�024(|" Sent9~�024�024�0240

r V r Sem9 6 6

Esta ecuacién diferencial de segundo orden se resuelve por el método de

separacién de variab|es. Ap|icando este método se obtiene las soluciones

conocidas oomo arménicos esféricos.

La solucién general a la ecuacién de Laplace bidimensiona|_ en coordenadas

esféricas, es:

�030/70,9)2 i0[Anr�035+ CnrV("+�030)]Pn(0)

Donde 1),�035)son los Ilamados polinomios de Legendre. Los cuatro primeros

polinomios de Legendre se dan en la siguiente tabIa:

T
1 2

2 E(3cos 0-1)

1 33 E(Scos 6 ~3cos0)
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D) EN COORDENADAS CIUNDRICAS

Si la funcién tp depende sélo de las coordenadas p y ¢ (q) es independiente de

la coordenada 2), la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas puede resolverse

también por e| método de separacién de variab|es. Estas soluciones son apropiadas

para ciertos problemas en los que intervienen:

- un conductor cilindrico

- un alambre recto y largo

No debe usarse cuando se trata de un segmento cilindrico corto.

Si el potencial es independiente de z, la ecuacién de Laplace en coordenadas

cilindricas se conviene en:

1 a 0 1 a2_ _[,,4] + .2 _<;�031= 0
p 6p op p M

Sustituyendo (p= Y(p) s(¢), la ecuacion se reduce a:

21 d_v = _ :0�031S = K
Y do P do 8 (1 ¢1

Donde K = constante de separacién.

La ecuacién para 4: es sencilia y tiene por soluciones Cos K1/24> y Sen K1/2 4) ; pero

para que estas soluciones tengan sentido fisico, cada uno debe ser una funcién

univalente de 4:, por lo que :

CosK'�035(¢+27:) = Cos K"�031¢

Sen K"2(¢+ 22:) =Sen K"*¢

En la ecuacién de p , podemos verificar fécilmente que Y(p) es ,0" 6 p�030";a

menos que n = O cuando Y(P) = Ln p o Y(p) = cte.

En consecuencia, las soluciones buscadas de la ecuacién de Laplace, que se

Vf denominan arménicos cilindricos, son:
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1 Ln p

pn Cosn¢ p_" Cosn¢

p" Senn¢ p'" Senn¢

Estas funciones forman un conjunto completo para las variab|es p , ¢, en

coordenadas cilindricas.

Ademés, aplicando la condicién :

(p(M,) = q:(p:¢+2�035)(UNICIDAD)

Tenemos :

sum) = Z (A,,Senn¢+ B,.Cosn¢)(C,. p�034+D,. p�030")
n=1

La solucién general a la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas es:

_ n
;0(p¢) �024A0 + B.,Lnp + 2 p (A.. Cosnd>+ B,.Senn¢)

n=1

+ Z p""(C,. Cosn<|>+ D.. Senn¢)

n=1

4.3 METODO DE LAS IMAGENES ELECTROSTATICAS

Este método se aplica comxinmeme para determinar ei potencial eléctrico ¢, Ia

intensidad de campo eléctrico E , Ia densidad de flujo eléctrico y la densidad de

carga super}401cial0' debidos a cargas en presencia de conductores. Al aplicar este

método evitamos resolver la ecuacién de Poisson 0 de Laplace, y se aprovecha el

hecho que una superficie conductora es una super}401cieequipotencial.

La teoria de imagen establece que una configuracién de carga determinada cerca de

un plano conductor puesto a tierra puede ser reemplazada por la configuracién misma

de carga, su imagen y una superficie equipotencial en Iugar del plano conductor.

Cuando se aplica el método de imégenes electrostéticas tienen que cumplirse siempre

dos condiciones:
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1) La carga o cargas imagen deben estar situadas en la region conductora.

2) La carga o cargas imagen deben estar situadas en forma tal que en la

superficie o super}401ciesconductoras el potencial sea oero o constante.

Ejemplo de aplicacién: CARGA LINEAL POR ARRIBA DE UN PLANO

CONDUCTOR PUESTO A TIERRA

Sea un hilo muy largo con densidad de carga lineal + /1 situado a una distancia h de

un plano conductor puesto a tierra. Si Ia carga+A esté ubicada en x = 0. z = h, su

imagen �0242. esté ubicada en x = 0, z = �024h,de manera que las dos son paralelas al

919 J/~ '

Z Z

/1 /I

(9 : O Q) = 0

0 '""'"o;�031"�031"'"

.f �024/1

CALCULO DE LA INTENSIDAD DE CAMPO ELECTRICO EN EL PUNTO P

Para hallar E: se utiliza el principio de superposicién aplicado a los campos

eléctricos. Esto signi}401caque la intensidad de campo eiéctrico resultante en el punto P

es igual a la suma de las intensidades de campo eléctrico debido a la carga lineal + /1

y a su carga imagen -1 .

Es decir:

-9 AV -+

VF/-I} E; = EP(+A)+ Eve/1)
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Como se trata de un hilo muy largo (hilo infinito), Ia magnitud de I3 es conocida, por lo

tanto la ecuacién anterior queda:

-> A A A /\

Em = ~�024a,_+~�024�024(-an). . . (1)
27re'0r1 Zrrsorz

De la }401gura:

�030 n =(x;y;z)�024(0;y;h)=(x;0;z*h) r. = x/x2+(z-h)�031

r2 = <x;y;z>�024<o;y;�024h>= <x;o;z+h> r2 = \/X2 +<z'+TY

Asimismo:

�034AA (x;0;z �024h)__ x¢;x+(z �024h)aA,

" V/$2 +(z�024h)24/x2 +(z�024h)2

A (x;0;z+h) xz;x+(z+h)c;z

�034'22 �035�034'2�031:_*_�030f:Ti�031?
Jx +(z+h) 1/x +(z+h)

Reemplazando en la ecuacién (1) y simplificando obtenemos:

/\ A /\ /\

E-* _ /1 [ xax+(z�024h)azxax+(z+h)az ]

�03527:30 1:2 + (2 �024h)�031x2 + (2 + h)2

CALCULO DEL POTENCIAL ELECTRICO EN EL PUNTO P

El potencial (0,, lo hallo también aplicando el principio de superposicién. Es decir:

$1» = (/�031P(+,z)+ (PH 4,1)

Reemplazando Ios potenciales en el punto P, debido a las cargas Iineales + A y �024/1,

y simplificando, Ia ecuacién anterior queda: �030

$1» = ~LLn[i]
27:50 r2

Reemplazando r, y r2 obtenemos:
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1/2

(P _ /1 L�035x2 +(z�024h)2

�03527150 x2 +(z+h)2 ' ""�034""�0302 2°

CALCULO DE LA CARGA SUPERFICIAL INDUCIDA EN EL PLANO CONDUCTOR

La carga superficial inducida en el plano conductor se halla evaluando el campo

eléctrico 15:, en 2 = 0. Es decir:

/1/1
O-:50E% an C=�030*}401

7r(x + h )

Nota.- se comprueba también que la carga inducida por unidad de Iongitud en el plano

conductor es igual a �024/1.

7
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4.4 PROBLEMAS RESUELTOS DE METODOS GENERALES

PARA RESOLVER PROBLEMAS ELECTROSTATICOS

Problema N° 1

Cierta densidad de carga volumétrica en el espacio Iibre varia como p = 100.90 / r�035.

a) Utilizando la ecuacién de Poisson encuentre (00) si se supone que r�030Er�024>O

cuando r �024>0, mientras que(0 -�024>0 cuando r �024>oo. b) Ahora encuentre (00) usando

la Iey de Gauss y una integral de Iinea.

Resolucién

a) Célculo de (Pm utilizando Ia ecuacién de Poisson

En el espacio Iibre o vacio, la ecuacion de Poisson viene dada por:

V2¢=�024£�024...(1)
80

Por condiciénz p = 10030 /1'�034

Reemplazando �034p�035en (1), tenemos:

Vzw = 1%) . . . (2)

' Se sabe que en coordenadas esféricas, cuando ¢=¢(,) (el potencial eléctrico solo

depende de la coordenada r ), el Laplaciano queda:

1 6 éga 1 d dayV2 :__: 2__ V2 :__ 2___

(P r26r[r fir] us ([7 rzdr r dr

-100
Luego, la ecuacion (2) equivale a: riZ%(r2 2 �024�024�024r2,5

Esta ecuacion es una ecuacion diferencial de 2do grado. Para resolvena, despejo

rz dr e integro por primera vez y obtengo:
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d(p dr
d 2 �024�024= -100 �024

I [r drj I r°�0315

:> r2 d�024¢: -200 r°�035+ C, , luego:
dr

d¢:(�02420OH-5 + C,r�0312)dr

A continuacién, integro por segunda vez y obtengo:

400 C
¢,,,=�024r,T�024T�030+C,...(3) ,

De la ecuacién (3) se observa que para conocer el potencial (Om necesito conocer

el valor de las constantes C, y C2. Para hallar estas constantes, primero calculo el

campo eléctrico aplicando gradiente de potencial, y luego aplicamos |as

condiciones de frontera dadas en el problema. Es decir:

-> -> 200 C ~
E = �024V(/2 133$ E.) = �024V¢,,,:{r7�024¥,'�024)a,. . . (4)

Hallo las constantes C, y C, aplicando las Condiciones de Frontera (C.F.):

1ra C.F.) r�031E,�024>0 cuando r �024->0

Evaluando esta condicién en la ecuacién (4), queda:

rf}401�024 = O cuando r�024>0
r �031 r

Resolviendo obtengo que: C, = 0

2da C.F.) ((7 �024>0 cuando r �024>oo

Evaluando esta condicién en la ecuacién (3), queda:

400 _ . _
3- �024C, + C, = O cuando r �024>oo , (sehalloque C, -0)

Luego: C2:}402:> C2=O

M �034°
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Finalmente reemplazo las constantes C, y C2 en la ecuacién (3) y obtengo la

funcién potencial (am:

400 400
(p = �024�024= �024�024(Vo1t)

(r) ro,s J;

b) Ca�031IcuIode (Pm utilizando Ia Ley de Gauss y una integral de Iinea:

Por Ley de Gauss, en su fonna integral, tenemos:

�0351 Q . _ . . . I
§éE°dS�024;, Q�024J�034/P ( )

Por condicién de| problema: p = �034$9r .

Reemplazando esta condicién, asi como los vectores E =EaA, y

d : r�030sem9 d6 d4} :9, , y el elemento diferencial de volumen

dV = r�031sen9 d6 d¢ dr, la ecuacién (I) queda:

7!. 21: 2 1 7: 21: I 10060 2

J�030[Er seneded¢= �024j�031I [Tr sen0d6d¢dr
e=o¢:=o go 8=0¢=0r=0 r

r 7! 27:

Er2(2)(21:)= mo] r-°�0245drJ'senede 3' cup
I = 0 e - 0 ¢ =- o

200 . -* 200 ~
E(41:r2)=80071:r°�0315-u-> E17 . . E=�024rTa.

Para hallar $6), conociendo el campo eléctrico utilizo: (pm = �024_[�030:.-d:

A 200 A * A
A! reemplazar E =�024T3�024a,y dr = dr a, , tenemos:

r,

200 400 - - - (H)
17 (pm =_jF5_ dr mi (pm = F + C
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Para hallar Ia constante �034C�035aplicamos Ia condicién de frontera siguiente:

Si r�024+oo:> zp(r__w)=0

Luego: 0=}402+CI C20
(1)

Reemplazando la constante C en la ecuacién (II), tenemos:

400

«J, = �024(volt)< ) J;

Problema N�0342

Desde el punto de vista electrostético la tierra puede considerarse como una esfera

conductora con carga negativa y rodeada de una atmésfera cargada positivamente. La

magnitud del campo eléctrico en la superficie es de unos 200 V/m, y a una altura de

2 000 m disminuye hasta unos 20 V/m. Hasta esa altura, h = 2 000 m, la densidad

volumétrica de carga puede considerarse constante. Considere que el radio de la

tierra es R = 6 400 Km.

a) Determine la densidad de carga superficial media de la tierra.

b) Calcule Ia densidad de carga volumétrica de la atmésfera hasta la altura h indicada.

c) Si tomamos el potencial de la tierra <_;omo referencia (0 volt) g,CuéI seré su valor a 2000 m?

Nota: puede aproximarse el problema mediante una geometria plana, ya queh << R.

Resolucién

Segun el enunciado nuestro modelo de atmésfera es el siguiente:

Z

£z=2000�024>E ==20% y ¢:?)

 V Vt VH 1 H W 1 V

, ' _ h

super}401cie Z=O�024)�031E=200;y¢=0

terrestre

(Se observa que el modelo de atmésfera se va ha comportar como un capacitor plano)
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a) Célculo de 0' (densidad de carga superficial) de la tierra:

# /\

Se sabe que la densidad de carga super}401cialviene dada por: O�030= £0 E-n

. 4 ~ V , A ~
Segun datos: E = -200 az�024(para 2 = O) ; ademas n = + az

m

Luego: 0 = £0(�0242O0.z:1z)-2;; :> a=�0242O0s0

pC

Reemplazando so =8,85.10�031�035se obtiene que: 0' = *1 7707"?

b) Calculo de �034p�035(densidad de carga volumétrica)

Por ecuacién de Poisson: Vzqo = �024�024p�024. . . (1)

80

En coordenadas rectangulares, cuando «p : (y(z) (el potencial sélo depende de la

coordenada z ), el laplaciano de (p queda:

62¢ dzqo
V2 2 __ = __

w 6 Z2 dz:

2

Reemplazando en (1): di? = ~3-
dz eo

Resolviendo esta ecuacién diferencial de segundo grado, obtenemos:

2

¢ :�030pi+C1Z+C2. �030-(2)
230

Aplioola oondicién defrontera: (p = 0 ; si z=0

Evaluando la ecuacién (2) para 2 : 0 obtenemos: C, = 0

, _ * dw ~ _
Ademas, sabemos que. E : �024Vzp2 �024d�024a,,entonces.

Z

a . . . . 3

E=(C,�024£E)(�024az):>Ezcp}402i ( )
50 50
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Aplico condicién de frontera: z = 0 �024>E = 200x 3 C1 2 200K

m m

Reemplazando C, en (3) obtengo: E :{200�024p�024z]K. . . (4)
80 m

Por condicién de frontera: si 2 : 2000m �024->E = 20y-

m

Evaluando la ecuacién (4) para 2 2 2000m obtenemos:

9 <2 -13 C
p = .10 so 2 p = 7,965.10 �0243

111

c) Célculo de (p para 2 = 2 000 m :

. p 22
Se hallo que: a) = �024�024�024�024+2002

280

Luego, si z=2 ooo m 2 ¢ = 2,2.105 Volt

Problema N° 3

. . . . . . 10 pC
En coordenadas cuhndncas, la densidad volumetnca de carga es pV�030�024�030�024-3 .

p m

Si (0 :0 en p :1m y (12 =100V en p = 4m, los cuales se deben a la distribucién de la

carga, hallez

a)¢enp=3m ; b)I_<£enp=2m

* Considere que se trata de un problema de electrostética en el vacio.

Resolucién

a) Célculo de "(p �035en p=3m

Por ecuacién de Poisson, en el vacio. se cumple: Vzqo = -5- . . . (1)

50

10�034C 10*�034
Porcondicién: p,,= ,Iuego, la ecuacién queda: V2¢=�024-�024�024�024(2)

¥N? P "1 P50
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En coordenadas cilindricas, cuando �034(p�035(potencial eléctrico) sélo depende de �034p

el laplaciano queda:

V2¢ :

pap 6/2

�024Il

Porlo tanto la ecuacién (2)equiva|e: L

p 010 810 pa)

Resolviendo esta ecuacién diferencial, obtenemos:

10-�034
¢=�024�024�024�024p+ALnp+B. .1(3)

50

Hallamos las constantes A y B aplicando las condiciones de frontera (C.F.)

siguientes:

1raC.F.) Si p=1m : ¢(/,=,)= OV

Evaluando la ecuacién (3) para p= lm, tenemos:

-1] 041

obi 1 B 3 B =�030_
30 30

2daC.F.) Si p=4m : ¢(p=,,)=1OOV

Evaluando la ecuacién (3) para p = 4m , tenemos:

. -11 -11 3.1041 1

l00V:�0244�024L+ ALn4 + 1�0240�024�024:> A: 100V + �024�024�024�024�024�024V-�024-
go 50 £0 Ln4

2 . 0-11

A=72,1348V + 412�030!-1�024-V

50

Reemplazando en (3):

-11 A �02411 10-11 V

¢=__�0241°p +(72,134s +  jLnp + -�024( )
so so so

Eva|uamos�034(p�035para p=3m: ¢(p = 3) Z 79267 V

I
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b) Ca'IcuIo de E cuando p=2m:

Se sabe que: a
E = �024V¢

En coordenadas cilindricas, cuando �034<9�035sélo depende de la coordenada el

. . aw ~
gradnente sera: Vgo = �024a,,

6p

_, �024n . �024n A

Luego: E=�024V(p= �02410�024�024�024�0241-£72,1348+ a,,

50 /3 50

Evaluando E para p:2m obtenemos:

+ ~ V
E =(�02436,16a,,)�024

m

Problema N° 4

Dos conos conductores coaxiales tienen sus vértices en el origen y estén definidos por

9, 240° y 62 = 55°. El cono interior esté a un potencial de 2 000 V, mientras que el

exterior esta�031a 500 V. Una peque}401acantidad de aislante impide que los conos se

toquen; a) encuentre (Q9) ; b) determine (0 en P,(r=0,6m ; 9 = 45°; ¢:60°);

c) Calcule ]7:(,._9,; d) encuentre E en E; e) especifique la carga total sobre la

super}401cie6 : 40° ; 0,1m < r < 0, 5m ; 100° <¢ <170°, suponiendo s 2 .90 para

40° < 6 < 55° .

Resolucién

Seg}401nel enunciado Ia }401guraes la que se muestra a continuacién:

Z

5 = so (vacio)

�030__=x-�030t§l§:§§I§V�035?-vizi s§«gg;,= ; .

_.=;s§;§.m:" '2} .,,;.-;;; Donde.

4 ,.�030;1~I�030.J1.:_;�030y el = 40°

9 .' = 200V

�030 �030D�031 92 = 55°

92

(p2 = 500V
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a) Ca'IcuIo de "¢(9) �035_:

Cuando el potencial �034(p �035sélo depende de la coordenada �034GIa solucién a la

�030 ecuacién de Laplace a utilizar, en coordenadas esféricas, es:

9 . . . 1
0(9) =ALn(tg�0245]+B ( )

Hallamos las constantes A y B aplicando las condiciones de frontera (C.F.)

siguientes: (

1ra C.F.) Si 6 = 40° :> ww = 405) = 2 000V

Evaluando Ia ecuacién (1) para 0 = 40°, tenemos:

2 OO0V= ALn(tg20°) + B ._. (2)

2da C.F.) Si 9 = 55" 3 ¢<9:55.) = 500V �030

�030 Evaluando la ecuacién (1) para 0 : 55°, tenemos:

500V = Ln (tg27,5°) + B ... (3)

Resolviendo |as ecuaciones (2) y (3), obtenemos:

A :�0244191,7473V ; B=�0242236,53 V

Reemplazando en la ecuacién (1) tenemos:

9
(pm) : �0244191,7473Ln ( tgE)�0242236,53 V

O también: 9

ww) = [�0244,19Ln(tg§) �0242, 24 kV

b) Célculo de "¢�035para P, (r = 0,6 m ; 6 = 45°; ¢= 60°)

Evaluando en la ecuacién del potencial obtenida en a), tenemos: (0 =1,458 kV

c) Célculo de E(r,o)

Como ya se calculé el potencial eléctrico �034¢>�035,el campo eléctrico se halla aplicando

gradiente de potencial. Es decir: E = �024V</7.
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�031 1

b

b

�031 Hallando el gradiente de (p, en coordenadas esféricas, resulta:

�031 ~ 4 19 ~ kV
> E = L*_�031�024�030�030a9 J*�031

r sene In
I

; d) Célculo de E en P1(0,6 m; 45°; 60°):

' + A kV
1 Evaluando en el punto P1 obtenemos: E = (9,88 as)-�024

In

e) Célculo de la carga total sobre la superficie 9 =40° ; 0,1m <r <0,5m ;

100°< ¢ < 170° , suponiendo 5 = 80 para 40°< 9 < 55° .

Por ley de Gauss: iE-d § = Q . Despejando Q obtenemos:

so

Q 2 (}401gE -d§

S

Reemplazando los vectores E y d§ tenemos: '

05 170'�030 05 170°

�031 4 19 A ~ '
Q: 6 {�024�031�024ae]-rsen40° d¢dr as =4,19£ [ dr]£ d¢J

5.4;) < > oi l0J<;°

Q =18,14nC

Problema N° 5

Los dos pianos conductores mostrados en la figura estén de}401nidospor

0,001m< p< 0,120m; 0 < z< 0,1m; ¢ = 0,179 rad y 4) = 0,188 rad. El medio

que rodea a los planos es aire. Para la regién 1; 0,179 rad < (1% < 0,188 rad desprecie

los efectos de borde y calcule: a) el potencial eléctrico q) en funcién de (15; b) el

campo eléctrico E en funcién de p; c) la densidad de flujo eléctrico}401en funcién

�030 de p. (1) la densidad superficial de carga 0- en la super}401ciesuperior de| plano inferior.

e) la carga Q en la super}401ciesuperior de| plano inferior.
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. '3 .:t'i\
» Q ,4 \ é<

�030 -. :2 �034ma " >

y�031 I . �030 _ I 10cm

regién 2 H �030 �031

�030. _ eq _ ,3, ,�024..53

é�030("�031\w.7 �030Y .
- �030WF, g. �0343.00�035 reglén 1

K 1:3): �0303.1�030(E' �034

espacio

Resolucién

La figura dada equivale a:

m/ espacio

$1 :20%  W (02 : 20V

¢ =0�031l79}402u

' p 45 , =0,l88mi

a) Ca'IcuIo de "(p[¢]".'

En este caso el potencial "(p�035sélo depende de la coordenada luego la solucién

de la ecuacién de Laplace a utilizar, en coordenadas cilindricas, es:

/f9 ¢(¢):A¢ +B ...(1)
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Hallamos |as constantes A y B aplicando las condiciones de frontera (C.F.)

siguientes:

1ra C.F.) Si 45 = 0,179 rad : (p = 200 V

Evaluando en la ecuacién (1) tenemos:

A (0,179 rad) + B = 200V ._. (2)

2da C.F.) Si 4} = 0,188 red: (4) = 20V

Evaluando en la ecuacién (1) tenemos:

A (0,188 rad) + B =20V ._. (3)

Resolviendo las ecuaciones (2) y (3) obtenemos:

A=-20000V y B=3780V

Reemplazando las constantes A y B en la ecuacién (1)obtengo:

W = (-20 oo0¢ + 3 780) V

b) Ca'IcuIo de E: Si se sabe que : E = �024V¢

-* 20000 A V
E = �024�024a.,�024

p m

c) Célculo de "13 -' .- Se sabe : 15 = 60 E

* 177 ~ CD : [_
p m

d) Célculo de "0"

Se sabe que la densidad de carga superficial "o-" viene dada por:

a : so 1:"-1A1 : 1%)-3 ; :1: Vector unitario normal

_> A , A 177 nC

Reemplazando: D: 1-H 21¢ y n = a9, ,tenemos: 0' = �034"7

/f p m�030 )0 m
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e) Célculo de �034Q�035

La carga �034Q�035en la super}401ciesuperior del plano inferior se halla por:

z=0,l p=o.12 177

Q=[ads= I I �024�024dpdz=177-0,1-Ln(L2�024J
5 2:0 p:0,00l P 0:001

Q = 84.74 nC

Problema N�0346

Determine Ia funcién potencial para la regién interior de la artesa rectangular de

Iongitud infinita cuya seccién transversal se ilustra en la }401gura.

Se sabe que: $1: (/20 sen(77z'x/b), y = a, 0 S x S b

J�031

95P30i espacio

S W1 A
aTe�030

gp : O Q : O

0 (0 : 0 b X

Resolucién

Por los datos dados en el enunciado deducimos que se trata de un problema

bidimensional en coordenadas rectangulares o cartesianas.

Adema's, cuando el potencial �034go�035es cero o nulo para las condiciones de frontera

dependientes de x: x: O y x=b, la solucién particular de la eouacién de Laplace

que se utiliza es aquella donde las funciones seno y coseno dependen de x. Por lo

tanto, la ecuacién a utilizar es la siguiente:

(omo = (A cosh ky +Bsenhky)(Ccoskx+ Dsenkx) . . . (1)
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Hallamos las constantes A, B, C y D aplicando |as condiciones de frontera (C.F.)

siguientes:

1ra C.F.) Si x: O: ¢(0)y) = 0 para Osy sa

EvalL�031:oIa ecuacién (1) para x : O :

quay) = (A cosh /ry + Bsenhky) (C cos 0 + Dseno) = 0

Sabemos que un producto de dos factores es cero cuando por lo menos

uno de ellos es oero. En este caso, el segundo factor debe ser igual a cero.

Es decir:

I C(1)+D(0) = o C = o

2da C.F.) Si y :0: q2(x!0) = 0 para 05 xs b

Eval}401oIa ecuacién (1) para y = 0:

¢(x,0) = (A cos0 + Bsen0)(Ccos kx +Dsenkx) = 0

En este caso, ei primer factor debe ser igual a cero. Es decir:

A(1) +B(0) = o A : 0

Reemplazo |as constantes A y C en la ecuacion (1):

qxyy) = (Bsenhky)(Dsenkx)

Hacemos: B-D = E

Luego:

(now) 2 E (senhky)(senkx) . . . (2)

3ra C.F.) Si x: b: $0�035):0 para 0 3 ysa

Evaluo la ecuacién (2) para x = b :

$0�035)= E(senhky)(senkb) 2 0

senkb = 0 = sen(n7r) ; Vn 2 1

W
63



Luego:

kb=n7z' /C=nlT�035;vn21

Reemplazo en la ecuacién (2):

mr mt
(now = E(senhTy)(senTx)

En general, tenemos:

(p(__y) = ZEH Esenhllz-r�024y](sen}402xj. . . (3)

.4 17 b

. 77:
4ta C.F.) SI y = a: $0�034)= qbosen para 0 s x S b

' Eval}401oIa ecuacién (3) para y = a:

�031�030° 7
(now) : ZEn [senh�024�024n:aj(sen%x)2 (posen(�024b£xJ

n:l

Desarrollando la serie tenemos:

E, [senh£aj(sen�0247£xj+ ....+E, [senh7�0247�254aj(se117�0247[x)= (posen[Zr�024xj
b b b b b

�030 Comparando ambos miembros de la ecuacién obtenemos:

E7 = _JA7__

[senh -75 a)
b

Ademés: E, :E2 :....:Eu :0 ; Vn¢7

Reemplazando E,,E2,....,E,_ en la ecuacién (3) tenemos que la solucién

general es:

(0 senh 7�035y sen 7�035x
_ ° b b

(/�031<x.y>�030 7,,

sen/1*a

/4 �035
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Problema N° 7

Una esfera conductora descargada de radio a se coloca en un campo eléctrico

. . . . _)

Imcualmente umforrne E0 (ver la }401gura).Calculez

a) El potencial eléctrico en puntos exteriores a la esfera

b) La intensidad de campo eléctrico en puntos exteriores a la esfera

c) La densidad de carga resultante "0' �035en la esfera.

�024%T�024- ___}

:%�024�024�024j- *%jj

Q : 0 4

E0
T \..: �254�024j�030

*�030>T,7,�031-�030II�031�031 . '" :%�024�024�024�024

_+�030*> 5

�031 (Esfera ?>"*

conductora

�024�024>j�024 %___

Resolucién

�030 Como la esfera conduclora esta�031descargada (Q: 0), las lineas de fuerza del campo

�030 eléctrico en las cercanias de la esfera se comportan en la forma mostrada a

continuacién. Observe que estas lineas de fuerza ingresan (o salen)

perpendicularmente a la super}401ciede la esfera, la cual a su vez es una super}401cie

equipotencial. En este caso, el potencial de la esfera es igual a cero porque la carga

de la esfera es cero.

Q = 0 p

A . . r =

�031 6: = ,
, r§cse�0244 z

- _ ab �030%
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I

V

L a) Célculo del potencial eléctrico �034(/2�035)�035en puntos exteriores a la esfera

�030 Si el potencial �034¢"depende sélo de las coordenadas r y 6, la solucién a la

ecuacién de Laplace son los arménicos esféricos�030Es decir:

aha) : Any" +C",,�024(»..1)]}:"(9)

n=0

Desarrollando la ecuacién anterior tenemos:

C C 1 C
(OW) : A0 +T°+A,rcos9+�024r7�030cos¢9+A2r2,E(3cos2 6�0301)+....+;T:rP,'(g). . . (1)

Hallamos las constantes A0_A,,....,An y Co,C,,....,Cn , aplicando las condiciones de

frontera (C.F�030)siguientes:

1ra C.F.) Si r �024>oo (puntos Iejanos de la esfera): E W)],_m = 11:�034;

Luego:

~) -) �024) -) /\ �024§ �024§

(p(,}402)[,_,m2 -IE-dr; donde: E =E0 = E0 (1, y dr =dzaz

zpme) [Hm = �024Eoz+cte = �024E0rcos6 +cte . . . (2)

Igualamos las ecuaciones (1) y (2), y las eval}402opara r �024>oo.

C0 C1
�024Eorcos0+cte = A0 +�024+A,rcos0+�0242�024cos6+.._.

7' I�030

Comparando ambos miembros de la ecuacién gbtenemos:

A0 =cte ; A, =�024E0

Ademés, todas las A a partir de A; son iguales a cero. Es decir:

A,2=A3=....:A,,:O; W122

- Reemplazamos en la ecuacién (1):

C�030 C C"
¢(,}402)= A0 +T)�024E,rcos49+r�024z�030cos6+....+$};(6), . . (3)

2da C.F.) La esfera esta�031descargada, es decir su carga es igual a cero
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D

D

�030 .

�030 SI Q=O, entonces el término Co /r es igual a cero, por lo tanto la constante

' C0 es igual a cero (C0 = 0).

I

' " Recuerde que el potencial de una esfera de radio r y carga Q, viene dado

»

_ por Q/47z1r:0r .

V Reemplazo en (3):

C C '
�030 qp(,}402):A0-E0rcos0+}401cos�254+....+#}f_«,). . . (4)
I

�031 3ra C.F.) Si r = a : wmg) = 0 (potencial propio de la esfera)

' Evaluando la ecuacién (4) para r = a obtenemos: C, = a3Eo

�030 Ademés: C" : O Vn 2 2

v

> Reemplazando en la ecuacién (4) tenemos:

I a3E

gown = A., �024E0rcos0+r�0242°oos6

a3

0 también: (0(r,e) = A0 �03019070050 1" ,7

b) Célculo de 2? en puntos exteriores a la esfera

�030 La intensidad de campo eléctricozi lo hallamos aplicando gradiente de potencial,

» es decir:

E(r,9) = �024V¢(,'5)

Hallando el gradiente del potencial en coordenadas esféricas, tenemos:

�024�031 2513 A a3 A
E(r,o) = E0 cos 6E1 +�0243�024a,+E0sen6 �0243�0241as,

r r

c) Célculo de a de la esfera

Se cumple: o�030= so

En nuestro caso: r : a y :1: 11:.

Luego, la densidad de carga superficial a de la esfera es: 0' = 380150 COS 6�031
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�030 Problema N° 8

V . . .

Los conductores de un cable coaxial muy largo tienen radnos a y b (a < b). El conductor

I interior se halla a un potencial cp y el conductor exterior se halla conectado a tierra. Si

�031 la regién a < p < c se llena con un dieléctrico de permitividad :1, y la regién c < p < b

con un dieléctrica de permitividad £2. Calcular:

. . , . _�031 . . . . v�031

a) El potencial electnco q), el campo electnco E , la densidad de flujo electnco D y la

D

. . p 4�031 - . ;

.. polanzacnon P en cualquier punto de la regnon a < p < b.

b) La densidad superficial de carga Iibre en cada super}401cieconductora.

c) Las densidades de polarizacién presentes

. Resolucién

' Segun el enunciado la }401guracorrespondiente es:

I

(2)

(1)

(0

Sabemos que un cable coaxial esté constituido por dos conductores y uno o més

materiales dieléctricos entre ellos. Ademés, en el enunciado nos dan |os potenciales

de estos conductores (condiciones de frontera), por lo tanto el problema se resuelve

aplicando la ecuacion de Laplace.

De la figura observamos que hay dos regiones, las cuales denominaremos: regién (1)

{W y regién (2).
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a) Ca�031IcuIode (1), 13 y para puntos a < p < b

Seg}402nel enunciado, el potencial eléctrico �034(p"depende sélo de la coordenada p,

por lo tanto la solucién a la ecuacién de Laplace a utilizar es:

* (pm = A Lnp + B

N Como en |a regién entre los conductores hay dos materiales dieléctricos, entonces

�030 esta ecuacién se aplica para cada regién, por lo tanto tenemos:

Para Ia regién (1) a <p <c: (OW) = A, L7�031l,0+B, . . . (1)

' Para la regién (2) c<p<b: $20,) =/I2 Ln/3+B2 . . . (2)

Las constantes A1, A2, B1 y B2 se hallan aplicando |as condiciones de frontera

(C.F.) siguientes:

1ra C.F.: Si p = b (o2(p:,,) : 0

Evaluando la ecuacién (2) para p = b tenemos:

0=A2Lnb+B2 B2=�024A2Lnb ...(3)

2da C.F.: Si p = a (plow) = (p

Evaluando Ia ecuacién (1) para p = a tenemos:

¢=A,Lna+B, B,=qp�024A,Lm1 .. . (4)

3ra C.F.: Si p : c (interfaz dieléctrica-dieléctrica) (plwc, = cpmm,

Igualamos |as ecuaciones (1) y (2) evaluando para p = c

A1Lnc+B, 2 A2Lnc+B2 . . . (5)

4ta C.F.: Si p = c (interfaz dieléctrico-dieléctrica) :

D2,, = D1,, (siempre que or = 0)

Luego, se cumple que: 51 E2�035= 81 E,"

W
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�030 En esta igualdad hallo E2" y Em utilizando gradiente de potencial.

�030 F inalmente obtengo:

�030 A=54...@
. 52

: Reemplazando |as ecuaciones (3), (4), (6) en (5) obtenemos:

A1 = _E::j(/�031___; A2 = ._._(:.__

�024�031Ln(c/b) �024Ln(c/a) Ln(c/b) v �0242Ln(c/a)
- 52 5,

B] :([�031_E¢7Lna ; B2:_V__ (pL:b

�030 A�030Ln(c/b) �024Ln(c/a) Ln(c/ b) - �024lLn(c/a)

52 51

Finalmente reemplazo estas constantes en las ecuaciones (1) y (2) y

obtengo la funcién potencial para cada regién.

L L

�024�030Ln(c/b) �024Ln(c/a) �024�030Ln(c/b) ~ Ln(c /a)
sz 32

L L b
¢2(p): _ ; C-<p<[)

Ln(c / b) ~ �024�031Ln(c/a) Ln(c/ b) - 6�024�031Ln(c/a)

51 1

Hallo E aplicando gradiente de potencial

Se sabe que: = �024Vq2

Luego:

E �024 V -�031- �034 A -'](/,)�031_¢1(p) E1(p)�030�024 apI a<p<c

p[�024�0311.n(b/C) + Ln(c /a))

52

Ezjp) = �030V¢�0312<p> Elm 2 �031_"'*�030¢�024�254�030T"p3 c<p <1�031

p[Ln(b/c) + �0242Ln(c/a)]

/f/1f 8'
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Hallo 5 utilizando Ia relaciénz 5 =53

Luego:

; a<p<c
p[6�024�030Ln(b / c) +Ln(c /a)j

2

-9 l\

D2(p)= ap ; c<p<b

p(Ln(b/ c) + -lLn(c/a)j

El

Hallo 1?�031utilizando la relaciénz .3 = (5 w£,,)1::

,3,m=_i6o_><0___.;p ; ,,<,,<c

p[}401Ln(b/c)+Ln(c/a)J
82

;)2(,7)= ;p ; c<p<b

p(Ln(b/c) + -1 Ln(c/a)j

8!

En las }401gurasmostradas a continuacién se observa porciones de

material dieléctrico polarizado, de las regiones (1) y (2), y los

correspondientes vectores polarizacién.

Cargas de po/arizacién _ .,
an e, dl-elécm-co de Cargas dc? pplaflzaclon

.. . en el dlelectnco de
�030 permitividad 51. �030. .

pennmvzdad 52.

+

6] +

- 82 +

. + -

_ ' +

a �024> + -

' P1 C " *
' + ' P2

-1» :._>

+

c

V/Ax b

7 1
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b) Ca�030lcuIode �034a�035para cada super}401cieconductora

Sabemos: a�031= 5 Est;

_ Para la super}401ciede radio p = a: :1: +c;p

aw) :+T_a<L___

a[�024�031Ln(b/c)+Ln(c/a)J

82

Para Ia superficie de radio p = b: :1: -39

o'(/Jzb) -_- �024$ 

b[Ln(b/c)+�0242Ln(c/a)J

5]

c) Ca'IcuIo de o'Pa, y pm

Hallo am aplicando Ia ecuacién: am =13-:2

Luego:

. A /\ 8 _ E (0

SI p=a: n= �024ap n o',,o,(,,=1,) :�024 

a{�024�030Ln(b/c)+Ln(c/a)j

£2

_ A A 5 _ 5 ¢

SI p = b: n: +ap I o',,,J,(p=b) :+ 

b [Ln(b / c) + 1Ln(c / 51))

'51

Para hallar p,,D, utilizo la ecuacién: pm 2 �024V-I-5

Al hallar la divergencia del vector polarizacién 1: se obtiene como resultado cero,

por lo tanto la densidad de carga volumétrica de polarizacién también es cero. Es

decir:

pPoI = 0
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CORRIENTE ELECTRICA

5.1 DEFINICION DE CORRIENTE ELECTRICA

La corriente eléctrica es un fenémeno fisico producido por el movimiento de cargas

eléctricas. Es decir, cuando las cargas eléctricas esta�031nen movimiento el efecto

fundamental que originan es el denominado corriente eléctrica.

5.2 TIPOS DE CORRIENTE

El movimiento de cargas eléctricas origina dos tipos de corriente: corrientes de

conveccién y corrientes de conduccién.

Las Conientes de conveccién estén originadas por el movimiento de particulas

con carga positiva o negativa (iones) en el vacio 0 en un gas enrarecido. Ejemplo:

haces de electrones en un tubo de rayos catédicos y los violentos movimientos de

particulas cargadas durante una tormenta. Las corrientes de conveccién implican un

transporte de masa y no estén regidas por la ley de Ohm.

Las Cotrientes de conduccién estén originadas principalmente por el

movimiento de electrones Iibres a través de un cuerpo conductor bajo la influencia de

un campo eléctrico. Este tipo de corrientes esté regido por la Iey de ohm.

5.3 INTENSIDAD DE CORRIENTE ELECTRICA

Macroscépicamente, una corriente eléctrica se caracteriza por la intensidad de

corriente I, que se calcula por:

I = (IF? ; donde la unidad SI de �034I�035es el ampere (A) = coulomb (C)/segundo(s)

wf 73



Microscépicamente, una oorriente eléctrica puede ser descrita por un flujo de cargas

debido a una densidad de corriente Y.

* Para una corriente de conveccién se cumple que: -1�031:N q :7 (en A/m�031)

Donde: N = numero de portadores de carga por unidad de volumen.

q = carga de los ponadores.

V7 = velocidad de los portadores de carga.

Ademés: p = N q = densidad de carga volumétrica.

Entonces: -1�031= p \7

Si 8 es una super}401ciefinita, la corriente que la atraviesa es: 1 = [id = -;zdA

S S

* En el caso de las corrientes de conduccién puede haber més de un tipo de portador

de carga (electrones, iones) moviéndose con distintas velocidades. Por lo tanto se

cumple que:

J =ZNiq, V (en Almz)

Asimismo se cumple que: (en A/m�031)

Donde: 6 = conductividad en siemens por metro (S/m)

Esta ultima ecuacién es la forma puntual de la Iey de Ohm.

5.4 LEY DE CONTINUIDAD Y LEY DE LA CORRIENTE DE

KIRCHHOFF"

Expresa Ia conservacién de la cargaf Todas las cargas, ya estén en reposo 0 en

movimiento, deben considerarse en todo momento.

Considere un volumen arbitraria V limitado por una super}401cieS. Dentro de la regién

existe una carga neta Q. Si fluye una corriente I a través de la super}401ciehacia fuera de

la regién, Ia carga en el interior del volumen debe disminuir con una razén igual a la
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corriente. A la inversa, si fluye una corriente neta a través de la super}401ciehacia el

interior de la regién, Ia carga en el interior de| volumen debe aumentar con una razén

igual a la corriente. La corriente que sale de la regién es el flujo total de salida del

vector densidad de corriente a través de la supetficie S. Tenemos:

�024> -�024> d d

I =43./.ds=�024�024Q�024=�024�024fpdV
5 dt dz V

Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de supetficie de E , tenemos que:

jv-3dV=�024_[�024da"V
V V

Finalmente tenemos que:

V-.7+�0307�024�035= 0 , o también: VJ = -93 (en A/m°)
at at

* En el caso de corrientes estacionarias, Ia densidad de carga no cambia con el

tiempo, 69/ at = 0. Por Io tanto, la ecuacién anterior se convierte en:

Por consiguiente, las corrientes eléctricas estacionarias tienen divergencia nula, es

decir, son solenoidales. Esto quiere decir que las lineas de flujo de las corrientes

estacionarias se cierran sobre si mismas, a diferencia de las lineas de la intensidad de

campo electrostético, que se originan y terminan en cargas. Esta ultima ecuacién nos

conduce a la siguiente fonna integral para cualquier super}401ciecerrada:

<35}-d§ = 0 ,
S

que puede escribirse como

21] = 0

J

Esta ecuacién es una expresién de la ley de corriente de Kirchhoff. Establece que la

suma de algebraica de todas las corrientes que salen de una unién en un circuito

eléctrico es cero.
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5.5 CORRIENTES CONTINUAS Y LEY DE OHM

El caso de corrientes continuas se considera régimen estacionario, donde se cumple

que:

V x E = 0

Pm) 2 Pm

V-3 = o

Asimismo, en un régimen estacionario se cumple que el balance de corrientes que

entra y sale de un nodo en un circuito suma cero. En ciertos materiales se ve que al

aplicarles un campo eléctrico aparece una densidad de corriente, proporcional al

campo. Esta relacién se conoce como ley de Ohm.

3: GE, donde: cs = oonductividad del medio

5.6 ECUACIONES QUE RIGEN EL FLUJO DE CORRIENTE

CONTINUA

1) 1-3). = �024Vq)

2) 3 = GE

3) V-7 = o

4) Si c= constante, se cumple que: Vzq) 2 0, ademés hay que agregar |as

condiciones de frontera.

5) q) Es continuo en todos los puntos donde E es finito

6) 1 = [.7-d§
S

' 7) Continuidad de la componente tangencaal de| campo eléctrico. Es decir:

Vf/kf En :E2n �034'3 62-In 26112:
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Observaciénz Ia componente tangencial de la densidad de corriente no es

continua.

8) Continuidad de la componente normal de } . Es decir:

I1�034:12" n GIEM =(52E2n

5.7 CIRCUITOS ELECTRICOS

Un circuito es una ma}401ade resistencias, fuentes, condensadores, inductancias, etc.,

unidos por medio de conductores perfectos (poca resistencia).

Un nodo es un punto donde convergen dos o més conductores. Se cumple que en un

nodo la suma de las corrientes es cero, es decir:

Z I= 0 (Primera ley de Kircchoff)

Dos nodos son oonsecutivos si existe un camino por el circuito que los una sin pasar

por otro nodo, y cada camino se llama rama.

La segunda ley de Kircchoff o ley de voltajes establece que la suma de las caidas de

potencial en cada camino cerrado es igual a cero, es decir:

Z V = 0

La potencia en un elemento del circuito con corriente continua o estacionaria es:

P = V I

En el caso de resistencias, esta potencia se disipa y se puede determinar en funcién

del voltaje V o la corriente I, y el valor de la resistencia, mediante |as siguientes

ecuaciones:

P = (V2/R) = 12 R

W
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5.8 PROBLEMAS RESUELTOS DE CORRIENTE ELECTRICA

Problema N�0341

Las superficies esféricas, de radios a =2cm y b :6cm, son perfectamente

conductores y la regién entre ellas esté rellena con un materia! conductor para el cual

o�030= 80 siemens/ m. Si la densidad de corriente es hf: (10/1tr�031);,A/m2 para 2 cm < r

< 6 cm, encuentre: a) el flujo de corriente de un conductor perfecto al otro por unidad

de longitud; b) ei campo eléctrico 13:; c) Ia diferencia de potencial entre los

conductores perfectos; d) Ia potencia total disipada en el material conducior por metro

de Iongitud.

Resolucién

Por tratarse de dos superficies esféricas de radios a y b, con un material conductor

entre ellas, Ia figura correspondiente es:

Datos:

b =6cm = 0,06m

0' �02480 szemensl m

. 10 A A
J = �024�024a,-�024

a) Célculo de �034I�035(intensidad de corriente eléctrica)

Cuando se conoce la densidad de corriente Ia intensidad de corriente eiéctrical

se halla aplicando:

-) �024)

ff I�024jSJ-ds...(1)
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En coordenadas esféricas: d§ = r2 Sene de d¢z;,

Reemplazando d 3') en la ecuacién (1) y resolviendo obtenemos: I = 40 A

b) Célculo de E (intensidad de campo eléctrico) :

Por ley de Ohm: 3�031:oi�035:

Despejando E tenemos:

# 10 A 1 -* A
�024>E: (�024�0242a.)[�024:> E = �024L2�024a,

7: r 80 81: r

c) Célculo de �034Ag:" (diferencia de potencial):

Conocido E (ver ca�031Iculosen (b)), la diferencia de potencial A¢ se calcula

utilizando Ia siguiente relaciénz

Aq) = *J.I::-d: ;

b

L : 0.02 A A

�034"3°Aq): - I _1_2a,.d,a, A(/)= 1,326 V

0,06 8n r

Otro método gara hallar "Aw _'j.;

Por condicién: a: 80 s/m, es decir �034cr�035es una cantidad constante, luego se cumple

la ecuacién de Laplace.

Si "tp" depende sélo de la coordenada "rx la solucién a la ecuacién de Laplace a

utilizar, es:

A
(pm: -7 + B (1)

Si la superficie de radio �034b�035Ia conectamos a tierra (potencial igual a cero), entonces

Ia super}401ciede radio �034a�035estaré a un potencial A¢ (ver la }401gura).

/// -y,

W// vsAtp - /

/.
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A continuacién aplico Condiciones de Frontera (C.F.) para hallar las constantes A y B:

1ra Si F: bl (pg-=5) = O

A
Lue or 0=�024�024�024�024+B 29 0,06 ( )

2da C.F.) Sir=a: q)(,=a) = Acp

Luego: Aq) = ~�024A�024+ B (3)

0,02

Resolviendo |as ecuaciones (2) y (3) obtengo: A = �0240,03A(p; B = ~0,5 Aqn

0, 03A

Reemplazando en (1) obtengo: (pm = -�024�034)- 0,5A(p
r

Hallo E aplicando gradiente de potencial. Es decir: E = �024V<p:> IE 2 ggaai,

T

Se hallé que (ver ca�031|cuIosen (b)): E = §�024]7§,
7: r

Iguaiando ambas ecuaciones de E , tenemos:

0 03A A 1 A
�024�031�02429a,= �024�0247a,=> Aq; =1,326 V

�030 r 81: r

d) Célculo de "P" (Potencia disipada por el conducted

La potencia disipada por un conductor de resistencia R se calcula por: P = I2 R

Se hallé que 1 = 40 A. La resistencia eléctrica R se halla dividiendo Azp con I

(1,326V/40A). Reemplazando �034I�035y �034R"obtenemos:

P = 33,15 mW

Problema N° 2

Dentro de la regién 1 < p < 5cm, 0 < 4) < 0,311, 0 < z < 2cm, se tiene una densidad

de oorriente dada como? : (200cos¢);;¢ /(p+0,01) A/mz. a) ¢',Cua'| es la corriente en

la direccién de 21¢ que cruza la super}401cie:a) ¢=0, 1<p<5cm , 0< z <2cm ?

b)¢=0,3n,1<p<5cm, O< z <2cm?

c)Calcu|eV-3) enp = 2cm, 4} 2 0,151: y z = lcm .

ff
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Resolucién

Segdn el enunciado la figura seria:

�031 Por condicién:

, /�031�034�030+ 2o0cos¢ ~ A
,�031 �030~sm�030~ J:j�024�0303¢7

'_ ;' 13:} 1�030: �030y (;0+ 0: m

Z
: ~ '-�035�0315

: : :�031 f
z=2cm -/ ,

6'pu,3 \\ 7 �030i? �024>

d5

, �034I , �030 "

' " 9

/ X
X

a) Ca'IcuIo de "l" que cruza Ia super}401cie:¢ = 0, 1< p < 5cm ,0 < z < 2cm

Sabemos: l:J?od§ ;donde: dg = dpdzgw,

S

005 002

' �031200C 0° ~ ~
Luego: I= I I �024£S�024a¢-dpdza¢

p=0,01 z=o(p + Q01)

0,05 d 0.02

I=200 PL. dz] In I=4Ln3 =4,39A

(p + 0,01)

b) Célculo de �034I�035que cruza Ia super}401cie:45 = 0, 31: , 1 < p < 5cm, 0 < z < 2cm.

En este caso, la expresién de �030�030l�031�031quedaré de la siguiente forma:

005 002

_ �031 ' 200Cos(54") ~ ~ __
I" J. I "}401W)�030ad}402dpdlags- 2,58 A

p=0,0l z=0 �031

c) Célculo de V-�030J�031en p = 2cm, = 0,151: 2 = 1cm .Y

En coordenadas cilindricas, la divergencia de ; sélo depende de la coordenada ¢,

tendra' Ia siguiente forma:

�024-> " 0 _

v.1 =11 _20iS1 = =_15133o,2

96¢ p+0,01 p(p+0,01)
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Problema N° 3

D05 placas paralelas planas e infinitas de metal, estén separadas una distancia d. El

espacio entre las placas se llena con dos medios conductores, siendo Ia super}401ciede

b separacién entre estos medios un plano paralelo entre las placas metélicas. El primer

medio (conductividad 0,, permitividad 3,) es de espesor e, y el segundo medio

(conductividad 0'2, permitividad 51) es de espesor d - e. Las placas metélicas se

mantienen a los potenciales ans y wb, respectivamente. En el estado estacionario,

g,CuéI es el potenciai de la super}401ciede separacién de los dos medios y cuél es la

densidad superficial de carga Iibre en esta super}401ciede separacién?

Resolucién:

En la figura siguiente se muestra |as dos placas planas de metal descritas en el

enunciado. Observe que en la regién entre las placas hay dos medios conductores a

los cuales denominaremos: medio conductor (1) y medio conductor (2).

= <0 = ? E
Z medio S m edio :

conductor °0ndU°�0300T1

1 2 i

.30-3:1. : T '0-,:2. ¢ h

¢ 8 �030K .

\ . 5.�030: F ~ .52 - e 9

,1..r'_-,�031./[3 _. �030E 2�0301

.'% C �024�024>: 3 y

z+�024#a -�024�024�024>-
X

Como en el medio (1): a] = cte, y en el medio (2): 0'2 : cte, entonces para resolver

este problema podemos aplicar Ia ecuacién de Laplace.
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a) Célculo de �034(pm�035(Potencia! en la super}401ciede separacién)

En este caso el potencial �034gp�035sélo depende de la coordenada por lo tanto se

trata de un problema unidimenaional en coordenadas rectangulares. Para resolver

este problema utilizamos Ia solucién a la ecuacion de Laplace siguiente:

(am: Ay + B

Aplicando esta ecuacién a cada medio por separado, tenemos:

En el medio (1): (D1(y) = A1,. + B1 ... (1) �030

En el medio (2): ¢2(y) = A2y+ B2 . . . (2)

Para hallar las constantes A1, B1, A2 y B2 aplico las Condiciones de Frontera

(C.F.) siguientes:

1ra C.F.) Si y= o: <p1(,=o) = (pa :>B, =z/,8 (1)

Zda C.F.) Si y = d: (|)2(y=d) = (pr, :> A2(d) + B2 2% (II)

3ra C.F.) Si y = e: q)1(y= 9) = (p2(y: 3, (¢ es continuo en todos los puntos donde 2

es finito)

Luego: A1(e) + B1 = A2(e) + B2 (III)

4ta C.F�030)Si y = e: J1�035= J2�035(Ia componente normal de I es continua)

Como J = cE, entonces Ia igualdad anterior equivale a: (:1 E1,. = 62 E2"

Reemplazando |os campos eléctricos por gradiente de potencial y

simpli}401candola ecuacién, obtenemos:

:> o1A,= GZAZ (IV)

Resolviendo las ecuaciones (I), (II), (III) y (IV) obtenemos:

A2 : <s,(¢., -cog) ; B2 : e(<r2r- G1)¢1, +d6.¢,

o2e+<s1(d�024e) c2e+61(d�024e)

If
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Reemplazando las constantes A1, B1, A2 y B2 en las ecuaciones (1) y (2)

tenemos: '

U _

My): #51)�035¢. --- (3)
0, e +01 (d �024e)

W:  y+ (4,
oZe+<s,(d�024e) o2e+c,(d�024e)

Hallo el potencial "(ps" evaluando la ecuacion (3) o la ecuacion (4) para y = e�030Al

evaluar en la ecuacion (3) obtengo:

<5 (0 e �024cs (pa d �024e
(,5 : (,1 L : _2b__1_(_Z

ole �02461 (d ~ e)

b) Célculo de 0'; (densidad super}401cialde carga Iibre)

La densidad superficial de carga libre �034o-S�035se determina utilizando la siguiente

ecuacion:

(S5 = 62 - 61

Se cumple que: a 2 s E, luego: as = 22 E2 - 81 E1

Aplico gradiente de potencial para hallar E1 y E2, y reemplazando estos gradientes

en la ecuacion anterior obtengo }401nalmenteque:

O. : (8162 �024�25425))(¢b_ (9a)

5 ole �024<5, ((1 �024e)

Problema N�0354

Dos céscaras cilindricas largas de metal, de radios a y b (b > a), se colocan

coaxialmente y se mantienen a la diferencia de potencial Ago. Si la region entre las

céscaras se llena de un medio de conductividad 0, calcule la intensidad de corriente

por unidad de Iongitud y la resistencia eléctrica.

Considere que la conductividad de los Cilindros es mucho mayor que 0'.
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Resolucién:

Como Ia diferencia de potencial entre los conductores cilindricos es Azp , vamos a

suponer que el conductor de radio a se halla a un potencial A¢_ por lo tanto el otro

tendra' potencial nulo (0 se halla conectado a tierra), tal como se muestra en la figura

mostrada a continuacién.

0 _-

~//, / %
M�031-

\e/�024L

Si Ia conductividad �034c�035es constante, entonces se cumple la ecuacién de Laplace.

Ademés, en este caso �034<p"solo depende de la coordenada �034p�035,por lo tanto Ia solucién

a la ecuacién de Laaplace a utilizar, en coordenadas cilindricas, es:

(om =ALnp+B �030.. (1)

Las constantes A y B se hallan utilizando las condiciones de frontera siguientes:

1ra C.F.) Si p = bi q)(,,=b) = 0

Luego: 0=ALnb+B => B=-ALnb ... (2)

2da C.F.) Si p = a: (p(p:a) = M) �030

Luego: Aq)= A Lna + B :> A(p = A Lna �024ALnb

:A= �024�024�024A¢', otambién: A= �024�024�024_A¢

Ln(a / b) Ln(b / a)

Reemplazando Ia constante A en la ecuacién (2) tenemos:

B = �024ALnb 2 B = All�031
{At} Ln(b/a)
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Finalmente reemplazo las constantes A y B en la ecuacién (1):

A A L bW = ___<0_L,,,, + _<�035_�034.
Ln(b/a) Ln(b/a)

�030 Para hallar aplico gradiente de potencial. Es decir: .

�030 ~> » A A

Em) =�024V(P(,,;3 Eu»= an

Célculo de I / L (corriente por unidad de Iongitud)

Sabemos que: ?: 01:�030.

Luego: I :19 : 6 Aw zip _I_ : 27C(SA(0

27cpL pLn(b/a) L Ln(b/a)

Célculo de R I L (resistencia por unidad de Iongitud)

A(/2 :> R _ Ln(b/a)

S b : R = _�024
° 53 ° 1 L 27m
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MAGNETOS IA I ICA

EN EL VACi0

La magnetostética en el vacio estudia Ios campos magnéticos estéticos en el espacio

Iibre y las leyes que los rigen.

* Los campos magnéticos esiéticos son campos magnéticos producidos por corrientes

estacionarias o corrientes continuas (no variables con el tiempo).

* Las principales leyes que rigen los campos magnetostaticos son Ia ley de Biot-

Savart y la Iey de Ampére.

* Para el estudio de la magneiostética en el vacio la (mica cantidad de campo

vectoriai fundamental necesaria es la densidad de flujo magnético 5.

6.1 POSTULADOS FUNDAMENTALES DE LA

MAGNETOSTI-'\TlCA EN EL VACiO O ESPACIO LIBRE

Forma diferencial

-> -3 -)

1) V.B:0 (§B.dS:0 Leyde Gauss para el

_> 9 S magnetismo

2) VXB:�0340J <§CB'd4=#o1 Ley deAmpére

Demostracién de la Iey de GAUSS para el magnetismo

Si tomamos integral de volumen a la ecuacién (1), tenemos:L V-§a'V =0

Aplicando ei teorema de la divergencia, ia ecuacién anterior queda:

1? 87



�024) �024> �024)

_fV-Bdr/=35 B-dS
V S

Luego: cf 3�031-d§= 0
S

Conclusién: No hay fuentes de flujo magnético, y las lineas de }402ujomagnético siempre

se cierran sobre si mismas.

Demostracién de la Iey de Ampere

Integrando ambos lados de la ecuacién (2), sobre una super}401cieabierta, tenemos:

L(VxB)-dS=;1oLJ-dS

Aplicando el teorema de Stokes, Ia ecuacién anterior queda: L (V xi?)-d zc}401c}401-dE

�024> ~)

Luego: C}401cB �030d U = /10 1 (ley de Ampére en el vacio 0 en un medio no magnético)

Donde: 1 es la corriente neta encerrada por la curva cerrada C.

Nota.- en funcién de 1?] (intensidad de campo magnético), Ia ley de Ampére se

expresa por:

�024) ~)

§ H-d z = 1
C

Donde: I : [W = corriente neta encerrada por la curva cerrada C o trayectoria

Amperiana.

' Recuerde que 1; y en el vacio o espacio Iibre, estén relacionados por la

. ., a E
suguiente ecuacnon:H = �024�024

No

6.2 ECUACION DE LA FUERZA DE LORENTZ

Se sabe que cuando se coloca una peque}401acarga de prueba �034q�035en un campo

eléctrico experimenta una fuerza eléctrica 13:, .
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1% =41?"

Se ha demostrado experimentalmente que cuando la carga de prueba esta�031en

movimiento en un campo magnético Ia carga �034q�035también experimenta una fuerza

magnética 17�030;.

F: =q1?x 13

La fuerza electromagnética total sobre una carga �034q�035es entonces I7�035=}7:+I;":,. Es

decir:

I? = q(E+ }401xE) (Ecuacién de la fuerza de Lorentz)

Esta ecuacién se puede considerar como un postulado fundamental de nuestro

modelo electromagnético porque no puede derivarse de otros postulados.

6.3 POTENCIAL MAGNETICO VECTOR

Si 3 es solenoidal ( V-3 = 0), entonces 1; se puede expresar como el rotacional de

otro campo vectorial, digamos 2 , de manera que:

E = V x 2 (7') ; Z = potencial magnético vector (en Wb/m)

Como se sabe para de}401nirun vector se requiere la especificacién de su rotacional y su

divergencia. Por Io tanto falta Ia divergencia de 2.

Al tomar el rotacional de 23 (ademés recuerde que por el segundo postulado de la

magnetostética en el vacio: Vxl; = /4 03 ), tenemos:

m:»=wx2=,,03 '

Ademés: VXVXZ =V(v-Z)�024v1,71 "B V�031Z =v(v.Z)-vxvx}401

/ff
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Luego:

V(V-Z)�024V2Z = #07

Con la }401nalidadde simpii}401carla ecuacién anterior, elegimos V-:47 = 0, por lo tanto la

ecuacién anterior queda:

V�031A : �024,u0J (Ecuacién vectorial de Poisson)

La so|uc�030\c'>na esta ecuacién, por ser similar a la ecuacién de Poisson de la

electrostética, sera�031:

2 :& I .1dV' _W_b
47: V. F3�030 m

Relacién entre Z (potencial magnético vector) y a} (}402ujomagnético):

Se sabe: ¢=<§>l#3-d:S'); donde: E =V><:1 ¢=LVx:4>-d§

C

Por el teorema de Stokes: L V x Zed : $6 Zed?

-) �024)

Luego: ¢ = (}401A�030d3

C

6.4 LEY DE BIOT-SAVART

Nos permite calcular la densidad de }402ujomagnético 1; o la intensidad de campo

magnético F] originada por una corriente eléctrica I que circula por un circuito, a una

cierta distancia de dicha corriente.

Para deducir la ecuacién de la ley de Biot-Savan analizaremos el caso de un alambre

delgado con seccién transversal S . En este caso el diferencial de volumen dV' es

igual a: W�031= sdz�031,entonces ._/�031dV'= ./Sdl = Id[. Luego la ecuacion de!

I/f potencial magnético vector 2 seré:

90



Z : %£4;_�030�035:

If C�030�030r�024r"

Entonces, la densidad de flujo magnético E�031(E3 : V x Z) queda expresada por:

-r 7

B=V><A=V>< £195 ___�034=}402>l<}Vx �024�024�030�035

4�035C, �030ai�0304�035C�031 |�024) -3�030

r�024r r�024r

§:}4025g'>{�024L�024V><dE+v�0241�024mi?

r�024r l�030~I�030

3 1 1 A
Donde: Vxdl =0 ; V T: =�024:�0243=�024�024�024�0247a,

Reemplazando tenemos que 1:�031viene dado por:

E = d}402xa;

I�030-I�030

O también:

�030?~> �030t

E_ ;101(}401dZ><(r�024r)

_ 472' C. �024> �030f2

A esta ultima ecuacién se le conoce como Iey de Biot-Savart.
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6.5 PROBLEMAS RESUELTOS DE MAGNETOSTI-'\T|CA EN

EL VACiO

Problema N° 1

Una corriente filamentaria de 10 A se dirige del infinite hasta el origen, sobre el eje x

positivo, y luego regresa al infinito a lo largo del eje y positivo. Utilice la Iey de Biot-

Savart para encontrar lg y Iii en el punto P(0,0,1)�030

Resolucién

Para resolver este problema vamos a dividir el alambre rectilineo in}401nitoen dos partes�031

a las cuales denominaremos �0341�035y tal como se observa en la figura.

Z ,

P(0,0,1)

2

1 é
_ - E. +00 �030

\x l] I ;
'\» (s R)

X

A I�031

a) Célculo de }401p

Por principio de Superposicién: §r>= 13» (1) + l3p(2) (1)

Aglico Leg de Blot K Savan�030gara el segmento (11:

Z , De la figura:
HM

P(0,0, 1 ) 4 .

r2 = Z az

" �035�031 :1 = x Eu
rz�024T1 .,

rz �030.1-")2-:1�030:VX2 +22

+00 �024�024�024>I * * I
�030--- 9 o<> d£x=�024dxax

dgr 1'1 yWf SR
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» #01 c1? x(F �0247)
<2>

r2�024n

_ -�031 /101 ° �024dx§x><(z§1z �024xz;x)unl 0 zdx ~
Reemplazando. Bm) =Er�024+£�024_}4012+Z2)3/22-1;:-ij�024(x2+Z2)m ay

»> I A 4 *1o*710 A ~
BM, =�035�024°a, =�024"�024�024�024(�0243a, =(10�034T)a,

41:2 47: (1)

Aglico Ley de Biot 1 Saved gara el sggmento (2):

Z De la figura:

J. _, A

P(0>O: I'2:Zaz

-> �024-> :1 = y ;y

-> r2- n

r2 -V �024>

1r2�024r1l= x/yz +22

(> 0 �030L�031- _+&°.
a _, �024> A

SR X 1.1 de: dZ1= dy ay

4* #0 x r �024rI d? C *)
131,0) :7�034. (3)

r2�0241'1

.~ ;z.,I�034�030°dyé><(z§.z*yi:~) #01�034my AReemplazando. Bm) =?;£_______(�031y2+Z2)m �031=4_7I.9)'(y2+z2)3,2 ax

» I ~ 4 *10'7 10 ~ ~
BN2) =-L ax =-L-�024£:)ax =(10_6T) ax

4n 2 �030 47E (1)

Finalmente, reemplazo 13;-0; y Era) en la ecuacién (1):

�024> $ A A

B}! =

:2) Célculo de }401p:

*) 4) �024> ' �024) E

Hp: Hp(1)+ Hm) ;sIendo: H=�024�024

.110

Reemplazando obtenemos:

�024> A /\ A

HP = (ax +ay)�024�030

f}402f m
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Problema N° 2

Encuentre I3 en P (2; 3; 5) en coordenadas cartesianas, si existe un filamento

portador de corriente de Iongitud infinita, que pasa a través de! origen y el punto C .

Una corriente de 50 A se dirige desde el origen hasta C, donde la localizacién de C es

(0; 0; 1)- I

Resolucién:

1er Caso: Célculo de en el punto P (2; 3; 5) debido a I = 50 A que se dirige desde

el origen hasta C (0; 0; 1).

I +00

I

zA Por simetria de la figura se
I

I �024> �024)

1 5 cumple que: Hp : HQ

_, (Ademés se cumple que P y Q

d 6 �030~,P(2,3,5)

: tienen el mismo vector

�030 SR :1 2_;.fI intensidad de campo magnético

K 0 1 3 y tienen el mismo sentido, esto

I , : y
2 I ,2 I Io hacemos para simplificar

I .'

I 1| Q célculos).

I
I X I

' I

' _ Por Ley de Biot y Savart:
I I °°

. �024) �024> �024)

�024* I d�254><(r�024r )

I HQ=EI ---(1)

I l'2�024['1

I

I 9 . �024> , . . .

_ De la figura: d}402=dzaz ; r2=xax+yay=2ax+3ay

| �024> A �024-> 4

' r,=zaz;�030r2~nl =,Ix2+y2+z2 = \)13+z1

�031 En (1):
I . . A A

-> I �034�031dz aZ><(2a,(+3a\. -zaz) I °° dz ~ 31 °° dz ~
I H =�024�024�024�024�024�024:�024'�024�024�024:�024�024�024�024~�024a�024�024�024-�024�024�024.ax
, W ° 42:}; (13 + z2)�034 2n;£(13 +22)�034�0314n£(13 + 2*)�034
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1: 4(2); 2(2); _ 5°; - 75;
Q 22:13 �03147:13 �03413n�03113u�034

}401g= (1,224 21, �0241,s4}401x)A/m

Otro método: Por Iey de Ampere

_ Vista de glanta

_�031 YV H
f ' . «i...

,' Q
curva "C" 0 I�031

trayectoria Amperiana

�030 (ex aquella donde el

médulo de 1:} es cte.) X

�030 Por Ley de Ampere:

cf}401.cl? = Im
C

H(21:r)=I nm:::> H=�024I�024�024
21: r

�030 �024) I A

Vectonalmente: H = �024�024a¢

211: r _

De la figura: 23¢ =�024Sen¢Q): + Cos¢ 3,

Luego:

A I A A -") A A

H=_2_(�024Sen¢ax +Cos¢ ay) �024�024)H = (1,224 a_., -1,84 ax) A/m

1! I�030
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Problema N° 3

Considere Ia Iinea de transmisién de dos hilos cuya seccién transversal se ilustra en la

figura. Cada uno de los alambres tiene 2 cm de radio y estén separados por 10 cm.

Por el alambre con centro en (0,0) fluye una corriente de 5 A, Mientras que por el otro,

centrado en (10cm, 0) fluye la oorriente de retomo. Calcule E y I; en:

a) (5 cm, 0) ; b) (10 cm, 5 cm)

y

_ @1 8:1

}<�024-�024�024-10 cmé�030

Resolucién

Llamaremos 11 a la corriente de ida e 12 a la corriente de retomo. como se muestra en

la figura siguiente.

Y

I =5A
�024.@ I1 = é

I} 10 cm �024-�024�0249I

a) Célculo de 1; y 1-i en el punto (5cm; 0):

En el punto P (5 cm; 0) se crean dos Campos magnéticos, porque hay dos

corrientes eléctricas. A continuacién se muestran los vectores 1;, y , debido a

�034F |as corrientes I, e 12.
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1

1"
0 >24

trayectoria

Amperiana

Por el principio de Superposicién aplicado a los campos magnéticos se cumple:

]§,,= }401x+ 132 (1)

Hallo E1 aplicando ley de Ampere

L13. d}: #01 ; I=Icmmda

I _ -�030 I ~
B1 (21:r) = yo I1 3 B, =}402"�024i; Vectonalmente: Bx =�030u�024°ia,-

2n r 21: r

Anélogamente tenemos que quedara' expresado por: 132 = �024�031L�024l2°�024I�024�03121,
7|: 1'

Reemplazo en (1);

B,, = 2B: gporque B2 =B1 (dado que I2= 1,)

-> I /\ A

B}, = $0)�031-_- (4.105 ay)T

zrr

Para hallar I71 aplico: I3 = 3 (en el vacio)

/-lo

9

�024-> B I A /\ A

W�030Hp = �024�031°= �0241ay= (31,83 ay) �024
V}401ff go 717' m
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b) Célculo de 3 y I} en el punto Q (10cm; 5cm)

En el punto Q, los vectores 13, y 1% tienen |as direcciones mostradas en la figura

siguiente. y

fa.

}402

5cm _____A_____V____M____V�031__: __>Ba

/" :1 \\

°�030.f�030.- :
(\7:.:~'// \s

I, ,,/�030~�031¢ EI,=5A

<-�024�024�024�024�024�024H] �024?�024.-a II I *r, /
\ /

\ aroyrartoria

Anpznna

Por el principio de Superposicién: 13¢ = 1-51 + 132 (2)

Donde:

a ,. /1 I �031 �024>

�030 * B2=B2ax ; B2=°�0242(modu1ode B para un alambre 00)
21E r2

1%: ="°+I2aAA, =(2-10�0305a;)T

27%

�030 I
�030 �024> A B�030=iL ~> /J I A A

" B1= B121,» 21! F1 :>B; =2°�024'(�024Sen¢ax +Cos¢ ay)
A A . it I

�030 21¢ = ~Sen¢ ax +Cos¢ ay 1

E5, = (�0240,4-10-5a:+ 0,8-]O�0305§y)T

Finalmente, reemplazando en (2):

�024> -5 /\ 5 -9

BQ = (1,6-10 ax+ 0,8-10' ay)T

�024> . �024) E �031

Para hallar H aplico: H = �024(en el vaclo)

#0

-->

�024> BQ /\ /\ A

-u HQ = �024=(12,74ax+6,366ay) _
W1? #0 m
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Problema N° 4

Un conductor sélido tiene una seccién transversal circular de radio Imm, centrada en

el eje z, y porta una corriente total distribuida uniformemente de 101: A en la direccién

A -> A .;

32. Hay una corriente laminar K =�0241000az A/m en p = 2m. Encontrar H en

la regiénz a) Ospslmm; b) lSpS2mm; c) 2Sps4mm d) ¢',Qué va|or

de la corriente laminar debe estar colocada en p = 4mm; tal que}401= 0 para

p > 4mm ?

Resolucién:

De acuerdo oon lo se}401aladoen el enunciado, Ia figura correspondiente es:

6 § Z 3 I
I I - I

I 1 5 I

I 5 3 I

I �030 7 I

I I

/ Conductor cilindrico

�034'/sélido

1:. if 113 = -1000 3. 5

I i,«=�030IoI;"A. �030

£5349
_T�024 �030I Conductor de super}401cie

cilindxica

I I

I I

I I . I I

I I I i I

I �030 I ' I

I I I

Vf I I
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I

D

N a) Célculo de I; en la regién 0 S p 3 1mm

Por Iey de Ampere:

Seccién transversal del �024> ~

conductor sélido §H�030d3 :1 ¥ 1: Ia-cerrada

H (2700) = [encerrada . - . (1)

Hallo lemma :

Si la corriente esté uniformemente distribuida, se

cumple que: I 1

° �024 T.�030: LC

.7 - J_cre 2 7t(1-1O�0303)277,02 M Ienc:1077tp2

,�030 I Reemplazando en (1):
trayectoria �031'

AmPm""" H(27rp)=1077zp2 2 1-1; = (5-10°paA¢)%

b) Célculo de 1-i en la regién 1mm < p < 2 mm

En este caso: H 2 �024�024I�030�024:>I}401l=

Znp p m

c) Célculo de 13 en la regién 2mm < p < 4 mm

Seccién transversal

Por ley de Ampére : <§H.d E = Im

H(27tp) = II + 12 (2)

® .

co 1» In 3:03;, A
- A

W I2= IWW {-1000 a, �024)(21r(2~10'3)m)= �02441: A
AV TOTAL m

2�030'"m En (2):

< H(27rp)=1OnA+(�02447:A)=67:A=I:m
.0

trayectoria _�031 3 A

Amperiana �024» 2 H = 1 , H = [�024a¢j£

H P P m

�024> �024)

d) Piden K1 ta| que el H(p = 4mm) = 0

:> P10, 1 4mm) =0 si 1�035:0

Del ejercicio anten'o�031rse obtuvo: I'm= 61: �024>61: + I�034,= 0 => [em = �02461: A

" �02461rA A A A

{ L�034e9°=K1 �030�03075�030�031a23
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Problema N° 5

Una corriente I }402uyelongitudinalmente por una Iémina conductora delgada y muY

Iarga de anchura a, como se muestra en la }401gura.Suponga que la corriente fluye hacia

el interior del papel y determine Ia densidad de flujo magnético 13 en los puntos P1 (0;

(51) 3! P2 (3 �031'dz} 0)-

Y

T H

d.

831

V P2

|+�024a ele dz 9] "

Resolucién:

�024)

a) Célculo de B en el punto P. (0; d1) :

-7

Para caIcuIarB en el punto P, debido a la corriente I que }402uyepor la lémina
1

conductora delgada y muy Iarga, analizo a partir de un elemento diferencial de la

forma de un hilo infinito, tal como se indica en la }401guramostrada a continuacién.

Y

dB
P K I

,�030O , -�031<�024�024a �024%,�031

x
viz?-

/ I .4 '
x,~,�031}/./ A M

X "Z V
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,u I

Se sabe : B ml�030,= �030O,donde: r es la distancia perpendicular al hilo

( cu ) Zn r

infinito.

En nuestro caso:

;1 dl _ �024�031 /1 d1 A
dBa_émm) = �024';I dB(La'mina) = Lu (1)

27: r 271 r

donde: y d}401

_ I
dI�024zdx P161: kzinnea

�030 magnética

de la }401gura: '1�030

u = Cos9 ax +Sen9 ay

Reemplazando en (1):

* I dx A ~
dB ,;,,..m) = i�024�024(coseax +sene a )

U 21: a,/df +x2 Y

Integrando tenemos�030§(Lémma) = �024-#°I_f�024L)s9ax 4-Sena ;y M)�030

I 271 3 ,[d]2 + x2

-�031 I �031d dx ~ �034xdx A
B W =�024"°�024�024�030�024X �024�024

(L ) 2na[;[d12+x2a +'0[d]2+x2ay]

Resolviendo, obtenemos:

-* I ~ dd 2 + 2 ~
B(L}401mina)= [L Arctg 3- ax + Ln -2]; a,

27: a d, d,
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b) Célculo de Ben el punto P, (a + dz; 0)

En este caso procedemos de manera similar que en a).

.6 ,
y /�030 4!

, <�024a +,. �031

\."5�254f@�030%�035a�035»�0303�030«�0343.Y*»(<.-v�030~.¢v*<3�030A�031?�034-"»'~*v"',�031»T§�031-�030C-�035 4

�034gxw 2 '
., �031(

yr /6 I 4'" 2�031

{Z J�031

_.

Ya sabemos ue la ma nitud deB, debido a una corriente I , que circula por un hiloQ

infinito, a una distancia r de dicho hilo, viene dada por:

B ___ IUOI

21: r

En nuestro caso, este cam o �034B�035seré un diferencial de campo para la la�031mina,esP

decir:

}402ed] .
dB(,_,,,,,;,,,) = donde: r = (a + d; �024x). Ademas se cumple:

1 dl I Id
�024= �024:> dI= �024dx, Luego: dB(Lmna) =�024�024�024�030Ll°:)(�024�024�024

a dx a 2n a(a+d2�024x)

Y

Vectorialmente seria:

Linea

_> #01 dx A Ma 1élica
dB(u....,,.-.) =j�024�024�024�024�024u(2) 3�031

27: a(a + dz �024x)

d ezdl :

Del gréfico: X�030)�034P2

X

~)

4 dB
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Reemplazando en (2) e integrando:

�024> I �030dx A

B(LiSmina) =%{ (-ay) ,

�024-) p I a + d A

Resolviendo Ia integral obtenemos: B(Lémina) = �034�0240�024LI1�030*2ay
27: a dz

Problema N° 6

Una corriente continua I }402uyepor un alambre recto de Iongitud 2L. Caicuie ia

induccién magnética B en un punto localizado a una distancia �034r" del alambre y en el

plano que lo divide en dos segmentos iguales. Determine primero el vector potencial

magnético "X".

Resolucién:

Por tratarse de un alambre recto de Iongitud 2L, Ia figura es:

Aplicando la regla de la mano derecha el
Z

A %

vector B esta�031entrando al punto P.

__ + L

d�024[» Vista de Planta

_, - rz�024n _�031Para un Hilo con

I�0301�030 B

_ corriente I , se
2L 0 ---->y

1�031J �030Pcumple que:

S.R f a

3 ~ #1 d 2
A; I �024"TIi; ~ 4» a

, l�031z�024F1
j. ' AL

De la figura:

dgzdz ail; :2 =rz;y; :1 :2 :12; I-I:)Z�031:]}=Vr2+ Z2
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�024> '1�030 A 4-LA

Reemplazando: A(;)=£�030-�031lJ. &=&[Ln (z+ x/z2+r2 az
4�034F _L /1.2+ Z2 47; -J.

:_) K(�030):/i�031ILni ;

41r \/ L�031+ :2 �024L

Hallo 135); aplicando rotacional 2

En este caso A depende de la coordenada por lo tanto su rotacional en

coordenadas cilindricas

viene dado por: �024>' �024> a A

B6) = VX At?) = �024F(A(z))a¢
T

Resolviendo se obtiene:

Z _#qL_;¢
/»7/ 2n r xl L2+ r2
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CAPITULO 7

I

CAMPO MAGNETICO EN LA

MATERIA

7.1 MAGNETIZACION EN LOS MATERIALES Y

DENSIDADES DE CORRIENTE EQUIVALENTES

La magnetizacién es un fenémeno fisico que se presenta cuando ciertos materiales

son sometidos a un campo magnético extemo.

En la magnetizacién, los dipolos microscépicos de| material tienden a orientarse en la

misma direccién del campo magnético externo. En la }401gurase muestra a un material

magnetizado como consecuencia de estar sometido a un campo magnético extemo.

Recuerde que segun el modelo atémico elemental de la materia, todos los materiales

estén compuestos por a'tomos, cada uno de éstos tiene un nucleo cargado

positivamente y electrones de carga negativa alrededor. Los electrones orbitantes

originan corrientes circulantes y forman dipolos magnéticos microscépicos. Asi mismo,

tanto los electrones como el nucleo de un étomo rotan (giran) sobre sus ejes con

ciertos momentos dipolares magnéticos. El momento dipolar magnético de un nucleo

giratorio por !o general es despreciable en comparacién con el de un electrén orbitante

o giratorio, debido a la masa mucho mayor y a la menor velocidad angular del n}402cleo.

En ausencia de un campo magnético extemo, Ios dipolos magnéticos de los étomos de

la mayoria de los materiales (con excepcién de los imanes permanentes) tienen

orientaciones aleatorias, de manera que no hay momento magnético neto. La

aplicacién de un campo magnético extemo ocasiona tanto la alineacién de los

fr
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momentos magnéticos de los electrones giratorios como un momento magnético

inducido que se debe a un cambio en el movimiento orbital de los electrones.

En la figura de| lado derecho que se muestra a continuacién se observa un modelo

teérico del comportamiento de un material magnetizado debido a un campo magnético

�024>

extemo B.

9 - 13
13:0 ; M=0

KK �030D

Av

& & $ CE Av

Material no magnetizado Material magnetizado debido

(no hay campo magnético externo) .9

al campo magnético externo B

~>

La magnetizacién (M) es una Cantidad vectorial que se define como ta

densidad de momento dipolar magnético por unidad de volumen.

r1Av _)

4 Xmk
M = llm la (A/1n) Cone transversal de un material magnetizado

Av�024>0AV

E] VECIOI�030 magnetizacicin N}, hacia afuera del papel

caracteriza de forma completa ®
I

al material magnetizado, de { D '
I

modo que si Ilegamos a conocer I ® �030, �024é->
I :1

el valor de ese vector en todos an I �034: �030

los puntos del material podremos : I

calcular inmediatamente los ,�030 . �030

efectos magnéticos que puede ' ®

producir en sus inmediaciones.
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Utilizando Ia ecuacion de M, el potencial vector magnético creado en todo el espacio

por el material magnetizado es:

;�030:%-[V-Mx_)(r:r')dv,

El problema de esta ecuacion es que usualmente no conocemos a priori el valor del

vector magnetizacién, por lo que no es un camino préctico para resolver prob|emas

reaies.

La magnetizacién macroscépica, medible, de un medio material es el resultado

de in}401nidadde corrientes microscépicas que circulan, aproximadamente, en el mismo

sentido y en planos paralelos. El conjunto de esas corrientes equivale a ciertas

densidades de corriente macrosoopicas, denominadas densidades de corriente

de magnetizacién, que se describen a partir del vector magnetizacién como:

�024> �024> -9 -> /\

JM = WM :
donde J1, es la densidad volomica de oorriente de magnetizacion y J; la densidad

superficial de corriente de magnetizacién. El vector 2 es el vector unitario norma! a

cada punto de la superficie y dirigido hacia fuera de| volumen de| material.

7.2 POTENCIAL ESCALAR MAGNETICO Y DENSIDAD DE

POLOS MAGNETICOS

Se sabe que el potencial escalar magnético ¢�030debido al material magnético viene

dado por:

�024> �024>

. 1 �035(r�024r')
q), = �024JM-�024�024�024;dV �030

(r) 47: Va -> �024>
r�024r�030

Esta ecuacién equivale a:

. 1 1;}-rAzdA' 1 v'-1} ,
�030/�031~=�031,[T_T�034�031_J-T�035

(r) 47r So I .l 472' "o' 1
r~ r r�024r

donde 8,, es la super}401ciede la region V0.
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Observando la ultima ecuacién es conveniente definir dos cantidades escalares:

- Densidad de polos magnéticos: p _ =�024V�031-[£7163(A/m2)
M(r�031)

I 4} I\

�024Densidad superficial de la intensidad de polos magnéticos: o- q :M(Z)-n (A/m)
M(r')

Estas cantidades son muy Litiles aunque algo arti}401ciales.Desempe}401anel mismo papel

en la teoria de| magnetismo que pm, y am, en la teoria de dieléctricos.

7.3 INTENSIDAD DE CAMPO MAGNETICO - LEY DE

AMPERE EN MEDIOS MAGNETICOS

Debido a las corrientes de magnetizacién existentes en un medio material, la ley de

Ampére queda expresada de la siguiente forma:

V><1�024§=,uo(j+J:4)

como JL 2 V xjtjl , Ia ecuacién anterior equivale a la siguiente:

Vx £42 =.7

#0

E T» T» . . . .
donde: �024�024M: H = Intensidad de campo magnetlco en Aim

#0

Luego, la forma final de la ley de Ampére para este campo es:

-) V) ~> ' >

VxH:J o <§CH-dz :1L,,,RE

Estas ecuaciones nos permiten trabajar en el interior de medios materiales de igual

modo que si estuviésemos en el vacio, teniendo en cuenta de forma explicita

// (micamente |as corrientes }401bres(usualmente corrientes de conduccién).
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7.4 RELACION ENTRE EL CAMPO MAGNETICO Y EL

VECTOR MAGNETIZACION

Se sabe que un campo magnético extemo produce una magnetizacién en un material, .

esto signi}401caque los dipolos microsoépicos de| material tienden a orientarse en la

misma direccién del campo externo. Se cumple que la intensidad de campo magnético

13 en los diferentes puntos de un medio material y el vector magnetizacién A71 estén

relacionados por la siguiente expresién:

-> �024>

M = gm H

donde 3',�035es la l|amada susceptibilidad magnética de| medio.

En las sustancias altamente magnéticas Ia relacién entre 1171 y I; no es lineal, por lo

tanto:

�024> �024>

M = )5 Q H
m(Il )

Para el caso lrneal tenemos que: H = �024�024,r,,H II:'> B = ,u0(l+,zm)H

#0

Se definen y, =1+ ,1,�035y y: your (H/m) como las permeabilidades relativa y

absoluta, respectivamente, de| material. Por lo tanto:

E = W, 1? = #1?

7.5 COMPORTAMIENTO DE LOS MATERIALES

MAGNETICOS

Los materiales magnéticos se clasi}401canen tres grupos principales de acuerdo

con sus valores de y, (permeabilidad relativa). Se dice que un material es

- Diamagnético, si ,u, 51 ( gm es un numero negativo muy peque}401o)

- Paramagnético, si ,u, 21( 1," es un mlmero positivo muy peque}401o)

- Ferromagnético, si ,u, >> 1 ( gm es un numero positivo grande)
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La susceptibilidad magnética ,1,�035de la mayoria de los materiales diamagnéticos

conocidos (cobre, germanio, plata, oro) es dei orden de -10�0305y la de los materiales

paramagnéticos, como aluminio, magnesio, titanio y tungsteno, es del orden de 10'5.

La magnetizacién de los materiales fermmagnéticos puede ser varios érdenes

de magnitud mayor que de las sustancias paramagnéticas.

El ferromagnetismo puede explicarse en funcién de dominios magnetizados. De

acuerdo con este modelo, que se ha confirmado experimentalmente, un material

ferromagnético (como hierro, cobalto o niquel) esté compuesto por varios dominios

peque}401os,cuyas dimensiones Iineales van de unas cuantas micras a

aproximadamente 1 mm. Estos dominios, que contienen cerca de 10�035o 10�034étomos,

estén totalmente magnetizados, en el sentido de que contienen dipolos magnéticos

alineados como resultado de los electrones giratorios, incluso en ausencia de un

campo magnético extemo. La teoria cuéntica establece la existencia de poderosas

fuerzas de acoplamiento entre los momentos dipolares magnéticos de los étomos en

un dominio, manteniendo ios momentos dipolares en paralelo. Entre dominios

adyacentes hay una regién de transicién de unos 100 étomos de espesor, Ilamada

pared de dominio. En un estado no magnetizado, |os momentos magnéticos de los

dominios adyacentes de un material ferromagnético tienen direcciones diferentes,

como Io ilustra el material policristaiino de la }401gura.Si se contempla como un todo, Ia

naturaleza aleatoria de las orientaciones en los diversos dominios no produce una

magnetizado neta.

.7 _):_,�030 .v,,. .3�030:. g 5;; �034 X 3;; Dornuno

magnetizado

Les�031; i
�030 srgal. ;;v.;;/ Pared de

»«- ; /,.'2 ' �030

I

1 1 1



Cuando se aplica un campo magnético extemo a un material ferromagnético,

|as paredes de aquelios dominios que tienen momentos magnéticos alineados con el

campo aplicado se mueven de manera tal que los volumenes de estos dominios

crecen a expensas de los otros dominios. Como resultado, aumenta Ia densidad de

}402ujomagnético. Los movimientos de las paredes de los dominios son reversibles en el

caso de la aplicacién de un campo débil, digamos hasta cierto punto P1 en la curva de

magnetizacién B-H de la }401gura.Sin embargo, si el campo aplicado es ma's fuerte

(superior al punto P1), los movimientos de las paredes de los dominios ya no son

reversibles y se produce también una orientacién del dominio en la direccién del

campo aplicado. Por ejemplo, si un campo aplicado se reduce a cero en el punto P2, la

relacién B-H ya no sigue Ia curva continua P2P.O, sino pasaré de P2 a por la curva

punteada de la }401gura.Este fenémeno de retardo de la magnetizacién con respecto al

campo que la produce se denomina hisléresis, ténnino derivado de una palabra griega

que significa �034irdetrés�035.Si el campo aplicado es mas fuerte (por encima de P2, hasta

P3), el movimiento de la pared de dominio y la rotacién de| dominio ocasionarén, en

esencia. una alineacién total de los momentos magnéticos microscépicos con respecto

al campo aplicado, diciéndose que en este punto el material magnético ha Ilegado a la

satutacién. La curva OP1P2P;, en el plano B-H se denomina curva de magnetizacién

normal.

B

3

1% P2/
,1 /.

H: I /

/ I,�0310 / H

�030[11

/
P; // //

Si el campo magnético aplicado se reduce a cero desde el va|or en P3, Ia densidad de

flujo magnético no se reduce a cero sino que toma el va|or en Br. Este va|or se

yr denomina densidad de }402ujoresidual o remanente (en Wb/m�031)y depende de la maxima
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intensidad de campo aplicado. La existencia de una densidad de flujo remanente hace

posible los imanes permanentes.

Los materiales ferromagnéticos utilizados en generadores eléctricos, motores y

transformadores deben tener una magnetizacién muy grande para un campo muy

peque}401oaplicado y deben tener curvas de histéresis altas y estrechas. Conforme Ia

intensidad de! campo magnético aplicado varia periédicamente entre _tHm, se sigue

la curva de histéresis una vez por ciclo. El érea de la curva de histéresis corresponde a

la pérdida de energia (pérdida por histéresis) por unidad de volumen en un ciclo. La

pérdida por histéresis es la energia perdida en forma de calor para superar la friccién

que se presenta durante el movimiento de paredes de los dominios y la rotacién de los

dominios. Los materiales ferromagnéticos, que tienen curvas de histéresis altas y

estrechas con a�031reapeque}401a,se conocen como materiales �034suaves�035;normalmente son

materiales recocidos oon pocas dislocaciones e impurezas, lo que facilita el

movimiento de las paredes de los dominios.

Por otra parte, |os buenos imanes permanentes deben presentar gran

resistencia a la desmagnetizacién. Para esto se requiere que sus curvas de histéresis

sean més anchas. Estos materiales se conocen como materiales ferromagnéticos

�034duros".

Los dominios magnetizados se desorganizan si elevamos Ia temperatura de un

material ferromagnético hasta el punto donde |a energia ténnica excede Ia energia de

acoplamiento de los momentos dipolares magnéticos. Por encima de esta temperatura

critica. conocida como temperatura de Curie, un material ferromagnético se comporta

como una sustancia paramagnética. La temperatura de Curie de la mayoria de los

materiales ferromagnéticos esté entre unos cientos y mil grados Celsius, la de! hierro

es de 770°C.

Las ferritas corresponden a otra clase de materiales magnéticos. Algunas ferritas

son compuestos de tipo cerémico con conductividades muy bajas (por ejemplo, 10" a
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1 (S/m), en comparacién con 107 (S/m) para el hierro). La baja conductividad Iimita las

pérdidas por corrientes parasites a altas frecuencias. Es por esto que las ferritas son

comunes en aplicaciones de alta frecuencia y microondas. como n}402cleospara antenas

de FM (frecuencia modulada), transforrnadores de alta frecuencia y cambiadores de

fase. Las ferritas también tienen una amplia gama de aplicaciones en los dispositivos

de memoria de nucleo magnético y disco magnético de computadores.

7.6 CONDICIONES EN LA FRONTERA PARA CAMPOS

MAGNETOSTATICOS

Para resolver prob|emas relacionados con campos magnéticos en regiones con

medios que tienen propiedades fisicas diferentes, es necesario estudiar las

condiciones (en la frontera) que deben satisfacer los vectores 13 y en las super}401cies

de separacién de los distintos medios. Las ecuaciones que se utilizan en este caso

son similares a las que se utilizaran en la frontera de campos electrostéticos.

1. La componente nonnal de 1; es continua a través de una super}401ciede separacion,

es decir:

En el caso de materiales Iineales e isétropos, E1 = p] 1:11 y 32 = ,u2 1-1; 2. por lo

tanto la ecuacion anterior se convierte en:

2. La componente tangencial de 1:! es continue a través de la frontera de casi todos

los medios fisicas; es discontinua anicamente cuando se supone Ia super}401ciede

separacién con un conductor ideal perfecto 0 con un superconductor.

Para los campos magnetostéticos normalmente tenemos:

M
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7.7 INDUCTANCIAS E INDUCTORES

Sean dos espiras cerradas oercanas, C1 y C2, que Iimitan las super}401ciesS1 y 82,

respeclivamente, como se observa en la }401gura.Si por la espira C1 }402uyeuna corriente

I1, entonces se crearé un campo magnético 1-3: . Pane de| }402ujomagnético ocasionado

por 3: estaré Iigado a la espira C2, es decir, pasaré a través de la super}401cieS2

limitada por C2. Si designamos este flujo mutuo con 4}�035,entonces:

¢;2 =jS B,-dS2 (\Nb) ...(1)

. I Z�030: W�031

�030I»:- �031 :7:-�030.,�030E'

. Cl

Como 1-3: es directamente proporcional a /1 (segun Ia ley de Biot-Savart), entonces el

flujo ¢,2 también es proporcional a /1. Por Io tanto:

¢1z :I12I1t �030- ' (2)

donde la constante de proporcionalidad In se denomina inductancia mutua entre las

espiras C1 y C2, cuya unidad 8! es el henry (H). En este caso, C2 tiene N2 vueltas y el

}402ujoligado Au debido a ¢,2 es

A12 =N2¢u (Wb) - » »(3)

La ecuacién (2) se generaliza como

A12 211211 (Wb)v ' - -(4)

A N �024> �024>

o I}402=�024£=�0241LB,odS2 (H) ...(5)
/f/Hf I1 11 2
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La inductancia mutua entre dos circuitos es el }402ujomagnético ligado con un circuito

por unidad de corriente en el otro. En la ecuacién (5) esté implicito que la

permeabilidad de| medio no cambia con I1. Es decir, |as ecuaciones (2) y (5) 5610 son

aplicables a medios Iineales.

Una parte del flujo magnético producido por I1 esté ligado Llnicamente a C, y no

a C2. El flujo total ligado a C1causado por I, es

A�034=N,¢,, > N,¢,, . . . (6)

La autoinductancia del circuito C, se de}401necomo el }402ujoligado magnético por unidad

de corriente en el propio circuito, es decir,

La autoinductancia de una espira 0 de un circuito depende de la forma geométrica y

de la disposicién fisica del conductor que constituye la espira 0 el circuito, asi como de

la permeabilidad del medio. En el caso de un medio lineal, Ia autoinductancia no

depende de la corriente en la espira 0 en el circuito.

Un conductor dispuesto en la forma adecuada (como un alambre conductor

enrollado formando una bobina) y que proporciona cierta cantidad de autoinductancia

se conoce como inductor. Un inductor puede almacenar energia magnética.

El procedimiento para determinar Ia autoinductancia, o denominada

simplemente inductancia, de un inductor es el siguiente:

1. Se elige un sistema de coordenadas apropiado para la geometria dada.

2. Se asume que circula una oorriente I en el alambre conductor 0 circuito.

3. Se determina E a partir de I usando Ia ley circuital de Ampére si existe simetria;

en caso contrario se utiliza la ley de Biot-Savan.

4. Se halla el }402ujoligado a cada vuelta. q}, a partir de 13 mediante integraciénz

¢= [s§.¢1§, donde 8 es el a�031reasobre la cual existe 73 y que esta�031Iigada a la

corriente supuesta.

5. Se determina el flujo ligado A multiplicando ¢ por el numero de vueltas N.

6. Se determina la autoinductancia L usando el cociente L = A/ I .
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Para determinar la inductancia mutua Ln entre dos circuitos sélo se requiere

una ligera modificacién al procedimiento anterior. Después de elegir un sistema de

coordenadas apropiado, se continua de la siguiente manera: Se supone una corriente

I, a través de! circuito 1; se calcula 13,; se encuentre¢52 integrando 1-9: sobre la

super}401cieS2 ; se determina el flujo Iigado An = N2¢n; se determina Ln = An / 1,.

7.8 ENERGiA MAGNETICA

Consideremos una espira cerrada con autoinductancia L1 en la cual Ia corriente

inicialmente es cero. Se conecta a la espira un generador de oorriente que aumenta Ia

corriente i, de cero a /1, induciéndose una fuerza electromotriz en la espira que se

opone al cambio en corriente. Hay que realizar cierto trabajo para superar esta fuerza

electromotriz. Sea v1 = L,di, /dt el voltaje de la inductancia. El trabajo requerido es:

. I. . �030 1

"/1 : Ivllldt :L1J'0 �0311dl1=§L1InZ

que se almacena como energia magnética.

En el caso de dos espiras acopladas por las que circulan corrientes, Ia energia

almacenada en el campo magnético viene dada por:

1 2 1 2

W2 : �0302�030[1I1iL21IxI2+§L2I2

En el caso de una corriente I que fluye por un inductor con inductancia L, la

energia magnética almacenada es

W," = luz (J)
2

ENERGiA MAGNETICA EN TERMINOS DE CANTIDADES DE CAMPO

�031 I ' _ a �024> 1 ~> ~>

Energsa magnetica en tenmnos de B y H : W", = E],/H-BdV (J)

. , . . . 1 B2
Energua magneuca en termmos de B y p : Wm =5];/�024dV(J)

�030AK /1
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De esta ultima ecuacién podemos determinar la autoinductancia de manera més fécil a

partir de la energia magnética almacenada, calculada en ténninos de 3 o 1:! , en Iugar

de usar el }402ujoligado. Es decir:

2W
L = �024lH

7.9 FUERZAS Y PARES MAGNETICOS

A continuacién anaiizaremos |as fuerzas y los pares en circuitos que transportan

corrientes en campos magnéticos estéticos.

FUERZAS Y PARES SOBRE CONDUCTORES POR LOS QUE

CIRCULAN CORRIENTES

Se sabe que Ia fuerza magnética sobre un circuito completo (cerrado) de contomo C

por el que circula una corriente 1 en un campo magnético 1; es

Fm = I§Cdc ><B (N)

Cuando hay dos circuitos por los que circulan corrientes I, e /2, respectivamente, la

situacién es anéloga a la de un circuito por el que circula una oorriente en el campo

magnético creado por el otro. En presencia de un campo magnético 1-5.2, ocasionado

por la corriente /1 en C1, la fuerza ;�03012 sobre el circuito C2 puede escribirse como

1_E�03012=12§C2dZ�024;XBT2 3

donde En es, a partir de la ley de Biot-Savart,

~ ,u I dZx(7�024}')
3'2 =

7' - 7�030

AI combinar estas dos ultimas ecuaciones se obtiene

j _}402 2x 1- r�024rd? (417 U 3)
E2 .# 47l'I1I2§C1 in 4 �030f3
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que es la Iey de la fuerza de Ampere entre dos circuitos por los que circulan corrientes.

La fuerza 1-52; sobre un circuito C1, debida al flujo magnético ocasionado por la

corriente /2 en C2, segtiun Ia tercera Iey de Newton viene dada por:

F21 : �034Fm

PAR EXPERIMENTADO POR UN CIRCUITO POR EL QUE CIRCULA

UNA CORRIENTE EN UN CAMPO MAGNETICO

Cuando un circuito, como por ejemplo una espira rectangular con corriente, se halla en

el interior de un campo magnético uniforme, la fuerza total sobre la espira es cero

(dado que las fuerzas sobre lados opuestos se cancelan por parejas), sin embargo el

momento de torsién neto no es igual a cero.

En la figura se muestra una espira rectangular de cable cuyas dimensiones son a y b.

Una Iinea perpendicular al plano de la espira (es decir, una normal al plano) forma un

éngulo 4) con la direccién del campo magnético 1;; la corriente en la espira es l. Los

cables por donde entra y sale Ia corriente en la espira y la fuente de tensién no se han

gra}401cadopara que el diagrama no se complique.

Z

-9

T IR

-D

\ F

I l 4_. �030

. - \

}402 \ M>\

Q?�0346 _ Fl
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�024) -7 �024)

El momento de torsién neto es: T = mx B (N.m)

Donde:

r�024r�031:= momento dipolar magnético = I Z ; Z = Vector area 0 vector

super}401cie.

La magnitud del momento de torsién sobre la espira con corriente seré

1 = IABsen¢ (N.m)

donde A es el érea de la espira igua! a ab

El momento de torsién es mayor cuando (1): 90° , I3 esté en el plano de la espira y la

normal a este plano es perpendicular a El momento de torsién es cero cuando <1;

es cero 0 180° y la normal a la espira es paralela o antiparalela al campo.
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7.10 PROBLEMAS RESUELTOS DE CAMPO MAGNETICO

EN LA MATERIA

Problema N°1

Un hilo largo por ei que circula una corriente I = 10 A esté rodeado por un tubo

cilindrico de radio interior a = 5 cm y radio exterior b = 8 cm. El tubo es concéntrico

con el hilo y podemos suponerio también muy largo. El tubo tiene una permeabilidad

magnética /1 = 5,u0 . Calcular:

a) La intensidad de campo magnético 1;�031en todo el espacio

b) La densidad de flujo magnético Z3 en todo el espacio.

c) La magnetizacion en todo el espacio.

d) La densidad superficial de corriente de magnetizacién J; para p = a y p = b.

e) La densidad voiumica de corriente de magnetizacion JL .

Resolucién

De acuerdo con el enunciado, la }401guracorrespondiente es la que se muestra en la

}401gura.

1 I

En este problema debemos tener en cuenta que:

1 3 - La corriente eléctrica �034I"crea a su alrededor un

campo magnetico B.

x1 = Sun ..
- El campo magnético B creado por la corriente �034I�035

magnetiza al material con el cual esté hecho el tubo

cilindrico, originéndose en su interior corrientes de

magnetizacion.

�024 Las corrientes de magnetizacion alteran }401nalmente

el campo magnético inicial, por lo tanto en la region

donde se halla el material magnético, ei campo

�030 magnético 3 tendré un valor diferente.

12 1



a) Célculo de fl en todo el espacio

�034Stade planta Por ley de Ampere:

(§CH'd 6 : [Libre

3-'3 H(27z'p)=I H =L=iA
O �030 27rp 7tp m

�031 �024 V N .' A Vectorialmentez I; = L :2,
1 dz ftp m

Curva cerrada "C" J",

b) Célculo de 3 en todo el espacio

- Para 0 < p < a y p > b (En ambos casos el medio es el vacio)

�024> �024>

En el vacio se cumple: B = ,u0 H

�024> /\

Luego: B �031�024'-*�024°�034a¢(T)

7�031/7

- Para a < p < b (en este caso el medio es un material magnético, donde:

u = 5m)

En un medio magnético se cumple: F�031= ufi = no u, 1:7

~�024> A

Luego: B = -�024'L-l9a¢(T)

7!/3

c) Célculo de A7! en todo el espacio

Se sabe que:17! = )5", P1 = (u, �0241)I-1"

�024>

- Para0 < p < a y p > b: M = 0 (Porque no hay material magnético)

�030* �024* 20 A A

-Para a<p<b: M =4H=(�024�034a¢]�034
ff rip m
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d) Célculode .7»; para p=a y p=b

Sabemos que: .734 =

-Para p:a=5cm=0,05m: :1:�024¢A1,,

�024» 20 A A -> A A

,/W = __a¢ x(-a,,) % JSM =(127,3236a,)�024

7211 m

- Para p=b =8cm=0,O8m:;I=+cA1p

�024> 20 I\ A -> A A

Jw -_- ~�024�024a¢x(+ap)  JSM = (�024'/9,5�031/702)�031-

7112 m

e) Célculo de J; (densidad vol}401micade corriente de magnetizacién)

Se sabe que: J; = V x]?

En coordenadas cilindricas. cuando 1} sélo tiene componente My el rotacional

de 1:! queda:

VXAT1 2 i[3(pM¢):Ia:
/9 6p

Luego:

J; =vxA71 =ii[E]a}401= o
p Zip 7r

Problema N°2

La regién O s 2 3 2m esté ocupada por una placa infinita de material permeable

(,u, = 2, 5 ). Si E = I0yaAx�024Sxé; mWb/m2 dentro de la placa, determine:

a) La densidad de corriente .7

b) La magnetizacién 1;}

C) Le densidad superficial de corriente de magnetizacién J; en 2 = 0.

d) La densidad volumica de corriente de magnetizacién J1, .
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I '6 :

::::nuI:d:scrito en el enunciado, Ia }401guracorrespondiente es la que se muestra a

continuacién. Donde E representan al campo magnético dentro de la placa infinita de

material permeable que esté ubicada en la region 0 5 z 5 2m.

z m)

""'r // /'~" / '//// "/ """

?5*"�0347~ /2�031�0351/

0 y (m)

x (m)

a) calcula de 3 (densidad de corriente)

La densidad de corriente .7 se puede determinar a partir de la Ley de Ampere en

su forma diferencial. Es decir:

3 =Vx1? . _ . (1)

Donde: 1? = i; por condicién: E = (10yaA,�0245xaAy)mWb/ml
/10/1r

Reemplazo 1:! en (1):

3=V{�024§�024]=�0241�024Vx1'§
#0/-tr /10/J;

El rotacional de 3? , en coordenadas rectangulares, cuando 1; tiene

componentes B, y By, se reduce a:

vx7*=[�024�0303�024B-33,}?
}402 ax .v ay 2
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Luego, .7 viene dado por:

-> 1 6 6 A
J = �024�024�024�024�024-5 �024�02410

4;r.1o*�031-2,5[6x( x) 6y( y)ja�031

-) /\

In J = (�0244,775az)kA/m2

b) Célculo de A71 (magnetizacién)

Si se conoce , la magnetizacién 1;! se calcula con la siguiente ecuacién:

1} =2/MP1 =(#, -Di
}402b}402r

Reemplazando ,u, = 2,5 y el vector 1?? (date de| problema), obtengo:

�024> A A M

M = (4,775yax�0242,387xay)�024

m

c) Célculo de J; (densidad super}401cialde corriente de magnetizacién) en 2 = 0

Se sabe que: .7sM =1l_/}><zA1

Como z = 0 en el lado inferior de la placa que ocupa Ia regién O s z 5 2m,

entonces:

;=-;

Luego:

�024> A /\ [CA A

JW = (4,775yax�0242,387xay)7l�024><(�024a!)

�024> A /\ kA

JSM = (2,387xa,+ 4,775yay)71�024

d) Célculo de JL (densidad volamica de corriente de magnetlzacién)

�024> -9

Se sabe que: JM = V xM

Calculando el rotacional de A71 en coordenadas rectangulares se obtiene:

�024> A kA
JM = �0247,162az�0242

Via? m
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7.11 PROBLEMAS RESUELTOS DE INDUCTANCIAS

Problema N�0341

Detennine Ia �030Inductanciamutua entre una espira rectangular conductora y un alambre

recto muy largo. como se muestra en la }401gura.

2

l
I

h

é�024r �024->i 1?

I

I

I

I

Resolucién:

Para resolver este problema elegimos un sistema de coordenadas cillndricas, porque

se conoce que para un hilo muy largo (hilo oo): ~> 13 = Zia,
7|: X�030 ,

Ademés, elijo como circuito (1) al hiloao y como circuito (2) la espira.

Para calcular Ia inductancia mutua entre la espira rectangular conductora y el alambre

recto muy largo, de manera directa utllizamos Ia siguiente ecuacion:

N <15
L =-1 . . . 1,2 11 ( )

Hallo ¢u (flujo ligado para una vuelta del circuito 1 sobre el circuito 2)

-) '-D

Se sabe: IA2 =j�030SB,-dS2. . . (2)
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->

Se sabe que para un hilo co, con corriente I1, el campo magnético B]. a una distancia

- - " /�030(>11�030
r dei halo, wene dado por: B1 = �024-~a¢

21: r

-> A

De la }401gura:dS2 = hdr a4.

�024) ~?

Reemplazo Bl y d S2 en la ecuacién (2):

1 ~ ~ 1 h "*�034"d
as = @ a¢.hdra,,=&1_ _�031

12

271: r 21: _ r
I ~ d

I h d + w
an =&�024Ln�024_

I 27: d

Ademés, en nuestro caso: N2 = 1 (una espira)

Reemplazando }401nalmenteen la ecuacién (1) tenemos que la inductanoia mutua entre

la espira rectangular conductora y el alambre recto muy largo es:

h d + w
Ln =�030LLn �024

21: d

Problema N° 2

Una Iinea de transmisién coaxial llena de aire tiene un conductor interior sélido de

radio a y un conductor extemo muy delgado de radio interior b (ver }401gura).Determine

la inductancia por unidad de Iongitud de la Iinea.

._I__

b �030L �030:9.if 2
a -5 _,�030.i§..j,"...;.�030 .;:;.�031,.;.�030
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Resolucién:

En un inductor de la forme de una Iinea de transmisién coaxial 0 de hilos paralelos, se

aconseja resolver el problema de la siguiente manera.

- Elegimos primero un sistema de coordenadas cilindricas.

- Calculo 1-; para cada regién( p <a y a<p<b )

Aplicando la ley de Ampere se obtiene

seccion mnsvemal que para yiuntos p < a, el campo

�034°'°�034b'°°°�034�031"3' magnético B es igual a:

@I �024. # 1p .

B =
Para puntos a < p < b, el campo

1'5�030:hi;�030'1i*�030�031i5?�030i.a;.�024�030% »
magnético B viene dado por:

§=_#«»�030a,,
b 27:0

- Hallo �034L�031" (lnductancia por unidad de Iongitud)

La inductancia por unidad de Iongitud esté dada por el cociente entre la inductancia

�034L"y la unidad de Iongitud �034ZEs decir:

L
L'= �024 1E ( )

Donde, por principio de superposicién: L = Lmm + Lmm (2)
"-�030�024v'*�030�024v�024�031

(debido 91 cable (debido 21 cable
m�030¢"°f) armor) .

Para calcular la inductancia �034L�035aplico concepto de energia magnética (Wm ), es decir:

2

L: _2_E2rr-_; Wm: _1_J'§__dv

I 2 V p

Luego, para la regién interior (p < a )

Z I 1 22: 3 �030UIp 2

o L = �024�024�024 L d d d

W I2[2�034o[£0 {£0 p[o{27�030a2p P V5 Z

# a 2x I

L. = �024�024-3- 3d d dml �034232lop p A0 :15 2.)

Z
L.�034= f�030°�024
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* Del resultado obtenido se puede concluir que la inductancia interna (Lint) no

depende del radio del conductor :> Para todo alambre muy largo se cumple

que: L = 55$

81:

Para la regién exterior a < p < b

L �0302 L} i[�035°I]2pdpd¢dz
N 12 2/10 F0 ¢=o p=a 27�030/7

b 21: I

dpL = �024"°�024�024�024 d¢][ dzj

3 b
=> Lem = £9�024Ln�024

21: a

Reemplazo Lin, y La, en la ecuacién (2):

L = L�030+ ML,,[k)
81; 21: a

Finalmente, reemplazando en la ecuacién (1) y obtengo Ia inductancia por unidad de

Iongitud para un cable coaxial:

_,Lv= & + }401n,2
81: 21: a

Problema N° 3

Un fitamento infinito esté a to largo del eje 2 en e| espacio Iibre, y una bobina cuadrada

de N vueltas esté en el plano y = 0 con sus esquinas en (b; 0; 0), (b + a; 0; 0),

(b + a; 0; a), (b; 0; a). Calcule Ia inductancia mutua entre el filamento y la bobina en

términos de a, b, N y #0.
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Resolucién:

Del enunciado la figura seria:

Z l
u

u

u

Nespiras ._/ �031' Circuito (1 )

V <\>
/ _> 1,,

#0 J  dS�031 xx";

._-..____..____..- _- ____-_é_._____ .-.. "

a Y

�030° T,

I �031�030° �030~ - 7 ll
Clrculto (2) X '5 M, H

X �030O II

Este problema lo resolvemos de manera similar al problema anterior. Es decir:

�024Elegimos un sistema de coordenadas cilindricas

- Elegimos como circuito (1) al hilooo y como circuito (2) la espira.

->

- Hallo B1:

Se sabe que para un hilo oo con corriente I1, el campo magnético 13., a una distancia

- « �030A _ #011 A
. p del halo, viene dado por. B1 �024�024�024a,»

27: p

- Hallo ®,2( flujo ligado para una vuelta del circuito 1 sobre el circuito 2)

4) ~) �024> A

Se sabe: ®,2 = [B1, dS2 ;donde: dS2 = adp 21.,

52

b1-a
I A A

Luego: Q�035= I }402�024�030�024a¢.adpa¢ =LI�030iLn[E�024+�024E)
P = b 27: p 21: b

- Hallo �035A12�035

Sabemos : An = N53,;

130



N I
En nuestro caso N; = N (espiras) :> An =in

27: b

- Hallo "L12�035(inductancia mutua entre el filamento y la bobina)

Np a b + a
Se sabe: Ln =AI:i 3 L12 �034$143T

Problema N° 4

Determine la inductancia mutua entre dos espiras rectangulares coplanares con lados

paralelos, como se muestra en la }401gura.Suponga que L1» L2 (L2 >b>d).

L�030 U 1�031
b

<�024a�024>

Resolucién:

�030A :

I J®

Por condicién de| probiema: L, >> L2 , 1

d

entonces los lados de Iongitud L1 >|�031I4;.

de la es ira rande se eden ' V Tp 9 9�034 II p z .4 L2

considerar como hilos in}401nitos, i
pl! S

por lo tanto el sistema dado equivale E be I

al mostrado a continuacién: @

VH E<- a -�024>I
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Asimismo:

- Elegimos un sistema de coordenadas cilindricas.

- Elegimos como circuito (1) a la espira de longitud L1, y como circuito (2) a la espira

de Iongitud L2.

- Asumo que por el circuito (1) (hilos ln}401nitos)circula una corriente I. .

- Hallo I31: (Densidad de flujo magnético debido al circuito (1)0 hilos infinitos)

Por princlpio de superposicién:

IE1 = §1'+ E1"

Donde:

�024> I /\ �024> 1 A

By ='£i'.�024a¢ ; B1" =4£l°�024�030.,(�024a¢,)
Zzrp Zrrp

Luego:

�024> I /\ I l\

B1=�024/li�030�024,a¢+}402+(�024a,,)
27rp 27:p

- Hallo Q12 (flujo ligado para una vuelta de| circuito 1 sobre el circuito 2)

-i 4 *> A

Se sabe: Q12 = [B] . dS2 ; donde: dS2 = Lzdp a¢

S1

I ~ ~ I ~ A
Luego: 0,2 = _f~&�0241�024a¢-Lzdp a¢ + 'fi(�024a¢)-Lzdp a¢

S2 21: p S: 21: p

d + b a + d + b

an 2 ,uoI1L2 1- d_g _ J- E = ,uoI,L2 Ln[d + b)_Ln[a+ d + b)

21: d p v d p 21: d a + d

E : #oI\L2 L�034(d + bxa + d)
�0302 2:: d(a + d + b)

- Hallo �035A12�035

Sabemos : A�035= N2®,2 ; N2 = 1 :> An :®,2

�024 Hallo "L12�035(inductancia mutua entre las dos espiras reclangulares)

Se sabe: Ln =3

I]

L d + b a + d�030..L12 = /�030[02 Ln ( )

M 21: d(a + d + b)
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Problema N° 5

Determine la inductancia mutua entre un alambre recto muy largo y una espira

conductora con forma de triangulo equilétero, como se ilustra en la figura.

b

e�024a�024»¢ .

Resolucion:

Z

.�031c %
II
II

1 b �030 _
® 16- �030'91 N2 *1

R �0304

I

�030}401gd)!g30°

e�024d �024�024>~

9 $P /2

II

n

II
II

- Elegimos un sistema de coordenadas cilindricas.

- Elegimos como circuito (1) al hiloao y como circuito (2) a la espira triangular.

- Asumimos que por el circuito (1) circula una corriente I1.
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- Hallo 13.:

El campo magnético}401l,debido al hilo co con corriente I1, a una distancia p del hilo

oo, viene dado pop

131 : &11_;¢,
21: p

- Hallo Zn (flujo ligado para una vuelta del circuito 1 sobre el circuito 2)

�024b �024) A A

Se sabe: Q2 = EB; . d S2 ; donde: (1 S2 = 2(p �024d)tg30°dp21¢

S2

2 1 I d+;}401(pd)
Luego; g =___ ELL; .(p_d)dp§ 2i. ;dp

�0302\/§S'|:27l7P ¢ ¢ \/511�031.:,[ /1

d4 N5

#011 2 #011 b 2d
:>® =�024�024p~dLnp=�024�024�024J§+dLn�024-

12 \/::1l2[ ] " «/51: 2 2d+b\/3

- Hallo �035A�035":Sabemos : Au =N2®,2

En nuestro caso N2 = 1 (una espira)

I b 2d
A =® =}402�031-�030�024�024}401+ dLn[�024�024:)12 12 �030/it[2 2d + bx/3

- Hallo �034L12�035(inductancia mutua): Se sabe : Ln = 51$

l

. b 2d
L,,=i -6 + an ___

«/37: 2 2d + bx/5

Problema N° 6

Determine la autoinductancia de una bobina toroidal con N vueltas de alambre

devanado alrededor de un marco de aire con radio medio I0 y seccién transversal

circular de radio b. obtenga una expresién aproximada suponiendo b << rn .

Resolucién:

Del enunciado del problema, Ia figura correspondiente a la seccién transversal circular

es:

lej-

4lA1 r0
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A continuacién se muestra un corte transversal de la bobina toroidal.

:5 am I g
@

if 55" �031

trayectoria '

Amperiana

Célculo de �034L�035(inductancia de la bobina toroidal)

- Para la resolucién de este problema elegimos un sistema de coordenadas cilindricas.

- Hallo 1; para el caso de un Toroide.

Por Ley de Ampere: £173)-d'Z)= palm

N] a N1 A

Luego: B(21c r) =,u0(NI) �024>B= £9�024 B = &�02421¢

21: r 21: r

- Hallo �034Q�035:

% -)

Sabemos: (Z=j'B. dS (1)

S

Enconlramos d§ en la direccién 21¢:

.4?�031 �0249
d S = 2�034rrdrrfw Analizando la secclén transversal del

V57�031:/:;:.1£x..i�030?3i�0303�031 ' ';/f//,/5; ;;§g;§e;;%;}�254/»�031f;/4/I torocde, tomando como eje de

5�031/�034 1: 7/�031 referencia el centro de dicha seccién.

-/, «,->~ /;,«/ ,z i . .. .
f» y por oondlclon del problema. b << ro

en la regién ro �024b< r < r0 + b, se
:i-v-r�030=f»"�034.�030ya-/.»*?�031

/ concluye que:

§<r>~§(r.)= }402'cA\¢
271: ro
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Reemplazando en (1):

Q a¢. Zmldrf ;�030: -lirrdrl : E:

21:: to 1'0 0 to 2

Z

:> E = E°�024N�024I�024b�024(flujo ligado a una vuelta)
2r0

- Hallo �034A�035:

_ _ _ p0N2 Ibz . . .
Sabemos . A �024N® :> A �024-�024�0242�024�024(flujo ligado a N vueltas o }402U]0total)

To

- Finalmente Hallo "L�035(autoinductancia o inductancia de la bobina toroidal)

Sabemos : L =-/ix

2 2

L_mNb . . .,.
=> " Zr (inductancia para un toroide de seccion circular).

o

Problema N° 7

Alrededor de un marco toroidal de seccion transversal rectangular con las dimensiones

presentadas en la figura, se enrollan muy juntas N vueltas de alambre. Suponiendo

que la permeabilidad del medio es ,u°. Determine la autoinduclancia de la bobina

toroidal

x\\\\In:I;l-fllggy

-�024 l H,;,,, 5} ii -E}, x.=..-*3-.�030.:'-\_;,.,--.
,/ '- .-an-�024 l:

ll. 1:; �030E 3&1: alli!

lmmé %2%:2aé:2%�031kwwl

�035=*«:£°».�030riéV.,» M 7'; iii iii -�030:2 yr�030?*'%�024;:?§:::Z=i

5 I E

'<�024�024�024�024�024-b :�024>

3 �034242�035

? 71/ h
}401g go, l
2 , ;�024<._

dL>l |<�024�024�024r �024�024>Ie�024a�024�024�024�024>|
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Resolucién:

- Para la resolucién de este problema elegimos un sistema de coordenadas ciiindricas.

- Para calcular la autoinductancia de| toroide, primero hallo 13 para un Toroide.

Seccién Transversal del Tomide

® ® ., ® Por Ley de Ampere: d2 2 #013�035

°
"T" " " �030 . L�035e9°3Ba" 0 Z #o(ND

I a a �024+B=�024�024#°N1
5:. "if.-}i-. B 21: r

@
,. �031 @_,.;ii1?.: 3 �031

/;.j:.:.. O. ,,df�030 1; : IIONI ad)

�030 C 27�030r
I '3 "

trayectoria

Amperiana

- Hallo �034Q�035(}402ujomagnético ligado a una vuelta):

Se sabe: Q = dg ;donde: d§= hdx 21¢
S .

b

Luego; Q2}./in. a¢_ hdx a¢ : I£

3 2n r 27: Q r

@ =�024�024�035°NI hLn[E)
21: a

- Hallo �035A�035(flujo magnético ligado a N vueltas o flujo total) :

2

Sabemos : A = NQ => A = %I�024£Ln flujo ligado a N vueltas o flujo total)

1: a �024

- Hallo �034L�035(autoinductancia o inductancia del toroide)

Porque Io provoca el circuito sobre si mismo, se cumple: L=%

N211 b
L = iLLn �024

21: a
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CAPITULO 8

LEY DE FARADAY

Y ECUACIONES DE MAXWELL

8.1 INDUCCION ELECTROMAGNETICA Y LEY DE FARADAY

La induccién electromagnética es un fenémeno fisico que origina la induccién de una

fuerza electromotriz y una corriente eléctrica, a través de un circuito, debido a un

campo magnético variable. Este fenémeno fue descubierto por Michael Faraday en

1831.

La induccién electromagnética es el principio fundamental sobre el cual operan

transformadores, generadores y motores eléctricos.

8.2 POSTULADO FUNDAMENTAL DE LA INDUCCION

ELECTROMAGNETICA

En todos los puntos del espacio, sean estos en el vacio 0 en un medio material, se

cumple que:

�024»

V X E = ~ 9-13

at

A esta ecuacién se Ie denomina Postulado Fundamental de la lnduccién

Electromagnética. En ella se observa Ia relacién que existe entre la intensidad de

campo eléctrico E y la densidad de flujo magnético variable con el tiempo

verificandose en este caso que E es un campo no conservative. Este postulado nos

asegura que un campo magnético variable con el tiempo origina un campo eléctrico.

Esta aseveracién ha sido veri}401cadaexperimentalmente. Esta ecuacién es una de las

ll
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cuatro ecuaciones de Maxwell, las cuales constituyen |as ecuaciones fundamentales

de la teoria electromagnética.

Cuando se toma la integral de super}401cieen ambos lados de esta ecuacién y aplicamos

el teorema de Stokes, obtenemos:

~)

(£3-cl}: �024jS%i3-d§

Esta ecuacién es va'Iida para cualquier super}401cieS limitada por el curva cerrada C,

haya o no un circuito fisico alrededor de C. De esta ecuacién se puede concluir que el

voltaje inducida en un circuito cerrado es directamente proporcional a la rapidez con

que cambia en el tiempo el flujo magnético que atraviesa una super}401ciecualquiera con

el circuito como borde.

Cuando tenemos un circuito estacionario con un contomo C y super}401cieS, la

ecuacién anterior puede escribirse como

<§CE-dz =�024%LB-dS

Si definimos:

5 = écEd2: fuerza electromotriz inducida en el circuito con contomo C

y ;b = L F3-dg = flujo magnético que atraviesa la superficie S

d¢
La ecuacién anterior queda }401nalmentede la siguiente forma: 5 Z '7 (V)

De esta ecuacién se concluye que la fuerza electmmotriz inducida en un circuito �030

cerrado estacionario es igual a la razén negativa de incremento del }402ujomagnético

ligado al circuito. Este enunciado corresponde a la ley de Faraday de la induccién

eleclromagnética. El signo negativo es explicado por la Iey de Lenz que a}401nnaque la

fuerza electromotriz inducida haré que fluya una corriente en el circuito cerrado, con

direccién ta| que se oponga al cambio de| flujo magnético ligado.
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8.3 TRANSFORMADORES

Un transformador es un dispositivo de corriente altema que cambia el valor de voltajes,

corrientes e impedancias. Esta�031constituido por dos o ma's bobinas acopladas

magnéticamente a través de un nucleo ferromagnético coman, como se muestra en la

figura.

.�030 >:�024�024�030,�030-.->_->V.--�030-%"�030:f�034�034f"':�034

1'] ~ -1 » i2

4�034» " 5
}402a

A�031V�031 :3�031N2 �030a�031.V2 RI.

�030ZS�031-. . .
jun? . ;_._�031:

_ ."�034'-f:""féf-�030-�034'."�034�030
.7 �031,,.' "

Para Ia trayectoria cerrada en el circuito magnético trazado por el flujo magnético ¢

tenemos

N1il�024N2i2=m¢

donde N1, N2 e il , 2'2 son el numero de vueltas y la corriente en los circuitos primario

y secundaria, respectivamente. El lado izquiendo de la ecuacién es igual a la integral

de Iinea cerrada £1; - :1? alrededor del nucleo del transformador, resultado de la ley

circuital de Ampére, y representa la fuerza magnetomotriz neta (en ampere-vuelta). El

simbolo 9? en el Iado derecho de la ecuacién se denomina reluctancia de| circuito

magnético, Ia cual depende de la geometria y es inversamente proporcional a la

penneabilidad de| material de| micleo.

Para el caso de los transformadores ideales suponemos que no hay flujo de fuga y que

y �024>oo. 9% = 0, la ecuacién anterior se convierte en

il _ N2

{If i2 N1 V
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Esta relacién establece que la razén de las com'entes en los devanados primaria y

secundaria ideal es igual a la inversa de la Iazén de transformacién.

Ademés, de la ley de Faraday se concluye que:

5 =£

V2 N2

Es decir, Ia razdn de los voltajes entre el devanado primaria y el secundaria de un

transfonnador ideal es igual a la razén de transformacién.

Cuando el devanado secundario termina en una resistencia de carga RL, como se

observa en la }401gura,la carga efectiva vista por la fuente conectada al devanado

primario es

V (N /N )V N 2
R : �024�030= �024�024�024�0302 2 R = �024�030R

( I)efzc [.1 (N2 [.2 ( l):fec N2 L

Para el caso de una fuente senoidal Vm) y una impedancia de carga ZL, la carga

efectiva para la fuente es (N, / N2)2 ZL , una transformacién de impedancia. Luego,

se cumple:

2

N

(204,; {Rf} 2;

Finalmente hay que se}401alarque en los transfonnadores reales tenemos las siguientes

condiciones: Ia existencia de flujo de fuga, inductancias finitas, resistencia diferente de

cero en el devanado y la presencia de histéresis y pérdidas por corrientes parésitas.

Ademés, Ia naturaleza no lineal del nucleo ferromagnético complica afm ma's el

problema de un anélisis exacto de los transformadores reales.
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8.4 ECUACIONES DE MAXWELL

Las ecuaciones de Maxwell son las ecuaciones que describen los fenémenos

electromagnéticos. El gran aporte de James Clerk Maxwell (1831-1879) fue reunir en

estas ecuaciones Iargos a}401osde resultados experimentales, debidos a Coulomb,

Gauss, Ampere, Faraday y otros cienti}401cos,introduciendo |os conceptos de campo y

corriente de desplazamiento, y unificando los campos eléctricos y magnéticos en un

solo concepto: el campo electromagnético. De las ecuaciones de Maxwell se

desprende la existencia de ondas electromagnéticas propagandose con velocidad V.

dada por la siguiente ecuacion:

V =;

J6/I

El valor de esta velocidad, que depende del medio material, coincide con el valor de la

velocidad de la luz en dicho medio, siendo 3 y ,u la permitividad eléctrica y

permeabilidad magnética del medio, respectivamente. Esto le permitio a Maxwell

concluir que la luz es una fonna de radiacion electromagnética, unificando la éptica

con el electromagnetismo. Para el caso del vacio 0 el espacio libre, V es igual a c,

por lo tanto se cumple que:

1
c = �024-

V 50 /�030o

Donde:

c = velocidad de la luz en el vacio 0 en el espacio libree 3-10" m/s

60 = permitividad del vacio = 3,354.10�034F/m

yo = permeabilidad del vacio = 4;:-10" H /m

La formulacién original de las ecuaciones de Maxwell fue realizada en 1865 y contenia

20 ecuaciones de 20 variables. En 1873 Maxwell intento una formulaclén simplificada

que finalmente no resulto popular, La formulacién modema, con notacién vectorial, fue

realizada en 1884 por Oliver Heaviside y Josiah Willard Gibbs.
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Las ecuaciones de Maxwell se muestran a continuacion en la siguiente tabla.

 Forma diferencial Forma integral

_ 3550 as �024l,pdv
Ley de Gauss para el

campo magnético a -> -> _

(ausencia de V'B 2 0 és B'dS�0300

monoolos manéticos

�024> -9 �024> d �024> �024>

Ley de Faraday V><E= 4%�031: �030.f?cE"�035=�031I1?�030l3sB"�031S

Ley de Ampére ---> �024> <> 9 -> «r �024>

generalizada VXH=J+-57 §CH'd[=J-SJ'dS +

* La ultima ecuacion de Maxwell (Ley de Ampere generalizada) nos indica que un

campo eléctrico variable con el tiempo produciré un campo magnético, aunque no

exista un flujo de corriente Iibre (es decir, incluso si .7 = 0). El término 013/at se

denomina densidad de corriente de desplazamiento y su introduccién en esta ecuacion

fue una de las contribuciones principales de Maxwell.

En la siguiente tabla tenemos el significado de cada simbolo y su unidad de medida en

el SI.

Significado Unidad de medida SI

Intensidad de campo eléctrico voltio por metro (V/m)

lntensidad de campo magnético ampere por metro (A/m)

Densidad de }402ujoeléctrico coulomb por metro cuadrado (C/m )

E Densidad de }402ujomagnético tesla (T) o weber por metro cuadrado

(Wb/m�031)

Densidad volumétrica de cargas culombio por metro CClbic0 (C/m )

Iibres

Densidad de corrientes Iibres ampere por metro cuadrado (A/m )

d§ Vector de| elemento diferencial de metro cuadrado (m )

V super}401cienormal a la superficie S

W Elemento diferencial de volumen metro cubioo (m )

encerrada por la super}401cieS

�024> Vector del elemento de Iongitud metro (m)

d 5 del contomo que Iimita la

super}401cieS.
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8.5 PROBLEMAS RESUELTOS DE CIRCUITOS MAGNETICOS

Problema N° 1

La figura muestra un ndcleo ferromagnético de permeabilidad relativa 2 500. La

profundidad del nucteo (perpendicular a la pégina) es de 10 cm y las otras

dimensiones se muestran en la }401gura.Si por la bobina de 200 vueltas circula 1A,

calcule:

a) La magnitud de la intensidad de campo magnético en el n}402cleo

b) La magnitud de la densidad de }402ujomagnético resultante

c) El flujo magnético total en el mjcleo

d) El valor de la reluctancia al paso de| }402ujomagnético

10cm 30cm 10cm

i-: 

X:-\:«\T �034'3 ' �031Z�031

.

N = 200 20cm

�030

10cm

Z

Resolucién

a) Ca'IcuIo de �034H�035(magnitud de la intensidad de campo magnético)

Por ley de Ampere: 1;}? ad 2 = ILM ; donde: [mm = corriente neta Iibre encerrada

C

por �034C�035

Evaluando la integral y reemplazando [mm = NI (corriente neta Iibre encerrada

por la curva cerrada C), tenemos:

_ Ni
HZ=Nz H=7 ... (1)
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Por datos del problema:

N = 200 ; i=1A ;

Z = 2(40cm)+2(30cm) = 140cm = I,4m (ver la }401gura)

Reemplazo en la ecuacién (1):

200 1A A
H =i =142,857�024

1,4m m

b) Célculo de �034B�035(magnitud de la densidad de flujo magnético resultante)

Se sabe que: B = ,uH : y0y,H

Luego:

B = 47:-10'7 - 2500-142,857 T =0,4488 T

c) Célculo de �034¢�035(}402ujomagnético total en el nacleo)

Cuando B es perpendicular al érea A , el flujo magnético ¢ viene dado por:

¢=BA

Donde: A :10cm-]0cm= l0Ocm2 =1o"m2

Entonces; ¢ = 0,4488T -10-2 m2 = 4,488mWb

d) Célculo de la reluctancia 9?

La reluctancia de| circuito se calcula por:

- 200 1A A
mz}402 an =�024i�024L=44563,28�024

V!/V ¢ 4,488mWb Wb

145



Problema N° 2

En el circuito magnético de la }401gura,se sabe query ¢2 = 5-1O�0303WI); ¢3 : 3- 10�0303W72.

Ademés, el espesor dei ndcleo es 10 cm y la bobina tiene 300 vueltas. Calcule:

a) El flujo magnético 43,

b) Las magnitudes de las densidades de flujo magnético: BUB, y B3

c) Las magnitudes de las intensidades de campo magnético: H,, H2 y H3 . Se sabe

que la permeabilidad relativa del nucieo ferromagnético es 2 000.

d) La corriente que circula por la bobina

Z
10cm 10 �03010cm10cm mom

10 cm
3;

i °

20 cm
N 53�030 ,.;}401�035£ 2: �030.

.3 £4�030?
.s 4-;.»*" �0304% ' N

«

Resolucién

a) Célculo del }402ujomagnético ¢,

Para el circuito magnético dado se cumple que:

¢, =¢,+¢, ¢,=5-10"Wb+3-10�0303Wb=8-1O�0313Wb

b) Célculo de B1,B2 y B3

Cuando se conoce el flujo magnético �035¢",�034B"se halla dividiendo "¢" entre el

érea �034A�035. Es decir:

/M B L; ; donde: A =10cm~10cm=100cm2 =1o�034m1 V
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Luego:

-3

B1 =9�024=�0248192 1?�031=o,sT
A, 10 m

5-10-3
B2 =§=�0247£�030i=o,5T

A2 10 m

3-1 �0303
33 =£=.A_�031Z.2@=o,3r

A3 10 m

6 Ca'IcuIo de (-1,, H2 y H3

B
Se gumple que: H : ~+

#0 ll,

Entonces:

B
H, = �024�030�024= �024$8yT�024«: 313,315

"0 /4 47r-10�0307�024- 2000 �031"
m

T
H2 : �024�024�024B�031= 2�024¥�0315H= 198,94 1 �030

#0 /4 47z-1o"�031~.2ooo "�031
m

H3=i:�024�024%:119,36£
�034O/4 4;:-1o-�031�024.2000 �031"

m

7 Célculo de i

Aplicando la Iey de Ampére a la curva cerrada de| Iado izquierdo se cumple que:

�030 Ni=H,£] +H2Z2 nz;> 300i=318,31(0,7)+l98,94(0,3)

M 1: 0,94A

147



La teoria electromagnética requiere de fundamentos mateméticos para poder estudiar

los campos electromagnéticos en el espacio. Puesto que las variab|es

electromagnéticas son funciones de coordenadas espaciales tridimensionales y de|

tiempo, necesitamos conocer como minimo los sistemas de coordenadas: rectangular

o cartesiano, cilindrico y esférico. Asimismo necesitamos conocer las definiciones

bésicas del Analisis vectorial. El presente capitulo dara' estas herramientas

mateméticas que nos permiten resolver situaciones probleméticas relacionadas con

los campos electromagnéticos.

9.1 PRODUCTOS ENTRE VECTORES

Producto escalar de vectores o producto punto

El producto escalar de dos vectores; y 1; es una cantidad escalar igual al producto

de las magnitudes de los dos vectores y el coseno de| éngulo comprendido entre ellos.

E Z-Ezpnglcos}401

6 Si: A=(/ix,/1,,/1,), B=(Bx,B,,B,)

3 an Z-Z§:AxBx+AyBy+A�030_B,

Se cumple que: 13:}?-:1 , es decir que el producto escalar de vectores es

conmutativo.

Asimismo se cumple que:

9.211; 3-5:1 1.12:1

/H ?.}=o ; 3.12:0; ?.z2=o

148



Producto vectorial _de vectores o producto cruz

El producto vectorial de dos vectores :1 y 3 es un tercer vector 6�030cuya magnitud es

A B52126 y cuya direccién es perpendicular al plano formado por los vectores /-4�031y E.

Z X E :5

A X B :C ~> �024) �024-> �024>

C=A><B =ABsen9,uC

_�031 También:

B /\ A /\

i j k
<> -> ~)

C=A><B = Ax Ay A,

6
Bx By B:

Z �024> �024i �024>

El médulo de C: A ><B es:

|EHZx)�024§>=AB.9en�254

Se cumple que: Ex :5 = �02474x}§, es decir que el producto vectorial no es conmutativo.

También se cumple que:

?><?=0 ; }><;'=0 ;@><I:=0

?x}=;2 ; M =?; 135:}

Producto escalar triple

Es el producto escalar de un vector con el producto vectorial de otros dos vectores.

Si y son vectores, entonces su producto escalar triple se denota por

Z - (I; x )

Donde: V

A, 3.. C1

A-(BxC ) : Bx B), B,

C: Cy C,

Asimismo se cumple la siguiente relacién de productos escalares triples:

vfuf Z-(§x5)=§-(5xZ):5-(L73)
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9.2 SISTEMAS DE COORDENADAS

1) COORDENADAS CARTESIANAS O RECTANGULARES (x, y, 2)

Los intervalos de las variables de las

2 Q5, coordenadas x, y y 2 son

2 �024oo<x<oo;�024oo<y<oo;-oo<z<oodz
3,

~ vectores Unitarios:

ax �024» -V

�034y Enelejex: axai

X ' A /\

Enelejey: ay 2}�030

Enelejezs 3, 51:

En coordenadas cartesianas, un vector 2 puede expresarse oomo

Z = A�030?+ Ay} + A51? = Ax2,+Ay2,.,+AzS,

La magnitud o médulo del vector :1 viene dado por: = A : ,fA,2 +Ay2 +AZ7

Elementos diferenciales de Iongitud, a'rea y volumen en coordenadas

cartesianas

�024) A /\ /\

- El desplazamiento diferencial esta�031dado por: d E .= dxax+ dy ay+ dz az

- El a�031reanormal diferencial esté dada por:

d§ = dydzo}401

dxdzz;y

dxdyai

- El volumen diferencial esta�031dado por: dV = dx dy dz
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2) COORDENADAS CILiNDRICAS CIRCULARES (,0, ¢, 2)

2 Los intervalos de las variables de las

A

coordenadas p, 45 y 2 son

1- .¢,Z )
O<p<oo; 0<¢<27r ; �024oo<z<oo

y vectores unitarios: ap; a¢; az -

 ! a}401 �031I _ �024>

En coordenadas cllmdncas, un vector A
A

X 3�035 puede expresarse como

A : AP ap+A¢ a¢+Az a,

La magnitud de 2 es: = ,[A,f +A; +Af

Las relaciones entre las variables (x, y, z) del sistema de coordenadas canesianas

y las variab|es (p, <1), 2) del sistema cilindrico son las siguientes:

p=,[x2+y2, ¢=tan"-X, z=z
x

x=pcos¢, y=psen¢, z:z

Elementos diferenciales de Iongitud, area y volumen en coordenadas

cilindricas

- El desplazamiento diferencial esté dado por: :1; = dpa/�030P+ pd¢ al, +dzz;z

- El érea normal diferencial esté dada por

4.? = pd¢dz¢;p

dp dz at,

WK pd¢dp3,
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- El volumen diferencial esté dado por dv = p dpd¢dz

2 z

; a,
Pd¢ O�031 A I 1 1 ' d

dz 1 - p
., dz .4,',�031,�030_;§) d

,, .
\~.~_ ; - . J�031

y W
x x

3) COORDENADAS ESFERICAS (r, 6, ¢)

2
A

K 3' A Los intervalos de las variab|es de las

a¢ coordenadas r, 9 y ¢ son

0<r<oo;O<9<7t;0<¢<27r

/\ /\ I\

y vectores unitarios: (1,; a,,; a¢

¥ En coordenadas esféricas, un vector 2

x puede expresarse oomo

Z: A,3,+A,,a;+A,a;

La magnitud de :5 es: = ,/Af +A§ +A;

. Elementos diferenciales de Iongitud, érea y volumen en coordenadas

esféricas

-> /\ /\ A

- El desplazamiento diferencial es d E = ar dr + as rd6 + a4; r Sene d¢

- El érea nonnal diferencial es

4.? =r2 senad9d¢3,

r sen0 dr (M5 :1;

rdrdea;

= El volumen diferencial es dV = r2 sen9 dr d6 d¢
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z

2 /\

A rd6 (M (3 rsem9d¢ "¢
~ rsen ' e.;.

. «sf?

,1 @"/ ~ rsen6 d¢ dr dr

min *9 «

¢rsen£�030<T-~-..rsen6�030d¢ y

x

x

9.3 OPERADORES VECTORIALES

1) GRADIENTE

En coordenadas rectangulares (x, y, z)

Vqo = a�024¢;1+»(3£;y+640:1:
6x ay 62

En coordenadas cilindricas (p, ¢, 2)

6¢ A 1 a¢ A 6(p A
V = �024�024 �024�024�024~(0 ap aP+ p (M a¢+ 62 az

En coordenadas esféricas (r, 6, ¢):

+__i__§£0_;

0r ' r 66 '9 rsen¢ 8¢ 4�031

2) DIVERGENCIA

En coordenadas rectangulares (x, y, z):

V . : E + Q + a_F.z_

ax ay 62
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En coordenadas cilindricas (p, ¢, 2)

�024> 6F
V.F=l.a,(pF/�031)+.].;�035+£F;

pap 0 6¢ 62

En coordenadas esféricas (r, 0, ¢):

+ _ 1 a 2 1 a 1 5F¢

W �03175¢ Fr)*@%(5"�034"�034�031F0)*H.é�035a�030¢�034

3) ROTACIONAL

En coordenadas rectangulares (x, y, z):

-> 6F A A (317 A
VXF: }401__£ax+ }402}402ja+ _L% a_

by 62 62 6x �0316x 6y �030

En coordenadas cilindricas (p, 45, z)

�024> 6F A 6F A 6 F 6F A
VXF: l%�031__Jap+ J_,a£ a¢+l .(L)_J a2

,0 6¢ 62 6: 6p p 6p 6¢

En coordenadas esféricas (r, 6, ¢):

Vxggg, §@L6�031)_.5£,,g+1_1_.<'L_§@.2 a;+_1 m__a§ 4;
rsem9 66 6¢ r sen9 6¢ 6r r 6r 66

4) LAPLACIANO

En coordenadas rectangulares (x, y, z):

V2q�031=62¢ + 62¢ +t32_¢

7/ 6x2 6y2 622
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En coordenadas cilindricas (p, ¢, 2)

W: Li(,,§£)+; 6%» + a2 go
_ p 6p 0p P2 a¢2 622

En coordenadas esféricas (r, 6, ¢):

VZq> = ~:�0243(r2a�024¢J+j21 i(Sen0a�024¢j+TlL27�031

r 5' 5" r Sena 5'9 59 r2 Senzb�031a¢2

9.5 TEOREMAS INTEGRALES '

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

�034ElFlujo de un campo vectorial 1:�030a través de una superficie cerrada S es igual a la

integral de la divergencia de 1?" sobre el volumen V que delimita�035

�024) �024) �024)

§F~ds =J�030V-FdV
s V

TEOREMA DE STOKES

�034Lacircuiacién de un campo vectorial 1-} a través de una curva cerrada L es igual a la

integral del rotacional de 1-5 sobre cualquier superficie limitada por la curva�035

c_§LF.d e : LN XF)-dS

IDENTIDAD DE GREEN

Como consecuencia directa del teorema de la divergencia, resulta la identidad

siguiente:

fV(¢V2</I-wV2¢)dV=<fS(¢V(/I-¢V¢)-d§

donde ¢ y go son dos campos escalares
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9.6 IDENTIDADES VECTORIALES

Si (p y «/1 son campos escalares mientras que 1?" y 5 son campos vectoriales, se

cumple:

V(¢+v/)=Vw+Vv/

V(<oI//)=</JV://+v/V40

V?) _ t//(Va?)-<o(V<g)_
_ 2

W W

Vq)�035: ngo"�034V(p (n = entero)

V~V¢=V2¢

V~(vxZ�030)=o

V><(V(p)=0

VxvxF�034=V(\7.17�030)�024v217"

V0715) = (f.V)?;+ }401x(V x 5) + (5. V)17�034+Ex (V x 17")

V-(<oI7�034)=<V<a)-I7'+¢V~3*

V-(I#7+a)=V-;�034+'V-C:

v.(7�030x5)=(vxF).8�024(Vx5).1?�030
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Vx(¢Ij�030)=(V(p)><l�024~:+(pV><;"

Vx(1?7+5)=V><1?+Vx5

vx(Z�030x5):(V-6)?�030-(v.1?)5+(5.V)f�024(EV)5

-d:S" = LV-1;dV (Teorema de la divergencia)

(E -d E = J'S(V><1j")-d.�024S'>(Teorema de Stokes)

£¢dZ=LV¢><d§

£¢d§=J'Vv¢ dV

£17�030xd§=�024]VvxFdV V

/�0347�031
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema N° 1

Encuentre la circulacién de la funcién vectorial esférica 1? = r" 91. ; desde el punto

(r, 9 , <1») = (3, 50°, 20°) hasta el punto (r, 6 , 4)) = (2, 75°, 80°).

Resolucién

Sabemos que la circulacién de una funcién vectorial 1-4: , a través de una curva cerrada

L, viene dada por:

c'rniod_�031="._�031(GU30 I1 9 F éLF d 4

En coordenadas esféricas, el elemento diferencial d 2 es igual a

4? =draA,+rd6aA6+rsen6d¢aA¢

Reemplazando 1? y dgtenemosz

C}401E-dz�031,: (E. r�0312£r°(d r 21, + rd6 59 +r sen9d¢ 21¢) = Q r�0312dr

§]?'.d-E: ja;-�030zdr= _l 2: -3

L r = 3 r 3 6

Problema N° 2

Encuentre el campo eléctrico E debido a los siguientes potenciales:

a) (0 = r36 �0243¢

1 1/2
b) <0 = -45 Z

,0

C) m = 3 ea"

Resolucién

Cuando el potencial q; es conocido, el campo eléctrico E se halla aplicando gradiente

de potencial; es decir:

%f
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caso (a): (p = r3 e - 3¢

En este caso �034qa�035esta�031expresado en coordenadas esféricas, luego su gradiente viene

6 A 1 A ~
dadopor: Vq2=�024£a.+ -93:15, + L923�030,

6r r 69 rSen6 6¢

Entonces:

E=�024vq:=�024[3r�03105. + 1r�031Se + ;(-3)aA14]=[�0243r2(-)5, �024#39 + �0243�024aji
r r sen9 r sen9 m

1
Case (b): (0 z �024¢2�034

.0

En coordenadas cilindricas, el gradiente de �034<p"viene dado por:

v(,,=0_<0;,,+l<9_¢;¢,+<"_<0;z
39 9 6¢ Oz

., _ 1/2 A 1 1/2 A 1 A

Luego:E:�024V¢:�024�024¢Z2�024ap+ �024�024La¢+�024Lmaz

p p p 2 /2 Z

_, H2 A 1/2 A 1 A V

E: FT�034�03027%�030-1332 "
p p 2 p z In

Case (c): ¢p=3e�0302"

En coordenadas rectangulares, el gradiente de �034<p"viene dado por:

w=%a+%g+%;
6 x 6 y 6 z

Luego:

" - X * - XA V
E = -Vq; =�024[�0246e�031ax:l:6e Z ax(�024)

m

Problema N° 3

De |os siguientes campos vectoriales, ¢;CuéI 0 cuéles representan campos

electrostéticos en el vacio?

a) K=e�035(cosx{ax �024senxéy)

b) 13:5 e�030�034(p 21,, + £12)

c) E: l( 2cos9 5, + sene Qua)
I�030
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Resolucién

Se sabe que un campo Electrostético en el vacio es aquel cuyo ROTAClONAL es

igual a CERO; es decir;

V x = 0 <:> /1 es un campo electrostético

Case a): K = e"'(cosx 2;,�030�024senx :;.y) = e"�031cosx2;,�030�024e:�031senx 21,

En coordenadas rectangulares, el rotacional de 2 viene dado por:

-*6A3AA6A ~5AA~
VXA: _L__"_Y ax + _:L__a_PL ay + _�031__L32

6 y 0 z 0 z. 6 X 6 X 6 y

Luego:

�024�024>V><.x:&-E�031-ix);,x + £�031_°°S_X)_&;,y + 91�0315e£>_5L"°;);z
6 y 8 z 6 z 0 x 6 x 6 y

0 D

V x X = (�024e"cosx+ e"cosx) 5:1; = 0

1:. es un campo electrostético en el vacio.

Case b): 13 = 5 e�031�034(p 21;, + £2) = 5p e:2�030§1,,+ 5e:";1z

En coordenadas cilindricas, el rotacional de 2 viene dado por:

�024> B �034BA 6B . 6 B 6B .
VXB ap +[_�035._%Z_)ad, +_1.[:(/)_;¢2.___�035_]az

p 6 ¢ E9 z 6 z 6 p p 6 p 6 ¢

Luego:

,, - z A -2: A .- A -. �024z A

p 6 ¢ 6 z 6 2 6/2 p 6p 6 ¢

0 0

V x 1-2: = �02410pe�0312�031§¢¢ 0 2 E NO es un campo electrostético en el vacio.

-* 1 ~ ~ 2 ~ 1 ~
Caso c): C = �024(Zcose a; + sen9 ae) = �024cos9a. + �024sen9as

r r r

En coordenadas esféricas, el rotacional de :1 viene dado por:

�024> 6 (9 C A 6 rC . .

V><C :�024�024ljgsen¢)�024}402a,+�0241�024LE�034;e�031)ao+l �024LrC")�024£a¢
rsen9 69 6¢ r sen06¢ 0r r ar 66
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1 2 1 2

W5: 1 a<sene<o>>_�0303�030;S°�034°�031gr +3 ;a�030:°°S°�031_a<r<o» 33 +1 ""�030}S�034�030°�035_a�030?°°S°�0313
rsen9 ae M r seno a¢ Br r 61' as �030

0 0

�024> 2 A 4»

V x C = �0242sen9a¢ ¢ 0 :> C NO es un campo electrostético en el vacio.
r

Problema N° 4

Si 1') = x ix + y 5, + z 5;; r = |:| ; n es un entero, demuestre que:

a) Vr" =nr"�0312:

b) V-(r�034?)=(n+3)r"

c) V 2(r�034)= n(n + 1) r"�0342

Resolucién

Si el vector esté dado en coordenadas rectangulares, entonces el médulo de ;

esté dado por:

:=x:;.x +ya;,+zz;z :> r=.[x2 +y2 +22

Casoa) V r" :V (1/x2 +y2 +z2)�034=v (X2 +y�031+22)?

17�031

_ 6c/I ~ 549 * 6:/7 ~
En coordenadas rectangulares. Vq; = fax +�024�024a,+�024�024az. . . (I)

6 X 6 y 6 z

Derivamos �034(p�035con respecto a �034x":

�0303�024"�031= 3 (xi +y2 + 22); = 30:2 +y�035+22)?�031�030(2x>= �034WK�035+v2 +22 = nx r"�0302
6 x 6 x 2

Anélogamente, |as derivadas de �034¢�035con respecto a �034y�035y �034z�035son:

ai = ny r�034'2 ; 61 = nz r�034"2
6 y 6 z

Reemplazando en la ecuacion (I) tenemos:

V r" = n r""[x }401x+ y 3, +231}: n r"�0302: Lo que se queria demostrar
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Case b): V-(r" r):V-(1: x�031+y2 +z�031]3(X Qx +y Qy +2 2,,»

V-(tn ~r))=V-(x[ X2 +y2 +22]; Qx +y[ x2 +y2 +z2]§ 5, +2 [ X2 +y2 + z2:F 5,2)

 

E

�024> 6F 6F
Sabemos: V-F =�024�030�024+�024l+£... (II)

6 x 6 y 6 z

Derivamos "F, " con respecto a �030'x�031':

51: 5 2 2

�024a;("�024= X2 +y2 + z2)2:1 = (1)( X2 + y2 + z2)2 +x(nx r�034�0302)= r"+ n X2 1'�034�0302

Anélogamente, Ia derivada de �034Fy"con respecto a �034y�035y la derivada de �034F2�035con

respecto a son:

6F_y____ rn+ny2rn�024-2 ; ail: rn+nZ2 rn�0242

6 y 6 z

Reemplazando en la ecuacién (II) tenemos:

V~(r�034:) =r�034+n X2 r�034�0302+r�034+ny�031r"�0312+r"+n 22 r�034'2

V-(r�034:) =3r�034+n r"�0311(x2+ y2+ 22) = 3r�034+n r�034"�031rZ= (n + 3) r�034

Lo que se queria demostrar

Caso c): V 2(r�034)= V 2(( X2 + y2 + 22)?)
___,____4

¢�031

En coordenadas rectangulares, el Laplaciano de "(p�035es:

62¢ 62¢ 62¢

V2 =�024+�024�024�024+�024... III

¢ 6 X2 6 y2 6 22 ( )

Derivamos dos veces "¢�035con respecto a �034x":

2 n _

; donde: a�024¢=nx(x2 +y2 +z2 )2 X

0 x 6x 6x 6x

1 n - 5- 3- ,

63)?-=aix[nx(xz +y2 +z2 )7 l}=n(l)(x�031+y7 +22 )3 �030+nx(%-l)(x1+y�031+2�031)2 1(2):)

6�031¢"4 n-
a7:nr I +nx2(n �0242)r4

Anélogamente, las segundas derivadas de �034q)�035con respecto a �034y"y son:
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02¢ ,. K II _ 62¢ ., _ H _
E;2_=nr 2+nyZ(n �0242)r4 ; __.aZ2=nr 2+nz2(n �0242)r�034

Reemplazando en la ecuacién (III) tenemos:

V 2(r") =nr" '2 +nx2(n -2) r""�030+nr"�031Z+ny2(n -2) r"�035�034+n r�035�0312+nz2(n «-2) r�034"�030

V2(r�034):3nr�034�0312+n(n =2) r"" 4 (x2+y2 +22) =n(n+ 1) r"'2
____�0301__.

Lo que se queria demostrar

Problema N° 5

Dado que 1?: X2)�031;-x�024y 5,-, y

halle:

a) (£1?-d7 endonde Lse 1

muestra en la figura.

L

b) �030(Wx E)-d§ donde 8 es

s 0 1 2 x

el érea aeotada por L.

Resolucién

8 Célculo de i 1?-d2 (circulacién de I; a través de L)

. ., �0352 * * y
Por COFICIICIOHZ F : x yax �024y a,

De la figura: A

TramoOA:y=x;0s x S1 1 �030"""""

TramoAB:y=2�024x;1sxs2 L

Tramo BO:y=O ; 2: x so

B

0 1 2 X

Entonces:

�024> -2 A �024> �024> R» �024> 0 �024> 4

<§LF-d! =jF-d2+j�031F-dz+jF-dz... (1)

0 /I B

Donde:

A a _, 1 _

IF-d e = I [x2(x),�024(x)]-(dx,dy); dy = dx
% 0 no
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3;» ~> f I

F-dl = (x3 �024x)dx= �024�024

0 F0 4

B» _, 2 _

[Ed 12 = J�031[x2(2�024x),�024(2�024x)]~(dx,dy); dy = �024dx
A x:'l

B 9 _} 2 I _ 2 17

{F-d Z =x£[2x2 �024x3,x -2]-(dx, �024dx)= ;;](2x2 �024x3 + 2~x)dx = ]�0242

O �024) �030>

IF-d Z = O (porque en este caso y = 0)

E

*�031'* 1 17 7
Reemplazamos en la ecuacién (1) <}401LF'd�254=�024-L;+ E + 0= -6-

9 Célculo de L (V x E)-d§ 3,

De la }401guratenemos:

1: Area 81: K Rcgla dela l ___�030[_�030y_T_}V{-

mano darecha �030V.-. _

~ ~ \. Y " 2�030�034
d S = ydx(-az) ; y = X , \

�030Area82: dS2=ydx(�024az);y=2�024x 0 dx. 1 2 X

Luego: L (V x F)-d§ = L (V x}401)-dE + [S (V X F�031)-d§2 . . . (2)

Hallo W13 (Rotacional de E):

En coordenadas rectangulares, cuando E sélo tiene componentes F�030y V, el

rotacional de E queda:

V x 13 =(aiX(�024y)�024�024aa�024y(x2y)]51 = ~ xzaz

Reemplazamos en la ecuacién (2):

-<) �024) I A A 2 A A

L(VxF)-dS = _{ (-xzaz)-(-(x)dxaz) + [ (�024x2az)-(�024(2�024x)dxaz)
x=0 x=1

v E d§ - 1 + 11 - Z
"I5 X " 4 12 6

Conclusién: Se veri}401caque: (E is-d; = L (V x 71;)-d§ (Teorema de Stokes)
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Problema N° 6

Compruebe el teorema de la divergencia

�024> -) �024>

93/1-as =j (V-A)dV
S V

. ' . A) 2 /\ /\

para la funcuon vectorial A = r a,+rsen6 cos¢a5

Se sabe que S es la super}401ciede una porcién de esfera de}401nidapor

0<r<3m, 0<¢</t/2 , O<0<7r/2.

Resolucién

Para comprobar que se cumple el teorema de la divergencia calculo por separado

cada uno de los lados de la igualdad y verifico si son iguales.

�024) -D

Célculo de <§sA-ds

La gra'fica de la porcién de esfera, descrita en el enunciado, es la siguiente:

Z

De la }401gura:

},, ' . -v 2 A
N-~ 2» V .~ ~.. _ _

dsl �030r Se"6d0d¢ar �030r H 3�035�031

a -) I\
dS4 V dS2 �024rsen0d¢ drag . 9 �0247r/2

�031
3 ~ »;~ »\;'~.: X 2;�030; " " 0

d S; = r d0 dr as : ¢ = 0
.. ,

~ �031
V 115. ~ A

dS4 = r d6 dr<�024a»= «:5 = 7:12

.. �030 »,«

x dS2

La integral cerrada, _a través de la super}401cieS, la descomponemos en cuatro

integrales abienas. Es decir:

�024> �024) �024) �024> \) -) �024> �024) �024) -5

I <fA-dS=I A-dS, + I A-dS, + I A-dS3 + j A-dS4 ... (I)
�030 s s, S, 5, S,

I
1 Donde:

l #7
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_) _, 71/2 I!/2 81�035

A-d S = 2 2 49 d6 d = �024L1 1 in Jar (r sen ¢) 2

_, a 3 n/2

LIA-dS2 = J�030I r sene cos¢ (r sena d0 dr)= 9
r=0 ¢=0

L id = 0 (porque 2 no tiene componente z;¢,)

L Z-dS: = 0 (porque .2 no tiene componente al,)

Reemplazo en la ecuacién (I):

g;S2.d§=§�03121�031.+9+o+o=136,2345

Ca�031IcuIode L (V-Z) dV

Se sabe: Z = r2 aA,+rsen0cos¢aI:,

La divergencia de :1 , en coordenadas esféricas, es:

V-Z =i2£(r2 r2)+é1�024�024i(sen0rsenf? coS¢)+Li(0)
r 6r r sent? 66 rsen}4016¢

If V; = 4r +2cos0cos¢

Luego:

_�030 3 2:/27:/2

J. [V-A) dV= I I I(4r+2cos6cos¢)r2sen6 d0 d¢ dr

V r:O¢=0B=0

1 [vi] dV=§:£+9= 136,2345
V

se demuestra el teorema de la divergencia
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TABLA DE INTEGRALES

Si u = um, v = vm y a,b = constantes

Judv : uv�024Ivdu (integracién por partes)

n I n+l
[24 du=�024�024u+C , n¢�0241

n+1

du
_[�024=lnfuJ+C

1/

Je"du:e�034+C

_[a"du= -a'�024�024+C
Ina

Jsenuduz �024cosu+C

fcosudu =senu+C

Isecz udu = tanu +C

_'csc2udu=�024cotu+C

Isecutanu du :secu+C

Jcscucotudu : �024cscu+C

Itanudu = ln|sec1}[+C

Jlcotudu :1n[senuI+C

Jlsec udu 2 ln[sccu + tan u] +C

Jcscudu =ln[cscu�024cotuf+C
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_[l�024=sen"£+C
x/a2�024u2 �0307

d 1 _
�030%=;tanl%+C

du 1 _ Z
! =;sec �030a+C

du 1 u+a

J;2*7:;�030"'n[+C

du 1 u�024.a

I;2�031.7?=z�030"\;+�024J+C

2

x/a2+u2du=Zw/a2+u2 +-a�024lnu+\/a2+u2+C
2 2

J-uzxlaz+u2du=%(a2+2u2)\/a2+u1�024%ln|u+\/a2+u2N+C

I ¢l=Va2+u2 �024a1n}L+:l#Lu2y+C

J.%l2�024du=�024�024a21l:li+ln'u+x/a2+u2�030+C

I =ln}11+Va2+u2�030+C

uzdu u a2
y =§Va2 +112 �0247ln�030u+x/a2+u2�030+C

j-d'L:_l,,,_L"'2*�034"2�031*"+C
ux/a�031+u�0310 14

,_C '
u2\/a2+u2 _ 02�034

jig/2:;+C
(az +112) a2 Val +u1
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J-Va�031�024u2du=J-x/a2�024u2du= gx/a2 �024u�031+a72sen" §+C

J.u2x/a2 �024u2du=g(2u2�024a2)\/a2�024u2+£84�024sen�034§+C

.'.%:du=x/a2�024u2�024aln�034�024�024�024�024a+�030:12-u2(+C

I 2_ 2

J.-Eliu-du : �024lx/a2�024uz �024sen"£+C
u u a

uzdu u H2 _ u
J�030:/afl2=�024§x/a2�024u2+?sen �030;+C

J�031 du 1 ta+x/a2�024u2
j~�024~=�024�024ln+C

ux/a2�024u�0310 71

du 1
I =�024Ex/a2�024u�031+C

�034a2�024u7)%du= ~§(2u�031�0245a�031)xIa�031-11�031+%sen" 3+-C

Ii_:j_L+C
(a2_u2)% a2 [a2_uz

2

Ix/u2�024a2du=§\lu2-a2 �024a?lnIu+Vu2�024a2�030+C

4

Iuw_a2au: §(2.2�024a2)\/12-a2 �024a§l1+x+\/uz-a2 +c

I 2# 2

Iluidu: x/uz -a2 -acos" %+C

I 2_ 2 I 2_ 2

.[%du=�024%+ln�030u+\/u2�024a2�030+C

W nu+x/u �024a+
IL, �031 2 2�030C

169



uzdu u /j�030a2 r�024*
J =E u2�024a2+7ll'1�031u+uZ�024a2�030+C

I du _ x/2/-a2 +C

u2x)u2~a2_ 6721!

j4'L__ ; C
(uz__a2)% �024_a2,[uZ_a2+

d 1

_'.;l3_-:�024u:b7(a+bu�024alnla+bul)+C

2

_|�031ru+db:: %%[(a +bu)2 �0244a(a+bu) +2a2 lnla +bu[] +C

du 1 u

[mm-;'"'m7+C

du 1 b a.-0-.bu

J@=�030;;+;?�030"lTl+C

udu a 1
~�0241=�024-1 1: C

I(a+bu)2 bZ(a+bu)+b n|a+ 14+

2

{$2F13-(8a2 +3b2u2 �0244abu)\/a+bu+C
\/0+ u

  ln Si a>0

ux/a+bu x/E ,Ia+bu+�030/,3�031

=}401ta.n"1fW+C,si a<0

x/a+bu du
T11 : [ b TJ. u u 2 a+ u+aJlu�030/tm

;__~/¢'**�031�035'du____~"'+'"4+£j_¢*'_
uz _ u 2 ux/a+bu

2

LA/a+z;u¢m=�024-�024�024[z/'(a+bu)72�024naL/*1�030/a+buam]
b(2n+3)
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J�030 du 1 11�030a+buC
T::-�024�024n�024�024+
u(a+bu)2 a(a+bu) a2 u

2 2

_..i2=i3 a+bu�024a�024�0242ah1]a+bu|+C
(a+bu) b a+bu

2
vfux/a +budu = WOW �0242a)(a+bu)% + C

udu 2
:�024�024:�024b1�0242as/a+bu+C

J-x/a+bu 3b2( 1 )

J�030u�035du_2u"«/a+bu 2na Iu}402du

x/a+bu- b(2"+1) b(27I+1) x/a+bu

J�030 du _ x/a+bu ib(2n�0243)-I du

u"x/a+bu _ a(n�024l)u"�0342a(n�024l)u""«/a+bu

J>sen2udu=%u�024¥;sen2u+C

Jcos2udu=%u+%sen2u+C

Itanzuduz-tanu�024u+C

jcotz udu=�024cgtu�024u+C

Jsen3udu=~%(2+sen�031u)cosu+C

Jcos3udu=%(2+cos2u)senu+C

lftansudu 2 §tan2u +ln}cosu| +C

Jcot�031udu = �024%cot2u�024lnlsen ul +C

Jsec3udu:%secu tanu+%lnIsecu+tanuI+C

Isenau cosbu du=�024 �024 +C

J>usenudu:senu�024ucosu+C
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Jucosu du = cosu+usenu+C

Ju" senudu =11" cosu+n} u"�035�030cosudu

Jcsc3udu=�024%cscucotu+%ln]cscu�024cotuf+C

n 1 n=1 "-1 71/-2
sen udu=�024;senucosu+�024sen ' udu

n

n 1 n�024l "-1 n�0242
cos udu: ;COS usenu+�024cos udu

n

1 _ ,
Itan"udu = ~�024tan"'u�024_[tan"zudu

n�024l

-1
foot" udu = �024�0241cot""u�024Icot�034udu

n_

n I n�024Z "42 n�0241
sec udu=~�024tanusecu+�024sec udu

n�0241 n�0241

1 n�0242

Icsc" udu = �024cotucsc'�0352u+�024�024~_�030csc"�0302udu
n�0241 n41

sen(a�024b)usen(a+b)u
senau senbu du= �024�024:�024�024�024�024+C

2(a�024b) 2(a+b)

sen(a�024bu sen(a+b)u
Icosau cosbudu : �024�024)�024-+:�024�024�024+C

2(a�024b) 2(a+b)

J u�035cosudu = u" sen u �024n] 14"" senudu

i sen"�034ucos'""�030u n�0241J�030H M
_.sen"ucos"'udu �0347+msen ucos udu

sen"�035ucos""�030u m�0241 " m_2
=A�024-�024�024+�024�024sen ucos udu

n+m n+m

_, 2:42 -1 _, ux/1�024u2
ucos udu=�024cosu�024-�024�024+C

4 4

Z
_ u .+] _ u

Iutan �031udu=4tan�030u�024�024+C
% 2 2
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Isen�034udu=usen"u+\/1-142+C

J-cos�034udu=ucos�034u�024x/1�024u�031+C'

J-tan']ua'u:utan'1u~%1n(1+u2)+C

4, 2112-1 _, ux/1�024u2
Jusen uduzjsen u+-�024�024+C

4 4

1
fue�035du = �0242(au~1)e"" + C

a

I
j'u"e"" du = �024u"e"�034�024£,{u""e""du

a a

I2�034senbu du = -%(a senl7u~bcosbu) +C
a +b

fem�030cosbu du = -2:-�0242(acosbu+bscnbu) +C
a +b

n _ 1 { W _ u�034�035du�024|
I11 sen1udu=}401[u1sen�030u�024J.�0241�030/�25412],11¢-1

1 V and 1

L4" cos" udu = THI-u"�035cos�0301u+I J, 11 ¢ -1

1 u"�035du
u"tan"udu=�024u"�035tan�034u�024�024,n¢�0241

I �035+1[ Ix/1+u2

JVlnudu=u1nu�024u+C

u zj nu-_�030-"lnudu um�030[(n+l)l 1]+C
(n+1)7'

1
_{�024du=1n]lnul+C

ulnu

Jrsenhudu = coshu+C

Icoshudu = senh u + C
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Itanh udu =1ncoshu +C

J. cothudu = lnlsenh ul + C

Isech udu = tan�034Isenh u} +C

Jsech udu = lnltan �0307u|+C

Isechzudu = tanh u + C

Icschzudu = �024cothu+C

[sechutanh udu = �024sechu +C

Icsch u coth udu = �024cschu + C

_ Z .

,[\/2au:uZ du : gs/2au�024u2+a7cos"(a�024�0301�024uj+C

_[ual2au�024u�031w= 4Mu�024u1+%cos"[£;£)+C

,/2 �0242 _
J.-�0246l;u2�024udu=,/2au�024u2+acos�034(gTuj+C

jTw/2�030�035�0302"�0302�030,,,=_2___«/2111:�031-'42_cos4[a;u)+C
u

uzdu (u +311) T2 3112 _,[a=uj
T=�024�024--2 �024 �024 v�024�024�024CJW 2 «/ nu u + 2 cos a +

_fm/2au�024u2m: J%I4~u2 +%cos"(%]+C

uzdu (u +3a) -�030-73a2 _1[a=u)
T»? 2 �024 �024 �024CIzmhuz 2 x[auu+2cos a +
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4" _
I a *C

udu _ a�024u
! =�024�030/2au�024u2+aws�030(a j+C

  + 
u,[2au�024u2�024 074

�024. 2 1

L/2au�024u2du=%1/2au�024u2+a?cos�034(£a�024�035)+C

�031 _ 2 _

_":�024�0242aI:l2u du: +acos"(jaau]+C

;__~/201-"1d,,:_2_._J2m*-1�035_wS-1(u)+C
u u a
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