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RESUMEN

La generalizacion funtorial de la 2 — transformada ideal, forma parte de la
cohomologia local basica, desarrollado en base a los funtores y categorias
derivadas.

Método: En primer lugar se ha introducido el denominado “Funtor Q - Torsion”,

el cual se muestra que es equivalente al funtor lim Hom('%2n ,o), donde Q es

nel
un ideal en un anillo Notheriano conmutativo R.
Resultados: Con las nociones tedricas de Cohomologia local se ha logrado
técnicas de reduccion en el estudio de dicha cohomologia, para médulos “M”
finitamente generados, lo cual ha permitido estudiar e investigar la teoria basica

del funtor denotado como D, obteniéndose de esta manera el médulo D, (M)

llamado el Q - transformada de M, la teoria del funtor transformada ideal
generalizado con respecto a un sistema de ideales.
Conclusion: Generalizacion del funtor Q- torsion respecto a un sistema de ideales

en el anillo Notheriano Conmutativo R.

Palabra clave: Cohomologia, Funtor, Categoria, Local.



ABSTRACT

Funtorial generalization of the ideal transformed 2 - is part of the basic local

cohomology, developed based on the functors and derived categories.

Method: First, the so-called “Functor Q - Torsion” has been introduced, which is

shown to be equivalent to the functor lim Hom(Fy N ,o), where Q is an ideal in

nel
a commutative Notherian ring R.

Results: With the theoretical notions of local Cohomology, reduction techniques
have been achieved in the study of said cohomology, for finely generated “M”
modules, which has allowed studying and investigating the basic theory of the
functor denoted as obtaining the module in this way. called the Q-transformed M,
the generalized ideal transformed functor theory with respect to an ideal system.
Conclusion: Generalization of the unt-torsion functor with respect to an ideal

system in the Notheriano Commutativo R ring.

Keyword: Cohomology, Functor, Category, Local.



INTRODUCCION

El funtor de Cohomologia local tiene como base de estudio al denominado

funtor torsion. Es decir el funtor de cohomologia local denotado por H,,, (donde

Q es ideal en un anillo Notheriano conmutativo R) es el funtor derivado del funtor
torsién. La cohomologia local en el contexto de la categoria de modulos, y tales
maodulos han sido considerados sobre anillos notherianos conmutativos, mas adn
sobre anillos graduados pero siempre bajo la hipotesis de Notherianidad. La
teoria que se ha estudiado esta familiarizado con el lenguaje de categorias y
funtores, con homologia de complejos; y con algunos aspectos basicos de
algebra conmutativa.

En el desarrollo del trabajo se ha iniciado presentando y mostrando
propiedades basicas de Cohomologia local, seguido de esto se ha expuesto la
importancia de funtor derivado — derecho, el cual nos ha permitido ver que la
cohomologia local con respecto a un ideal Q es, un funtor derivado isomorfico
tensorado con el limite directo de los complejos de Kozul sobre potencias de un
sistema de generadores de Q. Asimismo con esta teoria de cohomologia local,
y al igual que en la topologia algebraica, se puede definir la denominada

“sucesion de Mayer — Victoris”, asi como también se puede identificar el funtor

de cohomologia local HS(-) con el funtor LimExt} (g—j ambos en la

nel

categoria de R — modulos en si misma. Finalmente y con estas identificaciones

se ha definido el llamado funtor transformado ideal descrito por D,(-) el cual

esta relacionando con los funtores I',(-) y H, (-).
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CAPITULO |
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 Descripcién de la Realidad Problematica

Muchos resultados matematicos son comprendidos cuando son
interpretados tanto analitica como geométricamente. Particularmente la teoria de
Homologia (respectivamente la Cohomologia), es una teoria muy compleja y
abstracta; siempre ha sido un problema para su comprensién mas aun para su
interpretacion geomeétrica.
Con la aparicion de las notas de Grothendieck — Hartsthorne, la cohomologia
local se convierte en una herramienta fundamental para muchos trabajos
matematicos en la teoria de anillos Notherianos conmutativos, mas aun permite

interpretar los resultados desde el punto de vista geométrico.

1.2 Formulacion del Problema
1.2.1 Problema General
¢,De que forma se puede establecer una generalizacion funtorial de la

& — Transformada ideal?

1.2.2 Problema especifico

¢Es posible determinar el funtor transformada ideal generalizado con
respecto a una familia de ideales?.

¢ Existe la posibilidad de mostrar y determinar una propiedad universal,
para el Q-transformada ideal?
1.3. Objetivos
1.3.1 Objetivo General

Generalizar funtorialmente el £- Transformada ideal. Para mostrar que el Médulo

D, (M) proporcione potenciales herramientas algebraicas.

11



1.3.2 Objetivo Especificos
e Buscar la generalizacion del funtor R-Transformada ideal, para una

familia especifica de ideales {J,},_ =R

e Mostrar y determinar una cierta propiedad universal, para la Q -

transformada ideal.

1.4 Limitantes de la Investigacién

La naturaleza de la investigacion que es teérico, mas aun abstracto se
encuentra inmerso en la teoria de cohomologia teniendo como limitante tedrico
la categoria de R — moédulos para un R — anillo Notheriano conmutativo. No
presentandose la posibilidad de que los limitantes de la investigacion sea de

caracter temporal ni espacial.

12



CAPITULO I
MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes
2.1.1 Internacionales

La cohomologia local se puede considerar como una teoria algebraica
moderna de origenes geométricos. Fue J.P. Serrés, en su investigacion:
“Faisceaux algebriques coherents”, que representa una piedra angular del
desarrollo de la cohomologia como una herramienta en geometria algebraica,
presagiando ideas cruciales de la cohomologia. Serrés en su Trabajo de
Investigacion, publicado en 1955, también tiene indicios de temas que son
centrales en la teoria de cohomologia local, y sin embargo no fue hasta 1967
qgque la publicacion de R. Hartshorne’s en sus notas de lectura “Local
Cohomology” (De un seminario de Grothendieck, en la universidad de Harvard
en 1961) confirma la efectividad de la cohomologia local como una herramienta
en algebra local. Son estos personajes que trabajaron la cohomologia local no
poniendo particular interés en la cohomologia local funtorial, los modulos torsion
y la transformada ideal; temas que son de interés en la presente investigacion,

basicamente en la transformada ideal generalizada.

2.1.2 Nacionales
Como se puede observar en lo expuesto lineas arriba; la teoria de cohomologia
local es relativamente moderna, siendo que en nuestro pais no se encuentran

estudios realizados referente al tema propuesto a estudiar e investigar.

2.2 Marco

2.2.1. Teorico

La teoria funtorial en el presente estudio es fundamental. Es entonces como
iniciamos haciendo una introduccion del funtor denominado “Q- Torsién” para un

ideal Q sobre un anillo conmutativo noteriano R, tal funtor serd denotado como

13



I, y en consecuencia su funtor derivado derecho H/, para i > 0 sera referido

como el funtor de cohomologia local, con respecto al ideal Q.

ne’!l

_— . R
Preliminarmente mostraremos que los funtores I, y limHom, (E’Dj son

equivalentes; por consiguiente el funtor derivado H/, es equivalente al funtor

. R ) ) .

D,, :=lim Hom, (E ,D} , luego para un R —modulo M, se tendra el médulo D, (M)
ne

llamado el Q - transformado de M, por consiguiente nosotros estudiaremos y

desarrollaremos el funtor transformado ideal generalizado con respecto a un

sistema de ideales de R. De este modo, previamente se ha presentado la base

tedrica requerida para nuestro estudio como son la nocion de Cohomologia,

resoluciones proyectiva e inyectiva asi como también los funtores Tor, y Ext,

para nell. La cohomologia es estudiada de modo similar (dualizando) a la
homologia; la cual infinitivamente es un funtor covariante mientras que la

cohomologia es un funtor contravariante.

Definicion (2.2.1.1).- Un complejo de Cocadenas "C" es una sucesion {C”}n>0

de R—modulos y una sucesion {5”} . de homomorfismos entre dichos modulos.
n=

Tales que 6" -6" =0 Esto se denota como sigue:

. - on on+l
Ciee..—C" 2 5C" 2 H5C™M 2 5 L

En muchas ocasiones se escribe simplemente “6” en lugar de §", para cualquier n.
Definicion (2.2.1.2).- Cada elemento ueC" se denomina cocadena, n —
dimensional o una n — cocadena. Si ¢6"(u) =0, se dice que u es un n — cociclo.
El conjunto de los n — cociclos se denota como Z"=2Z"(C) Yy es un submoddulo
de C" ; mas aln es el nacleo de 5" . La imagen B" =B"(C) del operador 5"*

también es un submédulo de C"

14



Proposicion (2.2.1.1).- B" ¢ Z". En efecto resulta directamente del hecho que

n

. : , _ z N
600 =0. Ahora, siendo B"c Z" se tiene el modulo cociente: B——H ©C);

llamado el n — ésimo grupo de cohomologia de dimension “n”, del complejo C.

Observacion: (2.2.1.1)

i) H”(C):{p+ B":u eZ”}; de esta manera los elementos de H"(C) son
clases llamadas “Clases de Cohomologia” y son denotadas como [u]

i) Sean [u], [v] dos clases de H"(C), entonces [u] =[v] siy solosi u—-veB".

En este caso se dice que u y v son cociclos cohomologos.

1)) Muchas veces un complejo de cocadenas C se escribe simplemente como
C=(C"6"),n20 para nefl.

Definicién (2.2.1.3).- Sean C=(C",5") y D=(D",8") dos complejos de

cocadenas un homomorfismo (o transformacion de cocadenas) f :C——D es

una familia de homomorfismos f ={fn :C"——D"/n eD} de R — mddulos tal

que se tiene: f o5§=50f , . Diagramando la definicion anterior, se dice que

n—

f:C —>D es una transformacion de cocadenas si el rectangulo siguiente

conmuta.
Figura N° 2.1: Cuadrado conmutativo para transformacién de cocadenas

cné c"

v

Dn—l > Dn
Fuente : Autoria propia — 2019.

15



Observacién (2.2.1.2).- Consideremos una transformacién de cocadenas

f :C—— D, entonces el homomorfismo f :C"——D" aplica Z"(C) en z2"(D)

y B'(C) en B"(D). Por tanto f  induce un homomorfismo

f*=H"(f):H"(C)——>H"(D) entre los modulos de cohomologia n -
dimensional H"(C) yH"(D). Tal homomorfismo se denomina Homomorfismo
Inducido n — dimensional de “f”.

Definicion (2.2.1.4).- Sean f,g:C——D dos transformaciones de cocadenas
(morfismos de cadenas). Una Homotopia algebraica entre los morfismos fy g es
una sucesion de homomorfismos h :C"——C"™ tales que soh, +h o5=f —g.
el cual denotaremos como f [I g.

Proposicion (2.2.1.2).- Sif,g: C—— D son dos transformaciones de cocadenas
algebraicamente homotépicas (f [ g) entonces los homomorfismos inducidos
f*,g*:H"(C)——>H"(D) soniguales.i.e.: Si f g entonces f*=g*
Demostracion.- Es rutinario utilizando la definicion de Morfismos homotdpicos

entre complejos.

Observacion (2.2.1.4).- Una sucesion exacta de cohomologia determinada por

la sucesién exacta corta: 0 c'—rtsc—22C" 0 de morfismos entre

Complejos de cocadenas tiene la forma:
........ ——>H"(C')—>H"(C)—L>H"(C")—F>H"(C)—>......donde
f * yg* son los homomorfismos inducidos de f y g respectivamente; mientras

que §* es el denominado homomorfismo Conexion.
Ejemplo (Complejo de Cocadenas) (2.2.1.1)

Sea ¢=(C,,0,) un complejo de cadenas de R —moldulos paracada n>0(nell)
escribamos C" =Hom(C,,R) modulo dual de C, , cuyos elementos son los R —

homomorfismos ¢:C,——>R. El Operador §=6":C"——C"™" es el adjunto

de 0:C

n+l

——C,. Es decir si 4eC" entonces &(u)eC™ mas ain es un

16



homomorfismo funcional definido por (5()).x = u(6(x)) para cualquier cadena
xeC,,, . Esto dalugar a un complejo de cocadenas C*= (C”,c?”), CUYyOS grupos

de cohomologia H"(C) son denominados los grupos de cohomologia del
complejo de cadenas C.

Definicién (2.2.1.5).- Sea R un anillo, X un R — médulo arbitrariamente dado. Por
una Resolucion Proyectiva de X, se entiende una sucesion exacta larga
(Complejo de Cadena)

C:.... >C >C >C. 4 > s

De R - modulos, los cuales satisfacen las tres condiciones siguientes:

(P1) C,=X

(P2) C,=0,paracadan<-1

(P3) C, esunR-modulo proyectivo, para cada n > 0.

e En particular, si C, es un médulo libre para cada n > 0, entonces la sucesién

larga "C" es denominada: Resolucién libre del médulo X.

Nota.- Para la existencia de resoluciones proyectivas; nosotros establecemos la
siguiente proposicion:

Proposicion (2.2.3).- Cada R — modulo X tiene una resolucion libre.
Demostrdcion: Por teoria de moédulos sabemos que cada R — modulo es

isomorfico al mdédulo cociente de un R —mddulo libre. Usando tal resultado: existe

una sucesion exacta corta: 0 > X, —2—>F —2 5 X >0
Donde F, es un modulo libre sobre R (X ;%: F L- Librej

Nuevamente aplicando el resultado anterior al modulo

X, (Xo = Ki =F,L, —Iibre} se obtiene una sucesion exacta corta:
0

0——X,—%>F —% 3X,——0. Donde F, es un modulo libre.

17



Una vez mas aplicando el “resultado antes mencionado” al moédulo

Xl(xl = Ki =F,L - Iibrejse obtiene una sucesion exacta corta.
1

0——X,—% 5F,—% 35X ——0. Donde F, esunmadulo libre.

De manera inductiva, obtenemos una secuencia exacta corta.

00— X, —%>F —B 53X  ——0
\_/

Para cada nell, n>0, donde F, esunR-modulo libre.

Definamos una sucesion:

De R — médulos y R — homomorfismos, como sigue:

X, n=-1 B, , n=0
C,=4F, nx>0 y 0,=4a,,°0, n>0
0, n<-1 0 , h<0

Para probar que "C" es una resolucion libre de X, estableceremos su exactitud.
Para lo cual bastara verificar: Im(9,.,)=Ker(d,), para cada n>0

En efecto: Para cada n > 0 se tiene la sucesion siguiente:

X

Oni1 > Fn+l B > Xn n N Fn B > Xn_]_ Gn1 N Fn_l >

nel

La cual ha sido obtenida inductivamente, donde 0,,,= a,° ..,y 0,= «,,°p,

Como «, es monomorfismoy S, es epimorfismo entonces tenemos:

Im(8,,,)=Im(e,)=Ker(B,)=Ker(3,). En efecto:

e Seayelm(q,)ey=q,(x),xeX, = Im(ﬂn+1)(,b’j —epi) si y solo si existe
teF,,/x=8,(t); de donde y=a,(X)=a,(B,.(t)=(a,°B,.,) ) =0,.(t)

1(0,)=1m(a)

o Ker B,={xeF /B (x)=0} :{Xe Fn/anfl(fSn(x))=0}

18



= {xeF,/(a,,°B,)(X)=0}={xeF,/0,(x)=0} =kero,
Ahora : Consideremos cualquier homomorfismo. h: X ——Y

Del modulo X, en cualquier R — mddulo Y. También consideremos las

resoluciones:

Ci >C,,—>C, —25C  — . una resolucién proyectiva

cualquiera de X, y sea

D:..... >D,,,—2>D,—25D, ,— . otra resolucién proyectiva
cualquierade Y.
Con, esto establecemos primero la siguiente proposicion.

Proposicion (2.2.1.4).- A) Existe un homomorfismo (transformacion de cadena).

f:{fn:Cn—>Dn/neD}, De la sucesion “C” en la sucesion “D”, tal que:

f , =h, es decir el diagrama siguiente es conmutativo. (Figura N° 2.2)

Figura N° 2.2: Cuadrados conmutativas para Resoluciones Proyectivas

0

Cr.... >C. 4 >C,, >C, >C,, > e,
fn+1l l fn l fn—l l fn—2
D:.... >D,,,——D —25D, ,——>D, _,— .

f, ,0c0=00f |, paracada niumero entero “n”.

Fuente : Autoria propia 2019.

Demostracion: Primero definimos: f,=h. Segundo para n < -1, y siendo que

C,=0, entonces f, esta Gnicamente definido, esto es: f, =0.

Para el caso n =0, consideremos el diagrama. (Figura N° 2.3)

19



Figura N° 2.3: Linea Vertical Homomorfismo unico trivial.

C,—2>X——0

Fuente: Autoria propia 2019.

Como C; es proyectivo y 0:D,——Y es un epimorfismo, si sigue de la
definicion de moédulos proyectivos que existe un homomorfismo.
f,:C,——D,

Tal que el diagrama siguiente (Figura N° 2.4) conmuta.

Figura N° 2.4: Cuadrado Conmutativo de dos homomorfismo triviales

C,—2—>X >0
f 1 1 h=f,
D, —2—>Y >0

Fuente: Autoria propia 2019
Es decir: 0o f,=hod=1f 00

Ahora sean> 0y asumamos que: f :C ——D,. Esta construido para

cada entero m < n tal que el rectangulo. (Figura N° 2.5]) es conmutativo para

cada m<n.
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Figura N° 2.5 : Cuadrado conmutativo para Hipotesis Inductiva

Cm L’ Cm—l

f f

m m-1

0

Dm — Dm—l

Fuente: Autoria propia — 2019

De este modo obtenemos el diagrama. Conmutativo siguiente (Figura N° 2.6)

Figura N° 2.6: Cuadrados conmutativos bajo hipotesis inductiva.

Cn _a_> Cn—l _a_> Cn—Z

fn—l fn—2

—h

>

D N

0

Dn Dn—l 8 Dn—2
Fuente: Autoria propia.
Ahora a continuacion presentemos un resultado basico de algebra homolégica

el cual denotaremos por R*.

R*: “Consideremos el siguiente diagrama (Figura N° 2.7) de homomorfismo de R

— modulos:

Figura N° 2.7: Cuadrados conmutativos para R~moddulosy R-

homomorfismos arbitrarios

X > Y > 7
j k

f g 47

A >» B » C

Fuente: Sze — Tsen Hu - 1996
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Donde X es proyectivo, el cuadrado conmutativo, la fila superior semiexacta, la
inferior exacta. Entonces existe un homomorfismo,h: X —— A tal que:

foh= jod “. Utilizando el resultado R* existe un homomorfismo.

f :C——>D, tal que Oof =1 ,00, de esta manera se completa la

construccion inductiva de la transformacién de cadena f:C——D vy por tanto

se concluye la demostracion de la proposicion.
Proposicién (2.2.1.5).- Para dos homomorfismos cualesquiera (Transformacién

de cadenas).

f={f,:C,—D,/nel}yg={g,:C,—D,/nel}
De la sucesion C en la sucesion D, satisfaciendo f , =h=g ; son homotopicos.

Demostracién: Recordando que dos homomorfismos f, g C——2—D; de la

sucesion “C” en la sucesion D se dicen Homotopicos si existe una familia de

homomorfismos

:{hn:Cn—>D /neD} tal que, paracadan €lJ ; 0oh +h ,00="f -0,

n+1

Simbolicamente h: f1g:C——D

De acuerdo a la definicion de complejos de homotopia, tenemos construido una
homotopia (cadena de homotopia). K:f1g:C——D. De aqui tenemos
construido, para cada entero n un homomorfismo.

K,:C,——D,, .Talque: dok,+k, ,00=f —g, .Diagramando (Figura N° 2.8)

Figura N° 2.8: Cuadrado con diagonal doble de Homomorfismos.

Kn
_

BN

_

Kn 1
Fuente: W. S. Massey — 1982.

U<———U
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Para cualquier entero n (n €l ). Entonces:
e Paracadan<-1, K =0 es el tnico homomorfismo de C, en D,,, puesto
que C, =0.
e Paran=-1,tenemos K,_, =K ,=0,y f -g,=f, -9 ,=h-h=0; de aquien
este caso tenemos construido un homomorfismo:
K,: X=C,—>D,
Satisfaciendo: 0oK_, =0. La existencia de K_, es obvio, en efecto: podemos
tomar K , =0.
e Ahorasea n>0 y asumamos que tenemos construido:
K,:C,—D,,
Para cada entero: m<nyque 0K +K_,00=f —g,, es satisfecha para cada

entero m < n. Consideremos el siguiente diagrama: (Figura N° 2.9)

Figura N° 2.9: Homomorfismo vertical invariante

=]

Fuente: Autoria Propia — 2019.

Donde j se mantiene para el homomorfismo j=f -g,—-k, o0

Componiendo jcon ¢:D,——D, ,, obtenemos.
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0o J :ao(fn_gn_kn—loa):ao fn_aogn_aokn—loa
= fn—loa_gn—loa_(fn—l_gn—l_kn—Zoa)a

=k, ,0000 =0

Como C, es proyectivo y la fila es exacta, se sigue que existe un homomorfismo.
K,:C,——D, . Satisfaciendo la relacién: 0o K +K, ,00=f -0,

Y esto completa la construccién inductiva de la homotopia. K: f[1 g:C——D,

Y por tanto f y g son homotopicos.
Observacion (2.2.5):

1. De las dos ultimas proposiciones al considerar X = Y y el homomorfismo
identidad h=1,. En este caso C y D son dos resoluciones proyectivas
cualesquiera de algan médulo X, del resultado “R*” existe un homomorfismo.

f={f,:C,—D,/nel}
De la sucesion “D” en la sucesion “C”. Talque f, =1,

Analogamente existe un homomorfismo g:{gn:Dn—>Cn/neD} de la

sucesion D en la sucesion C tal que g, =1,
2. Consideremos las composiciones:
gof ={gno f, :Cn—>Cn/neD}
fog:{fnogn : Dn—>Dn/neD}
Entonces se verificaque fog,y go f son endomorfismos de las sucesiones D
y C respectivamente, satisfaciendo: g ,of, =1, =f 0og,
Por proposicion (2.2.5) se tiene que: ge f 1. y foglll,

Nota.- Las transformaciones de cadenas f y g satisfaciendo estas condiciones

son usualmente llamados “Cadenas Equivalentes”. De aqui ambas funciones

f:C——>DAg:D——>C construidas anteriormente son cadenas equivalentes
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y las resoluciones proyectivas C y D del R — moddulo X se dicen:
Homotopicamente Equivalente, o del mismo tipo de homotopia.

Proposiciéon (2.2.1.6).- Cada R — mddulo X tiene una resolucion proyectiva, y
cualquiera dos resoluciones proyectivas de algin modulo X son
homotopicamente equivalentes.

Demostracion.- Se obtienen directamente de las definiciones de resoluciones
proyectivas. [Ver: James W. Vick].

Definicién (2.2.1.6).- Una Resolucion Inyectiva de un R — médulo X es una
sucesion ascendente exacta.

C:... >C"t >C" C™—........

De R — mddulos que satisface las tres siguientes condiciones:
(I) c'=x

(1,) C"=0, paratodon<-1

(1) C" esunR-modulo inyectivo Vn>0.

Observacion: (2.2.6)
1)  Todo R - modulo X tiene una resolucion inyectiva.
i) Dos Resoluciones inyectiva de un moédulo X son equivalentes

homotopicamente.

FUNTOR TORSION
e Sean X, Y dos R — modulos dados arbitrariamente. Elijamos una resolucion

proyectiva

- N a N 6 N N
C:...... C >C Ci—
Del médulo X. y consideremos su producto tensorial C®Y que es la sucesion

(6,)C®Y:....—>C,,®Y —=5C, ®y—">C , ®Y —.....

n+l

Donde 0.=0®1 | : Y——Y (identidad)
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Observacion (2.2.1.6).- (6*)2 =0 , en efecto:
(.Y =0.00. =(0®1)o(a®1)=(000)® 101 =3*®1 =0®1 =0

Como (8*)2 =0, entonces la sucesion "C®Y" descendente, para todo n e[]

da lugar al médulo de Homologia n — Dimensional, denotado y definido como:

Z,(C®Y)

M (oY) = B,(C®Y)

Lema (2.2.1.1).- Para cualquier otra resolucién proyectiva

D:..... >D, , >D, >D, > s del médulo X, se tiene

H,(C®Y)=H, (D®Y) paratodo nell.

Demostracion.- Previamente recordemos el resultado siguiente:
R**: “Todo R — modulo X tiene una resolucion proyectiva. Y dos resoluciones
proyectivas del mismo moédulo X son equivalentes homotopicamente”, utilizando

el resultado R** antes mencionado existen transformaciones de cadenas:
f :{fn :C,—D, :neD}, g:{gn:Dn—>Cn :neD}
De las sucesiones descendentes C y D tales que las transformaciones de
cadenas.
gof ={gno f, :Cn—>Cn:neD}
fog ={fnogn:Dn—>Dn:neD}
Son homotopicas a las transformaciones de cadenas identidad de Cy D.
Esdecir: goflUl. A fogll,
De otro lado consideremos el endomorfismo identidad | : Y ——Y, entonces se

tienen las transformaciones de cadenas de las sucesiones descendentes C®Y

y D®Y. Estos son:

fel={f®:C,® —D, ®Y/nel}
g®1={g,®1:D,®Y —C,®Y /nell}
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Estas transformaciones inducen los homomorfismos.

f.:H,(C®Y)—H,(D®Y)
g.:H,(D®Y)——>H, (C®Y), paratodonell

Como: go f 11, A foglll, son homotdpicas, entonces se sigue facilmente que:
(gef)®1, 0L ®l, A (fog)®l, 01, ®I, siysolamente si
(@1, )o(f @1, )01 e A (f®l)o(g®I1, )01

También recordemos que:

e Sil:C—5C=H,/():H,(C)—">H,(C)

e Si f:C——>DAg:D——E=H_(gof)=H,(g)oH, (f)

e Sif,g:C——>D/fl0g=H,(f)=H,(9)

De donde entonces se tiene que: g.o f. y f.og. son automorfismos identidad

de los modulos: H,(C®Y)AH, (D®Y) respectivamente. Es decir:

g.of.:H (C®Y)—>H (C®Y),feq.:H (D®Y)—>H (DRY)

Por tanto: f. Yy g. son isomorfismos

Lema (2.2.1.2).- H,(C®Y)=0, paratodo n<O0.

Demostracion. Es inmediato observar que:

e H,(C®Y)=0, ¥n<1 pues C,=0,Yn<-1y en consecuencia C,®Y =0y
asi se tiene que H,(C®Y)=0

e Ahora veamos paraloscasos:n=0 An=-1

e Observemos que la exactitud de: C,—*—C,—%>C ,—2>0=C,

Implica la exactitud de: C,®Y—2>-C,®Y—>-C,®Y—2->C,®Y =0 Por
tanto tenemos: H,(C®Y)=0, H,(C®Y)=0
Observacién (2.2.1.7): El moédulo Hn(C ®Y) depende esencialmente solo del

entero “n” (nell) y los R — mddulos X e Y.
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Definicion (2.2.1.7).- Para todo nell”, el R — modulo H, (C®Y) recibe el

nombre de: Producto Torsién n —dimensional sobre R, delos R— moddulos

dados X eY.

Notacion.- H,(C®Y)=Tor,(X,Y) o simplemente: H (C®Y)=Tor,(X,Y)

Si n =1, usaremos la notacién mas simple: H,(C®Y)=Tor,(X,Y)=Tor(X,Y)
Proposicién (2.2.1.7).- Si el médulo X es proyectivo, entonces Tor, (X,Y) =0,

paratodo ne* ytodo R - mdbdulo.

Demostracion.- Como X es proyectivo, tenemos una resolucion proyectiva.

c - 0, sin #0,-1

IX, sin=0wvn=-1
Y 0,=0paratodon=0, mientras que J,=1:X——>X es el homomorfismo
identidad del médulo X deduciéndose que:

C®Y:..—C  ®Y >C, ®Y >C L, ®Y........ es exacta, por

n+1

consiguiente: Tor,(X,Y)=0, paratodo méduloY, paratodonell*
Proposicion (2.2.1.8).- Si el moédulo Y es proyectivo, entonces
Tor (X,Y)=0,vnell" y todo R — modulo X.

Demostracion.- Se obtiene de modo rutinario usando la definicion y proposicion

anterior. [Ver: N. Bourbaki].

Proposicién (2.2.1.9): Si el médulo X tiene una resolucion proyectiva “C ” tal
que C, =0 para todo n > m, entonces: Tor,(X,Y)=0,paratodon>m vy todo R —
modulo Y.

Ademas: Tor, (X,Y)=Ker(8,®1) Donde: 6, ®1:C, ® ——>C, , ®Y

Denota el producto tensorial del homomorfismo ¢,,:C,,——C,_ , en el complejo

Cy el endomorfismo identidad | : Y —— Y
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Demostracion: Como C,®Y =0,paratodon>m entonces H, (C®Y)=0,
vn>mpor consiguiente  Tor, (X ,Y) =0, paratodon>m. Ademas como

1,(8,,, ®1)=0. Tenemos: Tor, (X,Y)=H, (C®Y) siy solo si.

m+1

Ker (2, ®1)
Im(0,,, ®1)

m-+1

Tor (X,Y)= =Ker (0, ®1)

Corolario (2.2.1.1).- Dados dos mdodulos X e Y sobre un Dominio de ideales
Principales (DIP) R, entonces Tor (X,Y)=0, paratodon>1. Ademas
Tor(X,Y)=Ker(f®1l). Donde: f®I| representa el producto tensorial del

homomorfismo f:A——>F en cualquier sucesibn exacta corta.

0 A—SF—25X >0

Con F R —mddulo libre y el endomorfismo identidad | : Y ——Y .
Demostracion: Es consecuencia de la proposicion inmediata anterior.
Proposicion (2.2.1.10).- Para cualquier R — modulos X, Y arbitrariamente dados

y cualquier sucesion exacta corta. 0 A—>5P—25X 0

Con P, R — médulo proyectivo, tenemos:

Tor, (X,Y)=Tor,_,(AY),paratodon>1 y Tor(X,Y)=Ker(f®I); donde f®I

representa el producto tensorial sobre R del homorfismo f:A——>P vy el

endomorfismo identidad | : Y ——Y .
Demostracion: (Ver: Sze — Tsen Hu: Homoloy Theory)).

Observacion (2.2.1.8).

i) Convencionalmente escribiremos Tor,(X,Y)=X ®Y . Para dos R — modulos

cualesquiera X e Y.

ii) Para una resolucion proyectiva cualquiera

C:...... >C

anﬂ N an N N
" 5C, —2 5C_ —>......

Definamos una sucesion descendente

C:....... —C

b1 5C —25C L, —>ne.

n+1
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De R — médulos tomando:

2 C, nz-1 = d,, n>0
C = 0, =
0, n=-1 0, n<O0

n

i) Diremos que esta sucesion descendente C es una: “Resolucion Proyectiva
Reducida”, del modulo X.

Nota.- La utilidad de las resoluciones proyectivas reducidas es debida al hecho

qgue todo madulo en estas resoluciones es proyectivo.

Lema (2.2.1.3).- Para R — modulos X e Y arbitrariamente dados y cualquier

resolucién proyectiva reducida C de X, tenemos:

H, (C ®Y) =Tor,(X,Y),vn>0, para todo entero “n” no negativo.
Demostracion.- Se obtiene al utilizar la definicion de resolucion proyectiva
reducida.

Observacion (2.2.9).-

I. Dados los homomorfismos arbitrarios: h: X —— X', k:Y ——>Y"'de R
— mddulos. Elijamos resoluciones proyectivas Cy C' para los médulos X A X',
respectivamente. Existe una transformacion de cadenas

f ={fn :C,——C./n eD} de la sucesion descendente “C” en la sucesion
descendente “C'“ tal que f, =h, Entonces:

f®k= { f ®k:C,®Y ——C ®Y/ne D} es una transformacion de cadenas de
la sucesion descendente C®Y en la sucesion descendente C'®Y '. Por tanto:
f ®k induce un homomorfismo [(f®k). ] :Tor,(X,Y)—> Tor, (XY )para

todo nell*. Se comprueba facilmente que [( f ®k)*]n no depende de la eleccion

particular de la transformacién de cadenas f:C——C' y est4 completamente

@0

determinado por el entero “n” y los homomorfismos h, k; denotandolo por:

Tor, (h,k):Tor, (X,Y)——>Tor, (XY ") en el caso n=1, usaremos la notacion mas

simple: Tor(h,k):Tor(X,Y)——>Tor(X,Y") vy lo Illamamos simplemente
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Producto Torsion (sobre R) de h y k. Convencionalmente, definimos:
Tor,(h,k)=h®k
i) Paratodonell,, Tor, es un funtor covariante de dos variables de la

categoria 7(R) con valores en 7(R) .(Categoria de los R — médulos)
iif) Consideremos ahora un R- médulo X y una sucesion exacta corta.

0 U—-Vv—25w >0

De R — médulos. Elijamos una resolucion proyectiva reducida.

Clnn. ——C,,—25C, —25C ,——>.. del médulo X, Vnell la sucesién
0——C, QU 1+ ,C ®V 2 sC ®W ——>0 donde i, =1 representa el

endomorfismo identidad del modulo C,_, es exacta. Como C, es proyectivo, asi
obtenemos una sucesion exacta corta.

0—>CoU 22 ,C®V 220 ,COW ——>0

De sucesiones descendentes, se tiene también una sucesion de homologia

exacta.

....... —H,(C®U)—5H, (CoV)—2H,(COW)—H,,(COU)—.....
Donde f. y g. estan definidos por las transformaciones de cadenas 1®f y

| ® g respectivamente, y 0 es el homomorfismo de Conexion.

Proposicion (2.2.1.11).- Para todo R — modulo X, y cualquier sucesion exacta

corta. 0 U—sv—9 5w >0 De R — médulos tenemos una sucesion

exacta.

Donde f.=Tor, (I, f), g.=Tor,(1,9), Y 0 es el homomorfismo Conexion.

Esta sucesion finaliza con.

..... ——Tor(X,W)—> X ®U 25X ®V —24 5 X W ——0

Demostracion [Ver: James W. Vick, Homology Theory y Arens, J. Dugundiji].
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Corolario (2.2.1.2).- Para cualquier médulo X sobre un “DIP” R y cualquier

sucesion exacta corta. 0 U——-v—2sw >0 . De R — modulos, se
tiene una sucesion exacta.

..... ——Tor(X,U)—2%0 5 Tor(X,V) —2L2 5 Tor (X, W) —25(X ®U) —2L5(X ®V) —25(X @W)——0
Donde 0 es el homomorfismo Conexion, y los otros homomorfismos son los
productos torsion y los productos tensoriales del homomorfismo identidad
I : X —— X ylos homomorfismos f y g respectivamente.

Demostracion.- Consecuencia directa de la proposicion (2.2.1.11)
Proposicién (2.2.1.12).- Para todo R — modulo Y, y cualquier sucesién exacta

corta.

0 U—sv—9 5w >0, De R —moddulos, tenemos una sucesion exacta.

Donde f.=Tor(f,1), g.=Tor(g,l)., Y 0 es el homomorfismo Conexion.

Esta sucesion finalizada con:

...... ——TorW,Y)—>H®Y 25V ey L2 5WeY —0

Demostracion: [Ver: W.S. Massey].

FUNTOR EXTENSION:
Sean X, Y dos R — mddulos dados arbitrariamente. Elijamos una resolucion

proyectiva del modulo X.

C:.... >C °5C,,—>.... . Es decir:

C,=X

C, =0, Paratodon<-1

C, esun R - modulo proyectivo para todo n >0
Y seai:Y—— Y el endomorfismo identidad. Escribamos Hom (C, Y), que
denotara la sucesion:
Hom(C,Y):....——>Hom(C,,,Y)—=—Hom(C,,Y )—> Hom(C

Y)—.....

n+l?
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Donde 6 =Hom (&,i)., como: o8 =Hom(s<8,i-i)=Hom(0,i) =0, resulta que
Hom (C, Y) es semiexacta (i.e. Im(5)< Her(5)) y por tanto es una sucesion
ascendente. Por tanto  paratodonel] el mddulo de Cohomologia n —

dimensional.

Z"(Hom(C,Y))
B"(Hom(C,Y))

H"[ Hom(C,Y)]=

De Hom (C, Y) esta definido.

Lema (2.2.1.4).- Para cualquier otra resolucién proyectiva

D:... >D, >D, >D, > del médulo X, tenemos:

H"(Hom(C,Y))=H"(Hom(D,Y)),vnell

Demostracion. Bastara usar dualizacion

Lema: (2.2.1.5) H"[Hom(C,Y)]=0,vn<0.

Demostracion.- También bastara usar dualizacion

Observacion (2.2.1.10).-

1. Dellema (2.2.1.3) el médulo H"(Hom(C,Y)) depende de X e Y, asi como de
nell.

2. Por el lema (2.2.1.5) el médulo de Cohomologia H"(Hom(C,Y)) es trivial,
paratodon<0,nel]

3. De (1) y (2) damos la siguiente definicidn:

Definicion (2.2.1.8).- Para todo nel]*. El médulo H"(Hom(C,Y)) sobre R se

denomina:
Producto Extension n - Dimensional Sobre R, de los R — mddulos X, Yy se

denotard como: Ext(X,Y):=H"(Hom(X,Y))

Nota.- Cuando no exista peligro de ambigiiedad sera denotado como Ext"(X,Y)

2) En el caso n = 1, utilizaremos la notacibn mas simple. Ext (X, Y),

denominandolo simplemente: Producto Extension (sobre R) de X e Y.
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Proposicion (2.2.1.13).- Si el médulo X es proyectivo, entonces: Ext"(X,Y)=0

Paratodo ne* y paratodo R — médulo Y.

Demostracion: Se obtiene de modo rutinario, utilizando la definicion de,
producto extension y médulo proyectivo.

Proposicién (2.2.1.14): Sea Y un mobdulo inyectivo. Entonces

Ext"(X,Y)=0, Vnell” y para todo R — médulo X.

Demostracion.- Sea C una resoluciéon proyectiva de X, es decir:

Es una sucesion descendente exacta de R — modulos, tal que satisface las

condiciones:

(i) C,=X

(i) C,=0,paratodon<-1

(i) C, es una R — moddulo proyectivo paratodo n>0.

Como C es exacta e Y inyectivo, se deduce que Hom (C, Y) es también exacta.

Por lo tanto se tiene:

Ext"(X,Y)=H"(Hom(C,Y))=0, paratodonell "
Proposicion (2.2.1.15).- Si el médulo X tiene una resolucion proyectiva “C” tal que
C,=0,vn>m. Entonces: Ext"(X,Y)=0, paratodon>myparatodo R — mddulo,
ademas: Ext"(X,Y)=Coker[ Hom(d,,1,)]
Donde Hom(am, Iy): Hom(C,,,y)——Hom(C,,Y) es el “Hom" del

homomorfismo ¢,,:C,,——C, , de “C" y el endomorfismo identidad I, :Y ——Y

del médulo “Y”.

Demostracion: (1°) Como C =0,paratodon>m; entonces Hom (C,Y)=0,

paratodo n>m
Pero Ext"(X,Y)=H"(Hom(X,Y))=H"(Hom(C,Y))=H"(Hom(C,,Y))=0,¥n>m

(2°) De otro lado: tenemos que: Ker(Hom(amH, I, )) =Hom(C,,y); yasi
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Ker (Hom (4., 1, ))

Ext™(X.,Y) = |m(HOm(am' ly ))

= Coker(Hom(d,, 1))

Observacién (2.2.1.10).- Si R es un “Dominio de Ideales Principales” entonces
de la ultima proposicién tenemos el siguiente corolario.

Corolario (2.2.1.3).- Para X, Y dos R — modulos cualesquiera, donde R es un DIP,

se tiene: Ext"(X,Y)=0 Para todo nell,n>1. Ademas: Ext(X,Y)z

Coker(Hom(f,IY))

Donde Hom(f,l,) representa el Hom del homomorfismo f:R——>F de

cualquier sucesién exacta corta. 0 R—>P—25X >0
Con P, R — médulo libre y el endomorfismo identidad | : Y —— Y del médulo Y.
Proposicion (2.2.1.16). Para X, Y dos R — modulos arbitrariamente dados y

cualquier sucesion exacta corta. 0 A—L5p—95X >0. Con Pun R —

modulo proyectivo, se tiene:

Ext"(X,Y)=Ext"*(AY), paratodonell,n>1
y EXt (X,Y) = Coker [Hom(f,1,)], donde Hom(f,l,)Hom representa el Hom

del homomorfismo f:A——P vy el endomorfismo I, :Y ——Y del médulo Y.
Demostracion.- Por dualidad
Observacion (2.2.1.11).- En lo sucesivo escribiremos:
Ext°(x, y) := Hom(X,Y),paratodo X,Y R —maodulos.
Lema (2.2.1.6): Para R — mddulos X, Y cualesquiera arbitrariamente dados y
cualquier resolucioén proyectiva reducida C del médulo X, se tiene:
H" [Hom(é,v)] = Ext"(X,Y),Vnel;
Demostracion.[Ver: W. Fulton Algebraic]
Observacién (2.2.1.12).- 1) Consideremos, dos homomorfismos arbitrariamente

dados de R-médulos: h: X'——>X A k:Y—>Y' vy elijamos resoluciones

proyectivas Cy C' paralos mdédulos X A X' respectivamente, entonces, existe

una transformacioén de cadenas.

35



f={f :C,—>C,/nel}
De la sucesion descendente C' en la sucesion descendente C tal que f, =h.
Entonces: Hom(f,k):{Hom(fn,k): Hom(Cn,Y)—>Hom(C,'],Y)/neD} es una

transformacion de cadenas de la sucesion ascendente Hom(C,Y) en la sucesion

ascendente Hom (C'Y'). Por tanto Hom( f,k) induce un homomorfismo.
Hom(f,k)*n CExt"(X,Y)——Ext"(X,Y") paratodo nel]*.

2). Por definicién del Hom., se comprueba faciimente que Hom(f,k)" es
independiente de la eleccion particular de la transformacion de cadenas

({3981}

f:C'——>C y estd completamente determinado por el entero “n” y los

homomorfismos: h,k. Este homomorfismo se denominarad Producto EXxtensién
n — Dimensional sobre R de hy k, y sera denotado:

Ext"(h,k): Ext"(X,Y)——Ext"(X"Y" (&)

3). En (&,); para el caso: n = 1, usaremos la notacion mas simple:

Ext(h,k): Ext(X,Y)——Ext(X'Y') Denominandolo, Producto Extension
(sobre R), de los homomorfismos dado h y k. Por conveniencia definimos:
Ext(h,k)=Hom(h,k)

Teorema (2.2.1.1).- paratodonellj, Ext" es un funtor de dos variables de la

categoria 7(R) con valores en 7(R) (Extn :%(R)—>7%(R')) contravariante

en la primera variable y covariante en la segunda.
Demostracion.- Se obtiene de manera inmediata por covarianza.

Consideremos un R- mdédulo X y una sucesion exacta corta.

0 U—5v—92 5w >0

De R — médulos. Elijamos una resolucion proyectiva reducida.

C:....... >C

s X,
—C,—C_, TR

n+l

Del médulo X. para todo entero “n”. La sucesién
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0——> Hom(C,,U )—*"w0 Hom(C,,V ) —8 Hom(C,, W )——0 es exacta,

puesto que C, es proyectivo. Asi obtenemos una sucesion exacta corta.
Hom(l,9)

00— Hom(C,U )M> Hom(é,v)4> Hom(C,W)—>0

de sucesiones ascendentes. Nuevamente obtenemos una sucesion de

cohomologia exacta.
> H"[ Hom(C,U ) |—>H" (Hom(C,U )| —=>H" (Hom(C,W )
—5>H”‘1(Hom(é,u))—>.... Donde f* y g* estan definidos por las

transformaciones de cadenas f*=Hom(l, f) y g* = Hom (I, g) respectivamente,

y 0 el homomorfismo Conexioén.

Teorema (2.2.1.2).- Para todo R — modulo X y para cualquier sucesion exacta

corta de R- moédulos, 0 U—rsv—9 5w >0, se tiene una sucesion

exacta.

(&)..o— EXt" (X, U)—5 Ext" (X, V) —E > Ext" (X W) — 2> Ext"™(X,U) ——....

Donde: f*=Ext"(i, f), g*=Ext"(i,g) y & el homomorfismo Conexion.
Demostracion : [Ver: O. Zariski and P. Samuel].
Observacion (2.2.1.13): La sucesion (&) comienza con

0—— Hom(X,U)—nt0 5 Hom(X,Y)—mta) 5 Hom(X W) —2—> Ext(X,U)—....

Corolario (2.2.1.3): Para cualquier médulo X sobre un dominio de ideales
principales “R” y cualquier sucesion exacta corta.

0 U—sv—9 5w >0, De R-moédulos, tenemos una sucesion exacta.

0—— Hom(X,U)—— Hom(X,V)—— Hom(X ,W)—%— Ext(X,U) —— Ext(X,V) —— Ext(X,W) ——0
Aqui, 6 es el homomorfismo Conexion mientras que los otros homomorfismos

son los Hom y los productos extension del homomorfismo identidad | : X ——

Xy los homomorfismos f y g respectivamente.
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Teorema (2.2.1.13).- Para todo R — médulo Y y cualquier sucesion exacta corta.

0 U—sv—9 5w >0. De R — mdédulos, tenemos una sucesion exacta.

(En).c—EXt"(W,Y) —L 5 Ext"(V,Y) —"—>Ext"(U,Y) —2 > Ext"™ (W,Y)—>....
Donde : f*=Ext(f,1), g*=Ext(g,1) A 6 el homomorfismo Conexion.

Demostracion: (Ver: Sze — Tsen Hu, introduccién al algebra Homologia).

Observacion (2.3.1.14): La sucesion (£.) comienza con:

0—— Hom(W,Y)—Fem@.b 5 Hom(Vv,Y) —HmD s HomU,Y) ——Ext(W,Y)——.....

Nota.- Para caracterizar los productos extensién axiomaticamente, daremos la
siguiente:

Definicion  (2.2.1.9): (Sucesion conexa - ascendente de funtores
contravariantes). Una sucesion de funtores contravariantes

{¢" LM, —>7%R}n o donde 7, =7(R) denota la categoria de R — médulos.

el
Se denomina Conexa — Ascendente si y solo si, para todo nell; y toda

sucesion exacta corta. 0 U—-sv—9 5w >0, de R — moédulos existe un

homomorfismo. §:¢"(U)——¢"*(W). Tal que se cumple:

(i) La sucesion siguiente es exacta.

00—’ W)——...— " W) ——¢" (V) —¢"(U) — " (W) ——....

(i) Para un diagrama arbitrario.

Figura N° 2.10: Cuadrados conmutativos arbitrarios con filas exacta

f g

Fuente: Sze — Tsen Hu — 1966.
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De R —-mddulos con filas exacta y cuadrados conmutativos, el siguiente cuadrado
(Figura N° 2.11).

Figura N° 2.11 :Cuadrado Inducido por los funtores ¢*.

)
ACH > W)

" () ¢ (7)

9" (V) W)
Fuente: Autoria propia — 2019.
Es conmutativo para todo n>0.

Ejemplo (2.2.1.2): Sea Y un R — mddulo, I. Y ——Y el endomorfismo

identidad. Entonces la sucesion {g":%R—W%R} de funtores

nels=1o
contravariantes, definida por : £"(X)=Ext"(X,Y), y &"(f)=Ext(f,I)
Para todo X eObj(7,) y todo morfismo f eMor, (X,Y) es conexa —
ascendente. Puesto que los homomorfismos de Conexion.
0:Ext"(N,Y)——Ext"(W,Y). Satisfacen las condiciones (i) y (ii) de la definicion
anterior. (2.2.1.9).

Teorema (2.2.1.4).- Sea {¢“ LM —>7%R} una sucesion coneXa de funtores

nell o

contravariantes que satisface las dos condiciones siguientes:

(@) ¢° es equivalente a &°

(b) ¢"(F)=0 para todo R —modulo libre y para todo n > 0, entonces tenemos
#"(X) =~ EN(X)=Ext"(X,Y), paratodonel]l” y para todo R — médulo X.

Demostracion.- (Por dualidad))
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Construccién de los Productos Extension:
Sean X, Y dos R — modulos. Elijamos una resolucion inyectiva.

C:.... >C"™ 2 5C" 2 5C™M ——

Consideremos Hom (X, C) que es la sucesién

Hom (X, C): ....——Hom(X,C")—— Hom(X,C"")——.....

Donde §*=Hom(l,5), donde | =1, :X——X identidad.

Puesto que: §*o6*=Hom(l-1,5°8)=Hom(l,0)=0 entonces Hom (X, C) es
semiexacta, y por tanto una sucesion ascendente, para todo ne(], el médulo de
Cohomologia n — dimensional. H" (Hom(X,C))

De Hom(X, C) esta definido.

Corolario (2.2.1.4).- Para todo entero positivo n(ne( ") tenemos:
H"(Hom(X,C)) = Ext"(X,Y)

Demostracion: Definamos una sucesion ascendente

~ sn-1 ~ In ~
C:... NG EECARIEN gL gLty >

De R — médulos tomando:

Gl _ C",nz-1 5 6", n>0
0,n=-1 0,n<0

Esta sucesion ascendente C se llamara Resolucién Inyectiva reducida del
modulo “Y”. Su utilidad es debido al hecho de que todo médulo de C es

inyectiva. Como en la demostracion para el Hom, también se puede probar que:
H"(Hom(X,C)) = H"(Hom(X,C))

Para todo nell* y que existe un isomorfismo natural.
He(Hom(X,C)) = H" (Hom(X,C))

De otro lado, todo homomorfismo f:A——>B de R — mddulos induce un

homomorfismo (f*)":H"(Hom(B,C))——H" (Hom(A,é)), Para todo entero “n”.

Claramente, Paratodo nell}, la funcion ¢" : 7%(R)——7(R), Definida por:
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i) ¢"(X)=H"(Hom(X,C))
ii) ¢"(f)=(f*)", paratodo X eobj(7(R))AVf e Mor(7(R))

Es un funtor contravariante. Puesto que todo médulo C" de la sucesién C es

inyectivo. Se deduce que toda sucesion exacta corta

0 U—sv—9 5w >0, de R — médulos determina una sucesion exacta

corta.

0——> Hom(W,C)—=—Hom(V,C)—-—Hom(U,C)——0 de complejos de

co-cadenas, donde f*yg* estan definidos de manera obvia. Por tanto
obtenemos un homomorfismo de Conexion.

S5:¢"(U)——¢"* (W), paratodonell}
Que satisface (i) y (ii) de la definicién de “Conexa ascendente”. Esto muestra

que: {¢": 7, ——,} , ES una sucesion conexa — ascendente de funtores
0

nel

contravariantes.

Ahora recuerde que Si 0 A——>B—>C 0 es una sucesion exacta

corta de R — médulos, entonces la sucesion:

0—— Hom(X, A)—— Hom(X, B) —— Hom(X,C)——0 con

f.=Hom(l, f), g.=Hom(l,g) estambién una sucesion exacta corta.

De donde para un R —modulo libre se deduce que: Hom (F, C) es exacta. Por tanto
obtenemos: ¢"(F)=H"(Hom(F,C)) = H"(Hom(F,C))=0, Paratodonell}, y en
consecuencia: ¢"(X)=£&"(X)=Ext"(X,Y), Paratodonell;, Por consiguiente

obtenemos: H"(Hom(X,C)=Ext"(X,Y) Paratodonell,.

2.2.2 Conceptual

Para un R — médulo M, se obtiene o se construira el moédulo

DQ(M):zli_mHomR(Q”,M) llamada la transformada ideal de M con respecto al

nel

ideal Q, o simplemente el Q-transformada de M. Buscamos ahora como hacer o
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como construir D,(M), pero en este caso Q; sea reemplazado por una familia

de ideales 4’:{Lk} sobre el conjunto dirigido no vacio y parcialmente

ken
ordenado (A,<). En este contexto presentaremos nuevos u otros fundamentos

tedricos (Cohomologia local) que conducira al resultado propuesto.

Definicién (2.2.2.1).- Sea R un anillo Noetheriano conmutativo y sean Q,J dos
ideales de R. El ideal cociente de Q y J se denota y define como:
[Q:)]:={xeR:xJ cQ}

Nota.- En esta seccidn y otros salvo indicacién contraria, R siempre denotara un

anillo y Q un ideal de anillo R. A continuacion recordemos las definiciones de

sistema inverso y limite inverso.
Definicion (2.2.2.2).- Sea (A,<) un conjunto dirigido parcialmente ordenado, y
sea {A}ieA una familia de objetos indexados por A y supongamos que se tiene
una familia de morfismos f;: A, —— A, paratodo i< j tal que:

(1) f; =1, (2 f, =fof,
Entonces los conjuntos de pares (A, fij) es llamado: un sistema inverso de
objetos y morfismos sobre el conjunto A.
Definicion (2.2.2.3).- Sea {(A fi )} un sistema inverso de objetos y morfismo
indeXado por el conjunto parcialmente ordenado (A,s) . El limite inverso de
dicho sistema se denota y define como:
lim Ai ::{(ai)eigA1 a,=f,(a,),V] si}
Definicion (2.2.2.4).- Sean ¢,,¢,, ¢, tres categorias arbitrarias, una aplicacion
T: @x¢,—— ¢, esunbifuntorsi:i) T(A-):¢,— €,y T(-,B):&—— ¢, son

funtores para cualquier Acobj(¢&,) y Beobj(&,)
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if) Para cualquier pareja de morfismos f eMor, (A,A) y geMor, (B',B), el

siguiente rectangulo (Figura N° 2.12), existe y conmuta.

Figura N° 2.12: Cuadrado conmutativo para Bifuntores

T(4'.g)

T(A'BY) > T(A.B)
T(f.B" T(f.B)
v v

T(A. g) R
T(AB") T(AB)

Fuente: Autoria Propia — 2019

Siempre que T(A,-) y T(-B) sean funtores covariantes. Es decir:
T(f,B)oT(A,g)=T(Ag)oT(f,B)

Observacion (2.2.2.1).

(i) Si T(A-):¢,—¢, es un funtor covariante y T(-,B):¢,——¢, es un

funtor contravariante, entonces el diagrama (Figura N° 2.13) conmuta.

Figura N° 2.13 : Cuadrado conmutativo para Funtores Mixtos

T(A9)
T(AB") » T(AB)

T(f,B) T(1.B)

v v

T(A",B)) T(A'9) T(A'B)

Fuente: Autoria Propia — 2019.
Donde f eMor, (A,A) y g<Mor, (B',B),
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(i) Si T(A,—):¢€,— ¢, es un funtor contravariantey T(-,B):4——>¢; esun

funtor covariante, entonces el diagrama siguiente conmuta.

Figura N° 2.14 : Cuadrado Conmutativo para Funtores Contravariantes

T(A'9)

T(A'B) » T(A,B)
T(f,B) T(1.B)
v T(A’g) v
T(A B) » T(AB)

Fuente: Autoria Propia — 2019
Donde f eMor, (A',A) y g eMor, (B',B)

iy si T(A-):6,—¢ y T(-B):&——¢ ambos son funtores

contravariantes, entonces el diagrama (Figura N° 2.15) siguiente conmuta.

Figura N° 2.15 : Cuadrado conmutativo para Funtores Contravariantes

T(A9)

T(AB) » T(AB)
T(f,B) T(1.B)
v T(A',g) v
T(A'B) > T(A.B)

Fuente: Autoria Propia — 2019.
Donde f eMor, (A',A) y g eMor, (B',B)

Sea (A,S) un conjunto dirigido no vacio parcialmente ordenado y supéngase que
se tiene {(M f. )} un sistema inverso de R — médulos (M,) y morfismos (fij)

i i
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indexado en el conjunto A. (Es decir paratodo i, j € A f; :M;——M;, con i< ]

se tiene :

1) fi=1, @ f,=fof, yseatambién L:%(R)x7%(R)—>7%(R)

Un bifuntor R — lineal que es contravariante en la primera variable y covariante
en la segunda variable [un bifuntor L:7(R) x%(R)—ﬂ%(R) es R — lineal
cuando es aditivoy ademas L (rf,g)=rL (f,g)=L(f,r.g), paratodor € Ry para
todos los homomorfismos f, g de R — médulos.

Sean M, Ndos R-médulosy f:M——>N un R - homomorfismo. Para cada

I, j eA coni <j, el homomorfismo hij :MJ.—>Mi induce un R — homomorfismo

L(h;,M):L(M;,M)—>L(M,;,M).

ij?
Ademas como L es un bifuntor contravariante y covariante en la primera y segunda

variable respectivamente entonces los homomorfismos L(hij, M ) transforman a la

familia {L(M M )} _enun sistema directo de R — médulos y R — homomorfismos

je

sobre A. Entonces obtenemos el limite directo LimL(M,;,M) también para i, j en

jeA
A con i<j, setiene el siguiente diagrama (Figura N° 2.16) que conmuta.

Figura N° 2.16: Cuadrado conmutativo para una familia de médulos y

Homomorfismos

L(M,, f)

L(M,,M) > L(M,N)
L(h;, M) L(h;. N)
L(M;,M) » L(M;,N)
LM, f)

Fuente: Autoria Propia.
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Asi mismo {L(Mj, f)} es un morfismo del sistema directo, el cual induce un

jeA
R —homomorfismo. LimL(M;, f):LimL(M;,M)——LimL(M;,N)
jeA jeA jeA
Proposicién (2.2.2.1).

() El LimL(M,,-):7(R)——7(R) es un funtor covariante R —lineal.

jeA
(i) Si L:7(R) x7(R)——>7(R) es eXacto a izquierda entonces el funtor

LimL(M;,-):7(R)——7(R) también es eXacto a izquieda.

jeA
En efecto. Veremos la parte (i), pues (ii) es consecuencia directa de ().

(i) Escribamos T = LimL(M;,—). Recordando un funtor T:¢——¢" es lineal si

jeA
y solo si para cada X, Y obj (C); se tiene un homomorfismo.
Ty :Mor(X,Y)——>Mor(T(X),T(Y)
X—5Y T, (F):T(X)—T(Y)

La covarianza y la linealidad resulta de la definicion de limite directo.

Nota.- Los ejemplos siguientes son fundamentales en cohomologia local.

Ejemplo (2.2.2.1). Sea R un anillo, Qc R unideal y sea A= asi (I,<) es un

conjunto dirigido, donde “<” es la relacion menor igual (orden usual). También

claramente tenemos Q" c Q", para m < n. Mas aun Q",Q", ideales de R, y en

n

. : - R
consecuencia los R —homomorfismos canénicos h ,:M,——M,, con M = o

R .
y M ,=— h _(@+Q")=a+Q", m, n e [J. Luego podemos considerar el

m Qm
: : R , .
sistema inverso {(Mn,hmn)}z{(ﬁ,hmnj}; indexado en el conjunto de los

numeros naturales [] ; de este modo se tiene los funtores:
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R R
Hom, (E,—j:%(R)—ﬂ%(R) y Exty (5,—j:%(R)—>7%(R)
Por consiguiente los funtores covariantes R — lineales

LLLEE

nell

lim Hom, (%—j m(R)——> 7% (R) y

lim Extf (g,—):%(R)—Y%(R)

nell
Ahora como: Hom, y Ext, son funtores eXactos a izquierda equivalente (i.e.

existe una equivalencia natural entre ellos), entonces también existe una

. . o . R
equivalencia natural entre los funtores eXactos a izquierda. lim Hom, (E_j y

ne’l
lim Extg (in—j
nel Q

Ejemplo (2.2.2.2).- Sean R un anillo, Q < R un ideal, A=[] . Considérese el

conjunto dirigido (D ,S) donde “<” es la relacion menor o igual (orden natural).
Para m<n consideremos los homomorfismos (inclusiones). h :Q"——Q"

(pues Q" = Q"). hmn(é):ﬁ, para todo & en Q". Asi tenemos el sistema inverso.

f(2r b,

)} indeXado en el conjunto de los nimeros naturales [] .

En efecto: (i) h,, :Q"——>Q" es el homomorfismo identidad; pues h, (£)=¢,

paratodo £eQ".
i) Para m<n y n<k tenemos las inclusiones QX — Q" m )"

Qf M Q" Ahorasea £€Qf c Q" cQ", de donde

(*) hmk (5) = 5 De otro lado [*j hmn © hnk (5) = hmn (hnk (6)) = hmn (5) = 5

Por tanto h, =h_ oh, entonces tenemos los funtores
Hom, (Q",-):#(R)—>#(R) y Exty(Q",-):m(R)—>7(R),kell ,y en

consecuencia también se tiene los funtores R — lineales covariantes.
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lim Hom,, (Q",-): 7(R)—— 7(R) Y lim Exty (Q",-): %(R)—> 7%(R)

nell

Luego la equivalencia natural que existe entre los funtores Hom, y Extf implica

equivalencia natural entre los funtores eXactos a izquierda lim Hom, (Q“,—) y
nel’

lim Ext; (Q",—) (Para una mejor descripcion de estos limites; ver: M.F. Atiyah, I.G.

nell

Macdonald).

SISTEMA DE IDEALES

Definicion (2.2.2.5).- Sea (A,<) un conjunto dirigido parcialmente ordenado,
A # ¢ (no vacio) y sea 7:{I,1}M una familia de ideales de un anillo R. Se dice
gue 7 es una familia inversa de ideales sobre A, si cada vez que, (o, 4)e AX A
conl, cl,

Ejemplo (2.2.2.3.).- Sea 7 ={l,} _ una familia de ideales de R tal que:
...................... l,cl, c.eeeeucl, cl;, es decir 7 es una cadena no
creciente (decreciente) de ideales sobre ([,<) donde “<” denota la relacion
menor o igual, entonces 7 es una familia inversa de ideales sobre [ .

Particularmente, la familia 7:{|”} donde | — R es un ideal de anillo R; es

una familia inversa de ideales de R sobre el conjunto de indices [] .

Observacién (2.2.2.2).- Sea R un anillo, (A,s) un conjunto dirigido parcialmente

ordenado y sea 7={l,}  una familia de ideales de R sobre el conjunto de

AeA

indices A, entonces se tiene los R — homomorfismos.

R . .
:——>|—, con <A, donde A,aeA , Yy asi tales homomorfismos

. R , . , ,
convierten a (I—, h/m en su sistema inverso sobre A; y en consecuencia se tiene
2

los funtores covariantes R — lineales.
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. R . R
lim Hom,, [I_ ,D} Mgy ——> My lim Exts [I— ,DJ o) —> W

( ),ke[l , para la
AeA 1 AeA 1

justificacion de tales hechos, seguir los mismos lineamientos del ejemplo

(2.2.2.3).

Definicién (2.2.2.6).- Sea M un R — modulo Y sea Q< R un ideal. Escribamos

r,(M)=]J[0:, Q] = J{meM:0f 0}

kel kell

Nota.- El conjunto I',(M) esta formado por los elementos de M, los cuales son
anulados por alguna potencia de Q. Es decir:

To(M)={meM:Qf =0, paraalgink e[ |

Afirmacion.- T',(M)es un submodulo de M. La verificacién es inmediata.
Observacion (2.2.2.3).- Si f:M——>N es un R — homomorfismo de médulos
entonces f(FQ(M))gFQ(N); y asi existe una aplicacion
[,(f):Ty(M)——>T,(N)lo cual coincide con “f’ sobre cada elemento de I',(M)
En efecto.- (i) Veamos que f(I',(M))cT,(N) pues seay e f(I,(M));
y = f(m), para meT',(M) de donde existe k el] tal que Q*m =0, observe quey
= f(m)eN. Ahora 0= f(ka):Qkf(m) =Q"y de donde Qfy=0 por tanto
yel',(N) en consecuencia f(I',(M))<T,(N).

(i) Definamos la aplicacion T'y(f):T,(M)——>T,(N) como I',(f)(m)=f(m),
paratodo meI,(M). Claramente T',(f) esté bien definida, pues f es aplicacion.
Nétese que f ., =To(f).

Proposicién (2.2.2.2).- Sean f,f"M——>N, g:N——>L tres
homomorfismos de R — médulos, y sea a€ R, se cumple:

() FQ(go f):FQ(g)OFQ(f)
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(i) To(f+1)=To(f)+I(F)

(i) Ty(a.f)=aTl,(f)

(iv) To(y) =1 )

Demostracién.- () Como f:M——>N y g:N——>L, y también
gef:M—L, entonces se tiene I, (f):T',(M)—>T,(N) y
r,(9):ry(N)—T,(L) y ademas. I',(g)el,(f):T,(M)——>T,(L).Luego
para  cualquier  elemento mel,(M). Lo(go f)(m)=(gof)(m)=
g(f(m) =L (9)(f(m)) = To(g)oTo(f)(M). (Puesndtese que f(m)eTl,(N); asi
Fa(@(f (m))=g(f (m))

(i) T (F+ £)(m)=(f + £)(m) = f(m)+ £'(m) =T, (F)(m) =T, (f)(M) para
cualquier elemento m eI',(M), portanto I',(f + ) =T (f)+T,(f").

(i) T,(@f)m)=(af)m)=a(f(m))=al,(f)(m) para todo mel,(M); en
consecuencia I',(a.f)=al',(f).

(iv) Para todo elemento meI',(M), se tiene: Ty (L), =1, (M) =m =1, (m).
Por tanto I',(,) =1 ) -
Observacion (2.2.2.4).- De la proposicién (2.2.2.2) se tiene que I', es un funtor
R — lineal de la categoria de R — médulos 7(R) en si mismo, mas aun no es un

funtor covariante.

Nota.- El funtor I, : 72(R)——7(R) es denominado “Funtor Q - Torsion”

Proposicion (2.2.2.3.).- [Propiedades del funtor Q - torsion].
Sean J, Q dos ideales del anillo Ry sea M un R - médulo.

(i) To(M)<M y [,(M)=0

.. M
(i) FQ[FQ(M)]:O
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(i) SiJ cQ, entonces I',(M) T, (M)

(iv) Si JQ =+/J, entonces I',(M)=T,(M)

(V) Tany(M)=T4(M)AT, (M) = T,(T,M)

Demostracion: [Es rutinario, aplicando la definicion del funtor Q - Torsion]
Lema (2.2.2.1).- El funtor Q - Torsion I',:7(R)——>7(R) es eXacto a
izquierda.

Demostracion.- Consideremos una sucesion exacta corta de R —modulosy R —

homomorfismos, es decir, si la siguiente sucesion.

0—2>M L 5N—25L 0. Es exacta mostraremos que:
0—51r (M)—L8 51 (N)—2@ 1 (L) también es exacta.

(i) Im(6)=Nuc(I,(f)): Como Im(#)=0; bastara ver que TI,(f) sea
monomorfismo. Sean m,m, en I',(M) tal que T',(f)(m,)=T,(f)(m,)siy solo si
f(m)="f(m,)<(m-m,)eNuc(f)={0} entonces m =m, por tanto I,(f)
monomorfismo en consecuencia Nuc(I,(f))=0=Im(6).

Im(T",(f)) = Nuc(I',(9)): En efecto:Como go f =0, entonces I',(gef)=0<
I, (9)eT,(f)=0 entonces Im(I',(f))< Nuc(T,(9)) (&)

Pues si X —2Y —“ 7 tal que wop=0, entonces Im(p) = Nuc(y)

« De otro lado sea meker(I',,(g)) entonces I',(g)(m)=0

(*) donde meTl,(M) siy solo si existe k € [] tal que Qf =0. También de (¥)
g(m) = 0 = meNuc(g)=Im(f); asi existe ¢ € L tal que m = f (¢. La prueba
concluye si ¢eT',(L) i.e. Q) =0, paraalgun r €[] . Para esto notemos que, para
cada aeQ" setiene f(a¢)=a.f(¢)=am=0= f(0), entonces a¢=0 (pues f es

monomorfismo), y como a e Q,Va entonces Qf =0, luegom=1(¢) € Im(FQ(f))

en consecuencia Nuc(I',(9)) < Im(T,(f)).
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2.3 DEFINICION DE TERMINOS BASICOS

Definiciones (2.3.1) Cohomologia Local de Médulos

1. Para nel,. El n-ésimo funtor derivado de I', denotado por H_; es llamado
el n-esimo Funtor De Cohomologia Local con respecto al ideal Q.

2. De la parte anterior (1°), tenemos el funtor H; : 72(R)——7(R). De donde
para un R — médulo M, se tiene el médulo HJ (M), denominado el n — ésimo
modulo M de Cohomologia local con respecto al ideal Q.

3. El submodulo I';(M) de M, es denominado Q - torsién.

4. Se dice que M es Q - torsién libre cuando I',(M)=0
To(M)={meM :Qf =0, paraalgin k [ |

5. Se dice que M es con Q - torsién cuando I',(M) =M. Es decir:

I',(M)=M & paracada meM =T',(M) se tiene: Qf =0, paraalgin kell.

Nota.- A continuacion presentamos algunos hechos basicos de cohomologia

local. Previamente una observacion que nos permitira calcular H ,(M),nel y

donde Q2 siempre denotara un ideal en un anillo Notheriano conmutativo R.
Observacion (2.3.1).- (i) Sea M un R — médulo, consideremos una resolucion
inyectiva.

n
[*:0 slo—2 5|t s|" 4 5

------ 7

Del médulo “M”. Asi existe un R — homomorfismo, 6:M ——1° tal que la

sucesion

0—>M—2 510 g2 g2 N AN LN

7

Es eXacto. De aqui aplicando el funtor I', al complejo I* se obtiene:

00—, (19— 5 — T (" —D 5 (1™)—...... y tomando el

n-ésimo modulo de cohomologia de este complejo; se tiene el resultado.
Ker (Ty(d"))
Im (T, (d™))
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El cual, por un hecho standart de algebra homoldgica, es independiente (salvo

R— isomorfismo) de la eleccion de la resolucién inyectiva I* de M, es claramente
Ho(M).

i) Como I', es un funtor covariante y R — lineal, también entonces cada funtor
cohomologia H, (n ell 0) es covariante y R — lineal.

iii) Puesto que I, es funtor eXacto a izquierda, H es naturalmente equivalente
al, (Hf2 0 FQ). De este modo, podemos libremente usar esta equivalencia

natural para identificar estos dos funtores.

iv) La sucesion exacta larga de modulos de cohomologia local, resulta de una
sucesion exacta corta de R — modulos y R — homomorfismos — a continuacion
presentamos los detalles.

a) Sea 0 sP—>M —>N 0 una sucesion exacta de R — modulos y

R — homomorfismos. Entonces para cada nell ; , existe un homomorfismo

Conexion 0":H)(N)——H)"(P), estos homomorfismos Conexion dan

lugar a la siguiente sucesion exacta larga:

0——>H(P)—HaD 5 HO (M) —Fa@ 5 1O (N)—Z 5 HE (P)—Hal) 5 11 (M)—Hal@) 5 1! (N)

82

n+1

HA(P)—20 s HY (M) —F2@ 5 HI(N)—L 5 H (P) — e

b) Si en el diagrama conmutativo siguiente (Figura N° 2.17).
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Figura N° 2.17: Cuadrado Conmutativo con filas exactas cortas

Fuente: Autoria Propia.

De R —homomorfismos y R — modulos se tiene que las filas son exactas; entonces

para cada nell ,. Se tiene el diagrama (Figura N° 2.18) conmutativo.

Figura N° 2.18 : Cuadrados Conmutativos Inducido por el Funtor

Cohomologia n - ésimo.

HE (P)—50 H (M) —2@ 5 H (N)

HA (0) Ha W) Ha (o)

' ! }

HG(P) —0 5 HE (M) — @15 HE (N)

Fuente: Autoria Propia — 2019.

Pues H_ es un funtor. Ademés el cuadrado siguiente (Figura N° 2.19) también

es conmutativo.
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Figura N° 2.19 : Cuadrado Conmutativo para el Homomorfismo Conexion

HA(N)—"—H2*(P)

Ha (o) Ho™ (p)

v v

HS(N |) ()" H(n2+l(P|)
Fuente: Autoria Propia — 2019.

Donde 0" y (9) son los homomorfismos Conexién.

Teorema (2.3.2).- SeaR un anillo, 7={J,} _ una familia inversa de ideales de
R sobre el conjunto de indices A. Entonces:

(i) Existe un funtor covariante R — lineal I, : 7 (R)—— 7(R) tal que para cada

R — modulo M, se tiene T (M)—>| J[0:, J,] v, para un R — homomorfismo
AeA

f:M——>N, la aplicacion TI_(f):I',(M)——>I_(N) estd dada por la

restriccion de f al submodulo I',(M) de M.

(i) Los funtores lim Hom, (JE_J y I', son naturalmente equivalentes. Es decir
AeA p)

existe una equivalencia natural que lo denotaremos como

<D'? :lim Hom, [i,—j—ﬂ"? y por tanto I", es un funtor exacto a izquierda.
Jen J,

(i) En particular 7 :{J K}k _ esuna familia de ideales de R, donde J R es un

ideal entonces existe una equivalencia natural.

55



@ :lim Hom, [Jik,—j—ﬂj donde I'; =T,

kell

Demostracion:

(i) Recordando la definicion de T',(M) se tiene: T, (M)={J[ 03, 3} |=

kel

U[meM:Jim=0] donde J, esideal de R.Ahorapara 7={J,}

kel

Aen
(M) :{m eM :Jfm=0, paraalgin k ] y paraalgin ﬂe/\}

:U{meM :Jm=0, paraaIgUnkeD}

AeA

= J[0w J,]

AeA
Similar a lo realizado en la proposicion (2.2.2.2.) se tiene que I', es un funtor
covariante, R- lineal; y mas aun I' (f)=f_,, para un f:M—N R -
homomaorfismo y por tanto el resultado (i).

(i) Sea f:M——>N un R - homomorfismo. Para cada Ae€A sea

D, :Hom,{%,M]—)[O:M J,] un isomorfismo tal que @, ., (h)=h(1+J,)

A

para cualquier h e Hom, [JEMJ es decir h:ﬂ—> M, homomorfismo. Ahora
A A

sean A,BeA tal que B <Ay sea h, JE—>i un morfismo dado como
A B

hg(@+J,)=a+J; paracada a€A ycada B A. Asi tenemos que el diagrama

(Figura N° 2.20) siguiente conmuta.
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Figura N° 2.20 : Cuadrado Conmutativo para el Funtor “Hom” y el

homomorfismo inclusién

R CDJB,M

HomR(J—,M] > [0, J;]
B

Hom, (h,5,M) I,
v
v

HomR(JE,MJ > [0z J,]

A D;

Fuente: Autoria Propia — 2019.
Nétese que i, es la aplicacion inclusion de donde existe un Gnico isomorfismo de

R — médulos.

®,, :lim Hom, (?,MJ—)Iim(O:M J,)=T_(M)

AeA 2 AeA

De otro lado se tiene que el diagrama siguiente (Figura N° 2.21) conmuta para

todo LeA

Figura N° 2.21: Cuadrado Conmutativo para los funtores Homy I';

R ®JJV,M .
Hom, J—,M > [0 9,]

A

r, (f)=",
Hom, (Jﬂ f] [0 2]
A
v
v

HomR(JE,NJ » [0 J,]

A D;

Fuente: Autoria Propia — 2019.
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Entonces obtenemos el rectdngulo conmutativo siguiente (Figura N° 2.22):

Figura N° 2.22 : Cuadrado Conmutativo para los funtores lim(Homg) y I',
A

R Dy
IimHomR(—,Mj > I,(M)
AeA p)
. R r,(f)
limHom,| —, f
aelA Jl
v
R v
limHom,| —,N » T_(N)
aeA ‘]l (D

Fuente: Autoria propia — 2019.

iil) En este caso aplicamos la parte (ii) considerando la familia 7 = {J k}k | la cual

es una familia inversa de ideales de R sobre el conjunto de indices I, en

consecuencia por la parte (i) el funtor I', es el J — funtor I'; y por lo tanto los

: R .
lim Hom, (J—k—) y I', son naturalmente equivalente.
kel

Proposicion (2.3.1).- Sea M un R - modulo Y sea Q ¢ R un ideal. Entonces son
equivalentes. (i) I',(M)=0 (i) QcZ,(M)

Demostracion (i) = (ii).- Dado un elemento t € Q como I',(M) =0, entonces

113 ”

existe un elemento “m” no nulo (m = 0) en I',(M)y asi Q‘m=0 para algun k €[]
. Luego por el principio del buen orden (P.B.O), podemos considerar el menor “n”

(nel) es decir n= min{k el :Q*m =0}. De esta manera existe s< Q" tal que

sm=0. De otro lado, tsm = 0 y en consecuencia te Z, (M ).
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(i) = (i) Tenemos Z,(M)= |J P=RUPuU...UPR, como QcZ,(M)y

n
PeAssg (M)

también se sabe que: Si P, P,,....,P, ideales primos y Q un ideal tal que Q ¢ U P
j=1

entonces Qc P, , para algun j = 1, 2, ..., n. Entonces por este resultado
obtenemos que Q c P, paraalginj=1, 2, ..., n; de donde Qc[0:, m]=P, con

m= 0, mel,(M), yen consecuencia I',(M) {0}
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3.1
3.1.1

3.1.2

3.2

CAPITULO Il
HIPOTESIS Y VARIABLES

Hipo6tesis
Hipotesis General
El funtor 2 - transformada ideal de un Médulo M, respecto a una familia

de ideales.

Hip6tesis Especificas
e Generalizacion del funtor # - transformada ideal para una familia de

ideales {J,},_ =%, con J, cR paratodo AeA.

Ae
e El funtor transformada ideal de un R — modulo M respecto a un ideal

Q, en la determinacion de una propiedad universal.

Definicion Conceptual de Variables

Variable Independiente

Un sistema de ideales 2={J,},_en un anillo Notheriano Conmutativo R.

Ae

Variable dependiente

El funtor ideal generalizado D, y por ende el médulo D, (M)
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3.3

Operacionalizacién de la variable Independiente

Operacionalizacion de variables

Tabla N° 1

Dimensiones Indicadores Indices Método Técnica
Sistema de Generalizaciéon Teobrico :
ideales del funtor Demostrativo
2z = { Jl}w k-ésimo de El funtor D, |- constructivo | Constructiva
_ Cohomologia
en un anillo
) local
Notheriano
conmutativo.
Tabla N° 2
Operacionalizaciéon de la variable dependiente
Dimensiones Indicadores Indices Método Técnica
La k-ésima Calculo o La Para un
cohomologia determinacion transformada | R—-mddulo M: se
local H; de los modulos | ideal de un construye el
k . A
Ha(M); para | mOdulo M, | g6 Dy (M)
respecto al _ N Constructiva
Z= {Q”} y se identifica
ne sistema & I
cone
donde Q es
ideal de un ';?THomR(JwM)
anillo
Notheriano R.
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CAPITULO IV
DISENO METODOLOGICO

4.1 Tipoy disefio de la investigacion

El tipo de investigacién es bésica, segun Alva Lucia Marin Villada (2008),
“También, llamada investigacion Pura, Teérica o Dogméatica. Se caracteriza
porque gesta de un marco tedrico y permanece en él; la finalidad radica en
formular nuevas teorias o modificar las existentes, en incrementar los
conocimientos cientificos o filoséficos, pero sin contrastarlos con ningun aspecto
practico”.

Es un estudio basico porque mediante el cual, se buscara aportar
conocimientos que permitan mejorar algunos detalles del marco teorico

(Cohomologia local). El disefio es no eXperimental.

4.2 Método de investigacion

El método utilizado es tedrico constructivo, deductivo — inductivo.

4.3 Poblacion y muestra
Por ser un trabajo, matematico tedrico abstracto no existe poblacién que
estudiar; sin embargo podemos mencionar que nuestro estudio se encuentra

inmerso dentro de una teoria denominada “Cohomologia de médulos”.

4.4  Lugar de estudio y periodo desarrollado.

El trabajo se ha realizado en los ambientes de la Facultad de Ciencias
Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao. Algunas veces u
ocasionalmenrte en la Biblioteca de la Facultad de Ciencias Matematica de la

Universidad Nacional Mayor de San Marcos.
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El periodo en que se ha desarrollado el trabajo ha sido de un afio (Marzo

del 2019 hasta Febrero del 2020).

4.5 Técnicas en instrumentos para larecoleccién de la Informacion

Por ser un trabajo netamente “matematico” (Teorico — Abstracto); no se
requiere procedimientos especiales para la recoleccion de la informacion.
Simplemente se necesita busqueda y revision bibliogréfica: libros de

especialidad, paginas web, papers, revistas especializadas, etc.

4.6 Andlisis y Procesamiento de datos

No hay procesamiento de datos, por ser un trabajo no eXperimental. Mas
aun la orientacion del proyecto, no es de inversion ni de impacto ambiental.

A continuacién presentamos algunos lemas, proposiciones, definiciones,
etc., que nos permtiira un analisis eXhaustivo para los resultados.

Lema (4.6.1).- Sea N un submoédulo de M, donde M es de Q- torsidn, entonces
Ny N son de Q - torsion. En efecto: Se obtiene directamente de la definicion
esto es:

M M
FQ(sz{gzm‘f—N EW:QSE:N}

{£=m+N:Q (m+N)=N}

Om=n1=M
={£=m+N:Q'm=N}= N

Lema (4.6.2).- Sea M un R — moOdulo de Q - torsidbn y sea reQ, entonces
M ——>M dado como ¢(m)=rm es inyectivo si y solo si M = 0. En efecto
como M es Q - Torsién, entonces Q¢ =0, paraalgink € N con x € M, peror € Q
asi rx=0 si y solo si ¢(x)=0=¢(0) de donde x = 0 pues ¢ - inyectivo. Para el
reciproco calculemos el nacleo de 0, es decir:

Nuc(p)={xeM:p(x)=0}={xeM :rx=0,r eQ} ={xe M :x=0}={0}.
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Lema (4.6.3).- Sean M un R — mddulo, y Q < R un ideal.

(i) Si Q contiene un divisor no cero sobre M, entonces M es Q - torsion libre, esto

es, I',(M)=0. En efecto sea a un divisor no cero sobre M con aeQ y sea
xel,(M) de donde Q*x=0, para algin ke[l , asi X =0.

(ii) Supongase que M es finitamente generado. Entonces Q contiene un divisor no
cero sobre M, si y solamente si M es Q - torsion libre.
En efecto.- Asumamos que Q esta formado por elementos todos divisores de cero

sobre M, entonces Q c H‘JM y como M es finitamente generado, se tiene que
€ASS!

AssM es finito, de aqui, Q< J, para algin J e AssM. Por tanto M tiene un
submoddulo cuyo anulador es exactamente J y de aqui se sigue que [O " Q] #0,
asi I',(M) =0, y por ende el resultado. La otra implicacién es inmediata de la parte

(i) anterior.

Lema (4.6.4).- Sea M un R — modulo, El médulo es Q - torsion libre.

M
['o(M)

Demostracion.- Sea £ = m+I', (M) un elemento en ,con meM tal que

M
(M)

O£ =0, paraalgin k el (i.e. éeFQ( D Probaremos que §=0=T,(M)

(M)
para lo cual bastara ver que meI',(M).
Ahora Q‘mcT,(M). Como Q‘m es un submddulo de T',(M) finitamente
generado, y cada elemento de Q‘m es anulado por alguna potencia de Q,
entonces  existe tell tal que Q'O*m=0. Por  consiguiente
m e[O:M Qk”J cT',(M) vy por tanto el resultado.

Proposicion (4.6.1).- Sean Q un ideal del anillo Ry Q un R — médulo inyectivo.
Entonces I',(Q) también serd un R — médulo inyectivo.

En efecto.- [Ver: Hideyuki Matsamura].
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Proposicién (4.6.2).- Sea Q un R-mddulo inyectivo y Q < R un ideal entonces la

sucesion canonica siguiente:

0— I, (Q——>Q—

>0 es exacta y escindible.

. Q
', (Q)

Demostracion.- Claramente i, y = son los homomorfismos inclusién y proyeccién

al cociente respectivamente, de donde la sucesion es exacta. La escindibilidad

resulta de la proposicién anterior, donde se establece que I',,(Q) es inyectivo.

Proposicién (4.6.3).- Sea M un R — modulo Q — R un ideal. Si M es de Q- torsion,
entonces existe un R - madulo inyectivo Q de Q - torsién y un R — momomorfismo
R: M——Q.

Demostracion.- Recordando el denominado “Lema: Eckmann — Schopt” [i.e. para
un R — moédulo M existe un R — modulo inyectivo Q juntamente con un
R—-monomorfismo M —— Q, utilizando este lema existe efectivamente un
R—mddulo inyectivo Q y un R — monomorfismo 3 : M—— Q, y en consecuencia

al aplicar el funtor torsion I,, se tiene el R-homomorfismo

r,(B):I',(M)—>TI',(Q) que aun también es inyectivo. Como M es Q) - torsion y
Q un R — médulo inyectivo; entonces por la proposicion (4.6.1) se tiene el
resultado.

Proposicion (4.6.4).- Sea M un R — modulo de Q - Torsion. Entonces existe un
resolucién inyectiva de M, en la cual cada término es un R —mdédulo de Q - Torsion.
Demostracion.- Aplicando la proposicién inmediato anterior al R — médulo de Q -
torsion M, podemos ver que M puede ser inmerso en un R — médulo inyectivo de
Q - Torsion, que lo denotamos como Q. Ahora procediendo de manera inductiva,

y al suponer que se ha construido una sucesion exacta.

0——>M »Q0— L Q' —— .. sQ" 4" Q"
De R — médulos y R — homomorfismos, donde Q°, Q%, Q?, ...... , Q™1, Q" son todos

R — médulos inyectivos de Q - Torsion. Llamando C: = Coker d"*, y asi se obtiene
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que C es un modulo de Q - Torsion, puesto que Q" lo es. Nuevamente aplicando
la proposicion inmediato anterior al médulo C, se deduce la existencia de un R —

n+l

mddulo inyectivo de Q - Torsién Q™ y un R — monomorfismo y:C——Q"". Sea

d":Q"——Q"" la composicién del epimorfismo natural =y el R — monomorfismo

y es decir: d"=yox, donde |I"—~*>C—2»|"" esto completa la demostracién
por induccion.

Proposicién (4.6.5).- Sean M, N dos R — médulos y Q < R un ideal tal que M es
de Q - torsion, entonces se cumple.

(i) HE(M)=0, paratodo k > 0.

(i) Hg(To(N))=0, paratodo k > 0.

(iif) La aplicacion proyeccion canonica al cociente.

7:N—— induce isomorfismos.

Q

Hﬁ(ﬂ)iHé(N)—>H£§[ ] para todo k > 0.

o (N)

Demostracion.- [Ver: M.P. Brod Mann — R.Y. Sharp].
Lema (4.6.5) [De sistemas de ideales]

(i) Sea R un anillo y  un conjunto no vacio de ideales de R. Entonces el conjunto

de todos los productos de familias finitas de ideales tomadas de 4. Es decir

¢= {HJk 13, eg,n— finito}, forma un sistema de ideales.

ken

Particularmente, si ¢ es un conjunto no vacio multiplicativamente cerrado de

ideales de R, entonces ¢ forma un sistema de ideales en si mismo.
(i) Sea S un sistema de ideales sobre Ay sean A, 8 e A tal que B<A. Entonces

se cumple: T'; (M)cT, (M)cT(M)=JT, (M)

yeA
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Definicién (4.6.1).- Sea “S” un sistema de ideales sobre el conjunto de indices

A, Y R un anillo. Diremos que un R — moédulo M es:
(i) S-—Torsion,siM=T (M)
(i) S—Torsion libre, si I';(M) =0

Observacion (4.6.1).-

es S — Torsion libre.

. M _ M
(i) Ty [WJ:FS(M), por tanto (M)

(i) T's(Q) esunR-mddulo inyectivo, para un R — médulo inyectivo Q.

(i) De la parte anterior (ii) se tiene que: Si N es un R — modulo S — Torsion,
entonces existe una resolucion inyectiva de N, donde cada término es un R—

mddulo S — Torsion, y por lo tanto H¢(N)=0 para todo k > 0.

(iv) Los R — médulos HE(M) y Hg( j por isomorfos para todo k > 0.

r,(M)
En efecto: Considerando la proyeccion natural al cociente 7: M —>1_ I\(AM) se
S
tiene el isomorfismo buscado H{(z): HS(M) >HE [F I;/IM )] para todo k > 0.
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CAPITULO V
RESULTADOS

(5.1) Resultados Descriptivos
En el presente trabajo se ha desarrollado en primer lugar la Teoria basica del

funtor D, :=limHom,(Q"[), en la categoria de R — mobdulos es decir

nell

D,, : 7% (R)——7(R) y por ende para un R — médulo M se ha obtenido el médulo

D,(M). Llamado el Q-transformada de M, mostrandose que tal transformada
proporciona herramientas potenciales algebraicas. El uso de esta transformada
es una pieza fundamental e importante para nuestro enfoque a la cohomologia

local. Seguido y basado en lo descrito lineas arriba para D, se ha generalizado
para un sistema arbitrario de ideales &={J,}, . Iniciamos retornando y

estableciendo algunas definiciones y modelos o ejemplos especiales
(particulares).

Previamente recordemos los ejemplos siguientes dados en el capitulo anterior.
1°). Considerando como conjunto de indices a [] , con orden usual “<” (menor o
igual). Si R es un anillo y Q < R un ideal, entonces se tiene el sistema inverso

R

. : ». R
{ R } de R — modulos bajo los homomorfismos naturales ¢, i ———>—,
Q" Q Q

para m, n € [l con m < n, en tales circunstancias; Q" c Q". En esta via se

obtiene los siguientes funtores covariantes R — lineales.

lim Hom,, E,D y limExty E,D kel , de 7 (R) en 7(R).
nell Qn nel! Qn
2°) Param,n € [J con m < n consideremos las inclusiones i’ :Q"——Q"; la

misma que en la parte anterior; los funtores lim Hom, (Q”,D) y lim Ext{ (Q”,D)

nell nell

para kell,, de 7(R) en 7(R), son también covariantes, y una equivalencia

natural entre los funtores eXacto a izquierda.

68



lim Hom, (Q") y lim Ext, (Q" /)

Definicién (5.1.1).- Considerando los funtores de la parte (2°) inmediata anterior

los que denotaremos como D, es decir:

D, :=limHom, (Q"[) y limExt}(Q",J) kel

nell nell

Llamaremos o nos referimos a D,, como el funtor Q - transformada, mas aun

D, : 7% (R)——7(R) es un funtor eXacto a izquierda.
Definicién (5.1.2).- Sean R un anilloy Q< R un ideal. Para M un R — modulo,

se tiene D,(M), es decir para el funtor D, =limHom,,

nell

(Q”,D):M (R)——M (R) obtenemos D, (M) = limHom, (Q”,M); llamado el

nel
ideal transformada de M con respecto a Q, o simplemente el Q2 - transformada
de M.

Definicion (5.1.3).- Los funtores D, :=limHom,(J,,0) y limExt“(J,,), kel

=y Ao

por 7={J,} . de 7(R) en 7(R) pueden ser definidos usando las aplicaciones
inclusion i, :J, —J, con B< A, parai, 3 Ay utilizando ademas los mismos
lineamientos siguientes, al considerar: T = Hom,.

Ahora sea (A,S) un conjunto (no vacio) dirigido parcialmente ordenado y
supongase que se da un sistema inverso 7 = {Lﬂ}m de R — médulos sobre A,

con R — homomorfismos ¢; :L,——L,, paracada (4,8)e AXA con R <Ay

al considerar T: 7(R) x#(R)——7(R) un funtor R - lineal en dos variables

contravariante en la primera y covariante en la segunda; se obtiene un funtor

R— lineal covariante.

limT (L,,): %#(R)—>7(R)

AeA
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De otro lado si f:M——>N es un R — homomorfismos de mdédulos, para

A,BeA con B<A el  homomorfismo ¢;:L,——L, induce un R-
homomorfismo T(g;,M):T(Lg,M)—>T(L,,M). Y el hecho que T es un funtor

garantiza que T (¢g, M )torna ala familia {T(L,,M)},_ en un sistema directo de

R — modulos y R — homomorfismos sobre A, y asi podemos formar limT (L,,M).

AeA

Ademas para o, ReA con B <A, se tiene el diagrama (Figura N° 5.1)

conmutativo siguiente.

Figura N° 5.1 : Cuadrado conmutativo para un Sistema Directo de

Morfismos.

rloi )

(L. M) T(L,,M)

T(Lg f) T(Lg f)
T(L“,N)WT(LMN)

Fuente: Autoria propia — 2019.

Por consiguiente, la familia {T(Lﬂ, f)}m constituye un sistema directo de

morfismos y asi induce un R — homomorfismo

limT (L, f):limT(L,,M)——IlimT(L,,N); Y en consecuencia el funtor
AeA AeA AeA

limT(L,[) es R - lineal covariante de 7(R) en7(R) observe ademas que el
A

N
m

pasaje a limites directos que preservan exactitud ; implica que este nuevo funtor

es eXacto a izquierda siempre que T lo sea.
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Observacion (5.1.1).- El funtor D, establecido en la definicion inmediata anterior

sera denominado “Funtor 7 — transformada”.
Definiciéon (5.1.4).- Sea R un anillo y M un R — modulo. EI médulo

D, (M) =limHom, (J,,M) es llamado el ideal transformada generalizada de
AeA

M con respecto a 7, o, simplemente el 7 — transformada de M.

Nota.- Para cada kell ;. El k — ésimo funtor derivado a derecha de D, sera

denotado como: R“D, .

Proposicién (5.1.1).- Previamente escribamos el funtor identidad Id de la

categoria 7 (R) Esdecir: Id: % (R)— 7 (R).

(i) Existen transformaciones naturales de funtores de 7% (R) en 7(R)

E=(&):T,—Id, 72=(7%,):1d—>D,

P’ =(pg): D,——H;, tal que para cada R — modulo M, se cumple:

(i) & :T,(M)——M es la aplicacion inclusion.

(iz) Para cada elemento meM, 7,,(m) es la imagen natural en D, (M) del
homomorfismo ¢, , € HomR(Jl,M) dado por ¢, . (x)=xm paratodo XeJ,

para algun A € A.

(i;) la sucesion.

0——I,(M)—2>M —4>D,(M)—2>H (M)—0 es exacta.

(i) Seake [l ,yMunR-modulo. Paracada A< A, el homomorfismo Conexion
k k k+1 R
83w 1 Extg (J,,M)—— Exty (J—Mj
A

Es un isomorfismo, y mas aun el pasaje a limite directo produce un

R — isomorfismo.
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Sy limExtf (J,,M)——>lim Extgﬂ(ﬂ, M J

ZeA AeA J,
Ademas definiendo & :RD,(M)——>HS"(M) como & =d5, oSy ows
donde d)é*l y yxﬁ son la equivalencias naturales. Entonces como M varia a través
de la categoria de %(R) se tiene que &, constituye una equivalencia natural

de funtores ¢ : 2D, ——>H" .

Demostracion.- Se obtiene directamente utilizando la exactitud de los funtores:

Homy Ext.

Proposicion (5.1.2).- Sealainclusion &, :F7(M)—>M obtenida y establecida

en la parte (i1) de la proposicion (5.1.1). Es inmediato de la sucesion exacta.

0——T,(M)—25>M 25 D_(M)—2:5HL(M)——0 que:
I_(M)=H,(M)=0 siy solamente siN,, :M ——>Dg(M) es un isomorfismo.

Demostracion.- Como puede observarse, se obtiene de manera inmediato de la
proposicion (5.1.1) parte (i).
Proposicion (5.1.3).- Sea M un R — modulo, no necesariamente finitamente

generado, asumiendo que Q contiene una M — sucesion de longitud dos,
entonces 7%,, :M ——D,(M) es unisomorfismo.
Demostracion.- Previamente presentemos y/o recordemos el resultado

siguiente: que lo vamos a denotar como "R/" esto es:

"Rf: sea M un R — mddulo, no necesariamente finitamente generada. Sea
X, ..., X, Una M — sucesion de elementos de R. Sea x, e R entonces se cumple:
(a) Si )Q,xz, ..... ,X, es también una M — sucesion, entonces también lo es

XXy Xy yeveey X

(b) Si t,t,,....,t, €], entonces a,....a" es también una M — sucesion; y
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: : R
(c) Si x,..,X, son elementos de un ideal Q ¢ R, entonces Extg(ﬁ,Mj:

HS(M)=0 paratodok=0, 1, ....., n-1.

Utilizando el resultado anterior parte (c), se obtiene que T',(M)=H;(M)=0, y
asi de la proposicién anterior se obtiene que la afirmacién es inmediata.

Observaciéon (5.1.2).- (i) De la proposicién (5.1.1) se sigue que, para cada R —

modulo 72, existe un R-Monomomorfismo q,, :L—> D, (M), inducido por

r,(M)
7, , tal que la sucesion

M

> WD, (M)—LsHL(M)—0
) 5 (M) 2(M)

es exacta. Y como 7%, induce (Q,,, una formula precisa para esto, puede ser

eXtraido de la proposicion (5.1.1). Observe también que, como M varia en la

M
r;(M)

categoria 7 (R), el monomorfismo q,, : —> D, (M)

Constituye una transformacion natural de funtores. Ahora, cada vez que
f:M——>N es un R - homomorfismo entonces el diagrama siguiente (Figura

N° 52) conmuta.

Figura N° 5.2 : Cuadrado Conmutativo Inducido en un cociente y

transformada generalizada

M QO
F7(M) > D;(M)
f* L D_(f)
q
- > _(N)
T, (N)

(donde f* denota el homomorfismo inducido por f)

Fuente: Autoria Propia — 2019.
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(i) La observacion (i) inmediata anterior puede particularmente ser til, cuando

M

——, lo
r,(™M)

es utilizada conjuntamente con el epimorfismo canénico ~:M ——
cual induce los isomorfismos
M
HS(z): HEM >HX
() HZ (M) 4

(iii) la sucesion exacta.

J para todo k > 0.

00— I, (M)—2>M 2 >D7(M)”—&>H;(M)——>O de la proposicion

(5.1.1) parte (i), y el caso particular.

0— T (M)—& sM —% 5D (M)—>H: (M)——>0 son fundamentales

para la siguiente proposicion.
Proposicion (5.1.4) - Sea M un R — mddulo con las notaciones de la

proposicion (5.1.1) y de la observacion inmediato anterior y al considerar el

epimorfismo canénico z: M —— , Se tiene las afirmaciones siguientes:

7
a) D,(r,(M))=0

D, (M)
T, (M)

b) D, (7):D,(M)—> es un isomorfismo

c) D,(%y)="7,,,:D,(M)—> D, (D,(M)) es un isomorfismo.

d) T,(D,(M))=0=H(D,(M))

e) Hi(7,):Hi(M)——>H5(D,(M)) es un isomorfismo para cada k >1.
Demostracion Son obtenidos directamente utilizando los funtores: D,,I", y H:.

Observacion (5.1.3).- Sea M un R — moOdulo para cada Ae€A, sea

7y :Homg (J,,M) ——D_(M) el homomorfismo natural.
(i) Sean Z,aeA ysea feHom(J,,R), geHomy(J,,R) es una familia inversa

de ideales del anillo R sobre A verificando que paratodo A, a €A, existe 6 €A
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tal que J; = J,J,. Observe ademas que f|J;, (larestriccionde f a J,), aplica
J,; sobre J, de donde es facil verificar que go(f|J,)=fo(g|J,).

(i) Existe una operacion binaria “*” en D,(R) tal que, para f eHom,(J,,R) y
g € Homg (J,,R) se tiene: 77 (f)*zf(g)==§ (go(]J,))

Para cualquier eleccién de e A con J; < J,J, mostrandose ademés que D, (R)

es un anillo conmutativo con identidad con respecto a sus R — médulos adicién y

Wk

como multiplicacion.

(i) D,(M) posee la estructura de D, (R) - médulo tal que, para 1,ae A y para
f e Homg(J,,R) y he Hom, (J,,M) se tiene:

nf(f)(ng“f (h)) =7y (h o( f |J5)) para cualquier eleccion de SeA con J; < J,J,
(iv) D,es un funtor covariante, eXacto a izquierda, aditivo de 7#(R) en é(D7(R)).
Asi todos los 2D,k el , pueden ser considerados como funtores aditivos de

7#(R) en ¢(D,(R)).

Descripcion de la? — Transformada para un anillo.

La 7 — Transformada D7(R) del anillo R tiene la estructura de un anillo

conmutativo. De aqui se tiene 7%, : R—— D_(R) es un homomorfismo de anillos.

A continuacion presentamos por intermedio de proposiciones ciertas

descripcionesde la 7- transformada.

Lema ( 5.1.1).- Sean M, Ny L tres R — médulos y g:M——>N un R -

homomorfismo tal que el nlcleo de gy el conucleo de g ambos son 7 — Torsion.
Sea ¢:M ——L otro R — homomorfismo de médulos, se tiene:

() Laaplicacion D,(g):D,(M)——D_(N) es un isomorfismo.
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(i) Existe un unico R — homomorfismo ¢':N——D_(L) tal que el diagrama

(Figura N° 5.3) siguiente conmuta.

Figura N° 5.3 : Cuadrado Conmutativo para el Homomorfismo

Composicion ¢'.

g »

N
¢/

7, -

L > D, (L)

Fuente: Autoria Propia

Mas aln : ¢'=D,(¢)D,(9)°7%,
(i) Si @ y 7%,:N——>D,(N) son isomorfismo, entonces el homomorfismo

¢':N——>D,(L) obtenido en la parte (ii) es también un isomorfismo.

Demostracion: (i) Claramente las sucesiones siguientes son exactas.

0—— Nuc(g) ——>M ——Im(g)——0

0 Im(g)—— N ——Coker(g)——0

N . . :
Puesto que Nuc(g) = M, Im(g) = Ny Coker (g) = ——. Aln las aplicaciones i, r,

Im(g)

j Y p son obviamente homomorfismo. Nétese que g = jor. Puesr(m)=g(m)y j

(9 (m)) = g (M), para todo m eM. Por consiguiente bastara mostrar que D_(]) y
D,(r) son ambos isomorfismos.

De la sucesion 0—— Nuc(g)——>M ——Im(g)——>0 se tiene la sucesioén

exacta inducida siguiente:
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0—— D, (Nuc(g)) —=2—»D,(M)—=“ D, (Im(g)) —> R'D, (Nuc(g)) Sin
embargo por la proposicion (5.1.1) Parte (i) se tiene &° :ElDy(Nuc(g))
—>H§(Nuc(g)) es un isomorfismo, es decir:

21D7(Nuc(g)) = H§(Nuc(g)) , de otro lado por hipotesis, Nuc(g) es 7 — torsién. De
aqui D, (Nuc(g)) = H;Z,(Nuc(g)) =0, pues basta observar la proposicion ( 5.1.1)
parte (i) y asi D,(g) es unisomorfismo, ahora también de la sucesion exacta.

0 >Im(g)——N——>Coker(gJ)——0 se obtiene la sucesién exacta

inducida siguiente:

0—— D, (Im(g))—22 D, (N)—2=2L D_(Coker(g)) sin embargo, nuevamente
por dato se tiene que Conuc(g) es 7 — Torsibn y nuevamente por proposicion
(5.1.1) parte (i). D,(Conun(g))= 0 de aqui D,(j) es un isomorfismo y por ende el
resultado.

(i) Previamente escribamos L,=D,(L) y h:=7_:L—D,(L)=L,, ahora

aplicando la transformacién natural “7’ del funtor Id al funtor D, (es decir:

7:.1d——D,) a los mddulos y homomorfismos en el diagrama (Figura N° 5.4)

conmuta.

Figura N° 5.4 : Cuadrado Conmutativo Preliminar

¢

N > Lo

Fuente: Autoria Propia — 2019.

Obteniendose de esta manera el diagrama conmutativo siguiente

7



(Figura N° 5.5):
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Figura N° 5.5 : Diagrama Paralelepipedo Conmutativo

M %+ pw)
/ D,(@)
%, = D.(g)
L l > DNy
%‘?\7

h N >/ D,(N)
/ lD?(h

4

’ D,(L,)

Fuente: Autoria Propia — 2019.

Notese que por la parte (i) p,(g) s un isomorfismo, y siendo que D.(L)=L,, S€
tiene, también que: D,(h) =D,(7,) =7 , =7, es un isomorfismo.

Ahora, si hubiera un R — homomorfismo ¢":N——>L, tal que ¢'>og=hog,
entonces se cumpliria que

D,(p°g)=D,(hop) siy solo p,_(y)-D,(g)=D,(h)-D, ()Y asi tendremos (Puesto
que 7%:ld—— D, es una transformacion natural y en consecuencia.

p'=D,(n) o7, op'=D,(h) o D,(p) o7, = D,(p)°D,(g)" 7%,

De otro lado, y de modo inmediato se puede verificar por medio de un diagrama
que: D,(p)oD,(9) o7 cg=hop

(i) Como ¢p:M——L y n :N——D_(N) son isomorfismos, entonces de la

parte (ii), inmediata anterior, se tiene claramente que D7(qo) es un isomorfismo.

Observacioén (5.1.3).- Sea f :M——N un R - homomorfismo de médulos. De

la proposicion (5.1.1) parte (i) se tiene 7,:ld——D, es una transformacion

natural de funtores y mas adn que: Nuc(7,,) y conuc (7%, ) son 7 — Torsién. En
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consecuencia del Teorema (anterior) se sigue que D, (f):D,(M)——>D_(N)

debe ser el Unico R- homomorfismo, lo cual hace conmutar al diagrama siguiente

(Figura N° 5.6).

Figura N° 5.6 : Rectangulo Conmutativo paralas /- homomorfismos,

7y D,(f)
f
M > N
7y 7y
D (f)
D, (M) > D,(N)

Fuente: Autoria Propia — 2019.

Proposicién (5.1.5).- Sean M, N dos R — médulos, g:M——>N un R -
homomorfismo, donde Nuc(g) y Conuc(g) son ambos 7- Torsion.
() Laaplicacion D,(g):D,(M)——D_(N) es un isomorfismo.
(i) Existe un dnico R — homomorfismo ¢':N——D_(M) tal que el diagrama
(Figura N° 5.7).

Figura N°5.7: Triangulo Conmutativo en D_(M)

D, (M)

M 9 » N

Conmuta. De hecho ¢'=D_(9) " o7,

Fuente: Autoria Propia — 2019.
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(iii) La aplicacion ¢' de (i) es un isomorfismo si y solo si 7%, es un isomorfismo,
y por proposicion (5.1.2), este es el caso si y solo si I'_(N) = H;(N) =0.
Demostracidn.- Bastara usar el lema (5.1.1) con Id,, :M——>M en el papel o
conteXto de la aplicacion ¢:M —— L.

Proposicién (5.1.6).- Sea R' un anillo con identidad, (no necesariamente
conmutativo), y sea ¢g:R——>R"' un homomorfismo de anillos tal que Im(g)
cZ(R) (Z(R") centrodeR') y, cuando R' es considerado como un R — médulo

[{P=h)

a izquierda mediante “g”, ambos Nuc(g) y Conuc(g) son - Torsion. Asumamos
también que I',(R)=0. Entonces el anillo R'es conmutativo.

Demostracion.- De la proposicion inmediato anterior parte (ii) existe un unico R
—homomorfismo ¢':R'——D_(R), tal que el diagrama siguiente (Figura N° 5.8)

conmuta.

Figura N° 5.8 : Triangulo Conmutativo en D_(R)

D, (R)

D, (R)

Fuente: Autoria Propia — 2019.

Ahora sean X1X2 € R'". Como coker(g) es 7 — torsion, existen 1,5 € A tal que J,

(Respectivamente J;) anulan la imagen natural de Xi (respectivamente de X'Z)

en el conucleo de g. Sean Yy, €J,,y, €J,; entonces existen X,X, €R tal que

g(x)=Yyx, estoes g(x)=9(y;)%, coni=1,2. Y como Im(g) =Z(R"),
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tenemos: g(y;)g(¥2)x% =9 (%) %9 (¥:)%=9(%)9(%)=9(x)9(x)=

9(Y2) %9(¥)% =9(¥)a(¥2) %%
Por consiguiente Y,Y,(XX,—X%)=0. De aqui el elemento (XX, -X,X)es
anulado por J ,J; . Pero 7 es un sistema de ideales, de donde existe un elemento
acA tal que J,cJ,J,. Y siendo que I',(R)=0, entonces se deduce que

XX, —X,X y por tanto R' es un anillo conmutativo.
Proposicién (5.1.7).- Sea R' un anillo conmutativo con identidad, y sea
g:R——>R" un homomorfismo de anillos, donde los dos R — médulos Nuc(g) y

Conuc(g) ambos son 7 — Torsion. Entonces el uUnico R-homomorfismo

¢':R'——D,(R)tal que el siguiente diagrama (Figura N° 5.9) conmuta.
Figura N°5.9 : Triangulo conmutativo en D,(R), para un R —homomorfismo de

Algebras
D.(R)

R » R'

9
Fuente: Autoria Propia — 2019.

Es un homomorfismo de anillos, y por consiguiente un homomorfismo de R —

algebra.

Demostracion.- La existencia de tal homomorfismo se sigue de la proposicion

(4.6.1). Ahora sean X, X%, €R'. Como coker(g) es 7 — Torsion, existen 4,5 € A
tal que J, (respectivamente J;) anulan la imagen de Xi (respectivamente de

X,) en el Conuc(g).
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Sean Yy, €J,, Y, €J;; entonces existen X, X%, €R tal que g(x)=YX, esto es

a(x)=9(y,)x, parai=1, 2. Observe ademas que, en el anillo conmutativo

D,(R), se tiene:

Y0 (%) 0! (%) = 0'(yx ) @' (¥.% ) = #'(9(x)) ' (9(x,))

= Tl (%) (%,) = 75 (%X,) = 9 (9 ()

= 9'(9(x)9(%.)) = ' (¥XY2% ) = V2Y,0' (%)
Asique y,y,[¢'(%)e'(%)-0'(xx,)] =0, de aqui, ¢'(x)¢'(x;)-¢'(xx%) €D, (R)
es anulado por J,J;, pero existe aeA tal que J,<J,J,. Como D,(R)es

Z-Torsion libore de la proposicion (5.1.1) parte (d), tenemos

1

p'(xx)=¢'(%)e'(x) v ademds ¢(1:)=¢(9(L))=7%(le)=l,r - Por
consiguiente ¢' es un homomorfismo de anillos.

Proposicion (5.1.8).- Sea M un R — modulo y S un subconjunto de R

multiplicativamente cerrado, lo cual consiste enteramente de elementos no —
divisores de M, y lo cual es tal que SNJ, #¢, para todo aeA. Entonces existe

un unico R-isomorfismo.

Py : U[M oy Jﬂ]—> D, (M) haciendo conmutar el siguiente diagrama:
AeA

Figura N°5.10 : Triangulo Conmutativo en D,(M), para un

R —isomorfismo.

D, (M)

Du

M > UM, 3, ]

S AEn

Fuente: Autoria Propia — 2019.
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En particular cuando M = R y S consiste de elementos no divisores de R, la
aplicacion (p'R es en este caso un isomorfismo de anillos.

Demostracion.- Noétese previamente lo siguiente: Como S consiste
enteramente de elementos no — divisores de cero del médulo M, entonces el R —
homomorfismo canénico M ——S™M es un monomorfismo, usamos este

hecho para identificar M como un R — submodulo de S™M.

Ahora pongamos N : = U[M .y JJ, y sea g:M ——>N el homomorfismo

Aen

S™M

inclusion. Como Coker(g) = 1“7[ J es Z-Torsion, y asi existe un anico R-

homomorfismo ¢, :M'— D_(M) lo cual hace al diagrama inmediato anterior
conmutativo; esto también se sigue que, en orden para mostrar que QJ'M es un
isomorfismo, bastara mostrar que: I',(N) = H;(N) =0.

En efecto.- Primero mostramos que H;(S‘lM):O, para cada k € N,. Veamos
sea Xe H;(S‘lM). Entonces existe L € A tal que J,x=0. Por hipétesis, existe
teSnJ,, asi que tx=0.Como H;k, es un funtor R-lineal, la multiplicacion por “t”
en H;(S‘lM)proporcionaré un automorfismo; por tanto x = 0. En consecuencia

H;(S‘lM):O, como queriamos. De aqui I';(N)=0. Esto ahora se sigue de la

sucesion exacta:

S™'M

=)
O——>N >S™'M " >0 que H;(N);F{S M

j. Sin embargo,

-1 -1 -1
SMI_(SM/M) | SMI/M y en consecuencia, H,(N) es 7
N N/M r,(S*™™M/M)

Torsion libre. De aqui H;(N) =0 y finalmente de la proposicién (5.1.7) se sigue

el resultado.
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5.2. Resultados Inferenciales

El resultado principal del trabajo ha permitido INFERIR resultados consistentes
en comparar familias de ideales y familias de ideales particulares. Para obtener
tales resultados consideramos adicionalmente ciertas hipoétesis; asi como
también debilitamos hipétesis. Tales resultados lo mostraremos mediante
ejemplos.

Observaciéon (5.2.1).- Todo lo realizado u obtenido anteriormente para una
familia 7 ={J,}

.. - También es aplicado al sistema particular de ideales (Q")

donde Q es ideal de R. En efecto este hecho es un ejemplo muy importante de
tal sistema. Produciéndose de este modo una comparacion de familia de ideales.
De otro lado el resultado obtenido en la proposicion (5.1.8), se produce cuando
Q es un ideal principal, pero bajo hipotesis mas débiles, lo cual tiene
consecuencias muy importantes para nuestro trabajo. A continuacion
presentamos tal resultado. Recordemos que, para un R — modulo M y un

elemento aeR, Ma denota el médulo de fracciones de M, con respecto al

subconjunto multiplicativamente cerrado {ak kell o} .De esta forma con relacion

a la comparacion de familias de ideales, inferimos a continuacion algunos
resultados que permiten una mejor ilustracion a respecto.

Proposicion (5.2.1).- Sea R un anillo, a e R. Existe una equivalencia natural de

funtores T': D, =lim HomR(Ran,o)—>(D)a de g a7 tal que, para un R —
nel

médulo M, y un elemento f € D; (M) representado por f, € Hom, (Rak : M) para

: f (a*
algin kell, setiene T,,(f) = k;k ).

Demostracion.- Sea R un anillo y M un R — médulo. De la proposicién (5.1.5)
parte (ii) y (iii) existe un unico R — isomorfismo W, :Ma——> DRa(M) tal que el

diagrama siguiente (Figura N° 5.11) conmuta.
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Figura N°5.11 : Triangulo conmutativo en D, (M), paraun anico

R —isomorfismo.

M—2—>M,

Fuente: Autoria Propia — 2019.

Donde "¢" es el homomorfismo natural, observese ademas que Hga(Ma):O

para todo kell, puesto que la multiplicacion por "a" proporciona un
automorfismo en todos estos modulos de cohomologia local. Definamos

v -1 , . .. . . . .
Ty =H,, facilmente al usar la conmutatividad del diagrama inmediato anterior
se muestra u obtiene que T, satisface la afirmacion requerida. Ademas resulta

inmediato y facil al utilizar la ultima igualdad para mostrar que Th',I constituye una

equivalencia natural de funtores; puesto que M varia en la categoria 7(R).

Observacion (5.2.2).- Con las consideraciones y notacién de la proposicion

inmediato anterior, para un R — modulo M, la sucesién exacta.

0—> I, (M)——M—D_(M)—H,——0
Se verifica para el caso particular donde 7:{9”}m y Q=R,: es decir la

sucesion siguiente:

0——>T (M)—>M 25D (M)—£is>H! (M)——0

Como T, D, (M)——M, entonces se tiene la  composicion:
Tyo?%,:M——>M, el cual es exactamente el R — homomorfismo canonico

iy, (i.e. iy, =T, onM).
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Ahora poniendo B, = py, o(T,, )_l; se tiene la sucesion exacta de R — mddulos y

R — homomorfismos.

0——> Ty ((M)—2>M —2>M, —2 H;(M)—>o

Y como M varia en 7(R), entoncesi,, y P, constituyen transformaciones
naturales de funtores. i:ld—(-), vy p:(),—Hg,

Proposicién (5.2.2).- Sean R un anillo, M un R —modulo Y "a" un elemento de R.

(i) El nicleo del homomorfismo natural i, :M ——M, es exactamente I'; (M)

(es decir Nuc(iy,) :FRH(M)) y en virtud de la observacion inmediato anterior el

M
cociente I (M) puede identificarse como un submédulo de M,. Con esta
Ra
: e : 1 M,
identificacion se tiene : Hy (M) =z ——
(rRa(M)J

(i) Para todo ke[l conk>1, se tiene Hg (M)=0

Demostracion (i).- Esta parte se obtiene directa e inmediatamente de la
observacion inmediato anterior.

(i) Sea kell con k > 1. Ahora por proposicion (5.1.1) parte (ii) se tiene
Hga(M);Ek‘lDRa(M). Sin embargo, por la proposicion inmediato anterior. El
funtor D es equivalente al funtor (-)_, como este dltimo funtor (-)_es eXactoy
siendo que k > 1, entonces Ek‘lDRa(N) =0, para cualquier R — médulo N; y en
consecuencia Hy (M)=0

Proposiciéon (5.2.3).- Sea M un R — modulo no necesariamente finitamente

generado tal que Q contiene una M — sucesién: x,Yy de longitud dos. Entonces

la aplicacion 7%,, :M ——D,(M) es un isomorfismo.
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En efecto.- Para lo cual usando la proposicion (5.1.8), con la eleccién de
S = {xk kel 0} y teniendo en consideracion el resultado Rl# parte (b), se obtiene
el isomorfismo requerido.

Observacién (5.2.3).- Sean Q y J dos ideales en un anillo R.

(i) Si Qg«/j; entonces existe una Unica transformacion natural de 7#(R) en
7 (R), denotado por o,,:D,——D, tal que para cada R — modulo M, el

diagrama siguiente (Figura N° 5.12) conmuta.

FiguraN°5.12 : Triangulo Conmutativo en D,(M); para una

transformacién natural.

D, (M)
%Q,M

=| Ojam

7

J.M
M—*D,(M)
Fuente: Autoria Propia — 2019.

(ii) Si \/§=\/j entonces D, y D, son naturalmente equivalentes.

(iif) Para la discusion de ejemplos geométricos que eventualmente podrian ser

discutidos, la transformada ideal es “independiente del anillo base”. Mas
precisamente si f :R——>R"' es un homomorfismo de anillos donde R' es anillo
conmutativo notheriano; y sea M' un R' - moédulo. En momentos que
absolutamente quisiéramos precisar, usaremos M 'I'; para indicar que estamos
con respecto o relacion a M'. Como un R — médulo mediante f. Obsérvese que

I'; puede ser considerado como un funtor de 7(R’) en el 7(R). Asi podemos

formar la transformada ideal DQR.(M ) de M ' con respecto a la extension QR'

de Q en R'viaf, yluego considerarlo como un R — médulo mediante f. Esto es,

entonces, el R — mddulo DQR,(M ;. Alternativamente podemos considerar M '
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como un R-médulo M T 'y asi formar D,(M'T;) nuestro proximo resultado

entre otros, sera mostrar la existencia de R — isomorfismo siguiente:

Dor (M) = Do (M), ——> D, (M T ) = D, (M)

Ejemplo (5.2.1) Primer resultado inferencial.
Con las notaciones y consideraciones de la parte (iii) de la observacién inmediata

anterior y siendo ademas R un anillo, R' un anillo conmutativo notheriano y
f :R——>R"' un homomorfismo de anillos. Se tiene que existe una equivalencia

natural de funtores.
7: Do OQT'y— D, (QT'; del 7(R") en el 7(R) tal que, para cada R'- modulo

M, el diagrama (Figura N° 5.13) conmuta.

Figura N° 5.13 : Rectangulo conmutativo, en D,(M"). Bajo un

homomorfismo de anillos.

1 % 'M!' )
M ikl » Dor (M)

Ty

' % ' [
M o.M » D,(M))

Fuente : Autoria Propia — 2019.

Demostracion.- Sea M ' un R' - médulo. Por la proposicién (5.1.1) parte (i3)
de (i), se tiene que el R' - homomorfismo. Zqg. . - M'—— Dy (M)
Posee niicleo y conticleo isomorfos a 'z (M) y Hip (M) respectivamente. De

donde el nicleo y conlcleo de 7., I’y son Q-torsion. En consecuencia de la
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proposicion (5.1.5) se sigue que existe un Unico R' - homomorfismo
Ty i Dog(M')——>D,(M)tal que el diagrama siguiente (Figura N° 5.14)

conmuta.

Figura N° 5.14 : Rectangulo Conmutativo para un homomorfismo natural

inducido "r,,."
M Noww 5 D(M)
1M' Ty
M’ Now » D,(M))

Fuente: Autoria Propia — 2019.

Al utilizar la unicidad del Lema (5.1.1), y como M ' varia en la categoria %(R)
se obtiene que 7,,.constituye una transformacion natural de funtores, y asi solo
faltaria mostrar que cada t,,. es un isomorfismo.

Ahora el hecho que M ' es un (R,R") - bi modulo es decir que D,(M’) hereda

una estructura natural como un R', proporciona la multiplicacion por x'. Ademas,

como t es una transformacion natural de funtores, tenemos que:
Dy (X'1dy )07y = 73y 0 Doy (X' 1dyy. ) = 7. 0(X'Idy (M),
Para todo x'eR’, de modo que 7,,. es un R'- homomorfismo. De la misma
manera 7,,,,. se convierte en un R'-homomorfismo.

De otro lado al usar la proposicion (5.1.1) parte (i;) de (i) se muestra que

X - M '—— D, (M ") tiene nucleo y conucleo los cuales son Q- Torsion. De
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modo que cuando consideramos 7, como un R'- homomorfismo, su nicleo
y conucleo son QQR'- Torsion. Y nuevamente de la proposicion (5.1.1) se sigue
que existe un Unico R'— homomorfismo 7,,.:D,(M)——>Dy. (M) tal que el

diagrama (Figura N° 5.15).

Figura N°5.15 : Rectangulo Conmutativo para un isomorfismo natural

inducido 7.
M’ > DQ(M I)
N
Ly Yme
M Pogra > Dye (M)

Fuente: Autoria Propia — 2019.

Conmuta. Nuevamente de la unicidad que se establece en la proposicion (5.1.5)

juntamente con el hecho de que 7,,. y y,,-ambos son R -y R'-= homomorfismos
entonces se produce que : Yy.ofy.=ldy vy Yy Tyopy=ldy gy Y en
consecuencia 7,,. €s un isomorfismo.

Definicion (5.2.1).- [Sucesiones Conexas de Funtores].- Sean R,R' dos anillos

(R' conmutativo) y (Tk) una sucesion de funtores de la categoria de médulos,

kell g
#(R) en #(R') [i.e: T":m(R)—> 7 (R'), para todok €] ;]. Se dice que la
sucesion (Tk)k _es una sucesion conexa negativa (respectivamente, una

sucesion negativa fuertemente conexa), si verifica las condiciones siguientes:

c1) Cada vez que la sucesion de médulos 0 sP—>M —>N 0 es

exacta en 7(R), entonces existen R'- homomorfismo Conexion

0" :T*(N)——>T*“*(P), paratodo k €[l , tal que la sucesion exacta larga siguiente

(Figura N° 5.16): Es un complejo (respectivamente, es exacta).
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Figura N° 5.16 :Sucesiones exacta larga de un Complejo Inducido

0——To(P)—0 5T (M) @5 TO(N) —Z 5 TH(P) 5 TH M) — @ TH(N)

........................................................................... “THN) @ T2(M) L0 T2(P)

TX(P) T(f) STH(M) T*(9) ST*(N) o T*1(p) T(f) T1(M) T (g) TE(N)

Fuente: Autoria Propia — 2019.

c2) Si el diagrama (Figura N° 5.17) de R —mddulos y R — homomorfismos siguiente:

Figura N° 5.17 : Cuadrados Arbitrarios conmutativos de ”~Mdédulos y

R —-Homomorfismos con filas exactas.

0 sPY 1 SsMY—2¢ 5N >0 (&)

Fuente: Sze — Tsen Hu — 1968.
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Es conmutativo, donde las lineas son exacta, entonces existe una aplicacion de

cadenas, inducida por ¢, y y p del complejo largo de (c,); para la fila (&) sobre

el correspondiente complejo largo para la fila (52).
Nota.- En la definicion anterior adoptaremos de manera convencional la escritura

de los indices como sigue T“ sera escrito como T ,; de manera que (TK)K>0

puede escribirse como (T, )k co

Observacion (5.2.4).- 1) Si T:7(R)——>7(R") es un funtor covariante aditivo

tal como I';,, entonces su sucesion de funtores derivados a derecha (H KT) es

kell g

una sucesion negativa fuertemente coneXa de funtores covariantes de
m(R)——>%(R"); ademas, si T:7(R)——>7(R") es funtor eXacto a izquierda,
entonces H°T es naturalmente equivalente a T. Nosotros trataremos muchas con

funtores covariantes, aditivos, exactos que se simplificara muy considerablemente

y adoptaremos la convencion siguiente:
i) Si R' es un anillo conmutativo y T :7(R)——7(R")es un funtor covariante
aditivo el cual es eXacto a izquierda, entonces identificaremos T con su 0 — iésimo

funtor derivado a derecha H° T (i.e. T = H° T). De la misma forma, Ext, = Hom,

Definicion (5.2.2).- Sean (TK)k | (L )k _ dos sucesiones coneXas negativas de

funtores covariantes de 7#(R) en 7Z(R")donde R es un anillo y R' es anillo

conmutativo. Un homomorfismo cI):(TK)k —>(LK )k de sucesiones coneXas

ellg elly

es una familia (¢K)k donde, para cada ke, ¢ :T“—>L“ es una

0

transformacion natural de funtores, que satisface la siguiente condicion: cada vez

gue la sucesibn de R - moédulos y R - homomorfismos 0——P——
M ——N——0 es exacta; entonces para indice kel ;, el siguiente diagrama

(Figura N° 5.18).
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Figura N°5.18 : Cuadrado Conmutativo, para los Homomorfismos, Conexion

— Horizontalmente.

T*(N) > TP
A b
L*(N) > (P)

Fuente: Autoria Propia - 2019
Conmuta, donde las aplicaciones horizontales son los homomorfismos Conexion

apropiadas derivadas de las sucesiones conexas.

Definicién (5.2.3).- Un homomorfismo q)=(¢k) (), — (L), de

kell o
sucesiones coneXas se dice que es un Isomorfismo (de sucesiones coneXas)
cuando ¢ :T“——L* es una equivalencia natural de funtores para cada indice
kel,.

Observacion (5.2.5).- Sean R,R' dos anillos, R' conmutativo y sean

(TK)lH (L )k _dos sucesiones coneXas negativas de funtores de 7(R) en

7 (R".
(i) Sea ¢°:T°——L° una transformacién natural de funtores. Tal que:

(¢) La sucesion (TK)k es fuertemente conexa.
€0

(¢) T“(1)=0, paratodo kell, y paratodo R — médulo I. Entonces existe una
Unica transformacion natural.

¢ T —> L  kell . Tal que (4), (T%)

0 kell o

—>(L") es una sucesion

kel
conexa de homomorfismos.

(i) Sea ¢°:T°——L° una equivalencia natural de funtores tal que:
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La sucesiones (TK)M y (L )k son fuertemente conexas, ademas asumase

0 ely

que T*(1)=L“(1)=0 para todo ke[l y para todo R — médulo I, entonces existe
un isomorfismo de sucesiones conexas CD=(¢* )k H (1), — (L), talque
P°=¢.

Ejemplo (5.2.2).- (Segundo Resultado Inferencial).- Sean R,R' dos anillos
(R'-conmutativo) y T :7(R)——7(R’) un funtor exacto covariante aditivo. Sea

(TK )k una sucesion negativa fuertemente conexa de funtores convariantes de

#(R) en 7(R") tal que existe una equivalencia natural ¢:T°——>T vy tal que
T*(1)=0 para todo R — médulos inyectivo I. Entonces existe un tinico isomorfismo

de sucesiones conexas @ =(¢k )k | (), ——(HT)

De funtores de 7z(R) en 7 (R") tal que ®°=¢
Ejercicio: Sea R un anillo, ScR un subconjunto cerrado de R, entonces las

QSR

sucesiones (S (HAD)) ¥ (Hf.(S™(7)) _  son sucesiones isomorficas de

funtores de 7(R) en 7(R")

Demostracion: Para la demostracion 0 interpretacion del ejemplo (5.2.2) bastara
[Ver observacion (5.2.4) anterior, parte (ii). Luego para solucionar el ejercicio Ver.

M.F. Atiyah 1.G. Macdonald.

Observacién (5.2.5.).- Sean (A,S) un conjunto parcialmente ordenado, y sea
7={l,},, una familia inversa de ideales de un anillo R sobre A (es decir para

(4, I'S)eA2 con BR<a se tiene |, <l }.Momentaneamente escribamos:

L* :=lim Ext,‘; (IB ,Dj Para k €[] ,. Sabemos que los R — homomorfismos naturales
A

R . .
hBﬂ :——)I—, para A, ReA con R<A convierte a {IE} en un sistema
A J Qe

inverso sobre A produciendo los R — funtores covariantes.
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2eh 2 AeA 2

lim HomR(IE,DJ y lim Extg[lﬂ,[]j para kell ;, de 7(R) en 7(R).

5.3. Otro tipo de resultado de acuerdo a la naturaleza del problema y la
hipotesis

Previamente mostremos un resultado inducido de secuencias exacta, largas y lo

establecemos en la siguiente:

Observacion (5.3.1).

Cada vez que O >P >M >N, s una sucesién exacta de R — modulos

y R — homomorfismos, existen para cada AeA los homomorfismos Conexion

inducidos. ExtFk2 (IE NJ—> ExtFkz (IB,PJ,k ell, lo cual inducen una sucesion
A A

(Figura N° 5.19) exacta larga.

Figura N° 5.19 : Secuencia exacta larga para el funtor Ext.

0——Hom, (IB PJ—) Hom, (IB M j—> Hom, [IB NJ

A A A

0
Exty (IB Nj «— Ext; (IBM}—— Ext (IEPJ

A A A

Fuente: Autoria Propia — 2019
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Ademas estos homomorfismos Conexién son tales que, para o, Be A con R<a

se tiene el rectangulo conmutativo siguiente, (Figura N° 5.20) para cada k €[l ,,.

Figura N° 5.20 : Cuadrado Conmutativo para el Funtor Ext.
)
Exty E N » Exti™ E P
I, I

Extf (hy,,N) Exty ™ (h,,. L)

\

v 5 v

Exty (IE Nj » Exti™ (Iﬂ PJ
a R

Fuente: Autoria — Propia 2019.

[Donde & es el homomorfismo Conexion apropiado y h,, IE——)IE es el
a [

homomorfismo natural]. De aqui se sigue que tales diagramas inducen
R- homomorfismos Conexion.

L“(N) = lim Extf [F,NJ—)L"”(P): lim Ext;”(lﬂ,Pj

AeA 2 ael

a

Para kell,; ademéas el hecho del pasaje a limites directos que preservan

exactitud , implica la sucesién exacta larga siguiente (Figura N° 5.21):
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Figura N°5.21 : Sucesiones exacta larga para el funtor limExtf.

AEN

O— 5L°P— 5L°(M)—L°(N)

|

«—L(N)«——L'(M)«——L(P)

S I*P— 5 1(M)——> L%(N)

|

«— LK+1(P)

Fuente: Autoria Propia — 2019

De otro lado, las propiedades estandar de los funtores e Xtension aseguran, cada

vez que se tiene el diagrama conmutativo. (Figura N° 5.22).

Figura N° 5.22 : Diagrama Arbitrario de Modulos con Filas exacta cortas.

0—P'—5M'—E5N'—0
Fuente: Autoria Propia - 2019.

De R —maodulos y R — homomorfismos con filas exacta, entonces paratodo o € A

se tiene que, el cuadrado (Figura N° 5.23) conmuta para cada k €[] ,.
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Figura N° 5.23 : Cuadrado Conmutativo inducido por el Funtor Ext.

Ext (IE N] 0 Exts™ (IE L]

v

m
>
~—+
o X
7 N\
|
=2
~
(2]
4
M
>
(s
o X
VR
|
—
N

Fuente : Autoria Propia — 2019.

Donde "¢" son los homomorfismos Conexion adecuados, y por lo tanto el

cuadrado siguiente: (Figura N° 5.24)

Figura N° 5.24: Cuadrado Conmutativo inducido por el funtor lim Ext

aelA

3

m

x

~+

X
7 N\
o

=
N—

v

3

m

x

~—+

P

h
VR
| o

-
N

S
m
>
~+
X
I/
9_|:U
=
~
v
S
m
>
~—+
o x
+
I/
| o
—
~

aeA

Fuente: Autoria Propia - 2019

Conmuta para todo kel , donde las aplicaciones horizontales son los

homomorfismos  Conexiébn  adecuados. Asi hemos hecho que
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AeA «

. R . .
( lim Exty [I—,DD €s una sucesion negativa fuertemente coneXa de funtores
Kell,

covariantes de 7(R) en 7(R), desde que tenemos lim Ext; (IEQJ =0, Para

AeA a

todo k e[l cuando Q es un R- mddulo inyectivo, del agui se sigue que existe un

L , . - [ . R
Unico isomorfismo de sucesiones coneXas. ¢ :(¢k)k :[h_m Ext (I—,DD—>

aeA a

-0 ael

(H'rg) _  paralocual ¢’es laequivalencia natural 4, :lim Hom(IB,DJ—EB

o
. Ademas estas dos sucesiones conexas son isomorficas para la sucesion

negativa (fuertemente) conexa de funtores formando por los funtores derivados

a derecha de limHom, (IB’DJ' Un caso especial de la observacion (5.2.5.)

AeA a

describe la cohomologia local de modulos como limites de Ext modulos.

Resultado de acuerdo a la naturaleza del problema y la hipotesis.- Existe un

unico isomorfismo de sucesiones conexas de funtores de 7#(R)en 7(R).

~ . R -
&, :(¢Jk)k€]0 :(Il_m Exty (FDD—‘> (ij)keHO el cual extiende la equivalencia

nel

: R . )
natural ¢ :limHom, (F,Dj—ﬂj , Y en consecuencia para cada R — moédulo M

nel!

y cada k el , se tiene :

Demostracion.- Se sigue de la observacion anterior (5.3.1) de manera rutinaria.
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6.1.

CAPITULO VI
DISCUSION Y RESULTADOS

Contrastacion y Demostracion de la Hipotesis con los Resultados.
Para un ideal Q en un anillo Notheriano Conmutativo R se desarrollado la

teoria basica del funtor D, :=lim Hom(Q“,D) para luego ser discutido cuando

nel

{Q”}‘ sea reemplazado por el sistema inverso {%} . Con los

nel

, R R .
homomorfismos naturales h; :E—)E para m,nell y m<n. Asi como

también puede ser generalizado para un sistema arbitrario de ideales
B :{‘JA}AGA'

Realizado cierta contrastacion de la hipdtesis para resultados particulares
como es el caso D, envez de un ideal Q se ha considerado un sistema de
ideales & De este modo se ha iniciado la demostracion del resultado
propuesto como sigue.

SiB ={J,},_, es una familiainversa de ideales del anillo R sobre el conjunto

A,y al escribir (d,)Q" :=lim Ext; [JEDJ para kel , y considerar cualquier

ael 1

sucesion exacta de R — moédulo 0 >L >M N >0 Yy

R-homomorfismo, se tiene el denominado homomorfismo Conexién, inducido

para cada A e€A.

(d,)Exts (Jﬁ NJ—) Ext‘;jl(\]i, LJ,k ell, y este a su vez, haciendo uso de
A A

algunos resultados de algebra homolégica basica (Ver: [Tze — Zen Hu:

Introduccion al algebra Homologica: toépico de homologia) se tiene el

diagrama conmutativo siguiente (Figura N° 6.1):
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AeA

lim Ext} {Evj
JZ

Figura N°6.1:

v

lim Ext*| X N
AeA \]/1

Cuadrado conmutativo, inducido por el Funtor

lim Ext; (EDJ
J A

v
3
m
>
~+
o X
-
|
—
N

v

lim Ext"* E,L'
AeA Jﬂ

Fuente: Autoria Propia — 2019

Siempre que el diagrama (figura N° 6.2) de R - modulos y R — homomorfismos

conmute.

Figura N° 6.2 : Diagrama Base Conmutativo de R -maodulos y

R —homomorfismos

> » » »

>’ > M’ > N’

Fuente: Autoria — Propia 2019.

De otra forma se construye una sucesién negativa fuertemente coneXa

AeA 2

( lim Ext} (EDB de funtores covariantes de 7#(R) en 7(R) .
kell o
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Existe y es unico el isomorfismo de secuencias coneXas

(dz)&:(d)kg 0 :[ IJ_TExtRK (JEDB —>(R"T, )., donde (R'Ty),. es su
< A kel

sucesiones conexas de funtores derivados a derecha de I .
(Ver: [N. Bourbaki] Topico “Sucesiones conexas de funtores”]; y en consecuencia
también existe y es unico el isomorfismo de secuencias conexas de funtores de

#(R) en 7(R) .

(dS)QQ:(qg)k\ :( mExtK[g,DD —>(Hg),., donde Hg es el funtor
° ne ke
cohomologia local para cada ke[l ,. (Ver: A. Grothendieck: Tépico funtores a

derecha e izquierda).

En forma analoga a lo realizado lineas arriba para obtener las relaciones:

(dy),(d,),(d,) y (d;) se puede trasladar, para un sistema de ideales B ={J,}

AeA”

Asi se ha construido los R — funtores lineales covariantes.

(dy) Dy =lim Hom,(Q",0) y limExts (Q"[) para kel ; en la categoria de R -

modulos 7z(R) . (Ver W. Fulton, topico categoria de modulos). De aqui para un
R — modulo M se llama el llamado ideal transformada ideal de M con respecto a
Q), esto es:

(d;) Dg(M) =lim Hom, (Q",M) (Ver: Sze. Tsen Hu; tépico “el R — mdédulo Hom’].

nell

Ahora para el sistema de ideales “&” se tiene: los funtores I', y lim HomR(Jﬂ,DJ
AeA 2

y para cada k e[l el funtor limExt® [JEDJ es equivalente al k — ésimo funtor
AeA p)

derivado HfX =R‘T, de I, el cual se conoce como el k — ésimo funtor

cohomologia local generalizado respecto a & (Ver: M.P. Brod Mann topico

“Transformada ideal generalizada), y asi también se tiene: el isomorfismo de

sucesiones conexas.
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AeA 2

(d;)l =(15),. O :( lim Ext* (JEDD —>(Hg )., de las igualdades
kel o

(dy) v (d;) se define los funtores D, :=lim Hom,(J,0) y limExt*(J,/) para

AeA AeA

kell, Dy esconocido como el funtor &—transformada y asi para un R — médulo

M se tiene el médulo: (d,)D, (M)=lim Hom,(J,,M), llamado el ideal

AeA

transformada generalizado de M.

6.2 Contrastacion de la hipétesis con estudios similares

Joseph Lipman, en sus lecturas sobre cohomologia local y dualidad, tales
estudios lo realiza basandose en las categorias derivadas y funtores que son
ligeramente introducidas, y usadas a lo largo del desarrollo con los llamados
Complejos de Koszul. Para estudiar los aspectos basicos de cohomologia
local, asi como también los resultados y aplicaciones que se obtenga de ella.
Nosotros a diferencia o a contraste del autor en mencion se ha estudiado el funtor
Transformada ideal generalizado, respecto a un sistema de ideales, basado en
una teoria basica y elemental de cohomologia local fundamental y basicamente

en la categoria de R — modulos, para R — anillo Notheriano Conmutativo.

6.3 Responsabilidad ética.

El Autor asume responsabilidad, de lo realizado en el presente trabajo, siendo el
caso que es un trabajo analitico en un conteXto matematico las fuentes teoricas
son consideradas y/o mencionadas en las referencias bibliograficas. No

eXistiendo responsabilidad ética alguna en otro aspecto.
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CONCLUSIONES

El funtor Q2 - transformada (€2 - ideal) se puede generalizar para un sistema

de ideales B ={J,}

AeA "

El ideal transformada generalizado D, (M) de mddulos M se puede describir

en términos de objetos sencillos y muy familiares del algebra homolégica.

El ideal transformada D; (M) es independiente del anillo base.
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RECOMENDACIONES

Para un anillo R, es recomendable mostrar el significado geométrico del ideal

Transformada D, (R), cuando R es el anillo de funciones regulares sobre una

variedad algebraica afin en un campo algebraicamente cerrado.

Mostrar que el anillo de funciones regulares sobre una variedad quasi — afin

puede eXpresarse en términos de una transformada ideal.

Para un subconjunto abierto no vacio U de una variedad afin V sobre un
campo algebraicamente cerrado K, se recomienda mostrar que el anillo de
funciones regulares O(U), puede ser identificado de modo natural como un

subanillo del campo de funciones K(V).

Motivar e incentivar a estudiantes de ciencias e ingenieria al estudio de la

Cohomologia local.
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ANEXOS

MATRIZ DE CONSISTENCIA

Problema Objetivos Hipotesis Operacionalizacion de Variables Disefo
Variable Dimension Indicador metodoldgico
GENERAL GENERAL GENERAL INDEPENDIENTE e El tipo de
¢De que forma se | Generalizar El funtor & - Un sistema de | La i-ésima | g1 tuntor DB investigacion es
puede establecer una | funtorialmente el & - | transformadaideal de | jeales cohomologia _ basica, y el
?jnﬁ;a:zgglgn z_ | Transformada  ideal. un Médulo M, respecto local: H/,, donde I/:—m Homg (J,.0) | meétodo utilizado
. Para mostrar que el | & unafamilia de ?:{Ji}/m _ en constructivo y
Transformada ideal? i ideales. Q esideal. .
Modulo Dy (M) 1 deductivo.
proporcione No 5 existe
potenciales poblacion  que
herramientas estudiar.
algebraicas. El .Iugar .de
ESPECIFICOS ESPECIFICOS ESPECIFICAS DEPENDIENTE | La i-ésima estudio ha sido
¢Es posible | ¢  Buscar la | Generalizacion del | EI funtor ideal | cohomologia El limite directo principalmente en
i izacié - . i los ambientes de
determinar el fgntor generalizacion del | funtor _’zs’ generalizado Dygy | local Hé donde | del funtor
transformada  ideal funtor 3- | transformada ideal H I M la FCNM -
generalizado con Transformada para una familia de |Por ende el | & es una familia OmR( A ) UNAC.
respeclo a  una ideal, para una|ideales {J,} =%, |mg de ideales. -
familia de ideales?. familia especifica i médulo D (M) No es un trabajo
de ideales | €oN J, <R para todo eXperimental por
¢ Existe la posibilidad {Jﬂ} - R reA. tanto no se
get ‘mostrar y Aet El funtor transformada requiere
eterminar una - . .

. . deal de un R — médulo rocedimientos
propiedad universal, | ®  Mostrar Y| . S zs eciales para la
para ol 0. determinar una | M respecto a un ideal p e p
t i cierta  propiedad | Q, en la determinacié recoleccion  de
ransformada ideal? propiedal , €N la determinacion . -

universal, paralaQ | 4o yna  propiedad informacion.
- transformada universal
ideal.
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ANEXOS
Definicién de médulo proyectivo e inyectivo:

Sea R un anillo. Diremos que:

(1) Un R —mddulo P es proyectivo si para todo R — homomorfismo ¢:P——>N y
todo R — epimorfismo y:M——>N de R - mbdulos, existe un R —
homomorfismo p:P——M talque yop=9¢.

(2) Un R — modulo Q es inyectivo si, para todo R — homomorfismo ¢:M ——Q
y todo R — monomorfismo ¢ :M ——>N de R — médulos, existe un R —
homomorfismo j:N——Q tal que joy =¢

Categoria y Funtores

(1) Una categoria “@ consiste de objetos A, B, C y morfismos Moré(A, B) tales
gue para cualquier par de objetos A, B y B, C hay un apareamiento

Mor,, (A, B)xMor,, (B,C)—~—Mor(A,C) llamado composicion que verifica:

() ¢ es asociativa. Es decir dado los morfismos A——B—2»C—5D, se
cumple: (heg)e f =ho(gef).
(if) Para todo objeto A, existe un morfismo 1, € Mor, (A, A), llamado identidad
tal que cumple: fol,=f, 1,0g=g para f eMor,(AB)y geMor,(B,A)

(2) Sean ¢.¢'dos categorias. Un funtor entre ¢ y ¢' descritopor T:¢——¢' €s
una aplicacion que asignha un objeto X de ¢ (X € obj (C)) en un objeto T(X) de
@' es decir (T(X)eobj(C))

Si ademas verifica:

() T(gef)=T(g)eT(f)

(ii) T(lA):lT(A)

Se dice que “T” es un funtor covariabnte. Si en lugar de (i) se verifica
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(i) T(gef)=T(f)oT(g)
Se dice que “T” es un funtor contravariante.
Definiciéon (Categoria Dual u opuesta)

Sea ¢ una categoria, una categoria opuesta o dual #°" tiene como objeto, los
objetos de € vy Moreo,,(A,B)=More(B,A).

Transformacion Natural

Sean T,S:¢——¢' dos funtores Covariantes (Contravariantes). Una
transformacion natural @:T——>S es un sistema de morfismos

{@, € Mor, (T (x),S(x)} y con respecto a los morfismos: para todo

x€0bj (&)

f e Mor,(X,Y) los siguientes diagramas Funtoriales (Figura N° 7.1 y Figura N°

7.2) conmutan.

Figura N° 7.1 : Cuadrado Conmutativo de Funtores Covariantes

T(X) (M) »  T(Y)
D, o,
S(X) S(0) . S(Y)

Fuente: Autoria Propia 2019.

Figura N° 7.2 : Cuadrado Conmutativo de Funtores Contravariantes

T(X) T, 1y
?, o,
S(X) ST, S
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Fuente: Autoria Propia 2019.

Complejo de Cadenas

Un complejo de cadenas K es una sucesion

N 0 0,
K:.. K, —2 > K ——>K T

n

De grupos abelianos y homomorfismos llamados Operadores borde tal que
anoan+1:O'
Nota.-

e Los elementos de K, se denominan n — cadenas.
e Los elementos de Z K =kerd, se denominan n — ciclos.

e Loselementosde B K=1_0,., se denominan n — bordes.

Observacion.-

i) Como 0,°0,,,=0, entonces BnK < ZnK

N , . : ZnK
ii) De (i) se puede definir el cociente B:—K que denotaremos como Hn(K) es

ZnK
decir Hn(K)zB:—K el cual es un grupo llamado grupo de Homologia n —

dimensional del complejo K.

iii) Los elementos de H, K son clases, llamado clases de Homologia.
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