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RESUMEN
Este trabajo de investigacion considera un manipulador robdtico de dos enlaces
(o péndulo doble) con torques de control u, y u, aplicados en las junturas. La
dinamica de tal brazo robot es obtenida mediante las ecuaciones de Lagrange.
La dinamica asi obtenida es no lineal. Esta es linealizada para encontrar las
matrices de controlabilidad y observabilidad, luego hallando el rango de cada
matriz se determina que son de rango completo, por lo que se concluye que se
puede aplicar un control del sistema por realimentacion de estados por ubicacién
de polos.
Se investiga también sobre la controlabilidad de este sistema no lineal,
determinandose que se realiza operaciones complejas y muy laboriosas,
determinando en sus calculos la perdida de rango. Se concluye que el sistema es
controlable en la regién de operacion.
Palabras claves: sistema lineal, sistema no lineal, grados de libertad, modelo
matematico, controlabilidad, observabilidad.

ABSTRACT
This work of investigation consider a frictioneless, rigid two-link robot manipulator
{or double pendulum) with control torques u; y u, applied at the joints. The
dynamics of such a robot-arm is obtained via the Lagrange equations. The
dinamics obtained is nonlinear. This is linealized for to found the matriz of
controlability and observability,
found the rank, this matrices are full range, for to concluyed to applied the feeback
of states to systems and applied the method of ubication of poles.
Also investigation the contrability of no linear systems, to determine complex
operations and too laborious, t0 determine in this calculus los of rank. It is
concluded that systems it is controliable in the region of operation.
Keywords: linear systems, nonlinear systems, degrees of freedom, mathematical
model, controllability, observability.
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INTRODUCCION

El presente trabajo de Investigacion se titula “Controlabilidad y Observabilidad no
lineal de un robot manipulador de dos grados de libertad”. La planta es un sistema
que consiste en un manipulador de dos brazos identificados por sus posiciones
~angulares; se aplica dos torques para su movimiento rotacional.

La planta en su posicion inicial es totalmente vertical con ambos enlaces hacia
abajo, que es la posicion de equilibrio estable. Tiene otras tres posiciones de
equilibrio inestables, que se presentan en su rotacién. Si el sistema rota siempre
en forma circular, se repiten periddicamente las mismas posiciones de equilibrio
Luego de aplicar las ecuaciones de Lagrange al sistema dinamico de dos grados
de libertad, se encuentran dos ecuaciones que representan la dinamica del
movimiento, es decir dos ecuaciones diferenciales que representan el modelo
matematico.

Resulta que estas dos ecuaciones diferenciaies son no lineales; por lo que se
aplica la linealizacién de la dinamica del sistema en un punte de operacion
cercano al estado de equilibrio estable. De esta linealizacion resultan dos
ecuaciones diferenciales fineales, que luego son representados en forma de
ecuaciones de estado y de salida.

Se encuentra su controlabiliadad y su observabilidad, resultando que ambas son
de rango completo; por lo que el sistema es controlable y observable. Como estos
dos requisitos se cumplen se puede disefiar un controlador por realimentacion de

estados por ubicacion de polos.

En cuanto a la controlabitidad no lineal para el modelo de estados de sistemas no
lineales debido a las derivadas continuas se determina la perdida de rango por lo
que no es recomendable para el disefio del controlador por realimentacion de

estados.
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L PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica

La mayor parte de los robots industriales actuales son ésencialmente brazos
‘articulados. De hecho, ségt}n la definicion del “Robot Institute of America”, un
robot industrial es un maniputador programable multifuncional disefiado para
mover materiales, piezas, herramientas o dispositivos especiales, mediante
movimientos variados, programados para la ejecucion de distintas tareas.

El sistema mecanico, estd compuesto por diversas articulaciones. Normalmente
se distingue entre el brazo y el organo terminal o efector final que puede ser
intercambiable, empleando pinzas o dispositivos especificos para distintas tareas.
El aumento del nimero de articulaciones aporta mayor maniobrabilidad, pero
dificulta el problema de control, obteniéndose normalmente menores precisiones
por acumulacién de errores. Muchos robots industriales actuales tienen menos de
los seis grados de libertad de rotacion o traslacion que se requieren en general
para posicionar y orientar en el espacio el érgano terminal.

L.as ecuaciones que describen el movimiento del brazo articulado son ecuaciones
diferenciales no lineales y acopladas, para las que, en caso general, resulta dificil
obtener soluciones analiticas. Fisicamente, los térmings de acoplamiento
representan: pares gravitacionales que dependen de la posicién de las
articulaciones, pares de reaccién debidos a las aceleraciones de ofras
- articulaciones, y pares debido a la aceleracion de Coriolis y fuerzas centrifugas.
La magnitud de estas interacciones depende de las caracteristicas dei brazo y la
carga.

Los actuadores generan las fuerzas o pares necesarios para animar la estructura
mecanica. Se utilizan tecnologias hidréulicas y neumaticas para desarroliar
potencias importantes, pero en la actualidad se ha extendido el empleo de
moteres eléctricos y en particular motores de corriente continua servocontrolados,
empleandose en algunos casos motores paso a paso y ofros actuadores
electromecanicos sin escobillas. Existen también robots industriales de
accionamiento directo que permiten eliminar los problemas mecanicos inherentes
al empleo de engranajes y ofras transmisiones. Se investiga en nuevos
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actuadores que disminuyan 1a inercia, suministren un par elevado, aumenten la

precision, originen menos ruido magnético y sean de bajo peso y consumo.

Por otra parte, se trata de buscar ofras opciones al sistema convencional de
accionamiento de articulaciones, empledndose para ello conceptos
biomecanicos. De esta forma, se investiga en manipuladores con actuadores tipo
musculo tanto para el brazo como como para la mano del robot.

Los sistemas de control de robots pueden considerarse funcionalmente
descompuestos segun una estructura jerarquica. En el nivel inferior se realizan
tas tareas de servocontrol y supervision de las articulaciones empleando
servomecanismos convencionales con realimentacion de posicién y velocidad
para genera sefiales de control sobre actuadores de las articulaciones. Aqui las
cargas inerciales, acoplamientos entre articulaciones y efectos de gravedad son
todos dependientes de ia posicién. El problema aumenta con ia velocidad de
operacion.

El segundo nivel de control se ocupa de la generacién de trayectorias, es decir el
desplazamiento de una posicion a otra, El generador de trayectorias debe
suministrar a los servomecanismos las referencias apropiadas para conseguir la
evolucion deseada del 6rgano terminal. Los niveles superiores se ocupan de ia
comunicacion con el usuario, interpretacién de los programas, percepcion
sensorial y Aplan'rﬁcacién,

Para este trabajo de investigacion se determina investigar la controlabilidad y
observabilidad de un robot manipulador con dos articulaciones de rotacion que se
mueven en un piano vertical con dos grados de libertad.

Se sabe que la dindmica del sistema es no lineal y dentro del area de control es
un sistema inestable.

Con el objeto de estabilizar al manipulador es que disefia el controlador y asi, este
cumpla su cometido. Existen diferentes técnicas de control tanto para sistemas
lineales como también sistemas no lineales. Por ejemplo, para el caso de la
técnica de realimentacion de estados, se requiere que el sistema sea controlable
y observable. Cumplidos estos requisitos se procede a disefiar la ley de control y
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luego el observador, ambos constituyen el controlador que estabilizara el proceso.
Si no se cumple con los requisitos de sistema observable y sistema controlable,
entonces no se aplicar la técnica de realimentacion de estados.

1.2.  Formulacién del problema
Del analisis de la situacion problematica, se plantea el problema en forma de
pregunta:

Problema general:

¢Es controlable y observable el robot manipulador de dos grados de libertad?

Problema especifico:
¢Es controlable y observable el robot manipulador rigido con dos articulaciones
de rotacidn que se mueven en un plano vertical con dos grados de libertad?

1.3  Objetivos
El objetivo general: es determinar la controlabilidad y observabilidad del
manipulador de dos grados de libertad

Ei objetivo especifico: es determinar la controlabilidad y observabilidad del
manipulador rigido con dos articulaciones que se mueven en un plano vertical con

dos grados de libertad.

1.4  Limitantes de la investigacion
Las limitantes de la investigacién de tipo cuantitativa presentadas en este caso

son las siguientes:

Tedrica

Existen investigaciones afines para manipuladores de un solo enlace, es decir de
un grado de libertad; pero para dos grados de libertad existen muy pocas para su
tratamiento no lineal y modelamiento en este caso por las ecuaciones de
Lagrange. Ademas, la informacion tedrica es muy escasa. Muchos libros que
tienen buena informacién teérica de nivel avanzado se encuentran en inglés y no
estan disponibles en las bibliotecas de la UNAC es decir ni en la Biblioteca de Ia
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Facultad como tampoco en la biblioteca central. Libros en castellano o espariol
no presentan la informacidén que se necesita para este trabajo de investigacion.
Es decir tanto la biblioteca de la Facultad y de la Universidad solo cuentan con
libros basicos o comunes de pregrado y para posgrado y doctorado es nulo.

Temporal

Esta investigacion donde se realiza caiculos tedricos avanzados esta limitada por
el tiempo en su desarrollo matematico donde se realiza complejas operaciones
matematicas para sistemas de tipo no lineal que luego tendran que linealizarse.
La complejidad también radica en realizar operaciones de varias variables como
es el caso del manipulador con dos grados de libertad, donde se realiza
operaciones con matrices de orden cuatro. Las operaciones no son numéricas en
muchos casos, esto limita y afecta el tiempo de desarrollo del trabajo de
investigacién.

Espacial

En cuanto a la limitacién espacial, este trabajo se ve afectado por la falta de
referencias bibliograficas de ia UNAC para casos de teorias de aplicacion
avanzadas, por lo que tiene que salirse del campus de la UNAC para buscar
informacion en otras universidades del pais.

V. MARCO TEORICO

2.1 Antecedentes

* En el Centro Nacional de Investigacion y Desarrollo Tecnotégico CENIDET,
Cuernavaca, México, existe una Tesis de Maestria, titulada “Implementacién de
una red neurconal holografica para el control de un brazo robot articulado”,
presentada por José Juan Hernandez Mora. Concluye que ias redes neuronales
artificiales son una buena alternativa para el control o 1a identificacion de sistemas
no lineales, sin la necesidad de conocer de manera exacta el modelo matematico,
ya que, con solo conocer las entradas al sistema y las sélidas que estas generan,
se puede obtener un modelo inverso de la planta basado en una red neuronal
artificial. Aunque su eficiencia depende mucho del tipo de modelo de red neuronal

R
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* En la Escuela Superior de Ingenieria Mecanica y Eléctrica del Instituto
Politécnico Nacionai de México D.F., existe una Tesis para la obtencion del Titulo
de Ingeniero en Comunicaciones y Electrénica; dicha tesis se titula “Control de
sistemas mecatronicas’, presentada por Leonardo Lope Antonio y Litzahaya
Salas Garcia. Quienes concluyen que en esta investigacion se desarrolié el
modelo dinamico para un robot manipulador y una gria, empleando el método de
Euler-Lagrange, el cual permitié establecer las fuerzas de entrada necesarias
para mover el sistema.

El andlisis y control de sistemas mecatrénicas no es sencilio debido al numero de
variables que presenta cada sistema, el robot manipulador analizado tiene seis
variables a controfar, tres variables de posicion y tres variables de velocidad, la
grua tiene diez variables a controlar, cinco de posicién y cinco de velocidad,
ademas los modelos matematicos gue describen la posicién y orientacién de los
~ sistemas son.no lineales, con los que el analisis de estos sistemas requiere de
técnicas mas deéarroiladas para su estudio. En esta tesis se disefid un
controlador PID, el cual se sintonizo hasta lograr un buen desempefio del sistema.

2.2, Bases tedricas

Las herramientas matematicas que se presentan a continuacion como marco
tedrico, es el soporte del desarrollo del presente trabajo de investigacion. El
modelo matematico obtenido es el resultado de la aplicacion las leyes de Newton,
las ecuaciones de Lagrange, el desarrolio en series de Taylor, las propiedades de
las funciones vectoriales, las matematicas de ia geometria diferencial.

. Linealizacion de modelos matematicos no lineales

Para aplicar los métodos de control a un sistema o planta se requiere que este
sea lineal, debido a que el desarrollo esta teoria esta centrada a sistemas lineales;
ya sea que el sistema o planta tenga representacion como funcién de
transferencia 0 como ecuaciones de estado; ya sea que el sistema sea continuo
o el sistema sea discreto. La aplicacion de estas propiedades, la arquitectura
creada es posible si el sistema es lineal, que cumple la propiedad de
superposicion; es por ello que se justifica la iineaiizagién de la dinamica alrededor
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de un punto de operacion. Es necesario entonces disponer de métodos para
linealizar modelos. La linealizacién generalmente consiste en una expansioén en
series de Taylor de la ecuacion de estado (no lineal) alfededor de un punto de
operacion definido naturaimente por el sistema o seleccionado arbitrariamente
para satisfacer alguna necesidad de control,

s Expansidn en series infinitas

Cuando un modelo es muy complejo matematicamente es necesario recurrir a
técnicas como las representaciones en series infinitas. Las soluciones en serie
infinitas son usadas generalmente para aproximar el vaior de una funcién en un
punto de operacion del sistema o planta, con cierto grado de aproximacion. Con
rango de desplazamiento aceptable © muy pequefio alrededor del punto de
operacién para consideraciones de ingenieria. Dado que las series son infinitas
en sus términos, la aprOximaqién de la serie a una de primer orden es la mas
conveniente, dado que se puede aplicar las propiedades de superposicion y todos

los fundamentos de los sistemas lineales a la ecuacion de la recta asi obtenida.

. Aproximaciones polinomiales mediante la formula de Taylor

La funcion f es tal que sus primeras derivadas son continuas en un intervalo

cerrado

(x = x,)*

- 1 dRF(x)
fl)= Z—fc—f dxk
k=0

]

donde f(x) es la expansidn alrededor del punto x,.

. Derivada de una funcién escalar por un vector

Donde f(x):1x1yxmx1i

df(x) _ [6f (x) 9f(x)  9f(x) 9f(x)
de L ax, Ox 0Xm-1 0%



. Derivada de una funcion vectorial por un escalar

Donde: f(x)nx1yxix1

af (x)
dx

—

- df1(x) 7

dx
3f,(x)
-dx

0f -1 (1)
dx
8f.(x)

L dx

e Derivada de una funcién escalar por un vector

Si f(x) es una funcion escalar de variable vectorial suave, donde x es el vector

de estado, entonces su gradiente es:

- af .
x4
of
a axZ
-2
X af
axn,—l
of
| dx,, |
. Derivada de una funcién vectorial por un vector
Donde f(x)nx1yximx1
El jacobiano de f(x) tiene la forma:
F9fi(x)  dfi(x) 0fi(x) 0fi(3)]
x4 0x, 0Xp—y 0%,
dfa(x) 0fi(x) df,(x) 8fa{x)
0x 0x 0x,,_, Ox
af (x 1 2 m-1 m-1
Vi(x) = m%%l = : : : :
0fn-1(x) 3f5(x) Ih(x) 0fa(x)
x4 x4 dx; dxy
Afa(x)  3falx) fa(x) Gfn(x)
dx, dx, My Ox,, |




. Modelo escalar no lineal de una variable de estado

10 = T8 - ()

Aproximando f (x(t))por una expansion en series de Taylor alrededor de un punto
de ‘operacion x,

f() 1d2f()

f(x(t)) flxg) +———1 . (x~ X} +

Xo o

Despreciando los términos de segundo orden y 6rdenes superiores, se tiene

. (x *'*J\'.‘D)Z +

Fc@) ~ fa) + LA x,)

Xa
El punto de operacion debe satisfacer la condicion de ser un punto de equilibrio
de la ecuacion de estado, es decir
f(xo) =0
En este caso los puntos de operacion no son arbitrarios.
Definiendo la variable x5 = x — x,, entonces

dxfs_ﬁ_,df(-) (t-x) = df(.) .
dt ~ dt  dx | ° 0 de | 78
Xo Xg
Definiendo
af(.)
A= dx .
Reescribiendo se tiene
dx
T = A

. Modeio escalar no lineal de una variable de estado y una variable de
entrada

- = F,u@)
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Aproximando f(x(t),u(t)) por una expansion en series de Taylor alrededor del
punto de operacion x,, u,.

f() f()

f(X(f) u(t)) = f(on o) + = o) +—

‘ (u - uo)
Xpsdlp

Xoltln

1d%f(.)
2 dx?

( 0)2 +_d2f( )

u—uy)? +
oty 2 du?

XoUo

Aproximando la serie a términos de primer orden se tiene

GO o+ L

du
Xylto

), u(®)) = f(x,,u,) + ==

. (u - uo)
Xgllp '

Ademas, el punto de operacion debe satisfacer la condicion f(x,,u,) = 0, donde
x, generaimente puede ser seleccionado arbitrariamente ajustando el valor de la

entrada u,.
Definiendo
df(.) df(.)
A= T , B = T , X5 =X —Xx,, Us = U— U,
Koy Xty

Entonces se tiene

if,5~=Ax,5~+Bug

Si ademas se tiene una sefnal de salida

y(&) = g(x(£)u(t))

Aproximando la funcién no lineal g(x(t), u(t)) por una expansion en series de
Taylor y truncando los términos de orden superior, se tiene:

¢)
9O = gCou)+ B o)+ By
Xoiilg Xoallp
Definiendo
dg(.) dg(.)
C=— o D=— o Yo =g(XoUo)s Ys =y =y,

Entonces se tiene

Vs = C x5+ Dug
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) Modelo con multiples estados, multiples entradas y miltiples salidas

% (8) [l (@ x2(0), -+, 20 (8, (6, up (2, o, i (8)
%2(8) LG (8), 28, -+, %0 (0, us (), 6 (83, -+, ()

fn—;(f) fr-1 (ar(8), 258, - ,xn(t'): Uy (£),up (), -, up (£))
xn(t) fn (x]_(t), xZ(t)r ty xn(t): Uy (t)r Uy (t), oy um(t))

yi(t) g1(x1 (), x3(0), -+, 2 (8), 1y (), up (2), -+, upyy (£))
¥2(t) g2 (%, (8), xz(t),--uxn(t} up (£, ux (8), -, upm (t))

yq“.l(t) B dq-1 (xl(t)o x2(t)r ) xn(;:)!ul(t): uZ(t)a ty u'm(t))
y(](t) A 'gq(xlct)! xl(t)a o ,xn(t), ul(t)t uZ(t)! "t u'm(t))

Usando la notacién vectorial

x(8) = f(x(0), u®))
y(t) = g(x{t), u(t))

Extendiendo al caso vectorial la expansion en series de Taylor

).65 =AJC5+BLL5

ys = C x5+ Dug

Donde xs=x —x,, Ug = U— U, Vo = gXpUp), V5=V — Y,

]

A

B =

af(.)

dx

af(.)
d

=

Xp:Up

Xoslto

Xo,llg

Xosltg

,dimension{A) esn X n
,dimension(B)esn X m
,dimension(C)esg X n

ydimension(D) esg X m



. Controlabilidad lineal

Se dice que un sistema es controlable en el tiempo t, si se puede transferir desde
cualquier estado inicial x(ty) a cualquier otro estado, mediante un vector de
control sin restricciones, en un intervalo de tiempo finito.
Sea el sistema en tiempo continuo
X =Ax + Bu

donde:

x = vector de estados (vector de dimensionn)

u = sefial de control (escalar)‘

A=matrizdenxn

B =matrizden x 1
Se dice que este sistema descrito es de estado controlable en ¢ = t,, si es posible
construir una sefal de control sin restricciones que transfiera un estado inicial a
cualquier estado final en un intervalo de tiempo finito t, <t < t,. Si todos los
estados son controlables, se dice que el sistema es de estado completamente
controlable. |

La solucién de este sistema es
L

x(t) = e®*x{(0) + f eI Bu(r)dr
0

Aplicando la definicién de controlabilidad completa del estado recién establecida,

se tiene que

t

1
x(ty) = 0 = e*1x(0) + f e By(1)dr

0
151

x(0) = —j e A" Bu(r)dr
0

n-1
e AT = Z a (1) A¥
k=0

Sustituyendo se obtiene

n-1 t,
x(0) = — Z Ak B f ap(DHu(t)dr
k=0 0

St se define
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f 1lc:.'k(r)u(z')d‘t = By
0

n-1
x(O):—ZA"Bﬂk
=0
Bo
=—[B AB .. aAmiB] ﬁl
»Bn—l

Si el sistema es de estado completamente cdntrolable, entonces, dado cualquier
estado inicial x(0), la ecuacion 11.55 debe satisfacerse. Esto requiere que el
rango de la matrizn x ndeordenn

[B AB .. gn-1B]
De este analisis, se puede concluir la condicion para controlabilidad completa del
estado de la forma siguiente. El sistema obtenido mediante la ecuacién 11 51 es
de estado completamente controlable si y solo silos vectores B, 4B, ..., A" 1B son
linealmente independientes o la matriz n x n, [B AB ... 4"'B]es de rango
n.
El resultado obtenido se extiende al caso en ei que el vector de control « es de
dimensién r. Si el sistema se describe por

x = Ax + Bu

donde u es de dimensién r, se demuestra que la condicidn para controlabilidad
completa del estado es que la matriz n x nr

[B AB .. 4r-1B]
sea de rango n, 0 que tenga n vectores columna linealmente independiente. La
matriz Mc

Mc=[B AB .. jn1B]

se conoce como matriz de controlabilidad.

) Observabilidad lineal

Se dice que un sistema es observable en el tiempo t; si con el sistema en el
estado x(t,), es posible determinar este a partir de la observaciéon de la salida

"

y(t) durante un intervalo de tiempo finito.



Sea el sistema no forzado descrito mediante las ecuaciones siguientes:
x = Ax, y=Cx

donde

x = vector de estado (vector de dimension n)

¥ = vector de salida (vector de dimension m

A =maytrizden xn

C=matrizdem xn

El concepto de observabilidad es muy importante porque, en la practica, la
dificultad que se encuentra con el control mediante realimentacion del estado es
que algunas de las variables de estado no son accesibles para una medicion
directa, por o que se hace necesario estimar las variables de estado no medibles
para construir las sefiales de control. Al analizar las condiciones de
observabilidad, se considera el sistema sin excitacién. La razén de esto es la
siguiente. Si el sistema se describe mediante

X = Ax + Bu, y=Cx+Du

: t
x(t) = eMx(0) + f eI By(r)dr
0

t

y(t) = Ce’tx(0) + Cf e DBu(r)dr + Du
0

Como las matrices 4,B,Cy D se conocen al igual que u(t), los dos ultimos
términos del segundo miembro de esta (ltima ecuacién son cantidades
conocidas. Por lo tanto, se puede restar del valor observado y(t).

o Observabilidad completa en tiempo continuo

Sea el sistema descrito mediante las ecuaciones
x = Ax, y=Cx
El vector de salida es
y(t) = Cettx(0)
Refiriendose a las ecuaciones se tiens que

n—1

et = Z a (t)A*

k=0



n—1
y®) = ) @ (£)CA%(0)
k=0 -

y{(t) = ag(£)Cx(0) + oy (£)CAx(0) + -+ + &, ()CA* " 1x(0)

Asi, si el sistema es completamente observable, dada la salida y(t) durante un
intervalo de tiempo 0 < t < t,, entonces x(0) se determina de la ecuacién 11.65.
Se demuestra que esto requiere que el rango de la matriz Mo de controlabitidad
de nm X n sea n o tiene n vectores columnas linealmente independientes

C
Mo = C:A
C‘A-n—l
. Controlabilidad y Observabilidad no lineal

El modelo dinamico para sistemas no lineales es de la forma

x=f(x}+ h(x)u
Donde x es el vector de estado del espacic de estado M y u es el vector de
entrada.
La controlabilidad se determina cuando el determinante de la matriz Mc es
diferente de cero, donde

Mc=lh adsh ad} - ad}™]
El caso no lineal y no forzado tiene la siguiente descripcion:
% = f(x)

y(t) = h(x)

Cuya matriz de observabilidad generalizada es:

h{x)
_ 0| Lih(x)
Mo -—5; " :
L} " h(x)
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. Sistema no lineal

£l modelo general de un sistema lineal es de la forma

x = f(x)+ g(x)u
Donde

fi(xs, e ) G1(X1s 1) Xp)
f(x)=[ : ], .g(x)=[ : ]
fo (X1, s Xp)

In (X1, i X))

Las funciones vectoriales f(x),g(x) reciben el nombre de campos vectoriales,
Estos campos vectoriales son diferenciables respecto de las componentes de X,
un numero ilimitado de veces. Una expresién eguivalente es gue son campos

suaves.

© Derivada de Lie

Sea h(x) una funcion escalar suave, es decir que admite infinitas diferenciaciones
respecto de las componentes de x. Sea f(x) un campo vectorial suave, entonces
se define la derivada direccional de la funcion escalar k(x) con respecto al campo
vectorial f(x), la cual se designa mediante L, h(x), de la siguiente forma:

dh(x)
ox

Leh(x) = f(x) = h(x)
La derivada de Lie Lyh(x) sigue siendo una funcion escalar de x. La derivada de

fa funcion h(x) mide la velocidad de variacién instantéanea, de fa funcion escalar
h(x) con respecto a la solucién de la ecuacién diferencial * = f(x) que pasa por

el punto x.
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¢ Derivadas reiteradas

La notacion Lyh(x) facilita los calculos reiterados de derivadas direccionales. Si
calculamos la tasa de variacion de la funcion escalar Lyh(x) con respecto a la

misma ditreccion f(x), se simplifica el resultado haciendo:

d -
?E[L rh(x)] = f) =L (th(x)) = h(x)

Lo cual se designa como
L2h(x) = Le(Leh(x))

En general desinamos las derivadas direccionales reiteradas como:

AL th
Ljh() = [“(—{'a_x“@]f () = L (17 R) ) = A ™)
® Derivada direccional

Para calcular la derivada direccional de una funcién escalar h(x) respecto del
campo vectorial f(x), y luego evaluar la derivada direccional Lgh(x) de fa funcion

escatar resultante respecto de otro campo vectorial g(x), se obtiene:

4 a E
[5}}- (th(x))]g(x) = [Lg(th](x) = LgLeh(x)
Esta operacién no es conmutativa, es decir:
LgLeh(x) = LeLgh(x)

. Controlabilidad y Observabilidad no lineal

El modelo dindmico para sisternas no lineales es de la forma

x = f(x)+ h(x)u



Donde x es el vector de estado del espacio de estado M y u es el vector de
entrada.

La controlabilidad se determina cuando el determinante de la matriz Mc es
diferente de cero, donde

Mc=[h adsh adf ad}‘“l]

o Derivadas y Corchetes de Lie

Definicién 4. Dada la funcidn escalar suave A(x): R™ - R y un campo vectorial
suave f(x):R™ - R", se puede definir una nueva funcién escalar Leh =
Vh. f llamada la derivada de Lie, es decir la derivada direccional de h a lo largo

de la direccion del vector f. Repetidas derivadas de Lie se definen
| recursivamente:

Lth =Vh.fo=h
Lih = Le(Lpsh) = V(LR).f, i=1.2,..

Del mismo modo, si g es otro campo vectorial, fa funcién escalar LgLs h(x) es:

Uno puede ver facifmente Ia relevancia de las derivadas de Lie para sistemas
dinamicos para consideraciones del siguiente sistema de Gnica salida.

%= f(0)

y = h(x)
l.as derivadas de la salida son

. _Oh
yv——é-;x:l,fh

oILeh]
3 x=Lf
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) Definicion 2. Sean f y g dos campos vectoriales en R™. El corchete de Lie
de f y g se define como un tercer campo vectorial de ta forma:

[f,.9] =Vg.f -Vf. g

El corchete de Lie [f,g] es escritoc cominmente como adrg (donde ad se
establece como adjunta). Los corchetes de Lie repetidos pueden ser escritos
recursivamente por

adfg =g
adjg = [f,adgl, parai=1.2,..

. Lema 1. Los corchetes de Lie tienen las siguientes propiedades:
(i) Bilinealidad
la1fi + a2 o, 9] = aylfi gl + a3[f. 9]
[f, @191 + a292] = a1[f, g1] + a,lf, g.]

Donde £, f1. f2.9.51. > son vectores de campo suaves y a,, oy son
constantes escalares.

(i) Anticonmutatividad

Lf. 9] = —-lg.f]

(i)  ldentidad de Jacobi
Ladfgh = Lngh - Lgth,

Donde h(x) es una funcién escalar suave de x

° Modelamiento matematico

Se define el modelo matemético, de manera general, como la formuiacion de una
ecuacion que expresa las caracteristicas de un sistema fisico o de un proceso
formulado en forma matematica.
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De forma general el modelo se representa mediante una relacién funcional de la

forma:
variable f( variables ametTos funciones )
dependiente ~ ’ \independientes Pa "de fuerza
Donde:
variable dependiente = comportamiento o estado de un sistema

varlable independiente = dimensiones que determinan el comportamiento
parametros = reflejo de las propiedades del sistema

funciones de fuerza = influencias externas que actuan sobre el sistema

La expresion matematica anterior va desde una -éimpie relacion algebraica hasta
un enorme y complicado grupo de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, a través
de sus observaciones, Newton formulo su segunda ley del movimiento, Ia cual
establece que la razdn de cambio del momentum con respecto al tiempo de un
cuerpo, es igual a la fuerza resultante que actia sobre él. Le expresion
matematica, o el modelo, de la segunda ley es la conocida ecuacion F = ma
Donde F es la fuerza neta que actia sobre el objeto, m es la masa del objeto ya

.es su aceleracion. La segunda ley puede escribirse de la forma

F
a=—
m

Donde a es la variable dependiente que refleja el comportamiento de!l sistema, F
es la funcion de fuerza y m es un parametro que representa una propiedad del
sistema. Obsérvese que en este caso especifico no existe variable independiente
porque aln no se predice como varia la aceleracion con respecto al tiempo o al
espacio.

La ecuacion posee varias de. las caracteristicas tipicas de los modelos

matematicos del mundo fisico:

1. Describe un proceso o sistema natural en términos matematicos.

2. Representa una idealizacion y una simplificacion de la realidad. Es decir, ignora
los detalles insignificantes del proceso natural y se concentra en sus
manifestaciones esenciales. Por ende, la segunda ley de Newton no incluye
los efectos de la relatividad, que tienen una importancia cuande se aplica a
objetos y fuerzas que interactian sobre o alrededor de la superficie de la Tierra,
a velocidades y en escalas visibles a los seres humén'os.

23



3. Finalmente, conduce a resultados reproducibles y, en consecuencia, llega a
emplearse con la finalidad de predecir. Por ejemblo, dada la fuerza aplicada
sobre un objeto de masa conocida, la ecuacién se emplea para calcular la
aceleracion.

Debido a su forma algebraica sencilia, la solucidn de la ecuacién se obtiene con
facilidad. Sin embargo, es posible que otros modelos materhéticos de fendmenos
fisicos sean mucho mas complejos y no se resuelven con exactitud, o que
requieran para su solucidn de técnicas mateméaticas mas sofisticadas que la
simple algebra. Para ilustrar un modelo mas complicado de este tipo, se utiliza la
segunda ley de Newton para determinar la velocidad final de la caida libre de un
cuerpo que se encuentra cerca de la superficie de la tierra. Nuestro cuerpo en
caida libre sera el de un paracaidista, como se muestra en la figura de abajo.

A Fv
Q-
Y Fd

Figura 1. Paracaidista en caida libre
Fuente: UNAC (2019); elaboracién propia

Un modelo para este caso se obtiene expresando la aceleracion como la razén
de cambio de la velocidad con respecto al tiempo.

F= _ dv
mma—mdt

Donde v es la velocidad de caida de! paracaidista, m es la masa, F es la fuerza
resultante, F; es la fuerza hacia abajo debida a Ia atraccién de la gravedad y F,
es la fuerza hacia arriba debida a ia resistencia del aire.
Fy=mg
F,=cv
Aqui ¢ es el coeficiente de resistencia o arrastre.
Fg—F,=ma

dv

mg-—cv=m(—i?
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— = dt
g-mv
C
d(zv-g)
f c *‘Efd
mv 'g

in(=v=g) = ==t + InK)

n (*:—lv - g) =In (e_?%t) +In(K) =In (Ke“%t)
‘ v—g=K e"%t
m
Inicialmente el paracaidista esta en reposo, esdecirv=0ent =0, K = -g
Resolviendo se encuentra que

=9 (1 - e'r%t)

c

Note que la ecuacion obtenida es un ejemplo de la forma general de ecuacién
modelo, donde v = v(t) es la variable dependiente, t es Ia variable independiente,
CYy m son parametros y g es la funcidn de fuerza, A la ecuacion obtenida se le
llama solucién analitica o exacta ya que satisface con exactitud la ecuacién
diferencial original. Por desgracia, hay muchos modelos matematicos que no
pueden resolverse con exactitud. En muchos de estos casos, la Unica alternativa
consiste en desarrollar una solucién numérica que se aproxime a fa solucion
exacta. Como ya se menciond, los métodos numéricos son aquellos en los que
se reformula el problema matematico para lograr resolverlo mediante operaciones
aritméticas. Esto puede ilustrarse para el caso de la segunda ley de Newton,
observando que la razén de cambio de ia velocidad con respecto al tiempo se
puede aproximar mediante:

dv A&v  v(ti.,) —v(ty)
dt = At Tt -t

Donde Av y At son diferencias en la velocidad y en el tiempo, respectivamente,
calculadas sobre intervalos finitos, v(t;) es la velocidad en el tiempo inicial t; y
v(ti41) es la velocidad algan tiempo més tarde ¢;,,. A la ecuacién anterior se le
denomina una aproximacién en diferencia finita dividida de la derivada en el
tiempo ¢;. Sustituyendo en la ecuacion, tenemos

vltip1) ~ v(t;)
bivy — t;

- ¢ t)
=4 mv(i
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V(tia) = vt + [ = = v(e)] (tiys - 1)

De ofra forma

vii+ 1] = v[i] + [g -?-;-v[i]} i+ 1]~ t[iD

Note que el termino entre corchetes en el lado derecho de la propia ecuacion
diferencial. Es decir, este término nos da un medio para calcular la razén de
cambio o la pendiente de v. Asi, la ecuacién diferencial se ha transformado en
una ecuacion que puede utilizarse para determinar algebraicamente la velocidad
en t;44 usando la pendiente y los valores anteriores de v y t. Si se da un valor
inicial para la velocidad en algun tiempo ¢;, es posible calcular con facilidad Ia
velocidad en un tiempo posterior ti+1- Este nuevo valor de la velocidad en tipq
sirve para calcular la velocidad en ti+2 ¥ asi sucesivamente. Es decir, a cualquier
tiempo,
valor nueva = valor anterior + pendiente X tamafio del paso

Obsérvese que esta aproximacion formaimente se conoce como método de Euler
Los modelos matematicos pueden adoptar muchas formas distintas.
Dependiendo del sistema del que se trate y de las circunstancias especificas, un
modelo matematico puede ser mas conveniente que otros. Por ejemplo, en
probiemas de control optimo, es provechoso usar representaciones en el espacio
de estados. En cambio, para ios andlisis de la respuesta transitoria o de la
respuesta en frecuencia de sistemas lineales con una entrada y una salida
invariantes en el tiempo, la representacion mediante la funcidén de transferencia
puede ser mas conveniente que cualquier otra. Una vez obtenido un modelo
matematico de un sistema, se usan diversos recursos analiticos, asi como
computadoras para estudiarlo y sintetizarlo.

. Simplicidad contra precisién. Al obtener un modelo matematico se debe
establecer un compromiso entre la simplicidad del mismo y la precision de los
resultados del analisis. Al obtener un modelo matematico razonablemente
simplificado, a menudo resulta necesario ignorar ciertas propiedades fisicas
inherentes al sistema. En particular, si se pretende obtener un modelo matematico
de parametros concentrados lineal (es decir, uno en el que se empleen
ecuaciones diferenciales), siempre es necesario ignorar ciertas no linealidades y
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parédmetros distribuidos que pueden estar presentes en el sistema dinamico. Si
los efectos que estas propiedades ignoradas tienen sobre la respuesta son
pequenos, se obtendra un buen acuerdo entre los resultados del analisis de un
modelo matematico y los resuitados del estudio experimental del sistema fisico.
Se debe ser consciente de que un rhodelo de parametros concentrados fineal,
que puede ser valido si opera a bajas frecuencias, tal vez no sea valido en
frecuencias suficientemente altas, debido a que ta propiedad no considerada de
los parémetros distribuidos puede convertirse en un factor importante en el
comportamiento dinamico del sistema.

° Sistemas lineales. Un sistema se denomina lineal si se aplica el principio
de superposicién. Este principio establece que la respuesta producida por la
aplicacion simultanea de dos funciones de entradas diferentes es la suma de las
dos respuestas individuales. Por tanto, para el sistema lineal, la respuesta a varias
entradas se calcula tratando una entrada cada vez y sumando los resultados.
Este principio permite desarrollar soluciones complicadas para la ecuacion
diferencial lineal a partir de soluciones simples. Si en una investigacién
experimental de un sistema dinamico son proporcionales la cusa y el efecto, lo
cual implica que se aplica el principio de superposicion, el sisterna se considera
lineal.

® Modelamiento de sistemas mecénicos

La ley fundamental que controla los sistemas mecanicos es la segunda ley de
Newton, que se aplica a cualquier sistema mecanico. También se aplica la
ecuacion de Lagrange para deducir las ecuaciones del movimiento usando
energias potenciales y cinéticas.

° Leyes de Kirchhoff

Son dos leyes que se basan en la conservacion de la energia y la carga en los
circuitos eléctricos. Estas leyes son utilizadas para hallar corrientes y tensiones
en cualquier punto de un circuito eléctrico de corriente continua o corriente
alterna.



. Segunda ley de Newton.

La derivada del momento lingal o impetu de un cuerpo respecto al tiempo es igual
a ta fuerza qde actia sobre él, es decir

F=p
Donde p = mv es el momento, m es la masa y v la velocidad. Esta ecuacion se
usa cuando la masa es variable como ocurre en los cohetés. Pero cuando la masa
es constante, entonces

l‘:____d(mv)_ dv d%x
R T T 7>

donde a es ia aceleracion y x es el desplazamiento

. Ecuaciones de Lagrange de movimiento

Considerando un sistema con N grados de libertad que se describe por medio de
un conjunto de N coordenadas generalizadas g; para i=1,2,..,N. Estas
coordenadas son irrestrictas e independientes; es decir no estan relacionadas
entre si por medio de condiciones geométricas o cine'méticas.

Entonces, en términos de las coordenadas generalizadas elegidas, las
ecuaciones de Lagrange tienen |a forma:

d\(BT) or oD av

—fo— )t t—=0Q; j=12..N
at\3q,) "3q, v og,Yaq, =Y

donde §; son las velocidades generalizadas, T es la energia cinética del sistema,
V es la energia potencial, D es la funcion de disipacién de Rayleigh y @; es la

fuerza generalizada que aparece en la j-ésima ecuacién.

Las fuerzas generalizadas @; se obtienen con

_ 61‘1 6(»1
Qj —-—ZF;.aqj-l-ZMl.a—q;
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donde F,; y M, son las representaciones vectorialés de las fuerzas y los momentos
aplicados externamente, el indice { indica cual fuerza o momento externo se esta
considerando, r; es el vector de posicion para el Iugar donde la fuerza se aplica
y w, s la velocidad angular del sistema con respecto al eje a lo largo del se aplica
el momento considerado. El simbolo “.” Que aparece en la ecuacion indica el
producto escalar puntual de dos vectores.

Para sistemas conservativos, no se cuenta con la fuerza de entrada, por lo que la
gcuacion de Lagrange queda de la siguiente forma:

d{dT\ ar aD @V _
+—=0 j=1,2..,N

—l =t
dt\dq;] dq; dq; dqy
2.3. Conceptual

® Fuerza de Coriolis

La fuerza de Coriolis es una fuerza ficticia gue aparece cuando un cuerpo esta en
movimiento con respecto a un sistema en rotacién y se describe su movimiento
en ese referencial. La fuerza de Coriolis es diferente de Ia-fuerza centrifuga. La
fuerza de Coriolis siempre es perpendicular a la direccion del eje de rotacién del
sistema y a la direccién del movimiento del cuerpo vista desde el sistema en
rotacion. La fuerza de Coriclis tiene dos componentes: una componente
tangencial, debida a. la componente radial del movimiento del cuerpo, y una
componente radial, debida a la componente tangencial del movimiento del
Cuerpo.
La componente del movimiento del cuerpo paralela al eje de rotacién no engendra
fuerza de Conolis. El valor de la fuerza de Coriolis es:

F=-2m&ax®
donde:
m = masa del cuerpo
v = velocidad del cuerpo en el sistema de rotacion
w = velocidad angular del sistema en rotacion vista desde un sistema inercial

x= es el producto vectorial
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e  Matriz inversa

Una matriz con coeficientes en los reales es invertible si y sélo si el determinante
de A es distinto de cero. Ademas, Ia inversa satisface la igualdad:

A1 adj(A")
~ det(4)

Dada una matriz de 2x2 con determinante no nulo:

a b

Az[c d

La matriz inversa de 4 esta dada por

1

-1
4 ad — bc

[fc —;b] condet{4) # 0, ademas A.A 1 ={

Dada una matriz de 3x3 con determinante no nulo:

a b ¢
Az[cgi e f]
h i

La matriz inversa de 4 esta dada por

1 [ABC" 4 [ADG
17! = D E F| = B E H
det(4) ¢ H | det(A) c F I

condet(A) # 0, ademas A. A"t =1

A= (ei - fh)
D = —(bi —ch)
G = (bf - ce)
B =~(di~fg)

E = (ai -cg)
H = ~{af — cd)
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C=(dh—eg)
F = ~(ah — bg)
= (ae — bd)

. Matriz transpuesta

La matriz transpuesta A7 de una matriz A es una en la cual las filas y columnas
se intercambian. Por ejempio

a b c a
A= [d e f] entonces AT = [b
g h i ¢

e o 0y
I g ]

e N < )

a
A= [b] entonces AT =[q b (]
c

» Cinematica directa de los manipuladores

La cinemética es la ciencia que trata del movimiento sin considerar las fuerzas
que lo ocasionan. Dentro de la cinematica se estudian la posicién, velocidad,
aceleracion y todas las derivadas. de mayor'orden de las variables de posicién
(respecto al 'tiempo 0 a cualquier otra variable). Por ende, el estudio de la
cinematica de los manipuladores se refiere a todas las propiedades del
movimiento, tés geométricas y las basadas en el tiempo.

. Cinematica inversa de los manipuladores

Este problema se plantea de la siguiente manera; dada ia posicién y orientacién
del efector finai del manipulador, se calcula todos los conjuntos posibles de
angulos articulares que podrian utilizarse para obtener esta posicion y orientacion
dadas. Este es un problema geométrico algo complicado que se resuelve de
manera rutinaria miles de veces diariamente en el sistema humano y en otros
sistemas biologicos. En el caso de un sistema artificial como un robot necesitamos
crear un algoritmo en la computadora de control que pueda realizar este célculo.

. Manipulador
Un manipulador tiene de vinculos rigidos, conectados entre si por articulaciones
que permiten el movimiento relative de los vinculos adyacentes. Estas



articulaciones generalmente consisten en instrumentos con sensores de posicion,
los cuales permiten medir la posicion relativa de los vinculos adyacentes,

»  Grados de libertad |

El nimero de grédos de libertad que posee un manipulador es el nimero de
variables de posicion independientes que tendrian que especificarse para poder
localizar todas las piezas del mecanismo. Este es un término general que se
utiliza para cualquier mecanismo. En el caso de robots industriales comunes
como un manipulador, es generaimente una cadena cinemética abierta y como la
posicion de cada articulacién se define generalmente con una sola variable,
donde el nimero de articulaciones es igual al ndmero de grados de libertad. Por
gjemplo, el manipulador robético de dos enlaces tiene dos grados de fibertad.

2.4. Definicion de términos basicos

. Sistema lineal

Un sistema lineal es aquel que cumple con el principio de superposicion. Es degir,
ol sistema cumpla con la propiedad de ser aditivo y homogéneo.

° Sistemia no lineai

No cumpie el principio de superposicidn y presenta propiedades que no presenta
el sistema lineal.

e Ecuacion de estado

Es el modelo matematico de un sistema fisico descrito mediante un conjunto de
entradas, salidas y variables de estado relacionadas por ecuaciones
diferenciales de infinito orden que se combinan en una ecuacidn
diferencial matricial de primer orden. Para prescindir del nimero de entradas,
salidas y estados, las variables son expresadas como vectores y las ecuaciones
aigebraicas se escriben en forma matricial (esto (ltimo solo puede hacerse
cuando el sistema dindmico es lineal e invariante en el tiempo).
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] Rango de una matriz

Ei rango de una matriz es el numero maximo de columnas (filas respectivamente)
que son linealmente independientes. El rango fila y el rango columna siempre son
iguales: este nimero es llamado simplemente rango de A.

) Robot

Un robot es una entidad virtual o mecénica artificial. En la practica, esto es por lo
general un sistema electromecanico que normalmente es conducido por un
programa de una computadora o por un circuito eléctrico. Este sistema
electromecanico, por su apariencia 0 sus maovimientos, ofrece la sensacién de
tener un propésito propio. La independencia creada en sus movimientos hace que
sus acciones sean la razén de un.estudio razonable y profundo en el drea de la
ciencia y tecnologia

. VANT

~ Un VANT es un vehiculo sin tripulacion, reutilizable, capaz de mantener de
manera auténoma un nivel de vuelo controlado vy sostenido, y propulsado por
un motor de explosién, eléctrico o de reaccidn.

. HIPOTESIS Y VARIABLES
3.1 Hipotesis

Hipoétesis general
El modelamiento del sistema permitird encontrar la controlabilidad y la
observabilidad del robot manipulador de dos grados de libertad

Hipdtesis especifica
El modelamiento del robot manipulador rigido con dos articulaciones de rotacién
que se mueven en un plano vertical con dos grados de libertad permitira encontrar
la controlabilidad y la observabilidad.
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3.2 Definicion conceptual de variables

Vi

62

Figura 2: Manipulador de dos enlaces
Fuente: UNAC (2019); elaboracion propia

El manipulador es un mecanismo de dos grados de libertad asociados a los
angulos de posicion de los dos enlaces, donde el objetivo es mantener el
manipulador en la posicion vertical inestable, bajo el control de la fuerza externa
del motor. El manipulador un estado estable cuando los dos enlaces estan
verticalmente hacia abajd. El manipulador posee tres estados inestables. Uno,
cuando el enlace 1 esta vertical hacia abajo y el enlace 2 esta vertical hacia arriba.
Dos, cuando el enlace1 esta vertical hacia arriba y el enlace 2 esta vertical hacia
abajo. Tres, cuando el enlace! y el enlace 2 ambos estan vertical hacia arriba.
Precisamente este Gltimo caso es el que selecciona para el control. Para
mantener esta posicion se requiere la aplicacién de fuerzas externas sobre el
sistema. Las variables que intervienen en presenfe problema, objeto de la
investigacién se definen como: Posicidon angular del enlace 1 .(9,), Posicién

angular del enlace 2 ( 8,), Fuerza externa (1)
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3.3 Operacionalizacién de variables

Durante el modelamiento matematico de la planta, las ecuaciones diferenciales

que relacionan las variables de salida en funcion de las entradas estan dadas por:

b

b,

= fl(gli 92: T, t)

= f2 (9_11 621 T, t)

Al linealizar estas ecuaciones no lineales, transforma en ecuacién de estado yla

ecuacién de salida:

La Operacionalizacion se muestra en la siguiente tabla:

X = Ax + Bu

y=0Cx+Du

Tabla 1

Operacioha!izacién de variables
Fuente: UNAC, elaboracion propia

Tipos de
variables

Dimensidn

Indicador

| Instrumento

Variables
independienteé
{vanables de
entrada)

Angulo de rotacion
del primer enlace

Posicién angular
del primer enlace

Sensor de posicién
angular

Anguto de rotacién
del segundo enlace

Posicién angutar

del primer enlace

Sensor de posicion
angular

" Torque aplicado al

péndulo

Torque del motor

Torquimetro

Variable
dependiente
(variable de

salida)

Angtﬁo de rotacién
det primer enlace

Respuesta en el

Angulo de rotacion

del segundo enlace

tiempo

Registrador de datos
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IV. DISENO METODOLOGICO

4.1 Tipo y disefio de la investigacion

La investigacidn es de tipo cuantitativa, de mucho analisis matematico avanzado
y el tema tiene aplicacion al drea de Robdtica.

En cuanto al disefio de la investigacion, para encontrar el modelo matematico o
dinamica del sistema se ha utilizado las ecuaciones de Lagrange, para el
manipulador robdtico de dos grados de libertad.

Luego como el sistema es no lineal se linealiza para asi poder aplicar todas las
propiedades de los sistemas lineales.

El modelo linealizado se representa en la forma de ecuacién de estado y ecuacion
de salida.

Se determina la matriz de controiabilidad y la matriz de observabilidad, para
encontrar si el sistema es observable y ademas si el sistema es observable y si
lo es se puede disefiar un control por realimentacién de estados por ubicacién de
polos para estabilizar al sistema manipulador.

4.2 Método de investigacion

El método de investigacion es analitico. Todo el problema se ha particionado de
tal manera de resolverio por etapas. Esto ha facilitado el desarrollo analitico, con
resultados que son Utiles para la siguiente tapa, asi de esta manera se llega a la
solucidn final con resultados, observaciones y conclusiones finales.

4.3 Poblacion y muestra
La investigacion no es de tipo estadistico; la investigacion es analitica.

4.4 Lugar de estudio y periodo desarroilado
La investigacion no es de tipo estadistico; la investigacion es analitica.

4.5 Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos
La investigacion no es de tipo estadistico; la investigacion es analitica.
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4.6 Analisis y procesamiento de datos

. Modelamiento del robot manipulador de doble enlace

El movimiento de! manipulador se realiza en el plano tal como se muestra en Ia
figura 3, por lo que primero se determina la posicién de las masas en su
movimiento rotacional, donde su posicién esta dada por los angulos que
sustentan de cada enlace. También se determinan la velocidad tangencial de
cada masa. Esta informacion es importante para la determinacién de la energia
cinética y la energia potencial y asi mismo estas dos energias calculadas
analiticamente se reemplazan- en Iar ecuacion de Lagrange, para finalmente
determinar el modelo matematico o dinamica del sistema, gue se representa por
dos ecuaciones diferenciales, ya que el sistema tiene dos grados de libertad.

i
I
]
'
'
t
i
i
i
¢
i
i
i
!

62

Figura 3: Manipulador de dos enlaces y torques de entrada u1 y u2
Fuente: UNAC (2019); elaboracién propia

donde:

ml = masa ml

m2 = masa m2

1 = longuitud del enlace 1 rigido
{2 = longuitud del enlace 2 rigido
ul = torque 1

u2 = torque 2

81 = angulo del enlace 1

82 = angulo del enlace 2
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Posicién de m1:

x1 = 115‘87191 1
vy = ~lycos8, 2
Pasicién de m2:
Xy = llsenﬂl + £239n82 3
Yo = —licos8; — l,cos0, 4

La velocidad tangencial de m1:

%; = (l,c080,)6,
¥1 = (l5enb,)6;
vi =xf +yf
v} = (13c0s?0,)62 + (I2sen?8,)0? = (cos®8; + sen?f)1262
cos%0, + sen?f, = 1
vi = 1267 5
La velocidad tangenciai de m2;
¥, = (l,c080,)8, + (lc056,)8,
¥, = (Lisen8)8, + (Lsen6,)d,
vi =i} +y]

vi = (12c0s?0,)87 + (I3c0s26,)62 + 21,1, (cosBy)(cos8,)8,8,
+(I§sen?0,)6F + (13sen?0,)62 + 21,1,(senb, )(send,) 8,6,

i



vi = (cos%0; + sen?8,)1167 + (sen®6, + cos?8,)I262 + 21,1,6,8,(senb, send,

+ cos6,cos8,)
cos*B8, + sen?; = 1
cos?8, +lsen362 =1
seﬁBlsenBZ + cos8;cos8, = cos(8, — 8,)
vi = 1307+1362 + 21,1,6,0,co0s(6, — 6,) 6

Energia cinética de m1:

1 1 .
T1 = Emiv% = ’imll%gf 7
Energia cinética de m2:
1 1 . . .
T, = Emlvzz = Emz[l%gf + l%gzz + 211528162 CGS(BZ - 91)] 8
Energia cinética total:
T = Tl + T2

¥ 1 3 2 . -
T = %md%f?f +5m[1F6F + 1365 + 20,1,6,8, cos(8, - 8,)]

1 R 1 , ..
T = "i(ml + mz)lfgf + Emzl%gg + mzlllzglgz COS(BZ e 91)] ’ 9

Energia potencial de m1:
Vi =myghy
hy =4 ~lyc056; = I, (1 ~ cosB,)

10

Vi =mglil - cos



Energia potencial de m2:
Vz m ng(h1 + hz)

hz = 12 - taCOSQz = 12(1 - CUSGE)

VZ = ng((ll(l - COSB:L) + lz(l - COng))

Energia potencial total:
V = V1 + VZ

V =mygl;(1 - cos;) + mygl,(1 — cos8,) + mygl,(1 — cos6,)

Ecuaciones de Lagrange:

v

d(ory_or ap
dt\ad,) 86, " 96, 38,

av

d(ory or ob
- T - n =u
dt\ab,) 86, ab, a8, >

No existe friccidn viscosa, entonces D = 0

d(ory or ov _
dt\od,) "B, " @g, "M
d(oT\_ar v _
dt\ae,) 80, 98, 2

36,

av
a0,

= (my + m,) gl send,

= nglzsengz

13

14

15

16
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oT. Y
—— = mygl 1,626,5en(6, — 6,)
a9,

oT oy
= —m, gl, 1,030, sen(8, — 6,)
692‘ .

or y .
— = (ml + mz)l191 4 mzilizgzco-g(gz - 91)

06,
or .
_— = m2l292 + m2l11291605(92 - 91)
a0,
d (T L \ o
E ﬁ = (ml + mz)[1'81 + m2l1E292C05(92 - 91) - mzlllzez(gg - 61)53?1(92
1

—61)

d [dT\ e s, Coa
E(EQ_) = m2£%92 + mél1£261C05(62 - 91) - m, [1!291(92.— Bl)sen(gz - 91)
2

Reemplazando, obtenemos las ecuaciones dinamicas del robot manipulador:

(ml + mg)lfél + mzlilzégco.‘?(gz - 91) - mzilizég(-éz - 9,1)56?1(92 - 61) 17
- mzlllzéfézsen(gz - 91) + (m1 + mz)gllsen91 = u1

mzlgéz + mzlllzé-lCOS(Bz - 91) - mzlllzél(éz - él)sen(Gz - 91) 18
+myl 1,0268,sen(8; — 0,) + myglysend, = u,

. Linezalizacidn del sistema no lineal

Linealizando para angulos 6;,8, muy pequefios donde el sistema tiene equilibrio
estable. En este caso

.S‘en@l ~ 81

sen8, = 6,

R



cosf; ~ 1
cosl, = 1
sen(f, —8,) =0, —- 8,
cos{(6, ~6;) =~ 1

Eliminando los términos no lineales, se obtienen las ecuaciones linealizadas del
sistema

(m1 + mz)i%gl + mzlllzgz + (m1 + mz)gllel - ul ' 19
mzl%éz + m211[2‘9.1 + nglzgz = U; : 20

Despejando

.. {my+m,) m 1 1

g=-Tatmalg, mg, 11

4 b Toomgdt . ml,
b =~ (m; + my)g o mitmyg 1 {my +my)
2 myly ! myly 2 mylil; e m1mzl§

Haciendo

x1=91-—>i’1=91=x2

(n, +m M 1 1
(my 4 2)9x1+ 29x3+
L L

X, =6, 5k =8, =~ U~ ———u
YA i 2 1 mil% 1 mllllz 2

Xz=8; 2% =0, =1,

X4=92")i'4,=9-2

_ ny+my)g  (mitmy)g 1 (my + mz)u
myly ! myl, > mylily mﬂ“z‘% 2
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'Representando en la forma de ecuacién de estado y salida linealizada

0 1 0 01 0 0
(my +my)g myg 1 1
T (] e 0 ) -
N by { n myl§ mylyl, o1
= 0 0 1 0 0 u
(my +my)g 0 (my +my)g 1 1 (my +my)
- - - 5
mllz m1l2 _ | mllllz mlmzlz A
1 0 0 ¢
y= [0 0 1 0] x 22
Con -
_ M _
y= [}’3]' - [’Uz]
Asumiendo
Iy = Iy = 0.5 metros, my = m, = 0.5 Kilogramos, g =9.8m/seg?

Se obtiene la ecuacion de estado y la ecuacion de salida linealizada

0 1 0 0 0 0
._1-196 ¢ 98 0 8 -8
=l o o 0o 11*t|{o ol¥
392 0 392 0 ~8 16
1T 0 0 0
Y “[o 0 1 o]x
. Célculo de la controlabilidad lineal

Utilizando Matlab se obtienen los siguientes resuitados

>>B=[00; 8 -8; 0 0; -8 16];

>> B

B=
0 0
8 -8
0 O
-8 16



>>A=[0100;-19609.80,0001;39.2039.20),

A=
0 10000 0 0
19.6000 0 9.8000 0
0 0 0 1.0000
39.2000 0 392000 0

>> Mc=[B A*B A*A*B A*A*A*B]

Mc =
0 08 -8 0 0  -2352 3136
8 -8 0 0 -2352 3136 0 0
0 0 -8 16 0 0 0 3136
8 160 0 0 3136 0 0

>> rank{Mc)

ans =4

como el rango es 4 el sistema es controlable |
Calculo de la observabilidad lineal

>>C=[1000;0010)

>> Mo=[C; C*A; C*'A*A; C*A*A™A]
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Mo =

1 0 0 0
o o0 1t o0
0 1 0 o0
0 0 0 1
196 0 98 0
392 0 392 0
0 -196 0 98

0 382 0 39.2

>> rank{Mo)

ans =4

como el rango es 4, es decir de rango completo, entonces el sistema es
observable.

Programa de célculo con Matlab

¢lear all; close all; clc;

tCalculo de la ecuacion de estado y de la ecuacion de salida
ml=0,5;

m2=0.54

11=0.5;

12=0,5;

g=9.8;

A=[0 1 0 0; ~(ml+m2)*g/11 0 m2*g/11 0; 0 0 0 1; (ml+m2)*g/(mi*12) O
(mi+m2)*g/ {(ml*12) 0] '

B={0 07 1/{wml*¥11*12) =1/ (m1*11*12); 0 G} =1/{ml*11*12)
(ml+m2) / (ml*m2*12+%12)] :

C=[1l 00C0; 001 0]

D=[0] ,

#Calculo de la Controlabilidad

Mc=[B A*B A*A*B A*A*A*B] ’

%Calulc del range de la matriz Mc

rank (Mc}

$Calculo de la observabilidad

Mo={C; C*A; C*A*A; T*A*A*A)

%Calculo del rango de la matriz Mo

rank (Mo}

Step(A,B;CrD)

grid

resultados de la corrida
A=

0 10006 o0 0
-19.6000 0 9.8000 0



4] 0 0 1.0000
39.2000 0 392000 0]
B=

0
-8
0 0
-8 16
C=
0 0
0 1 0
D=
0
Mc =

0 0 8.0000 -B8.0000

0

8.0000 -8.0000 0 0 -235.20600 313.6000
0 313.6000

0 0 -8.0000 16.0000
-8.0000 16.0000 0 0
ans =
4
Mo =
1.0000 0 0 0
0 0 1.0000 0
0 1.0000 0 0
0 0 ¢ 1.0000
-19.6000 0 9.8000 0
39.2000 0 39,2000 0
0 -19.6000 0 9.8000
0 39.2000 0 39.2000
ansg =
4

0 0
0 313.6000

0

0 -235.2000 313.5000

0



Respuesta en el tiempo ante un escalén de entrada

X1024.

Step Respohse
From: in(1)

From: in(2)

w

To: Qut(1)
N

-
T
i

Amplitude
x

-
th
:

To: Out(2)
P

L= B 6

1
4y

[=]

Figura 4. Respuesta en el tiempo ante una entrada escalon
Fuente: UNAC (2019); elaboracmn propia

4 6 8 0 2
Time (seconds)

Se observa en la respuesta en el t:empo que el sistema es nnestabie También ya
el sistema es controlable y observab!e se puede digefiar-un controlador por

realimentacion de estados de tal manera de estabilizarlo.

. Modelo en espacio de estados del robot manipulador

Las ecuaciones dinamicas del robot maniputador son:

(m1 + mz)lfgi + mztllzézco.g(ez - 91) - m2£11292(92 - él)sen(ﬁz - 61)

— mply1,676,5en(8, ~ 6,) + (m, + mz)gl'lsen& = Uy

mzlgéz + m211£2§1C05(92 - 91) - m2i11291(92 - 91)5’971(82 - 61)
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+m211£29.229.1$en(92 - 91) + nglzsenez = Uy

Expresando convenientemente las ecuaciones dinamicas del manipulador en una

sola ecuacion, se obtiene:

HO + PO+ =u

H = matriz de masas del manipulador

P = matriz de terminos centrifugos y Coriolis

G = vector de terminos de gravedad

Donde

Se utiliza el termino ecuacién en el espacio de estados debido al termino P que

contiene términos tanto de posicién como de velocidad.

Cada elemento de H y de ¢ son funciones complejas que dependen de 8, la

posicion de todas las articulaciones del manipulador: cada elemento de P es una

funcion compleja tanto de 8 como de 4.

Se puede separar los diversos tipos de términos que aparecen en las ecuaciones

dinamicas y formar la matriz de masa del manipulador, la matriz de Coriolis y

terminos centrifugos y el vector de gravedad.

yo| Omtm)i

p= [ ‘*mgillzglégsen(ez - 61)
—maly 1y (6, ~ 6y)sen(6, ~ 6;)

malilycos(6, — 91)]

my i%

*mzl1lz(92 - 91)53?1(32 - 6;)
mzillzélgzsen(ez - 91)

23
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25

C = [(m1 + mz)gllsen91]

mygl,send,
Despejando la ecuacién del maniputador
Hi=u—G-pPo
Multiplicando ambos miembros de la ecuacion por la inversa de H, es decir H™1
H'Hf = H Y(u—-G - Pd)
H™iH =]
16 = H™(u~ G - P§)
16=46
6=H"u-G-Pb)

Entonces las ecuaciones dinamicas del manipulador pueden ser halladas por la
solucion de la ecuacion de estado del manipulador

También
; T
o1 CadiCH) "
det(H)
Con
Hy, H
H = { i1 12] 27
Hy1 Hap
det(H) = Hy3 Hyp — Hyi Hy, 28
Se observa que:
Hpy = Hyp 29

Por lo que
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det(H) - HllHZZ — Hfz 30

Definiendo
1 1
_ _ 2 31
det(H) HyiH,p ~ HY,
1 Hp -—H Hy, —H
e 22 12} = K[ 22 12] 32
Hy1Hyy — HE, |I—Hiz  Hyg Mz Hy
u G P@ [uz] [Gz P21 PZZ éz
Pll = '_"PZZ
Py =Py
P Gl] [P11 Py2 ] 0
u G PG - [u2] [GZ P12 _Pll 92
. . Hp  —Higlfpuy [G P P
= -1 —_ - = 22 12 ! - ! - 12
6=Hu-GC-P8)=K [—Hu Hyy }([uz] GZ] Py, Py [ D
= 6] _ K[ Ha, —Hiz] Uy — Gy = P16y = Pioby 34
é, —Hy;  Hyp Uy — G, — Pyp0, + Pllgz

N Controlabilidad del manipulador

La controlabilidad de un sistema dindmico es una preocupacién de cualquier
disefiador. El prerrequisito para el disefio del controlador de este sistema es un
analisis de la matriz de controlabilidad no lineal para el control en la regiéon de
interés.

El modelo dinamico para este sistema es de la forma

x = f{x)+ h{x)u 35
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det(H) = Hy H,; — HY, 30

Definiendo .
1 1
= = 3 31
det(H) Hy Hyy — HE
. ' 1 H ~H. H —H
H—l . 22 12] -— K[ 22 ‘ 12] 32
~-Hyy  Hyy

H11H22 - H12 H’ii

_ 5 [H Gy [Pu, szl A

w-G-Po= [“2] [Gz] Py1 Prild,
Py = —Pyy

P, =Py

_ s W Gy pn P12
¥ Gmpg_[uz] {Gz] P, “Pu

- ‘ . H -H U G P. P 8
6= H Yoy —C — PO -—-K[ 22 12] i) _ 1]__{ 11 12] ) a3
(u ) —H;,  Hy [u2] Gal P2 —Puilg,

b= [91] _ K[ Hy, "Hu]_ ug — Gy = Pyy6; — P1;92] 34
8, ~H;; Hy b Uy — G, — P8, + Py, 8,
e Controlabilidad del manipulador

La controlabilidad de un sistema dinamico es una preocupacién de cualquier
disefiador. El prerrequisito para el disefio del controlador de este sistema es un
analisis de la méfriz de controlabilidad no lineal para el control en la region de
intereés.

E! modelo dinamico para este sistema es de la forma

%= f{x)+ h{x)u 35
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Donde x es el vector de estado del espacio de estado M y u es el vector de
entrada. El analisis puede probar que el espacio de estado M puede ser
demasiado pequeﬁb

para modelar adecuadamente el sistema, de este modo falla la representacion
del estado real que alguna entrada de control podria excitar, Por lo tanto, el control
basado en el moedelo dindmico seria indtil. O el espacio de estado podria ser
demasiado grande donde el sistema podria ser de estado conocido y no pude
posiblemente alcanzar algin estado deseado usando un conjunto de entradas

dadas.

. Derivacion de la matriz de Controlabilidad no lineal

E! anélisis de la controlabilidad no lineal para este sistema requiere determinar el
rango m de la matriz de controlabilidad C, donde m = 4 es la dimensidén de M.
Esto es, la matriz resuitante es:

C=l|h adih ad? ad}] 36

Donde h es de la écuacic’an anterior y los otros elementos independientes
representan vectores columnas de los corchetes de Lie. Cuando la matriz tiene
rango completo el sistema se dice que es completamente controlable localmente.
La matriz de controlabilidad es derivada usando la notacién algebraica de Lie, Ia
definicion de un corchete de Liees: sea f y h dos vectores de campo suaves en
R™. Entonces el corchete de Lie de f y k es un tercer vector de campo definido
por
[f,h] = Vh.f — V£.h = ad;h 37

Los corchetes de Lie son definidos recursivamente como
ad}’h =h 38

adih = [f, adf *h| parai=12,.. 39
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. Elementos de la matriz de coﬁtrolabilidad

Para simplificar la derivacién se usan las siguientes definiciones:
6l =lc-x]
8 Xy — X3

El vector de estado es reescrito como

N
x| %
X =l T &,

X4 éz

Definiendo ias constantes

Ay = (my + mp)if
A, =mylil,
A3 = m, 12

Ay = (my +my)gly
As = mygly

reemplazando

H_,[ A, Azcosﬂ]
- AZCOSB A3

p = ["A2x3X4sen6 “"Azgsene
“"Aze-seng A2x3x4_1,sen3

[A4senxl]
o =
Assenx,

g = [91] - [%] =K Haz ‘Hizl Iu1 — Gy — P16y - P1292]
€, X2 “l-Hiz Hyy My — Gy — Piaby + Pryé;

1

K=——
Hy Hyy — HE,

40

41

42

43

44
45

46
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[‘%] _ [xl} _ K[ (uy ~ Gy = P16, — Pi,65)H,, — (U — Gy = P30, + P116,)Hy,
—(uy — Gy — P30, — P,6,)H,, + (uz — G —~ Py20y + Pyy6,)Hy 4|

x=f{x)+ h(x)u

X1 fi hy
ol _|f2 h,
P AR
ANTANS
] [*3
X
r@=2l= 5
fa  fa
k10
h 0
hlx) = hi = ks
h4. -h4.

El primer corchete de Lie es

adfh=g-§f——§£—h | a7
BY 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
dh 10 0 0 of [8hs Ry
ax  |han hs, 0 0] ox; dx; 0 0
by hyy O O] |0h, R, 0 0
3%, ax,

0 0 1 0
0 o0 10 0 0 0 1

af |0 0 011 fs 0fs of; af;

ax  |fsr a2 fas faa|™ dx; 8x, dx; Ox,
fuo fa2 fus fud |8fs 8fs Bfs B[,
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(adph) |
(adgh),
(adsh),
 (adsh),|

Cldfh =

el cual es el segundo vector columna de C

El segundo corchete de Lie es

dadeh  3f
-} e M S
adfh = E f P adeh

donde

F&(adfh)l a(adfh); a(adfh)l' a(aa'fh)l-
dx; dx; Oxg dx,
6(adfh)2 a(adfh)z B(a,clfh)z a(adfh)z
aadfh — axl axz ﬁx‘g‘ ax‘;
0x {0(adsh), 0(adsh) d(adsh),  9(adsh)
63{:1 axz Bxl 63:1
d(adsh), 0(adsh), d(ad;h), d(adsh),
ax, dx; dxy ax; |
2
[(ad?h),
ad?h
adZh = ( ); )
{adfh),
(adfh),

El tercer y Uitimo corchete de Lie es

dadth  of
Sphe L T2
adzh =3 f Fw adgh
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donde

0(ad?h), d(ad?h), 0(adph), d(ad?h) |
dx, dx, Oxy 0y
d(adfh), d(ad?h), d(ad?h), d(adfh),
aadﬁh _| o ax, dx, dx,
Ox d(adfh), d(adfh), o(adzh), d(udfh),
dx, Bx, dx, Oxy
d(adfh), d(adfh), d(adfh), d{ad?h),
ax, dx, dx3 dx,
"(adﬁh)l"
3
ah=|
[
_.(ad;h)41

L.a controlabilidad esta mostrando cada vez la perdida de rango de la matriz C,
esto es, estudiando las regiones de interés podemos determinar si el sistema es
controlable dada alguna entrada, en la region deseada. Examinando la matriz
para para las regiones y condiciones bajo el cual la perdida de rango puede
producir restricciones para el uso en el disefio de un controlador ¢on entridas
especial o trayectorias para evitar tales regiones y/o condiciones.

Caso 1

La primera regién de interés para el control es el objetivo de control deseado de
balanceo del péndulo con los brazos hacia arriba, es decir 8, = 8, = 180°. Con
estas condiciones la matriz de control se examina para ver si alli hay algunas
condiciones que causa la perdida de rango de matriz de controlabilidad.

La matriz encontrada permanece con rango completo incluso cuando el
amortiguamiento se considera despreciable y cesa todo movimiento. Esto es,
dentro de alguna vecindad de la regién de control deseada el péndulo permanece
controlable.
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Caso 2

El siguiente caso de interés es cuando el enlace de control estaen 8, =90°y el
pendulo este estirado hacia afuera cuando el enlace esta a 6; = 90°. Esta region
seria dificii de llevar al péndulo, desde la posicién hacia abajo usando un
controlador,

El analisis de la tercera columna de la matriz de controlabilidad revela que si el
amortiguamiento es despreciable y cesa el movimiento entonces enfocando esta
columna el vector se anula y el sistema encontrado es incontrolable para esta
region de estado local.

Caso 3

Cuando 6; = 8, = 0° los enlaces estan hacia abajo y el sistema es de estado
estable y la controlabilidad es de rango completo por lo que el sistema es
controlable.

V. RESULTADOS

Las ecuaciones dinamicas del robot manipulador, obtenidas son no lineales, por
lo que no se pueden aplicar las propiedades de control para su analisis

(ml + mz)lfgl + mzlllzézco.g(ez - 91) - mzlllzéz(éz - gl)sen(gz - 61)

— Myl ,676,5en(6, — 8,) + (my + m,) glysend, = u,

m2l§9.2 + mzlllzéICOS(ez - 81) - m2111291(92 - 91)3871(02 - 91)

+m211£29229‘158n(92 - 61) + ngizsengz = U,

La linealizacién de estas ecuaciones permite encontrar nuevas ecuaciones
lineales a las que si se pueden aplicar todas las propiedades del control lineal.
Asi se obtiene:

(my + my)I26, + mylyly8, + (my + my)gl 8y = u,

mztggz + mzlliggl + nglzez = Uy
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Se determina la controlabilidad y la observabilidad del modelo en ecuaciones de
estado. Representando en ia forma de ecuacion de estado y salida linealizada

[ 0 1 0 07 0 0 7
(my + my)g m,g 1 1
. ll ll n m1l1 mllllz
x= 0 0 Tl g 0 u
_utmag D (mi+ma)g o il mtmy
mllz mllz - L mlllig mlmzlg i
1 00 0
y= [0 0 1 0] x
Asumiendo

L =l = 05metros, m; =m, = 0.5 Kilogramos, g = 9.8 m/seg?

Se obtiene la ecuacion de estado y la ecuacién de salida linealizada

0 1 0 0 0 o0
._|-196 0 98 o 8 -8
=l o o o 11*t|o ol
392 0 392 0 -8 16
:[1 0 0 qx
Y=l 0 1 o
De ia forma
x = Ax + Bu
y=Cx+Du

Construyendo la matriz de controlabilidad Mc y la matriz de observabilidad Mo:
Mc={B AB A?B A%g]

c
CA
CA®
ca’

Mo =

rango(Mc) = 4

rango(Mo) = 4
Como el rango de ambas matrices es igual a 4, es decir ambas matrices son de
rango completo. También como resultado se ha encontrado la ecuacién de

4

estados del manipulador.



VI. DISCUSION DE RESULTADOS

Contrastacion y demostracién de la hipotesis cori los resultados

Como primer resultado, aplicando las ecuaciones de Lagrange se obtiene el
modelo matematico del sistema, que viene a ser dos ecuaciones diferenciales no
lineales. , |

Como segundo resultado se obtiene el sistema lineal del modelo no lineal
alrededor del punto de operacion, en forma de ecuaciones de estado y de salida.
Como tercer resultado se obtienen las matrices de controlabilidad y
observabilidad con lo que se determina que el sistema és observable y controlable
Coma cuarto resultada, se obtiene |a ecuacion de estado del manipulador.

Por dltimo, se calcula ia controlabilidad del sistema no lineal y se determina que
el sistema pierde rango cuando se calcula la controlabilidad. También se
menciona que este proceso matematico es demasiado icompticado en su
manipulacién matemética; por lo que se concluye que es mas recomendable la
linealizacién, es decir la obtencidn del sistema lineal, por la facilidad de trabajo
literal y analitico.

Se demuestra que se obtiene las matrices de controlabilidad y abservabilidad del
sistema linealizado.

Contrastacion de los resuitados con otros estudios similares.
No hay estudios similares con los cuales se puedan contrastar este trabajo
analitico.

Responsabilidad ética de acuerdo a los reglamentos vigentes.

Como el trabajo de investigacién es analitico, todo el proceso seguido son
aplicaciones de las leyes fisicas, hace mucho tiempo establecidas. Las
operaciones que se realizan son de manejo matricial, desarrolio en derivadas
parciales muy laboriosas. No se ha utilizado tablas de datos o informaciones de
otros trabajos. Las figuras se han realizado con el software VISIO, se ha
programado en Matlab; es decir son autoria propia, con lo que se garantiza la
responsabilidad ética
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CONCLUSIONES

Calculando las matrices de controlabilidad y observabilidad del sistema
linealizado, se observa que ambas matrices son de rango completo, por lo que se
concluye que el sistema es controlable y observable. Por lo tanto, se puede
disefiar un sistema de control por realimentacion de estades por el método de
ubicacién de polos, con disefio del observador para controlar el sistema,
llevandolo a la estabilidad.

El sistema presenta cuatro estados de equilibrio, cuando un primer ciclo. Cuando
el sistema pendular esta con los brazos hacia abajo (8; = 8, = 0°), el sistema es
de equilibrio estable. Cuando el sistema pendular esta con 10s brazos hacia arriba
(8, = 6, =180°) , el sistema es de equilibrio inestable: Cuando el sistema
pendular esta con los brazos uno hacia abajo y el otro hacia arriba (6, = 0°y 8, =
180°) , el sistema es de equilibrio inestable. Por dltimo, cuando un brazo esta
hacia arriba y el otro hacia abajo (8, = 180° y 8, = 0°), el sistema es de equilibro
inestable. En general si el péndulo estd dando vueltas se vuelven a repetir estos
cuatros estados de equilibrio en forma ciclica.

Si seguimos analizando su movimiento ciclico, resulta cadtico, propiedad de ios

sistemas no lineales.

RECOMENDACIONES

Se recomienda continuar con el trabajo de investigacidn a nivel de posgrado, para
disefiar un controlador por realimentacion de estados por ubicacion de polos. Esto
debido a que ya se cuenta con el modelo matematico de la planta, que resuita ser
de tipo no lineal. Se ha probado que el sistema es controlable y observable
cuando el modelo matematico se ha linealizado alrededor de un punto de
operacién. También se puede continuar con el trabajo disefiando un controlador
difuso para la planta. Por uitimo se puede trabajar con el modelo no lineal de la
planta y disefiar controladores no lineales. En general se puede aplicar técnicas
de control avanzado.
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ANEXOS

Tabla N° 2: Matriz de consistencia

TITULO:

“CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD NO LINEAL DE UN ROBOT

MANIPULADOR DE DOS GRADOS DE LIBERTAD"

PROBLEMA QBJETVOS HIPOTESIS | VARIABLES METODOLOGIA
Problema Objetivo Hipotesis Variable Tipo de
general general generai independiente: | investigacion
E! modelamiento | Posicion Investigacién
i Es controlable | Determinar la del sistema angutar del cuantitativa.
y observable el | controlabilidad y | permitird enlace 1.
robot observabilidad | encontrar la Posicién Disefio de la
manipulador de | del manipulador | controlabilidad y | angular del investigacion
dos grados de de dos grados ta eniace 2.
libertad? de libertad. cbservabilidad Fuerza externa | Modelamiento
del robot del motor matematico de la
manipulador de planta.
dos grados de Variable
libertad. dependiénte: | | inealizacion del
Prablemas Objetivos raspuesta modaie
especificos especificos Hipdtesis posicional en el | matematico.
Determinar la especificas tiempo del
¢Es controlable | controlabilidad y manipulador Controtabilidad y
y observable el | observabilidad El modelamiento | robético

robot
manipulador
rigido con dos
articulaciones
de rotacidn que
se mueven en
un plano verticat
con dos grados
de libertad?

del manipulador-
rigido con dos
articulaciones
que se mueven
en un plano
vertical con dos
grados de
libertad.

del robot
manipulador
rigido con dos
grados de
libertad permitira
encontrar la
controlabilidad y
fa
observabilidad.

Observabilidad de
la planta
lineglizada.

Controlabilidad y
Observabilidad de
la planta no lineal
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