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RESUMEN

El presente trabajo de investigacion se encuentra inmerso en la Teoria de Cohomologia,
lo cual una dualizacién algebraica del objeto denominado Homologia. Su desarrollo lo
iniciamos dando los conceptos de categorias y functores, para luego interpretar a la
Homologia singular como un funtor covariante, seguidamente definimos los llamados
CW — espacios y su descomposicion que sera de gran utilidad para establecer las
operaciones cohomoldgicas. Estas operaciones nos permitira estudiar los Axiomas de
Eilemberg — Steenrod (E.S) que son aplicados a una sucesion Funtorial. Mas
especificamente se define una teoria de Homologia.

Como una secuencia de functores satisfaciendo los Axiomas de “E-S”.

Los resultados obtenidos son la construccion y relacién de [S”,Y] con H (S”) - donde

S" denota la esfera n — dimensional; la construccion y relacion anterior se generaliza para

un espacio topologico X arbitrario. Es decir que mostramos una construccion alternativa

del conjunto de clases de equivalencia [X ,Y] y el espacio Hn(X) para un CW — Complejo

X. Finalmente presentamos algunos modelos de aplicacion como el isomorfismo entre

H°(E)y [ [H°(p) con H°(E) =0, parag> 0.

peE

Palabras claves: Cohomologia, Funtor, Equivalencias, Topoldgicas, Homotopia, CW —
Complejos.



ABSTRACT

The present research work is immersed in the Theory of Cohomology, which is an
algebraic dualization of the object called Homology. We begin its development by giving
the concepts of categories and functors, to then interpret the singular Homology, as a
covariant functor, then we define the so-called CW - spaces and their decomposition that
will be very useful to establish cohomological operations. These operations will allow us
to study the Eilemberg - Steenrod (E.S) Axioms that are applied to a Funtorial sequence.

More specifically a theory of Homology is defined.

As a sequence of functors satisfying the Axioms of "E-S".

The results obtained are the construction and relationship of, with; where denotes the n-
dimensional sphere; the above construction and relation generalizes to an arbitrary
topological space X. In other words, we show an alternative construction of the set of
equivalence classes and the space Hn (X) for a CW - Complex X. Finally, we present
some application models such as the isomorphism between H ° (E) and with H ° (E) = 0,

for g > 0.

Keywords: Cohomology, Functor, Equivalences, Topological, Homotopy, CW -
Complexes.



INTRODUCCION

Suponiendo que C =C_ representa la categoria cuyos objetos son espacios topoldgicos

con punto base, y donde los morfismos son las aplicaciones continuas preservando punto

base, y sea S=¢,,; la categoria de conjuntos con elementos distinguidos y

H:¢.— €, un funtor. Es asi que en este trabajo buscamos y proponemos que si H

onj
satisface ciertos axiomas, existe un espacio Y Unico salvo homotopias que tal H es
naturalmente equivalente al funtor el cual asigna a cada objeto X de ¢, el conjunto de
clases de homotopia de aplicaciones X en Y, y siendo uno de los resultados la
representacion para teorias de cohomologia, los cuales satisfacen todos los axiomas de
Eilemberg - Steenrod, salvo el axioma de dimension. De esta forma presentamos una

breve exposicion del trabajo que se propone. Empecemos definiendo la Ilamada
Categoria de espacios "C."; donde los objetos son espacios topoldgicos conexos con

punto base, los cuales admiten la estructura de CW — Complejo, y sus Morfismos son

todas las aplicaciones continuas de X en 'Y, llevando punto base de X a punto base de Y,

para cada par X,Y en C.. Ademas se asumirda que,si X e C. y X'c X (subcomplejo)
respecto a la misma estructura de CW — complejo de X, entonces X 'e C.. Denotaremos

por ClyC? el espacio de las categorias los cuales tienen como objetos todos los

espacios admitiendo una estructura CW- Complejo y todos los espacios admitiendo la
estructura de un CW — Complejo finito, respectivamente. Ahora S denotara la categoria
de conjuntos con elementos distinguidos y aplicaciones conjuntos preservando elementos
distinguidos. La terna (X, U X,, X, X,)sera llamada una triada propia de C. si

XX XpuX, yX nX,eCg, todos con punto base; también (X, X N X,),

(X,,X,; " X,) poseen propiedad de extensién homotopica.



Si X,Y eC_., entonces el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones de

X enY con respecto a homotopias que dejan fijo (invariante) los puntos base de X sera

denota por [ X, Y ]. Mientras que [e, Y ] denotara el funtor de C. en S, es decir [o, Y [
C. — S, locual asignaacada X € C. elconjunto[ X , Y] con la clase de aplicacion
constante como elemento distinguido, y asigna a cada aplicacion f: X —— X'la
aplicacion f:[X'Y]——[X,Y] definida como f([g])=[ge ] donde [g] denota la

clase de homotopia de “g”. La notacion [e, Y ] es muy brevemente ambigua, en que esto
no indica el dominio de la categoria C. pero si esta categoria serd claramente

interpretada por el contexto descrito.



CAPITULOI
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.  Descripcion de la realidad problematica:

A mediados del siglo pasado las operaciones cohomoldgicas fue el centro de
mayor actividad en topologia algebraica. Esta técnica fue suplementando y enriquiciendo
la estructura algebraica del anillo de cohomologia y ha conducido a progresos
importantes, en la teoria de homotopia general y aplicaciones geométricas especificas. En
la década de los 50 del siglo pasado los “cuadrados de steenrod” fue el centro de atencion
muy importante. Es el caso que Robert E. Mosher y Martin C. Tangora. Cohomology
Operations and Aplications in Homotopy Theory Copyright (c). 1968 New York,
construyen tales operaciones, demostrando muchas propiedades y dando numerosas
aplicaciones. Tanto los resultados tedricos como algunas aplicaciones en este contexto
tienen y ofrecen muchas dificultades para su comprension. En Topologia algebraica
existen diferentes metodos que permiten solucionar tales dificultades. Uno de los métodos
es: “La no existencia de una construccion Topologica”, la cual se justifica mostrando que
su existencia implicaria la existencia de una construccion algebraica. Especificamente

consideremos los siguientes problemas: Sea RP" es n — espacio proyectivo real (n > 1);

y se sabe que su grupo fundamental es Z, (es decir nl(]RP”):ZZ). De este modo gesta
la siguiente interrogante: Para m,neN con 1 < m < n, existird una aplicacion
@ :RP"——RP™ tal que induzca un isomorfismo ¢: 7z, (RP")——> 7z,(RP™)?.

entonces la no existencia de tal aplicacion puede ser demostrada al considerar una

aplicacion inducida algebraica. Ahora de otro lado consideremos el anillo de cohomologia

de RP" con coeficientes en Z, llamado anillo de polinomios truncado en una clase &,

, - - -/ 1 . - .
de cohomologia un — dimensional, truncada por la relacion (§n )n+ =0. Si existiera una

aplicacion o con la propiedad requerida, entonces la aplicacion inducida en cohomologia

tendria que satisfacer ¢(a,)=a,; [resultado debido, al Teorema de Hurewicz y al

10



teorema de Coeficientes universales para Hl(RP",ZZ)] puesto que ¢ debe ser un

homomorfismo de anillos, esto es imposible, para tener (&, )" #0=¢(0) = (p((fm )n) para

n > m. Hechos como estos ilustran la ventaja de cohomologia sobre homologia.

1.2

1.3.

b)

FORMULACION DEL PROBLEMA
Problema General

¢De que forma un funtor contravariante H de la categoria ¢. en la categoria S.

seria naturalmente equivalente al funtor que asigna el conjunto de clases de

homotopia?

Problema Especifico
¢De qué manera dos funtores H, y H, de la categoria ¢, en S, determinan que
los objetos H,(X)y H, (X) sean homotopicamente equivalentes en la categoria

S?.

¢De qué manera se podria determinar una representacion para teorias de

Cohomologia?.

OBJETIVOS

Objetivo General
Uso funtorial de las teorias cohomoldgicas, para establecer equivalencias de

estructuras topoldgicas y clases de Homotopia.

Objetivo Especifico

1. Determinar especificamente transformaciones naturales T:[-,Y]—)H;

para H funtor contravariante de la categoria de espacios topoldgicos C, con

punto base, en la categoria de conjuntos con elementos distinguidos S.

11



1.4

2. Determinar una representacion para teorias de conomologia que satisfagan la

mayoria de los axiomas de Eilemberg — Steenrod.

LIMITANTES DE LA INVESTIGACION

Teoricos: La investigacion, la cual es naturalmente tedrica, mas aun abstracta, se
encuentra o tiene como limitante tedrico la denominada teoria de cohomologia.
Temporales: No aplica

Espaciales: No aplica

12



CAPITULO I
MARCO TEORICO

21 ANTECEDENTES

2.1.1 Internacionales
La teoria de Cohomologia no puede estudiarse sin no antes entender la teoria de

homologia, la cual se inicia tradicionalmente como una rama de la topologia. H. Poincare,
en su trabajo Analysis situs. 1895 fue el pionero en establecer y formalizar la definicién
del concepto de Teoria de Homologia. Tal inquietud, tiene que ver con la siguiente
situacion. Al tener un espacio topoldgico abstracto y complicado; se pretende obtener y/o
analizar en forma sencilla el conteo de agujeros de dimension arbitraria, obteniendo
algunos invariantes lineales. De este modo la homologia puede ser visto o pensando como
una construccion de invariantes lineales asociados a una situacion no lineal. Siendo el
caso que a fines del siglo XX surge el concepto de homologia, como producto del estudio

de la geometria n — dimensional.

J.B. Linling (1808 — 1882) estudia la multiconexion de figuras en dimension tres
lo cual fue generalizado para el caso n — dimensional por E. Betti (1823 - 1892), y para
esto utiliza hipersuperficies sin borde, analogas a las curvas cerradas de Riemann,
encontrando de esta forma una caracterizacion igualdad entre dos superficies. Fue
entonces Poincare quien desarrolla una teoria méas general, y lo hace a partir del trabajo
intuitivo de Betti. En este contexto la teoria de cohomologia resulta como dual de la teoria

de Homologia.

2.1.2 Nacionales

La teoria de Homologia y por ende la de cohomologia en nuestro medio siempre
fue de particular interés, en la universidad Nacional Mayor de San Marcos, primero por
el Dr. Oscar Valdivia (ﬁ}-) y luego por el Dr. Agripino Garcia Armas ('ﬂ“) (1945 — 2014).

13



Este ultimo en su obra intitulada “Homologia Singular” presenta tal teoria con
algunas aplicaciones a resultados clésicos; como determinar modelos algebraicos de los
espacios topologicos; tal resultado lo consigue introduciendo el lenguaje de categorias y

funtores; y considerando a su vez los denominados espacios de Hopf.

2.2. MARCO
2.2.1 Tedrico

La teoria de cohomologia, como dual de la Teoria de homologia es estudiada y/o

tratada. Como sigue: En primer lugar se considera el complejo de cadenas

(C,&):(C Hi——C, —25C, —2C >) y un R — modulo M. De aqui se
define otro complejo llamado “Complejo de Cocadenas” [HomR(C,M),5:|; donde

s"=(-1 o;, :Ham, (C,,M )——> Hom, (C,..,M), paraneZ y

n+l - n+1?

n+l * n+l?

Sny =Homg (C,,M) ——Hom, (C,,,,M)es definido como &y, (¢)=@,0,,,, para ¢

en Homy, (C M) y en consecuencia el n- ésimo R — modulo de cocadenas de (C,0)

n+1?

con valores en M se define por Hom, (C.,M)y a su vez para n € Z se denota y define el

n- ésimo médulo de cohomologia de (C, ) con coeficientes en M como:

Nuc(&”)

H"(C,M):=H"(Hom,(C ,M),8)= ———=
Im(5n+l)

A continuacion presentamos parte del material bibliografico utilizado en el marco

tedrico.

E. Spanier; Algebraic Topology, springer verlag, Berlin Heidelberg New York, 1994,

E. Steenrod, Foundations of algebraic, Topology press, Princeton, university — 1952.

J. F. Adams Stable Homotopy Theory lecture Notes in Mathematics 3, Springer — Verlag,
Berlin 1964.

James W. Vick. Homology Theory Copyright. London 1973

N. BOURBAKI, Elements of Mathematics. General Topology. Chapters 1-4. 2nd
printing. Springer — Verlag. New York (2012)

14



R. ARENS, J. DUGUNDIJI, Topologies for function spaces, Pacific J. Math. 1 (1951).

Robert E. Mosher — Martin C. Tangora, Cohomology Operations and Applications in
Homotopy Theory Copyright New York, 1968.

Sze — Tsen Hu. Homology Theory, Halden — Day. San Francisco 1966.

W.S. Massey, Introduccion a la topologia algebraica, Reverte, 1982.

2.2.2 Conceptual
Las teorias de Homologia y cohomologia ambas pueden interpretarse como

funtores covariantes y contravariantes respectivamente y desde luego, funtores que por lo
general van de la catego9ria "C_" de espacios topoldgicos a la categoria C_,, de grupos
abelianos. Este proceso conocido como “proceso de algebrizacion” fueron varios

matematicos que tuvieron interés sobre el particular resultado, creando un nuevo campo

al definir el concepto de homologia en un contexto puramente algebraico.

2.3.  DEFINICIONES DE TERMINOS BASICOS
a) Categorias y Funtores

Definicion (Categoria) (2.3.1) Una categoria “C” consiste de:

1. Una clase de objetos, descritos por Obj (C).
2. Para cualquier pareja de objetos A, B denotemos el conjunto de Morfismos de A en B

por Mor,(A,B) si f e Mor,(A,B), entonces Ay B se llaman dominio y rango de f

respectivamente, lo cual se escribe: f: A——B
3. Para cualquier tripleta ordenada de objetos A, B, C. hay una ley de composicién

@:Mor(A,B) x Mor(B,C)——Mor(A,C) dada como ¢(f,g) =g f tal que

verifica:

i) he(gef)=(hog)e-f, paraf e Mor,(A B),g eMor,(B,C)AheMor,(C,D)
ii) Paratodo AeObj(¢#) existe 1, e Mor, (A, A) (llamado morfismo identidad) tal

que: fol,=f y1,0g=g9

15



Ejemplo (2.3.1): Categoria de Conjuntos ¢ = Conj

Los objetos de esta categoria son los conjuntos propiamente dichos, mientras que los
morfismos son las aplicaciones entre conjuntos con la operacion de composicién usual.
Ejemplo (2.3.2): Categoria de un Monoide: ¢ = Mon

Sea X un monoide. La categoria “¢@= Mon” tiene como Unico objeto a X, y los morfismos

son los elementos de X, los productos de los morfismos se definen por la operacion de
multiplicacion de X.

Ejemplo (2.3.3): Categoria de espacios topoldgicos: ¢ = Top

Los objetos de la categoria “@= Top” son los espacios topoldgicos, y los morfismos las

aplicaciones continuas con la operacion composicién usual.

Ejemplo (2.3.4): Categoria de Grupos Abelianos: “¢@ = Gab”

Los objetos de la categoria “@ = Gab” son los grupos abelianos y los morfismos son los
homomorfismos de grupos con la composicion usual.

Ejemplo (2.3.5): Categoria de un grupo “G”: ¢=¢

Para un grupo “G” la categoria “@ = & > tiene como Unico objeto a G, mientras que los
morfismos son los endomorfismos de G.

Ejemplo (2.3.6) : Categoria Producto de dos categorias: € =¢, X &,

Sean ¢,, ¢, dos categorias arbitrarias. La categoria Producto ¢, X ¢, que tiene como

objetos pares ordenados (A, B); donde AeObj(¢) , BeObj(¢,) y los morfismos

Mor@lx o

(X.X,),(Y.Y,)= Mor,, (X,, X;) x Mor, (Y,,Y,)
Ejemplo (2.3.7) : Categoria opuesta o dual : ¢ =¢%
Sea ¢ una categoria, una categoria opuesta o dual de ¢ serd denotada por @%, cuyos

objetos son los mismos objetos de ¢ ; mientras que los morfismos esta dado como:
Mor o, (A, B)=Mor,(B,A).
Definicion functor (2.3.2) Sean ¢ y ¢' dos categorias

1. Un funtor covariante de ¢ en ¢', denotado por T:¢ —— @' esta definido por:

16



i) Unaaplicacion T que asocia a cada X eobj(¢£), un T(X) € Obj (&)

i) Una aplicacion que también denotaremos por T, que asocia a cada elemento
f e Mor, (A,B)un elemento T(f)eMor,(T(A),T(B)) tal que: T(1,)=1,,
paratodo AeObj(¢) yT(geof)=T(g)°T(f).

2. Un funtor contravariante T de @ a ¢', escritopor T : ¢ —— ' asociaa cada A

e Obj (¢), unelemento T(A) € Obj (¢'),y acadaelemento f e Mor, (A, B) un elemento
T(f)eMor,(T(A),T(B)), tal que T(|A)=lr(A) yT(gef)=T(f)T(g)

Ejemplo (2.3.8): Funtor Identidad : T =1,

Sea ¢ una categoria arbitraria. El funtor identidad de ¢ se denota y define como :
1,:¢——¢ tal que: 1,(A)=A, para todo AeObj(¢) y 1,(f)=f, para todo
f e Mor, (A, A).

Ejemplo (2.3.9): Funtor Constante: T = Const.

Sea ¢ una categoria, K € Obj(¢#) un elemento fijo. El funtor constante dado en ¢, se
denota y define como Const: ¢—— ¢ tal que Const (X) = K para todo X € Obj(@)y
const (f) = 1, paratodo f e Mor,(X,X).

Ejemplo (2.3.10): Funtor Composicion: "LoT"

Sean T:4,——¢ Y L:@——>¢, dos funtores. El funtor composicion
LoT:@——¢,esta dada como (LoT)(X)=L(T(X)), para todo X €Obj(¢Z) y
(LoT)(f)=L(T(f)), paratodo f eMor,(X,Y)

Ejemplo (2.3.11): Funtor Homomorfismos: Hom (., K)

Sea ¢ la categoria de los K — espacios vectoriales. El funtor homomorfismo denotado por
“Hom” esta definido como Hom: Z—— ¢ tal que Hom (V, K) = V* (dual de V) y Hom
(f, K) = f* (transpuesta de f); donde si f:V——>W, entonces f*:Hom(W,K)
——> Hom(V,K) esdecir f*:W*——W *,

Ejemplo (2.3.12) : Funtor Potencia
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Sea ¢ =Conj ysea neN. El funtor n —ésima potencia T: ¢—— ¢ esta dado como:
T(X) = X", paratodo X eobj(@)y T(f)=f", paratodo f e Mor,(X,Y).

Ejemplo (2.3.13): Funtor Suspensién: 3’ ”

Sea la categoria "¢@ =Top". El funtor suspension T : @—— ¢ estd dado como: T(X) =
> X = Suspension de X. (XX espacio de identificacion de X x I al identificar X x {0} y
X x {1} apuntos, X eObj(@), T(f) = D f: D X—>>Y.

Ejemplo (2.3.14): Funtor Lazo

Sea la categoria "¢ =Top", ysea X eObj(¢) y X, € X. Elfuntorlazo T:@——¢€ es
denotado y definido como: T(X)2Q(X,x)={c:1—>X/0(0)=x,=0c@)}
(Q(X,x,) es llamado espacio de lazos). Y T(f) = Q(f):Q(X,x%,)——Q(Y,Y,)

Ejemplo (2.3.15): Funtor olvido

Sean las categorias "¢=G_," y "¢'=Conj".Definamos L:¢Z——>¢ como :
T(G)eObj(Conj) para cada G eObj(¢) y para cada homomorfismo de grupos

f:G,——G, seaT(f):T(G,)——T(G,) laaplicacion entre conjuntos. Claramente

T es un funtor Covariante llamado funtor olvido; debido a que T(G) es un simple
conjunto, que a “Olvidado” la estructura de grupo, lo mismo ocurre con T(f) que es una
simple aplicacion olvidando la definicién de homomorfismo.

Definicion (Morfismos Inversos) (2.3.3) Sea ¢ una categoria f  Mor,(A,B) y

g € Mor, (B, A)tales que gof =1,. Entonces g se llama inverso a izquierda de f,

mientras que f inverso a derecha de f.

Observacion (2.3.1).- Si g y h son morfismos inversos a izquierda y derecha

respectivamente de un morfismo f, entonces g=h. En efecto g=gol=go(foh)=

( go ,0) oh =1och=h. El morfismo “f” que verifica esta igualdad se llama isomorfismo o

equivalencia.
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Definicién (Objetos equivalentes) (2.3.4) Sea ¢ una categoria, y sean A, B € Obj (&).
Se dice que Ay B son objetos equivalentes si existe un isomorfismo f  Mor,(A,B). En
este caso se denota f : A= B.

Ejemplo (2.3.16).- Un isomorfismo o equivalencia en las categorias Conj, Topy &,, €s

una aplicacion biyectiva, un homeomorfismo y un isomorfismo (entre grupos)
respectivamente.

Ejemplo (2.3.17).- Un isomorfismo en la categoria de un Monoide ¢ = Mon es todo
elemento inversible de dicho monoide.
Teorema (2.3.1).- Sean ¢,¢"' dos categorias, T:Z——¢" un funtor covariante. Si

f e Mor,(A,B) es un isomorfismo entonces T(f)e Mor,(T(A),T(B)) es un

isomorfismo.

Demostracién.- Como f : A——B esunisomorfismo entonces existe g:B—— A tal
que gof=1,ygof=1, de donde T(go f)=T (1A)=lr(A). Analogamente
T(fog)=T(1)=1 4, - Eneste caso escribimos g = f " y porende T (f*)=T(f)™.
Definicion (Transformacion Natural) (2.3.5). Sean T, L:¢——¢@ dos funtores
covariantes. Una Transformacion Natural ¢ de T a L, descrito como ¢:T——>L es
un sistema de morfismos ¢, € Mor,, (T (A),L(A)) uno para cada AeObj(¢). Tal que
para cualquier Morfismo f € Mor(A,B) el siguiente diagrama conmuta. Es decir:
L(f)opn=0s°T(f)
T(A) LY » T(B)

Pa P

L(A) > L(B)
L(f)

Figura N° 1 Rectangulo conmutativo de una transformacion natural de dos funtores covariantes

Fuente : Elaboracion propia
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Nota.- En el caso que T y L sean funtores contravariantes la definicion es similar,

invirtiendo las “flechas” de T(f) y L(f), es decir el siguiente diagrama conmuta.

T(f)
T(B) » T(A)
Ps Da
L(B) » L(A)
L(f)

Es decir: L(f )o@, =@, °T(f)

FiguraN°2 Rectangulo conmutativo de una transformacion natural de dos funtores
contravariantes.
Fuente : Elaboracion propia

Definicidn: (Equivalencia Natural) (2.3.6).- Sean T y L como en la definicidn anterior.

Una transformacion natural ¢:T——L se denomina equivalencia natural si ¢,

una equivalenciaen ¢' para cada objeto A de ¢.

Ejemplo (2.3.18).- Dada una categoria arbitraria ¢ y sea ¢’ = conj (Categoria de
conjuntos). Para un objeto fijo A de ¢ definamos al funtor H, :¢——¢"' como
H ,(X) = Mor, (A, X) paracada X € Obj(€) y H,(f)=fel, para f e Mor,(X,Y)
y para | € Mor, (A, X).

Observacion (2.3.2).- Sea T:Z——¢' un funtor arbitrario y sea aeT(A) un
elemento fijo. Queremos definir una Transformacion Natural ¢* entre los funtores
H, y T esdecir ¢*:H,——T dado como: ¢§ :H,(X)=Mor,(A X)—>T(X)
talque I ¢ =T()(a)

Asi obtenemos:

(9 2 Hu(D),, =@ (HA(DD) = (F21) =T (F 1) =(T(F) = ) ()

€s
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Ejemplo (2.3.19).- Dada la categoria ¢ formada por los K — espacios vectoriales y

sea V eobj(¢), asi V* dual de V y V** el bidual de V son objetos de ¢, entonces
existe una aplicacion lineal g, (x)=X donde X(v*)=v*(x), xeV, v*eV* p es
una transformacion natural del funtor identidad 1, :V ——V al funtor J:¢——¢

6sea p:1,—J. Enefecto: sea f e Mor,(V,W), el siguiente diagrama conmuta

<
v
<
*
*

f fox

W > W**
Iw

Figura N° 3 Rectangulo conmutativo en un espacio y su Bidual.

Fuente : Elaboracidon propia

Es decir:
(£71,)00@) =(£.7) (0 = f"X (@) = X () =(fey ) ()
= a(f(x)=f(x)(a)=(l, ° f)(X)(a).

Teorema (2.3.2).- Sea ¢ una categoria arbitrariay ¢'=Conj la categoria de conjuntos.

Si T:@——>¢' es un funtor covariante y ¢:H,——T una transformacion natural,

entonces existe un Unico elemento x €T (A) tal que ¢ = ¢", es decir: X=@,(1,).

Demostracion.- Por hipotesis ¢:H,——T es una trasformacion natural, entonces el

diagrama siguiente conmuta.
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T(A) > T(X)
T(f)

Figura N° 4 Rectangulo conmutativo de un funtor covariante y una transformacion natural.

Fuente : Elaboracion propia

Para cualquier f e Mor, (A, X).En particular ¢, (H,(f)(1,))=(T(f)¢,)(1,).Y como
H,(f)(I,)="fol,=1f, entonces obtenemos ¢, (f)=T(f)(x)=¢%(f), donde
x=@,(l,). Ahora supongamos que existe otro yeT(A) tal que @=¢’ luego

XZQ’A(IA) :¢X(IA) :T(IA)(y) = IT(A)(y) =Y.

Definicion (Elemento Universal) (2.3.7) Sean ¢ una categoria, ¢'=Conj (categoria de
conjuntos),y T : @——¢"' un funtor Covariante y A obj(¢#), entonces ueT(A) esun

elemento universal si ¢" es una equivalencia natural.
Observacion (2.3.2).- No todo funtor covariante “T” de una categoria arbitraria “ & en
la categoria “¢@'=Conj” posee un elemento universal, si lo posee diremos que T es

representable y la pareja (A, u) representa al funtor “T” y esta Unicamente determinado,

salvo equivalencia.
Teorema (2.3.3).- Sea ¢ una categoria arbitraria ¢'=Conj ysea T:Z——¢' un

funtor representable y sea weT(A) un elemento universal. Si zeobj(¢), zeT(C)
entonces existe un unico f eMor,(A,C)tal que t(f)(w)=z. Si “z” es elemento

universal, entonces f es una equivalencia.
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Demostracion.- Si “z” es un elemento universal entonces existe g € Mor,, (C, A)tal que

T(9)(2) =i (g) =w; de donde se tiene T(ge f)(w)=T(g)o(T(f)(W)=T(g)(z)=w
luego gof =1, por la universalidad de “w” y asi T(feg)(z)=T(f)T(9)(z)

=T(f)(w)=zen consecuencia f og=1. por la universalidad de “z”.

b) Espacios Topoldgicos Con Punto Base
Definicion (2.3.8).- Sea (X,r) un espacio topolégico, X, X un punto fijo
arbitrariamente elegido es llamado punto base de X, y la pareja (X,x,) se denomina

Espacio con punto base.

Definicion (2.3.9).- Sean (X,x,), (Y,y,) dos espacios con punto basey f : X ——Y
una aplicacion continua. Se dice que f preserva punto base si f (x,)=y,.

Ejemplo (2.3.20).- Dados los espacios topoldgicos R y S' de los niimeros reales y el
circulo unitario respectivamente ambos con las topologias usuales, y f :R——S* una
aplicacion dada como f (t)=(sen2xzt,cos2zt) Yy sean los puntos base X, =0 e
Y, =(0,1) de Ry S'respectivamente entonces “f” preserva punto base. Analogamente la
aplicacion g:R——S' dada como g (t) =(cos 27t, sen2xt) preserva punto base, para
los puntos X, =1 en R e y, =(1,0)en S*.

Observacion (2.3.3).- Laaplicacién g:R——S' dadacomo g(t)=(cos2xt,sen2zt)

puede interpretarse o representarse como una aplicacion que envuelve (enrrolla) la recta

real con el circulo S*, aplicando cada intervalo [n,n+1] sobre S* durante el proceso.

Definicion (2.3.10).— Sean X, Y dos espacios topologicos con puntos base X, e,
respectivamente.

Definicion (2.3.11).- Sean f,g: X ——Y dos aplicaciones continuas f es Homotopico
a g, si existe una aplicacion continua H:X x I ——Y tal que H(x,0)= f(x),
H(x,1)=g(x) YH(x,b)=y, paratodo Xe X donde 1 =[0,1].

Notacion.- H: f =g, se lee “f”” es homotopicaa “g”.
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Ejemplo (2.3.21).- Sea X un espacio topologico Y —R" subespacios y sean
f,g:X——>Y dos aplicaciones continuas; tal que para cada xe X, f(X)y g(x)
pueden unirse por un segmento de recta entonces f ~ g.

Demostracion.- Bastara definir la aplicacion H:X x I ——Y como H(x,t)=(1-t)
f(x)+t.g(x) paratodo xe X, para todo tel. Claramente H es continua (verificacion
facil) mas ain H (x,0)= f (x) yH(x,1)=g(x) portanto f =g.

Proposicion (2.3.1).- La relacion de homotopia “=" es una relacion de equivalencia.

En efecto.- Reflexiva.- Sea f:X ——Y una aplicacion continua entonces podemos
definir H:X x1——Y como H(x,t)= f(x) para todo x e X, para todo tel. Por
tanto f = f puesto que H(x,1) = f(x) = H(x,1) y en consecuencia “=" es reflexiva.
Simétrica.-  Si f=g, existe H: X xI—>Y aplicacion  continua
H(x,0)=f(x),HxD)=9(X)y H(x.t)=y,. Veamos que g=f. Para lo cual
definamos G: X x I ——Y como G(x,t)=H(x,1-t), para todo xe X, para todo
tel. Obsérvese que:G(x,0)=H(x,1) =g(x), G(x1)=H(x,0)=f(x),y
G(%,,t)=H(x,,1-t) = y,. Enconsecuencia g = f y asi “= “es simétrica.

Transitiva.- Sean f=g,g=h entonces existen aplicaciones continuas
H:X xI——>Y tal que H(x,0)=f(x), H(X1)=g(x),y H(X,t)=Y, Ademas
G: X xI—>Y tal que G(x,0)=9g(x), G(x,)=h(x),y G(X,t)=Y,. Ahora
definamos la aplicacién L: X x | ——Y como:

. H(x,2t),0<t<1/2
(x.t)= G(x,2t-1),1/2<t<1

H (X, 2t)=Y,,0<t<1/2

, entonces L(x,,t)=

G(xy,2t-1)=y,,1/2<t<1
Claramente L(x,0)=F(x,0) = f (x),L(x,1) =G(x,1) =h(x) y mas alin L es continua y
por tanto f =h.

Nota.- Las clases de equivalencia de una aplicacion " f " bajo homotopia “=" se denota

[£] y se llama Homotopia de f. Es decir [ f]={g:x——>y/g=f}.
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Proposicion (2.3.7).- Sean X, Y, Z tres espacios topoldgicos y sean f,, f,: X ——Y
aplicaciones continuas tal que f, = f, y g,,g,:Y ——Z también continuas tal que
g, = ¢, entonces g,,g,:Y ——Z también continuas tal que g, = g, entonces

Goo fo=0;0f;

Demostracion.- Por hipdtesis tenemos que f, = f, entonces existe H : X x |——Y
continua tal que H (x,0)= f,(x), H(x,1) = f,(x). Y también como g, = g, existe
G:Y x1——Z tal que G(x,0)=g,(x) ¥ G(x,1)=g,(x). Ahoratomemos la
composicion L=g,oH : X x I——Z, la cual claramente es continua pues g, y H lo
son, mas aun observamos que :

L(%,0)= (9o ° H)(%,0) = go (H (x,0)) = 9o (o (x)) = (9o fo) ()
L(x1)=(gooH)(x1)=0,(H (x.1))=0,(f,(x))=(g, f,)(x) entonces

goofo:goofl-

De otro lado consideremos las aplicaciones X x | —2*15Y x 1—S—Z entonces :

Gy (,,1)(x,0)=G(f,(x),0) =g, (f,(x))=(go° f,)(x) (1)

Go (£, 1) (1) =G(f,(x).2) =0, (f.(x))=(9° f,)(x) (ii)

Luego de (i) y (ii) tenemos g, o f, = g, o f, finalmente por transitividad g, f, =g, f,.
Definicion (2.3.12).- Sean [ f] , [g] dos clases de equivalencia bajo homotopia " =" .
Sidefine [f] - [g]=[f-0g]

Observacion (2.3.4).- Consideremos y escribamos la categoria de Homotopia como:

#tp = Categoria de Homotopia. Los objetos de #tp son espacios topoldgicos y los
morfismos son las clases de equivalencia [ f | donde f e Mor,, (X,Y).

(2) Definamos el funtor 7z :Top——>#tp como ~(X )= X, X obj(top) ¥
z(f)=[f] f eMor,, (X,Y).

Definicidn (2.3.13).- Sean X, Y dos espacios topoldgicos. Diremos que X es el mismo

tipo de homotopia de Y si existen aplicaciones continuas: f : X —Y, g:Y —— X

tal que go f =1, Afog=1,.
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Nota.- Muchas veces la definicion anterior se dice que X e Y son homotopicamente
equivalentes, y f es una equivalencia homotopica.

Ejemplo (2.3.22).- Si f : X ——Y es un homomorfismo entonces f es una equivalencia

homotopica.

En efecto.- Como f: X ——Y es un homeomorfismo entonces existe g:Y —— X
continua tal que gof=1,,fog=1pero gof=gof=1 Afog=1~fog=1 en

consecuencia f es una equivalencia homotdpica.
Observacion (2.3.5).- El reciproco no es valido en general, pues consideremos

X =% Y=s'pJ3 donde J=[(10),(20)]<R® (segmento de recta) y sea

f:X——>Y dado como f(x) = x para todo XxeX y g:Y——X tal que

B y,yeS’ N _ _ v .
g(y)_{(l,O),yeJ . Ahora (g f)(x)_g(f(x))_g(x)_x_lx,f g=1, pero

fog=1, .
Notacion.- Sean X, Y dos espacios topoldgicos escribamos
[X,Y]= {Conjunto de todas las clases de equivalencia bajo la relacion de homotopia

"=" }esdecir [X,Y]={[f]/ f: X —Y}.

Pregunta: (Cuando [X,Y] es un grupo?.
Para dar respuesta a la interrogante, previamente daremos la siguiente definicion.

Definicion (2.3.14).- Un espacio topoldgico Y con punto base “Y, ” es llamado H-
espacio si existe una aplicacion continua 72:Y x Y ——Y tal que 7oi =i,om=1,
donde i,i,:Y ——Y x Y son aplicaciones continuas definidas por ei,(y)=(Y,.Y)
L(y)=(Y.%) -

Afirmacion (1).- Un H- espacio “Y” es asociativo si m(MXx1)= m@xm):

Y xY x Y ——Y en términos diagramales:

26



YXY

v
<

YXYXxY > YXY
m x 1,

Figura N° 5 Rectangulo conmutativo en un H-espacio asociativo.

Fuente : Elaboracion propia

Afirmacion (2).- Un H- espacio admite inverso.
Un inverso es una aplicacién continua p:Y ——Y tal que m(pux1)Ay=
m(1 x p)Ay =ey, donde ey, :Y ——{Y,},Ay:Y ——Y x Y aplicacion diagonal.

Diagramalmente esto es:

x1
vy A& Cvxy PP vy m

AY

Ixu
YXY —— » YXY

Figura N° 6 Trapecio Conmutativo, en un H-espacio admitiendo elemento inverso.

Fuente : Elaboracidon propia
Observacion (2.3.6).- Si Y es un H — espacio Asociativo con inverso, escribiremos Y es
HAL.

Proposicion (2.3.3).- Si Y es HAI, y X un espacio Topoldgico. Entonces [X,Y ] es un

grupo.
Demostracion.- (1°) Sean [ £],[g] e[ X,Y]. Definamos [f].[g]é[m[f X g]Ax] (&)

Afirmacion.- La aplicacion dadaen (&,) esta bien definido.
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En efecto.- Dados otras aplicaciones f',g': X ——Y tal que f'=f, g'=g entonces
existen aplicaciones continuas H, G talque H: f'= f y G:g'=g. Ahora definamos

una homologia M : (X x X)x I ——Y x Y como sigue :

M ((%,%,),t) =(H (%,t),G(x,,t)). Ahora veamos que:

* M((u%).0)=(H(x.0).6(%,0)=(f" (x).9" (%)) =(F"xg)(x:%)

© M((%:%).0)=(H(x:1),G(x.1)=(f (%).9 () =(f xg)(x.%)

o M((%:%).t)=(H(%.t),G(x,1))=(Y,.Y,). Portanto:

M:f'xg' =fxg. De aqui resulta que M:(f xg)Aa, =m(f'xg")A,. Luego
[f1[o]=[m(f'xg")Ax].

Notacion: f.g=m(f xg)A,

2° Ahora veamos los axiomas de grupo para [ X,Y |

g,) Dada una tercera aplicacion h: X ——Y , asi tenemos:
(f.g9)h=m[(f.g) xh]A, =m[m(f.g) xh]A, (o)

Ahora evaluando en (x,, x, ) se tiene:

[m(fxg) A, xh](x,%)=[m(f xg) A (%), h(x,)]
:[m(f x9) (%, %), h(xz)]:[m(f (%), 9(x), h(xz))]
:[(mxl)(f(xl),g(xl), h(xz))]z[(m x1)(f xg)(x,%), h(xz)]

=[MmxD((F xg)xh)(%,%),06) [ =[(MxD(f xgxh)(A, x1)] (x,%,)

Es decir: m(f x g)A, xh=(mx1)(f xg xh)(Ay X1) rverrirviinnnnn. (0)

Luego:

(f.g).h(i)m(m(f xg) Ay xh)A,
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m((mx1)(f xgxh) (A, x1))A,

I

m(@xm)(f xgxh))

N

m((f x (g xh) A, )A,
=m(f x (g xh))A,

=f(gxh)
Por tanto: ([ f].[g]).[h]=[f].([g].[h])
(9,): Considerando la aplicacion constante e: X ——Y dada como e(x)=y, . Ahora

fe=m(f xe)A, =mi.f =1 of =",

Notese que:

X —2 X x X —*¢ 3Y x Y—"3Y, de donde:

fe=m(fxe)A, =m(f x e)(xyx) :m(f(x),e(x)):m(f(x),yo)-

(g,): Ahora veamos el inverso de [ f] como sigue: [f]f1 =[uf ], donde pu:Y —>Y .
Ahora uf.f =m(uf x f)A=m(u x 1)Af. Es decir:

m(uf x f)A(x)=m(uf xf )(X’X) = m(uf(x), f(x))z MX U X 1) 0100 =

MU X D00,

=m(U x NA(f(x)). ..[X,Y] esungrupo.

Proposicion (2.3.4).- Sea g : X,—— X, unaaplicacion continuay se “Y"” un HAI entonces
g*:[X,,Y]——[X,,Y] es un homomorfismo de grupos. Mas aun si “g” es una

equivalencia homotopica, entonces g* es un isomorfismo.

Demostracion.-  Definamos g*([f])=[f-g] donde [f]e[X,Y]. Ahora sean
[f.].[f.]e[X.,Y]. Asi  f.f,=m(f xf,)A entonces f.f,g=m(f xf,)Ag=

m(f, xf,)(gxg)A=m(fgxf,g)A=fg.f,g,dedonde se tiene:
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g*([fl][fz])z g*[fuf,]=[f.f,00]=[fo0,.f,2q] =[f.9][f.9]= g*([ fl])'g*([fz])

Por tanto g* es un homomorfismo.

c) Aplicacion Homotopica De Pares

Definicion  (2.3.15).- Sea X un espacio topologico, A< X  subespacio.
f 1 (X, A)——>(Y,B) es una aplicacion de pares si f: X ——Y yf(A)cB.

Definicion (2.3.16).- Sean f,g:(X,A)——(Y,B)dos aplicaciones de pares continuas.
Diremos que f es homotopica a g(f=g) si existe una aplicacion continua
H:(X x1, Ax1)——>(Y,B) tal que H(x,0) = f(x), H(x,2)=g(x),xe X

Definicién (2.3.17).- Si fa=0a Y existe una homotopia H:f=g tal que
H(a,t))= f(a)=g(a) paratodo ac A, paratodo tel . En este caso se dice que f =g,
relativo a A.

Observacion: (2.3.7) f =g, relativo a A, escribiremos como: f =g rel (A).

(2). Si A=dyf =g rel(A) entonces f =g: X —>Y, y reciprocamente.

(3). La homotopia relativo a A es una relacion de equivalencia en el conjunto de aplicaciones

de Xen', las clases de equivalencia establecidas se denominan clases de Homotopia relativo

a A, lo cual denotaremos como [X ,Y]A

(4). Dado f:X——>Y escribiremos por [ f], como elemento de [X,Y], determinado
por " f"

®). [X,Y]=[X.Y],-

Definicién (2.3.18).- Sea A un subespacio de X. Diremos que A es un retracto si existe una
aplicacion continua r: X —— A tal que roi=1,, donde r(a)=a, para todo ac Ay
i: A—— X laaplicacion inclusién.

Proposicion (2.3.5) (#,)S"™ no es retracto de D".

Demostracién.- Usando Homologia.
Proposicion (2.3.6).- La relacion de que dos espacios son homotopicamente es una relacion
de equivalencia.

Demostracion.- Es inmediato por definicion de homotopia.

30



(i) X =X
(if) Si X = X entonces Y = X
(iii) Si X =Y AY =Z entonces X =Z

Teorema (Teorema del Punto fijo) (2.3.4)

Toda aplicaciéon f:D"——D" tiene un punto fijo. Es decir existe xe D" tal que
f(x)=x

Prueba: Supongamos que f (x)= x, paratodo x e D". Consideremos r: D"——S"" una

aplicacion continua, donde D" es el discoy S"* la esfera, claramente S"™" < D", entonces
I asi definido es una retraccion.

Por consiguiente S"* es un retracto de D" pero esto es una contradiccion a la proposicion
(2.3.8) en consecuencia el resultado.

Nota.- Sea X un espacio topoldgico escribamos X v X :{X X {%}U{X} X X}.

Definicion (Co — H espacio) (2.3.19). Un espacio topologico X es llamado un CO — H

espacio (o simplemente H ' - espacio) si existe una aplicacion continua.

H:X——>X v X tal que Bopu=PRpu=1, donde p,,p, son las restricciones a
X v X de las aplicaciones proyeccion : p,: X v X ——X talque P,(x,z)=xYy

p,: X xX——X tal que P,(x,y)=Yy.

Afirmacion.- Un Co — H espacio es asociativo sSi

(LV [)p=Avp)p: X —> X v X v X
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Diagramando

X v X p XvXvX
A A
1
u vH
X > X v X

Figura N° 7 Rectangulo conmutativo en un CO-H espacio asociativo.

Fuente : Elaboracion propia

Afirmacion.- Elemento inverso en un CO — H espacio

El inverso en H' es una aplicacion continua.

v:X——X talque Vx(v x1)u=Vx(1lx v)=e, donde

VX (X, %) = X=VX (X9, X) wevnervnerinneiinaiinnannn. (Aplicacion Folding) y
ey : X ——> X tal que e, (x)=x, (Aplicacion continua con punto base)

Notacion.- H'Al =[CO - H espacio asociativo con inverso].

Proposicion (2.3.7).- Si X esun H*Al espacio e Y un espacio, entonces [ X,Y ] tiene

una estructura de grupo. Mas aun

e Si g:Y,——Y, es unaaplicacion continua entonces g, :[X,Y,]——[X,Y,] esun
homomorfismo de grupos.

e Si g:Y,——Y, es una equivalencia homotopica, entonces g. :[X,Y,]——[X,Y,]
es un isomorfismo de grupos.

Demostracion.- Sea [¢] e[ X,Y,] entonces X —2—Y,—2-Y, tal que g.([¢])=[g°¢]

e Ahora consideremos [¢ |,[¢,] en [X,Y,] y definamos [¢ ||, |=[w0.]. (&)
donde .0, =V (f, v f,).

e Enlaoperacion dadaen (& )esta dada bien definida;
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En efecto.- Sean ¢ c[¢] respectivamente (i = 1, 2) entonces ¢ =g, Yy @, =0,.
Veremos que [¢,+¢, | =[V(¢)l' v o )u} Para lo cual observamos que ¢, v ¢, = ¢, v ¢,
iverificacion  inmediatal  luego V(g ve,)u=V(¢ ve,)u, de  donde
[(oloqoz]:[V((pl v @, )qu[V(gol' v o, )p] De aqui se verifican:

(i) [e]([e.]l2])=([2]le:])[e:]

(i) [o][e]=[e][r]=[¢]

(i) [olle]" =[¢] [#]=[e] . donde [f]"=[f,]

También se verifica: g.([¢][¢,])=0.([21])-9-([¢.]) . cuya demostracion es idéntico al

caso anterior (Para H — espacio).
Ejemplo (2.3.23).- La esfera unitaria S* es H'Al

En efecto: Definamos  p:S'——S'vS' y consideremos 1=[0,1], J =[-11]
={teR:|tj<1}=E' , y sea | <—>J=E'—">S", donde ¢(t)=2t-1, para todo
tel,6(x)=(coszx,senxx), esta aplicacion induce un homeomorfismo entre % =S,

Ahora definamos y: 1 ——S*v S* como

o [(0@).) 0s<t<12
(t)= (*,00(2t-1)),1/2<t <1

Necesitamos ver que j sea continua es decir en tz% coinciden. Esto es
(He (1),*) :0¢(1) = 6(1) =(cos r, senz ) = (—1,0)

(*,0¢(0)):6¢(0)=0(-1) =(cos(-r),sen(-x))=(-10)

De donde » es continua. Con »(0)=(6¢(0),*) Y »(1)=(*6¢(1)) entonces
7(0)=y(1). Asi y— induce p:S'——S'v S

Afirmacion.- (S*,p) esun H' Al

En efecto.- Consideremos la composicion | —#—S*v S'—& > S* tal que
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fe(2t), 0<t<1/2
Peb(t) =1, S 1/2<t<1

Claramente 0¢:1 ——S*es un camino, C:1——S* es un camino constante es decir

C(t)=>*, Paratodo t el
Qe(2t) ,0<t<1/2

(6e°C)(1)=

l * *
C(2t—1)§st§1 , entonces p, y(H):(He C) yC.0¢=06¢*C rel{0,1}

luego p,y = 6¢ rel {0,1}, pasando a cociente pu=1, y p,H=1,

%: I
\95 "

FiguraN°8 Tridngulos conmutativos Asociativos de las aplicaciones proyeccién vy

> Sl v Sl pl > Sl

multiplicacion.

Fuente : Elaboracion propia

Sabemos que f =g:(X,A)——>(Y,B) entonces f=g %—e% Se cumplen

tambiéen

M (Lv)p=(Avp)pu

(i)  Vx(ovl)p=Vx(lx v)p=e,, donde v:S'——S* estd dado como
o(t)=(1-t).

Proposicion (2.3.8).- Sean (X,z),(Y,z") dos espacios topoldgicos.

()] Si X 0 Y es H'AI entonces X AY es H'AI

(1)  SiXesT, - Espacio H'Al 6 Y es HAI entonces Y™ es HAL.
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Demostracion (1)
(i) Supongamos que X es H'Al espacio por demostrar que X AY loes:

R

U > .
En efecto: Tenemos X ——> X xX X, v:X—— X inverso, de esta manera

2 >

se tiene X/\Yu—Al)(X\/X)/\Yi(X AY)V(X AY) llamando T =g(uAl)

también V=vAl: X AY —> X AY
e Veamos que verifiquen las condiciones para que X AY seaun H'Al.

(1) PRu=RU=1,
@ (AA)E=(1A[E)R
(3) V(VALU=V(1AV)U=¢,,,,e,, aplicacion constante. Tenemos asi el

siguiente diagrama conmutativo.

XvX)aY > (XAX)v(XAY)

A

Figura N° 9 Triangulo conmutativo en los espacios cocientes X AY, X VY.

Fuente : Elaboracion propia

Es decir p,g = p, A1, donde (f Ag)(man)=f(m)ag(n) .

Ahora PT =PRg(u A1Y)=(P1/\1Y)(U /\lv): puAnly =1, Al =1,

Por tanto RO =1, .Analogamente P,U =1

X AY

e Con similar argumento se demuestra (2°) y (3°)

(if) Ahora supongamos que Y es H'Al por demostrar que X AY es H'Al se usa el

mismo argumento de la parte (A).
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Demostracion (11)

1. Supongamos que X es de Hausdorffy H'Al con p: X —> X v X y
v: X —— X veamos que Y* ={f X—— X/ f - funcién} es HAI.
En efecto: Tenemos la siguiente composicion:
v u :
Y xY* =Y —25Y* donde 1'(f) =10 f ou con M=1"ow , Ahora definamos

para el inverso.

V=1":Y*—>YX, con esto veremos que [Yx;m,v} es HAI. Esto es :
(i) mi, = Mi, =1y
(i)  m(mx1)=m(1xm)

(i) Mm@ x1L)A=m(1xV)A=ey* donde ey* - aplicacion constante.

(2°) Veamos ahora cuando Y es HAI entonces Y* es HAI. Es decir si X es de

Hausdorff, Y es HAI con m:YxY ——Y (Multiplicacion), o:Y ——Y (inverso)
veremos que Y* es HAI.

Tenemos: Y " xY* ——(Y x Y)X —™ 5YX Jlamando M =m'oy; entonces
m'ow =mg,,con G =oc":Y* ——>Y* inverso entonces (YX : rﬁ,&) es HAI.
Definicion (2.3.20).- Sea (X, z) un espacio topologico,

e Elespacio de caminos LX es definido por LX = X'

e Elespacio de lazos, X, esta definido como QX = X'

e > X =XAaS" =suspension reducida.

Observacion (2.3.8).- S* esun H'Al (CO- H espacio) entonces QX = X es un
HAI es decir QX, es H — espacio asociativo con inversa.

Ejemplo (2.3.24): [ZX,Y],[X,ZY],[S”,Y] son grupos, para todo espacio

topolégico XeY.

Definicion (2.3.21).- Para cualquier espacio topoldgico X, con punto base y,,n>1 el
grupo [S“,(Y,Y0 )] = [S",Y] se denomina el n- ésimo grupo de Homotopiade Y, y

usualmente se denota como: z,(Y) =[S",Y |.
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Observacion (2.3.9).- Si Y =S". Entonces se tiene:

0,r<n
ﬂr(S”): Z,r=n
?,r >n (problema abierto)

Definicion (2.3.22).- Un H ' espacio X es conmutativo Si p=zo-u, donde
T:XvX——XvX talque 7(x,x%,)=(X,,%), donde X —— X v X —=Xv X

Proposicion (2.3.9): Si X esun H'Al conmutativo, Y es cualquier espacio entonces

[X,Y] esun grupo abeliano.

Demostracion.- Paratodo [ f],[g]e[X,Y] . Veamos que [f][g]=[g][ f]. pues
fg=y(fvog)u=y(fvg)ru=v(gv f)u=g.f . Portanto: [f][g]=[g][ f]
Corolario (2.3.14).- Para cualquier espacio X e Y; [Z(z X )Y] es un grupo abeliano,

en particular z,(Y) es un grupo abeliano para n> 2.

d) Homologia Singular
Definicion (2.3.23).- Un complejo de cadenas “K” es una sucesion de parejas

(k,.0,) _, = K descrito como:

. 0, o
K: >K,,—2 > K, —— K, >

Donde: {k.} vy {0,} son dos sucesiones de grupos abelianos y homomorfismos

nezZ
(operadores borde) respectivamente satisfaciendo 6,0, =0

Nota (i) Los elementos de K, se llaman n— cadenas

(i) Loselementos de ZnK = Ker (3,) se llaman n - ciclos.
(i) Los elementos de BnK =1m (4, ) se llaman n — bordes.

Observacion (2.3.11).- Como &, <4d,,, =0 entonces BnK < ZnK

De la observacion inmediata anterior definimos el grupo cociente denotado y definido
como

Z K

B K

n

H,(K)=
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Nota (1).- Hn(K) se denomina el Grupo de Homologia n — dimensional, este grupo

tambien se puede definir cuando los Kn — son anillos, y asi los operadores &, son
homomorfismos entre anillos.

(2) Los elementos de Hn(K) son los Ilamados clases de Homologia y asi un elemento de
Hn(K) lo escribiremos como [z]=z+Bn={z+d(x):xe K}

(3) Sean z,,z, €z,K. Se dice que z, yz, son ciclos homoélogos sii z,-z,€B,K es
decir Z, +B,K =2 +B K.

Definicién (2.3.24).- Sean K, K" dos complejos de cadenas. Una aplicacion de cadenas

f : K—— K" es una sucesion de homomorfismos f : K —— K tal que el siguiente

diagrama conmuta. Es decir f_, 006, =0, of ,, paratodon eZ.

n

Kn > K.

Kn-1 » K

Figura N° 10 Cuadrado conmutativo, de una aplicacion de Cadenas

Fuente : Elaboracion propia

Proposicion (2.3.10) (&,) Sean f:K——K"' y g:K'——K" dos aplicaciones de
cadenas entonces go f : K—— K" es una aplicacién de cadenas.

Demostracion.- Bastara definir (g f) =g, f, se prueba de modo rutinario que:
9,°(geof) =(gof) =0, Yy en consecuencia se tiene que go f es una aplicacion de

cadenas.
Observacion (2.3.11).- (1) Los complejos de cadenas y aplicaciones de cadenas forman

una categoria que lo denotaremos como "ogA".
(2) Si f:K'——>K esuna aplicacion de codenas entonces se tiene :
(i f,(z,K)cZK (i) f,(B,K") < B,K. (Verificacion — inmediata).

(3) Tenemos el siguiente diagrama:
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27K Hn(fn)z(fn)*= Z‘n'K

n

BK' B K

n

(fo).([2T) =H, (F)([2]) = . (2)]

Figura N° 11 Cuadrado conmutativo de aplicaciones inducidas al cociente de ciclos y

bordes.

Fuente : Elaboracion propia

Notacion.- H_(f)=f., si H (f)=(f.).

Proposicion (2.3.11): Si K'—— K —2— K" son aplicaciones de cadenas. Se tiene:

e (gof), =Hn(gef)=Hn(g)eHn(f)=g.-f.

* (L), =Hny) =1, =1, Verificacion : inmediata.

Proposicion (2.3.12).- Isomorfismo en la categoria "ogA™ implica isomorfismo en
(gA)__, Y reciprocamente.

En efecto.- Isomorfismo en "ogA" significa isomorfismo entre Complejos de Codenas
es decir si f : K'—— K es isomorfismo, entonces existe g: K —— K 'aplicacion de

codenas tales que go f =1,. Afog=1, obteniéndose g, f =(geof) =(1.) =1y

feg,=(feog) =(1), =1, . Por tanto f es un isomorfismo en (gA) vy

n
reciprocamente.

Definicion (2.3.25).- Se dice que un Complejo K =(K,,0,) _,

: VN N
K CEEEET _HKH-P]. 1 /Kn ’Kn—l_—) ......

Es un complejo exactosi Im (8,,,) = Ker (8,) con ne Z, H, K =0 (Complejo aciclico).

Ejemplo (2.3.25).- K:..... s0——Z, —2 57 237 — 5 ...

Tal que &(n)=2n es un complejo de cadenas. Pues 6,0, =0.
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Ejemplo (2.3.26) (Aplicacion Cono)

Sea f:K——L una aplicacion de cadenas definamos un complejo cf como
(cf) =L, ®K,,, neZ Puesoy :(Cf) ——(Cf) . Notese que
o) i(Cf) —(Cf) .y L, ,®L —L &K —L K ,.

Observacion (2.3.12).- El siguiente diagrama es obtenido de modo natural a partir de las
definiciones respectivas.

f
Kn+l ool > Ln+1
L
K an+l
an+1
f
4 n 4
KR »
K L
an an
f v
-1
K'n—l . » Lo,y
K
8n—1 aL
n-1
y f v
Kn—2 n-2 > Ln—2

FiguraN° 12 Cuadrados conmutativos de la aplicacion cono, con sus respectivos
operadores borde.

Fuente : Elaboracion propia

Ahorapara yeln A xeK,,, neZ definamos & (y,x)=(5(y)+ f,,(x),—0%,(x)).

Ademés of <97, =0. En efecto para (x, y)  (Cf) .

050, (v, ) =05 (85 (y)+ f,4(x), -85, (X))
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(85 @2 () + £,00) + T (<0,(0)), =0, (04, (0))
= (0505, (y) + 85 £,(x) = T,.10,(x), 0% ,0,(¥))
= (05 f,(x) -0} = f,(x),0)=(0,0)
Observacion (2.3.13).- (1).- Si L =0, entonces f = 0, en consecuencia
K*:(cf), =K, , y ol =o5,.
K" : Suspension del complejo K. Asi H K" =H, K.
(2) Si 1, :K——K entonces C(1,) = Cono del Complejo K.

(3) Seaf: K——L unaaplicacién de cadenas.

Asi tenemos : 0——>L—>cf —E >K” >0 (&) es exacta con i(y) = (y, 0) ,

p(y, X) = x con (y, X) e Cf, existe g:Cf ——L tal que g(y, X) = x y asi
gei(y)=g(y,0)=y, en consecuencia la sucesion (&) escinde.

Definicion (2.3.26).- Sea K un complejo de cadenas, K, — K subgrupos tal que
8n(K,'])c K, , paratodo neZ se tiene:

.............. sK,,,—22 5K —2 5K ——>.....Ademas &, 8, ,, =0 yasi se tiene el

complejo de cadenas i: K'—— K de este modo K' se denomina Subcomplejo de K.
Ejemplo (2.3.27): Si K' es un subcomplejo de K, %,K; <K, 8,(K,)=K,, asi

definimos(%j :%, paran €Z. a_”(Kﬁjn—)(Kﬁjnl Asiz 8, ([2])=[0,(2)].

n n

0. °0,, =0. En términos diagramales se tiene:

o,
Kn > Kn—l
[ ]J J []
& 5“ g Kns
K, T Koy

Figura N° 13 Cuadrados conmutativos en el cociente de los Complejos de cadenas.

Fuente : Elaboracidon propia
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Ejemplo (2.3.28): Si 0 »K'—>K—L>5K" >0 es una sucesion exacta de

P

complejos de cadenas, entonces la sucesion HK '—:— HK >HK " es una sucesion

exacta en Homologia. La verificacion es rutinaria aplicando la definicion.
Proposicion (2.3.13).- La sucesion exacta corta de aplicaciones de cadenas:

0 sK' 5K —25K" 0. Induce en Homologia una sucesion exacta larga

..... sH K'—>H K—2>H K"—%5H K'—>5H K—25HK"
Demostracién.- (Agripino Garcia Armas, Homologia Singular Pagina 56).

Definicién de Homologia Singular (2.3.27)

En esta seccion construiremos un funtor covariante de la categoria de parejas de espacios
topoldgicos a la categoria algebraica de grupos abelianos que soportaran los llamados

Axiomas de Eilemberg Steenrood (Tdpico que veremos mas adelante).

En el espacio Euclidiano RP** consideremos el conjunto

Observacion (2.3.14) (i).- Claramente A, es un subconjunto compacto y convexo en

RP™ . Llamando P — simplejo estandar. Mas aln es un R subespacio vectorial cuya

(ii) Considerando las aplicaciones &) :A ,——>A_, dadas como eg(xo,xl,....,xp_l)

_ : : e ik ki
= (X Xprrer X420, X} sovenees X, ;) €5 inmediiato verificar que &) ok, =gk siempre

que0<k<j<np.

(iii) Im(gg)zg,‘j (Ap_l)z{(xo, ..... Kyreonnons Xy ) € AP X, =O}

Definicion (2.3.28).- Sea X un espacio topolégico. Para p >0, un P —simplejo singular
en X es una aplicacion continua o, :Ap, — X

Observacion (2.3.15).- (i) Parap>0,0 <k < p. Lak-carade o,,0,0, es el (P-1) -

simplejo singular o, - £ es decir 8.0, =0, o&;.
k

(i) Escribamos el conjunto Sp(x) = gen({ap 1A, —— X /o, esunp- simplejo})
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(i) Si ¢ € S (X) entonces o = ) C_ o, esta representado de manera Unica como una

finito
Combinacion lineal de p —simplejos o .

(iv) Para p < 0 Escribamos A (X)=0, definamos 6,:A (X)——A (X) como

p
ap (O-p): Z(_l)ko-p 08:;'
k=0

Proposicion (2.3.14).- 0,,°0, =0

p

En efecto.- Para la verificacion bastaria evaluar en los generadores

C k KV k| K
ap—loap(ap):ap—l Z(_l) d, ng:z(_l) (Gpogpogp—l)

k=0 K, j

=D (D)o, 08l oy D (-1) O 0k 0E)

j<k k<j

S S,
En el sumando S, " reemplazamos (k-1) por j mientras que en el sumando S,, j por k.

de donde

0,400, (O'p):Z(—l)j*k”oogk oel +) (D) *oogoe! =0

k<j k<j

Corolario (2.3.21).- A(X)=(A,(X),8,) es un Complejo de Cadenas, llamado

Complejo singular de X.
Demostracion.- Es inmediato de la proposicion anterior.

Definicién (2.3.29).- Al grupo de Homologia del Complejo de Cadenas A(X) descrito

como H (X)=H_(A(X)se llama el p-ésimo grupo de Homologia Singular de X.

Ejemplo (2.3.29).- Dado el complejo: >0 >0 >7 >0 entonces:
0,p=0
Hy@)=1 "
P Z,p=0

Ejemplo (2.3.30).- Sea X ={X,} un espacio topoldgico unitario, entonces

Z,p=0

Hp(x):{o p=0
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En efecto.- Para p >0 hay un Unico simplejo singular en X; esto es o :A, — X,
parap>0 A 0<k<p, asi tenemos g,‘j Ap,——>AX Y o, ogg =o,,. Deeste modo

consideremos el complejo de cadenas siguiente:
A(X)=A({Xp}) e — A, ({Xo})— A, ({Xo})— A ({X,})——0  donde

cada A ({XO}) es un grupo ciclico no finito generado por o, . Mientras que el operador

borde esta dada por

p p
0(cp) =2 (-D(o,°65) = (-D 0, es decirparap =2t -1yp=2t, t € Z
k=0 k=0

tenemos:
® 9(0y,)=04-04 400+ +0,,-0,,=0
o G(JZI)—O}1—0‘t71+0t71—0t1+ ....... +0,,—0,,=0,,4

: 0, ppar
De esta manera tenemos : en consecuencia Z, ({x,})=

o, =%, pimpar

Hp({xo})=M:{;' Ssii r;zzlo

B, (1%})

Observacion (2.3.16).- Si f : X ——Y esuna aplicacion continua, entonces f — induce
un homomorfismo A, (f):Ap(X)——A.(Y) dado como A (f)(o,)=foo,, donde

o, :A,—— X esunsimplejo singular de X'y el diagrama conmuta.

A, ()

A, (X) > AL (Y)
0, 2,
A (f
Ap—l(x) = ( ) > Ap—l(Y)

Figura N° 14 Rectangulo conmutativo, de un homomorfismo inducido por una aplicacion

continua.

Fuente : Elaboracion propia

Veamos.- Para el simplejo arbitrario o, : A, —— X
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Ap_l(f)(é‘p (o)) = Ap_l(f)[i(—nkap ogk}

k=0

(- A, () (o, ")

Zp:(—1)k fog,oe"
a'poAp(f)(ap)

.. El resultado.

Consecuencia (5,) De la observacion anterior tenemos:

(1) A(f):A(X)——>A(Y) es una aplicacion de cadenas que lo denotaremos como
f.=A(F).

(2) Como A(f):A(X)——>A(Y) es una aplicacion de cadenas entonces de la
observacion (2.3.13) parte (3) se tiene que A(f) induce un homomorfismo en
homologia H, (A(f)):H,(X)——H,(Y) el cual es denotado por f. =H_(A(f)).
(3) También se tiene que: Si f: X ——Y, g:Y ——>Z son aplicaciones continuas y
1, : X——X laaplicacion identidad, entonces:

(@ H,(gof)=H_(g)oH (), paratodop e Z

(b) H, (L) =1,(X), paratodop e Z

(4) EI Complejo Singular  A(X)=(A,(X),8,) es un funtor que simplemente lo

denotaremos como "A" que va de la categoria de espacios topoldgicos en la categoria de
complejos de cadenas esto es: Al Gy, —> 00 4
(5) Es facil observar que se tiene el funtor

T:004——>Q.4, que asocia a cada complejo de cadenas su correspondiente
grupo de homologia.
(6) Tenemos la composicion de funtores

Crop ——>09 A4 —— (A4, asi ToA: ¢, —> 04, que facilmente se puede extender

aToA: oy —>094
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Nota.- La extension obtenida en (6) verificara los denominados Axiomas de Eilemberg
— Steenrod.

Ejemplo (2.3.31) : Sea (X,7) unespacio topologico A < X (Subespacio) e i : A—— X
la aplicacion inclusion entonces i,, : A (A)——A (X) es inyectivo paratodo peZ.

En efecto.- Sea o< Nuc(i#q) de donde 0 = i,, (o) =ic es decir io =0, pero como “i”

es monomorfismo entonces ¢ =0y por tanto Nuc(i#q) = {0} y asi i, esinyectiva.

Ejemplo (2.3.32): Sean X y A como en el ejemplo anterior.

Si 0,:A,(X)—>A,,(X) entonces 8p(Ap(A))cApfl(A). La verificacion es
inmediata.

Observacion (2.3.17).- De los ejemplos inmediatos anteriores tenemos

A(A)=(A(A),8p es un subcomplejo de A(X). De aqui denotaremos por

A( A) ) peZ

A(X,A) al complejo cociente % es decir A,(X,A)=(A,(X,A).d,). El

homomorfismo inyectivo  8,(A,(A))=A,,(A) induce en el cociente el

homomorfismo.

0, A (X,A)——A (X, A) talque &, -9, =0. De este modo al complejo de cadenas

A(X)

se llama Complejo Singular de la pareja (X, A).

Definicion (2.3.30).- Al grupo de homologia del complejo de cadenas (X, A),

H_ (A(X, A)), se llama el p-ésimo grupo de homologia relativa de X modulo A, el cual
denotaremos como H_ (X, A)=H _(A(X, A)).

Observacion (2.3.18).- Si A= ¢, A(X, A) = A(X).

Definicion (2.3.31).- Una Teoria de Homologia "H " es una familia de funtores

covariantes de la categoria de parejas de espacios topoldgicos a la categoria de grupos

abelianos. Esto es para n €Z.H :¢;,—>J~# Conjuntamente con las

transformaciones naturales

0:H, (X,A——>H, ,(A) (Homomorfismo conexion)
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Para cualquier neZ vy cualquier pareja de espacios (X, A) satisfaciendo los axiomas
siguientes:
Axioma (1) (Naturalidad).- Sea f :(X,A)——(Y,B) una aplicacion de pares de

espacios topologicos entonces se tiene el diagrama conmutativo siguiente:

0
H, (X, A) > HLL(A)
f.=H,(f) Hoo(f]a)=f
H,(Y,B) > H,,(B)
0

Es decir: f.,co=00f,

Figura N° 15 Rectangulo conmutativo del axioma de naturalidad, para una aplicacion de
pares topoldgicos.

Fuente : Elaboracion propia

Axioma (2) Exactitud Para todo par de espacios (X, A) hay una secuencia exacta larga
...... ——H (X, A—225H (A—2sH (X)—5H (X, A—25H (A
Donde i: (A ¢)——(X,¢) A (X,4)——(X, A) son las aplicaciones inclusion.
Axioma (3) Homotopia.- Sean f, g : (X, A) ——(Y,B) dos aplicaciones homotopicas
(f=g),entonces f.=H (f)=H_ (9)=g.:H (X,A)——>H_(Y,B).

Axioma (4) Escision.-  Sea (X,z) un espacio topoldgico A < X y Ue t tal que

U c A=int(A) entonces la inclusion J : (X - U, A - U) ——(X,A) induce un
isomorfismo H (j)=J estoes: J:H (X-U,A-U)——>H (X, A) para cada entero
ne Z.

Axioma (5) (Normalizacion o Dimension).- Sea X ={x,} un espacio topoldgico
unitario entonces H (X)=0 paran=0.

Nota.- Los axiomas descritos lineas arriba se llaman Axiomas de Eilemberg Stenrod.

Teorema (2.3.4).- El funtor composicion de la Consecuencia (5,) parte (6),
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ToA: &g, —> J-4 es una teoria de Homologia.

Demostracion: [ Ver: Agripino Garcia: Homologia Singular pag. 77]

Definiciéon (2.3.32).- La teoria de Homologia establecida u obtenida en el Teorema
inmediato anterior se llama: Homologia Singular.

Observacion (2.3.19).- Una Teoria de Homologia Generalizada es una teoria de

Homologia H, que satisface los cuatro primeros axiomas de Eilemberg — Steenrod (i.e.

excepto el axioma de dimensién).

(2) Una Teoria de Homologia Ordinaria es una teoria de Homologia H, que verifica

todos los axiomas de Eilemberg — Steenrod.

Definicion (2.3.33): Sea (X,r) un espacio topologiay Y ={y,} un espacio unitario, y
sea M:X——>Y una aplicaciéon constante. ElI homomorfismo inducido

W H_ (X)——H (Y) se llama Aumentacion.

Proposicion (2.3.15).- Sea f:X ——Y una aplicacion continua tal que el siguiente

diagrama conmuta.

X > Y

{Yo} > {Yo}

Figura N° 16 Rectangulo conmutativo de una aplicacién continua

Fuente : Elaboracidn propia

Entonces el diagrama inducido también conmuta.
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H (X) > H(Y)
Thy W

\

H, ({Yo}) Ho ({%o})

Figura N° 17 Rectangulo conmutativo, inducido en homologia, por una aplicacién continua.

Fuente : Elaboraci6n propia

Es decir: 1,0 =1/ o f, . Ademas : f.(Nuc(*)) = Nuc(W).

En efecto: Sea ze f*(Nuc(u*X )) de donde z = f.(x) paraalgin xe Nuc(u}) y asi
uX(x)=01luego u! (z) =u. (f.(x)) =uX (x) =0 y en consecuencia z Nuc(uf)
Definicion (2.3.34).- H (X)) = Nuc(U*X) se llama Homologia Reducida de X.

Ejemplo (2.3.33).- Para un espacio topologico “X” se tiene la siguiente relacion
H (X)®Z,sip = 0
Hp(x):{ 10007 sip
H,(X),sip =0
En efecto: o Si p=0 se tiene UJX:H (X)——>H_(x)=0 luego I:|p(X)
= Nuc(U*X): H (X) con x, e X .
* Sip=0, laaplicacion i:{x,}—— X esuninverso derecho de u esdecir u* oi = I{XO}
de aqui u) oi. =1,y asi tenemos H_(X)=Im(i)® Nuc(U))=Z@H (X).
Ejemplo (2.3.33).- Sea x, un punto base del espacio X entonces HO(X) =H,(X,X,) .

En efecto basta considerar la sucesion de Homologia de la pareja (X, x, ).

H, (X, %, )——Ho (X)) —>Hy (X)—2—>H, (X, %, )—>0

7 Z®H,(X)
Gréfico N° 1 Sucesion de Homologia en un espacio con punto base.

Fuente: Elaboracidn propia
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Por teorema del Isomorfismo se tiene:

Ho(X) L H(Xx) 0
«

1N

vy 2 ZOH(X) _ Hy(X)
Ho(X)= Z  Nuc(j)~

Figura N° 18 Tridngulo conmutativo en la Homologia de espacios celulares.
Fuente: Elaboracion Propia

Corolario (2.3.22).- Sea (X,7) un espacio topoldgico, entonces A(X) es un complejo
de cadenas aumentada.

Nota.- Para un espacio topolégico X definimos n* :A;(X)——Z como n* (o,)=1.
Facilmente se verifica 7% 00, =0, con 9, : A, (X) ——> A, ().

Proposicion (2.3.16).- Con las definiciones y notaciones anteriores se cumple:

(1) " euX =n¥

2) 7™ es isomorfismo

(3) Nuc(u)=Nuc(nX)

Demostracion.- Es rutinario usando definicion de nucleo para cada homomorfismo.

Ejemplo (2.3.35).- Sea X <R" un subespacio convexo no vacio entonces la

aumentacion n* :A(X)——7Z es una equivalencia homotopica. Particularmente
H,(X)=0.

En efecto.- Bastara definir una aplicacion de cadenas p:Z——>A(X) tal que
n“op=1pon =1.

Ejemplo (2.3.36): Sea X —RR" un subespacio convexo no vacio entonces Hp(x) =0,

para todo peZ.
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e) Los CW — Espacios y su Descomposicion
Definicion (2.3.35).- Sea X un espacio topoldgico. Una filtracion de X es una secuencia
de subespacios X" = X,neZ talque X"' <= X",neZ.

Definicién (2.3.36).- Una filtracion de X se denomina Una filtracion Celular si:

(i) H;(x",x"*)=0 para j#n

(ii) A(x):nEUZA(x“)

Definicién (2.3.37).- Un Espacio Celular es un espacio Topologico X con una filtracion

celular
Ejemplo (2.3.37) Sea X =S*,x, e X,k >0

o | %, si n<k
X"={
s“,sin>k

(i) Sea X =S¥, x, e X, k>0

1/ sin<?O
X"=48*—{x,}si0<n<k
S* sin >k

Nota.- Los ejemplos dados en (i) y (ii) son filtraciones de X =S¥, k > 0.
Observacion (2.3.20).- Para un espacio cualesquiera X con una filtracion X" se verifica

que X = X"; puesto que A,(X)=JA,(x").

nez nez

Definicion (2.3.38).- Sean X, Y dos espacios topoldgicos celulares. Una aplicacion

continua f : X ——Y se denomina Aplicacion Celular si f (X ”) cY", paratodon e
7.

Definicion (2.3.39).- Para un espacio topoldgico X pongamos W, (X)=H_(X", X" %),
y definamos 0, :W, (X)——W, ,(X). Como la composicion i.cA=3,,¥vn

H, (X", X)) —25H,  (X™)—EH, (X7 X™?)

Ejemplo (2.3.38).- W(X) = (W,(X),0,) es un Complejo de Cadenas.

En efecto:  Mostremos que: o, ,00,=0. Esto es 0,,°0,=(i.cA)o(i.cA)=

i.(Aei.)oA=0, paralo cual nGtese el diagrama siguiente:
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Hnil(xn—l) Hniz(xn—z)

Hnrxn’xn—l) Xn—l’x —2\ #anz Xn—z’xn—l)

Figura N° 19 Triangulos de los homomorfismos conexién en los espacios celulares.

Fuente: Elaboracion Propia

Donde A',A" son los homomorfismos de conexidn, mientras que i, j son las inclusiones
de Pares y como, A"i. =0 se tiene el resultado.

Notese que: A'=A=A".

Definicion (2.3.40).- El complejo W(x) = (W, (x), 0, ) obtenido en el ejemplo anterior se
denomina Complejo Celular.

Lema (2.3.1) H (X", X%) =0, donde p>gq=n 6n>p 2 q.

En efecto.- (Por induccidn sobre (p — q))

(1°) Parap —q =0 ( p = q) Veamos que H, (X", X?)=0. Consideremos la terna

(XP,X?,X%) y asi la sucesion de homologia de esta terna.

....... ——H, (X", XY)—H, (XP X)) —H, (XP%, XT)—>H,, (X?,X?)
NS/

0

H,o (X7 X9)

0

Gréfico N° 2 Sucesion de Homologia de la terna ordenada: (x”h,xp, xq)

Fuente: Elaboracion propia
Entonces H (X", X")=0
(2°) Supongamos que el resultado vale parap —q <k, k<0con 0 <p <k + g. Veamos

para k, p — g = k. Para lo cual nuevamente consideremos la terna (XP, X o Xq), y asi

la sucesion de homologia.
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—H, (X", X)) —H, (X, X ) —H, (X7, X ™) —H (X, X7)
|
0 0

luego H (XP,X")=0,p>q>n,n>p=>q
Lema (2.3.2).- H, (X, Xq):O para todo q > n.
Demostracion.- Sea [z] eH, (X, Xq); pues z € An(x) es un ciclo representante de la

clase [z], y como An(X):UAn(XP) existe p >q tal que ZGAn(X") de donde

nez

[z]e Im[(Hn(X”,Xq))—>Hn(X,Xq)J Por tanto [z]=0 yasi H,(X,X*)=0.

- 7
0

Corolario (2.3.25).- (p,) H, (X% X")=H,(X,X") parag>nyqz=r.

Demostracién.- Considerar la terna (X, X9, X') y aplicar el lema inmediato anterior.

Proposicion (2.3.17).- Para cualquier espacio celular X existe un isomorfismo entre
H(W(X)) y H(X, X*).

Demostracién.- Para n —2 > k, consideremos el siguiente diagrama

Hn+1(Xn+1,Xk) Hn_l(xn+2’xk):0
. Onu
Hy (X" X*) ———> HH(SE“,XK)—>'* Hn(X",X“—l)—>a* Hn_l(X”Yl,xk)
T —
o 0, )=
v v
Hn+l(xn+l,xk) Hn71<xn—lixn—2)
Hn(xn—l,xn)
- 7

0

Gréfico N° 3 Tridngulos conmutativos, para un espacio celular con homologias nulas.

Fuente: Elaboracidn propia
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Notese que los homologias nulas que aparecen en el diagrama se deben al lema (2.3.1).

De otro lado y del grafico mismo se tiene: 8, =i.20. Y 0, = j.-0. donde i., j. son

monomorfismos y o un epimorfismo. Ahora tenemos la siguiente secuencia de

identificaciones.

H, (X, X*) = H, (X", X¥) (Por (p,))
H, (X", X"
= M (Por Teorema de isomorfia)
Nuc(«)
H, (X", X"
= M (Por exactitud)
Im(o.)
H, (X", X"
;M (i. es monomorfismo)
Im(i.. 0 0..)
Im(i.) : n ok
=z — Im(i.) = H (X", X
G5 (Im(i.) = H, (X", X))
_ Nuc(a.) .
= mGo0.) (Nuc(o.)=Im(i.))
= M (' j. es monomorfismo)
Im(i. - 0.)
_ Nuc(o,) . .
~Im(2,.,) (0 = 1-20.50 =12:)
=H,(W(X)) (Por definicion)

En consecuencia H (W (X)) =H_ (X", X™) sin>0,yasi H,(W (X))
;HO(X,X‘Z);HO(X,X‘l). ............................. (6,)
Veamos (6'0). Para lo cual consideremos la terna (X, X, X’Z) y por ende la sucesion

de homologia esto es:

Hy (X, X ——Hy (X, X2 )——Hy (X, X ) —Hy (X, X ) ——H_ (X, X)
Si queremos probar que HO(X,X’l);Hl(X’l,X’Z)entonces debemos mostrar que

HO(X, X’Z):O en efecto por lemas: (2.3.1) y (2.3.2) tenemos:

54



0>-1>-2(n>p>q)yasi H,(X,X?)=H,(X,X™) Portanto:

H,y (X, X ) = H, W(X)).
Definicion (Aplicacion de Pegue) (2.3.41).- Sean X, Y dos espacios de Hausdorff,

Ac X cerrado, f:A—— X una aplicacién continuay sea U < X UY un abierto [Es

decir U < X UY es abierto <<U n X es abierto en X A UNY es abierto en Y].

En X UY definase una relacion R como : a~ f(a),Vae A

Y escribamos XY

=X kaY [Espacio obtenido de U, pegando X por medio de f] a la

aplicacion “f” se denomina Aplicacion Pegue.
Definicion (CW - Descomposicion) (2.3.42).- Sea X un espacio Topoldgico de

Hausdorff. Una CW — Descomposici{on de X es una coleccion "¢"={e:e  x} = P(X)

tal que
(i) X =Ue

eeeg

(i) Cualquier elemento e <& es homeomorfo a R donde |e| sera el nimero bien
determinado (|e| se denomina dimension de e).

“Los elementos (e c g) homeomorfoa R" son llamadas n — celdas”.

(iii) Para cualquier elemento e & existe una aplicacion
¢,:(B",S")——(X"ue X ") tal que 4 :B"-S" ~e.

Sobre S™*, ¢, no necesariamente es un homeomorfismo pero si, ¢,(S"™") < X"
.- 9.

(iv) La clausura de e esta contenido en una unién finita de celdas (es decir:

SH:S“—)X”’1 aplicacion de Pegue.

ececeuUe, U, U.... ve, ).

(v) Ac X escerrado siy solosi ANE es cerrado en € para cualquier e e ¢.
Definicién (2.3.43).- Un espacio topoldgico de Hausdoff X, junto con CW -
Descomposicion "&" se denomina un CW — Espacio (CW — Complejo).

Observacion (2.3.21).-Sea X un CW — espacio.

e La Dimension de X es el menor entero “n” tal que X" = X (X" = esqueleto).

e Sino existe tal “n”, diremos que la dimensién de X es infinito.
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e Sea X un CW - Espacio, € un CW — Descomposicion ¢'c g, X'=Ue'. Es decir si

e'eg

(X',&") es un CW — Espacio. Diremos que X * es un CW — Subespacio de X.

e) Operaciones Cohomologicas

Previamente introduciremos nuevamente y muy brevemente lo relacionado a
cohomologia. Si bien la homologia es un funtor covariante la conomologia a groso modo
se puede ver como un funtor contravariante. Mas atin en homologia se utiliza los términos
como ciclos, bordes y cadenas, en cohomologia seran: cociclos, cobordes y cocadenas;
de este modo la cohomologia es dual de la homologia en los sentidos siguientes:

(i) Existe una aplicacion bilineal entre cadenas y cocadenas.

(i) La cohomologia es un funtor contravariante.

De esta forma empezamos dando la definicion de complejo de cocadenas, de médulos.

Definicién (2.3.44).- Un complejo de cocadenas es una sucesion denotada como
K :(K”,5“), neZ;, de A—moédulos K" y homomorfismo 5" : K" —— K" tales que
5n+105n :O .

Observacion (2.3.22).- 1) Frecuentemente se escribe ¢ en lugar de 5" para cualquier

n”’; y mas aun

-0 ol n-1 ~n
K:K— sK'—2 sKZ—» ... — SK"™ - SK"—C K™ 5 .

2) Cada elemento u € K" se denomina cocadena de dimension “n”, o simplemente una n-

cadena.
3) Escribimos Z"K = ndcleo de 6", el cual es un submédulo de K" . Los elementos de
Z"K se llaman n — cociclos.

4) Pongamos B"K = imagen de &"*, también es un submédulo de K" , los elementos
de B"K se llaman n — cobordes.
Observacion (2.3.23).- SiK = (K”,&”), neZ, esuncomplejo de cocadenas entonces

Z"K

6" os" =0 dedonde B"K — Z"K, y en consecuencia se tiene el médulo cociente S

que lo denotaremos como H"(K).
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Z"K

Es decir H"(K) =
B"K

, llamado n-grupo de cohomologia de K. Sus elementos de

H"(K) son las clases de cohomologia [u]=u+B"K = {u +6(v):ve K”‘l}

Definicion (Cociclos cohomoldgos) (2.3.45).- Sean u,u'e Z"K. Se dice que u y u' son
cohomologos si y solamente si : u -u'=g(v)para algin v e Z"* .Y asi las cocadenas
correspondientes son iguales esto es : [u]=[u’].

Ejemplo (2.3.39).- Sea K =(Kn,an)neZ un complejo de cadenas y sea G un grupo
abeliano. Escribamos K"=Hom(K ,G),neZ, vy asi tenemos la aplicacion

8% :Hom(K,,,G) —> Hom(K,,G)dada como &}(g)=g-0, es claramente un

homomorfismo. Ahora llamando 6" = &7

n+1?

se tiene que (K“,5”) es un complejo de

cocadenas.

En efecto.- Bastara mostrar que 5" -58" " =0, esto es para cualquier elemento g e K",
se tiene 5" 0 5"*(g) =5"(6"(9))=6"(9°8,,)=9°(8,,°8,)=0 . Por tanto 5" o 5"
=0 y en consecuencia (K”,é") es un complejo de cocadenas para cualquier 5"

escribiremos como ¢ que llamaremos operador coborde.

Definiciéon (Aplicacion de cadenas) (2.3.46)
Sean K =(K",5")=(K",5) y D=(D",8")=(D",6.) dos complejos de cocadenas.

Una aplicacién de cocadenas f:K——>D de grado “r” es una coleccion de

homomorfismo f,:K"——D™" tal que &.f, = f,.,5.
Es decir el siguiente diagrama conmulta.
0
Kn > Kn+l
fn fn+1
O.
Dn+r > D(n+1)+r

Figura N° 20 Rectangulo conmutativo de Complejos de Cocadenas.

Fuente: Elaboracion Propia
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Proposicion (2.3.18): Sean K :(Kn,an), K" =(K,'1,a'n) dos complejos de cadenas y sean
f,g:K——K"' dos aplicaciones de cadenas. Si f =g y G un grupo abeliano Entonces
las aplicaciones de cocadenas f*, g* :{Hom(K;,G),af}—>{Hom(Kn,G),aﬁ} son

homatopicas es decir f* = g*.

Demostracion.- Como f =g, existe una sucesion de homomorfismos T, : K, — K ,

tal que 0,,,0T +T ,00,=f —g,,VneZ observamos el siguiente diagrama, obtenida

de la definicién de aplicaciones de cadena.

Figura N° 21 Tridngulos conmutativos de aplicaciones de cadenas homotdpicos.

Fuente: Elaboracion Propia

Ahora tomando el “Hom” en el diagrama anterior se tiene otro diagrama, del cual se

deduce el resultado esto es:

Hom(K,,;,G) o, »Hom(K,,G)

r#
O

Hom(K'H,G) m(K,;,G) L, Hom(K,'Hl,G)

Figura N° 22 Tridngulos conmutativos de aplicaciones inducidos, por cadenas homotépicas.

Fuente: Elaboracion Propia
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Tio, 40T =(0,oT,) +(T,u00,)

n ~n+l n n+1 n

= [8;1+1 oT, +T,,°0, ]

= [fn_gn]#
:fn#_g:

Esto muestra que f* =g”

Observacion (2.3.24).- Dada una sucesion exacta corta de complejos de cocadenas

0 >K' > K >K" >0 entonces se tiene una sucesion exacta larga en

cohomologia. Esto es:

...... H"(K™)——>H"(K)— > H"(K)—2 5> H"{(K") ——> H"{(K) — > H" (K ) —> ...
Donde “A” es el homomorfismo conexion definido en forma analoga al homomorfismo
conexion en homologia.

Definicion Cohomologia Singular (2.3.47)

Sea (X, A) una pareja de espacios topologicos, y sea G un grupo abeliano y consideremos

el grupo generado por los simplejos S (X,A). Ahora escribamos
S"(X, A;G) =Hom(S, (X, A),G), el cual es un grupo abeliano. Asi tenemos el siguiente
homomorfismo de grupos &":S"(X,A;G)——>S"™(X,A;G),neZ Yy por ende un
complejo de cocademas (S"(X,A;G),&"):S(X,A;G) y de este modo se tiene
H"(S(X,AG))=H"(X,A;G) n — grupo de Cohomologia Singular (X, A) con

coeficiente en G.

Definicion (2.3.48).- Una operacion cohomologica del tipo (7z,n,G, m) es una familia de
funciones 6 : H"(X,7)——>H"™(X,G) para cada X-espacio topolégico, satisfaciendo
la condicion de naturalidad, esto es para cualquier aplicacion f : X ——Y el siguiente

diagrama conmuta. Es decir: 8, - f*= f; 6,
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*

H”(X,;z) < H”(Y,;r)

f*
H™(X,G) < H™(Y,G)

Figura N° 23 Cuadrado conmutativo de una operacion cohomolégica

Fuente: Elaboracion Propia

Notacion.-

¢(7,n;G,m)= {Conjunto de todas las operaciones cohomolégicas del tipo(z,n;G,m)}

Definicion (Espacios de Eilemberg — Maclane) (2.3.49)

Los espacios denotados por K (z,n) tales que z,(K(z,n)) =~ se denominan espacios

de Eilemberg — Maclane.
El Homomorfismo de Hurewicz

Sea X un espacio topoldgico, x, € X un punto base. El n — ésimo grupo de homotopia
de X se denota y define como

7, (X) :[S", X] para n>0
Donde S" denota la esferaen R™* y [S", X |=[S", X L el conjunto de clases de

homotopia.

Observacion (2.3.25).- (i) Paran =0, r_ (X) no es en general un grupo; mientras que

paran=1 r_ (X se denomina Grupo Fundamental de X.

(if) Sea f :Y,——Y, una aplicacion que preserva punto base entonces “f” induce para

cualquier espacio X con punto base una aplicacion f.:[X,Y,]—[X,Y,] dado como
f*([t//]):[f o] ; claramente f. esta bien definida, pues [¢].[w] en [X,Y,] tal que
[p]=[w] si y solo si =y de donde fop="foy y asi [fop]=[foy] luego

f([e])=[feo]=[fov]=f.([v]).
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Proposicion (2.3.19).- Sea X un espacio topologico con punto base x,. Paracada ne Z*
definamos h, : 7z,(X)——H, (X) como h, ([f]): f.(u), donde u es el generador de

H, (S"); Z.. Entonces la aplicacion es un homomorfismo de grupos.

Demostracién: (Ver : Agripino Garcia Armas, Homologia singular; pag. 111).

Nota.- EI Homomorfismo h_  establecido en la proposicion anterior se denomina la

aplicacion de Hurewicz.
Proposicion (Teorema de Hurewicz) (2.3.20).- Sea X un espacio CW — Complejo

conectable trayectoriamente y supongase que =, (X)=0, para 0<K<n con n>2
entonces h, : z, (X )——H,(X) es un isomorfismo.

Demostracion: (Ver : Agripino Garcia Armas, Homologia singular; pag. 112).

Ejemplo (2.3.40): H"(X,7z,(X))=HOM (H, (X),z,(X))

En efecto.- Del teorema de coeficientes universales, para cohomologia y para cualquier

espacio topolégico X, se tiene la sucesion exacta siguiente:

0——Ext(H, ,(X);7)——H"(X;7)——>Hom(H,(X); 7)——0(0,)

Ahora si X es un espacio (n-1) conexo, 0=z, ,(X)=H,,(X) por tanto Ext (0,z)=0.

De lasucesion (p,): H"(X,z)=Hom(H, (X),7z) ccooeerrrnnnn, (p,)

Considerando 7 = 7, (X) (n-ésimo grupo de X) entonces de (p,) se tiene:
H”(X,;zn(X)); Hom(Hn(X),ﬂn(X))

Definicion (2.3.50).- Si X es (n-1) conexo. La clase fundamental de X, es la clase de

cohomologia i, e H"(X, 7, (X)) que corresponde a h,* bajo el isomorfismo del ejemplo
anterior, y donde h, : 7z (x)——H_ (X) es el isomorfismo de Hurewicz.

Observacion (2.3.26).- ¢ Tomemos x =K (z,n),(n—1)—conexo, asi tenemos:

€ H(K(7.0).7,09) =H" (K (7). 7, (K (7.n))

e i es laclase fundamental en H“[K(;r,n),;zn(K(ﬂ,n))]

[X, K (7z, n)] ={Conjunto de clases de equivalencias homotopicas para los k (z, n)}

Proposicion (2.3.21).- [ X,K(7,n) |~ H"(X, 7)
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En efecto: Considerando :[ X, K (7,n) ][ ——H" (X, z) dado como y([ f])= f *(i,).
donde f:X ——>k(z,n), asif*:H*(X)—— H*(K(r,n));
f*:H"(K(7,n),z)—>H"(X,z), de este modo f*(i)eH"(X,7) para
i,eH" (K (7, n),;z). De aqui y de manera rutinaria y - es un isomorfismo.

Corolario (2.3.31): [ K(z,n),K(7',n) ]~ Hom(z, 7")

En efecto.- Usando la proposicion anterior se tiene
[K(mn),K(z'n)]=H"(K(z,n), 7").ccoeeoe.(iy)

De (p,):H"(K(7,n),z")=Hom(H, (K (7,n)),7")........(i,)

Por teorema de Hurewicz ", (X) = z,(X)" obtenemos.

Hom[Hn (k(z, n)),;z'] = Hom[Hn (k(z, n)),;r'] = Hom(z, z")

En consecuencia se tiene el resultado. Es decir:
[K(ﬂ,n),K(n",n)]E Hom(n',;z")
Notacién. H™ (z,n,G) para H™ (K (z,n);G)
Proposicion (2.3.32).- Existe una correspondencia uno a uno entre ¢(z,n;G,m) y
H"(z,mG).
En efecto.- Sea p:®(7,n;G,m)——>H"(7,n;G)
Tomando &e®(z,n;G,m); entonces p(0)=06(i,), donde i eH"(z,n ) clase
fundamental. Notese que:
0:H"(-,7)—>H"(-G)
0:H"(K(z,n);7)—>H"(K(7,n);G), es decir
¢:H"(z,n,7)——>H"(7,n;G)
Ahora considerando la aplicacion &6:H"(7z,n;G)——¢(7,n;G,m), y para un
elemento p e H™ (7,n;G) definamos
5(p)(i,)=f *(¢), donde f:K(z,n)——>K(x,n)

S(p):H"(X,7)——>H"(X,G), de este modo
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5(p):H"(K(X,z),7)—>H"™(K(X,7),G). Notese también si

f :X ——>K(z,n), entonces f*:H™(K(z,n))——>H"(X,G). Es rutinario mostrar
que poS=1ySop=1.

Ejemplo (2.3.41).- Hay una correspondencia uno a uno entre @ (z,n;G,m) y
(K(X.7).K(G,m)

En efecto: Tenemos: | X,K (z,n) |~ H"(X,x), entonces

[ K(7.n),K(G,n)]~H"(K(z,n),G)~ H"(7,n,G) ~®(7z,n,G,m)

Notese que el ultimo isomorfismo es por la proposicién inmediata anterior.
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CAPITULO 11
HIPOTESIS Y VARIABLES

3.1 HIPOTESIS
3.1.1. Hipotesis General

Establecer equivalencias de estructuras topoldgicas y las clases de homotopia,

usando teorias de cohomologia.

3.1.2. Hipdtesis especificas

1. Determinar transformaciones naturales entre el funtor [-,Y] y el functor

contravariante H de la categoria de espacios topoldgicos con punto base, en la
categoria de conjuntos con elementos distinguidos.

2. Determinar una representacion para teorias de cohomologia, que satisfagan la
mayoria de los axiomas de Eilemberg — Steenrod.

3.2.  Definicién Conceptual de Variables
Las variables identificadas en la hipdtesis general, se pueden definir

conceptualmente como a continuacién se indica.

3.2.1 Variable Dependiente

El funtor [Y] y el funtor H, entre categoria de espacios topoldgicos con punto

base; y la categoria de conjuntos con elementos distinguidos; asi como también las clases

de homotopia.
3.2.2 Variable Independiente

Espacios topologicos con punto base y la categoria de conjuntos con elementos

distinguidos.
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3.3.

Operacionalizacién de la variable

Variable N . . . P ) -
. Definicion Dimensiones | Indicadores Indices Método Tecnica
Independiente
Estructuras en | Un espacio con punto base | La teoria de Categoriade | Cohomologia | Demostrativo
categorias es un espacio topoldgico con| espacios espacios y Homologia | Deductivoe | Constructiva
topoldgicas. un elemento fijado. topoldégicos. topolégicos singular. Inductivo.
y categoria
de conjuntos
con
elementos
distinguidos.
Variable N . . . oo . L
. Definicién Dimensiones | Indicadores Indices Método Técnica
Dependiente
Equivalencias | Para una transformacion
homotopicas. | natural T :[.,Y]——H se
define
TW([f])=H(f)u, , La
| dad Lateoria | cohomologia Demostrativo
y para un elemento dado cohomoldgica| de espacios Homoton(a Deductivo e
u e H(Y), con T(u) : [+Y] | de los axiomas| topoldgicos P ) .
Inductivo. Constructiva
de Steenrod. | con punto
—H, y para
base.
[f]e[X.,Y], se establece
[X,Y]~H(X),para X un
CW - espacio finito.
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CAPITULO IV
DISENO METODOLOGICO

4.1 Tipoy disefio de la investigacion

El tipo de investigacion es basica, segin Alva Lucia Marin Villada (2008),
“También, llamada investigacion Pura, tedrica o dogmatica. Se caracteriza porque parte
de un marco tedrico y permanece en él; la finalidad radica en formular nuevas teorias o
modificar las existentes, incrementando los conocimientos cientificos o filosoficos, pero

sin contrastarlos con ningin aspecto practico”.

Es un estudio bésico porque mediante el cual, se buscara aportar conocimientos
que permitan mejorar algunos detalles del marco tedrico (Equivalencia Homotdpica). El

disefio es no experimental y tiene un enfoque cualitativo.

4.2  Meétodo de investigacion
Teniendo en consideracion la planteado y/o descrito en el proyecto, el método

utilizado en el desarrollo es demostrativo e Inductivo - deductivo.

4.3. Poblacion y muestra
Por ser un trabajo netamente tedrico y mas aun abstracto no requiere establecer

poblacion y muestra.

4.4. Técnicas e instrumentos para la recoleccién de la informacion

Por ser un trabajo netamente “matematico” (Tedrico — abstracto); no se requiere
procedimientos especiales para la recoleccion de la informacion. Lo que se realiza es una
busqueda y revision bibliografica: (libros de especialidad, paginas web, papers, revistas

especializadas, etc.)
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4.5.  Analisis y Procesamiento de Datos

En el presente trabajo no hay un procesamiento de datos mucho menos
estadisticos, en tanto que es un trabajo analitico. En tal aspecto analitico la teoria de
cohomologia es una herramienta muy potente en estudiar objetos topolédgicos desde el
punto de vista algebraico, para nuestro objetivo hemos supuesto y/o considerado una
categoria de espacios topoldgicos ¢. con punto base y aplicaciones continuas
manteniendo dicho punto; y de otro lado consideramos la categoria de conjuntos Conj(s)
con elementos distinguidos y aplicaciones preservando dichos elementos; de este modo

si H : @ ——Conj(s) es un funtor contravariante; entonces buscamos que si H satisface

ciertos axiomas, entonces existe un espacio “Y” unico salvo homotopia, tal que H es

naturalmente el funtor, el cual asigna a cada X e ¢. el conjunto [X ,Y].

Nota.- A continuacion presentamos, algunas definiciones conceptos, proposiciones entre

otros que nos permitira establecer y obtener nuestro resultado.

De este modo iniciamos enunciando los llamados:

Los Axiomas de Eilemberg — Steenrod:

Tales axiomas que son un total de cinco, han sido dados en una seccién anterior, siendo
estos: el axioma de: Naturalidad, Exactitud, homotopia, escision y dimension. A
continuacion presentamos resultados equivalentes al Axioma de Homotopia y al Axioma
de Escision.

Teorema(4.5.1).- El axioma de Homotopia (axioma “3” de Steenrod) es equivalente a la

afirmacion siguiente: Sean q,,q, : (X, A)——> (X, A)xI dos aplicaciones dados como
0o (X) = (x,0) y g,(x) = (x,1) entonces los inducidos (q,), y (q,). son iguales.

Demostracion.- Supongamos que el axioma de Homotopia (axioma “3” de Steenrod) se

cumple. Veamos que (q,).=(q,). . En efecto definamos una aplicacion continua

H (X, A)x I ——(X,A)x I como H(x, t) = (x, t); de donde H(x, 0) = (x, 0) = g, (x) ¥
H(x, 1) = (X, 1) = q,(x). Ademés claramente H (A x 1) < A xlluego H:q,=q, Y asi
por el axioma 3” de Steenrod se tiene (q, ), =(q,).

Reciprocamente.-  Supongamos que las aplicaciones f,g:(X,A)——(Y,B) son

homotopicas i.e. f =g y se verifica la afirmacion, mostraremos f. = g., veamos como
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f = g entonces existe una aplicacion continua H : (X, A) x | ——(Y, B) tal que H(x,0)

= f(x), H(x, 1) = gxX) y H (A x I)c B de donde Hoqg,(x)=H(x,0)=f(x) VY

Hog,(x)=H(x,1)=g(x) y como (q,). =(q,)., entonces se tiene

f.=(Heoqy). =H.o(q),=H.°(q).=(He°q,), =0.

Teorema (4.5.2).- El axioma de escision (axioma 4 de Steenrod) es equivalente a la

afirmacion siguiente: Sean A, B subespacios de X tales que A escerradoy X = AUB ,

entonces la aplicacion inclusion i: (A; An B)—>(X, B) induce un isomorfismo
i.:h,(A/AnB)=h (X,B)

Demostracion.- Por hipotesis supongamos que cumple el “axioma de Escision” y que A,

B son subespacios de X, donde A es cerrado y X = AUB. Veamos que

i. :h, (A;AnB)——h, (A B)es un isomorfismo. Para lo cual escribamos V=Ay U =

X — A, luego siendo A cerrado en X se tiene que U es abierto y asi la cerradura de U,
verifica:

Uc A c(A°)° =Bc AycomoX—U=X-(X-A)=Aentonces A—U =B (X-A)
= AnB. Ahora la inclusioni: (X-U, V-U) = (A, A0 B) — (X - V)=(X,B) luego
por el axioma de escision induce un isomorfismo i:hn(X;Am B)—>hn(x; B) para
cada n € Z. Analogamente se muestra el reciproco.

Definicion (4.5.1).- Una Teoria de Cohomologia H* es una familia de funtores

contravariantes de la categoria de Parejas de espacios topologicos a la categoria de grupos

abelianos
H": @rzop —>Cap
Para cada n e Z, junto con transformaciones naturales
o:H"(X, A ——>H"(A.
Para cualquier neZ, y cualquier pareja de espacios (X,A) llamado homomorfismo

conexion, satisfaciendo los axiomas de Eilemberg — Steenrod. Es decir

1. Axioma uno [naturalidad]: Para f:(X,A)——(Y,B) una aplicacion cualquiera,

el siguiente diagrama conmuta. Es decir 5o f = ( f‘A) ¥
n-1
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H"(X,A) n > H"(Y,B)
) 0
()

H™(A) ", H"Y(B)

Figura N° 24 Rectangulo conmutativo del axioma de naturalidad de una aplicacion de
Pares.

Fuente: Elaboracion Propia

2) Axioma dos (Exactitud): Para cualquier pareja de espacios topoldgicos (X, A) hay

una sucesion exacta larga.

Donde i: (A ¢)——>(X,¢) y j:(X,¢)——>(X, A) son las aplicaciones inclusion.

3) Axioma tres (Homotopia). Sean f,g:(X,A)——(Y,B) dos aplicaciones
homotépicas ( f = g) entonces f*=g*:H*(X,A)——>H *(Y,B).

4) Axioma Cuatro (Escision).- Sea X un espacio topologico U < X un conjunto abierto
tal que U c A es decir existe un abierto V tal que U <V < A Entonces la inclusion
jr (XNU, A\U) —(X,A) induce un isomorfismo j*:H"(X -U,A-U)—
H"(X,A)paracada heZ.

5)Axioma cinco (dimensién): Sea X =(x,) un espacio topoldgico unitario entonces

H"(X)=0 para n=0.

Observacion (4.5.1):

e Una teoria de cohomologia Generalizada es una teoria de Cohomologia H* que
verifica los cuatro primeros axiomas excepto el axioma cinco (axioma de dimension).

e Una teoria de Cohomologia ordinaria es una teoria de Cohomologia H* que satisface

los cinco axiomas.
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En dicho caso, H*(X,A) se denomina la Cohomologia de la pareja (X, A) con coeficientes

en G=H°({x,}) que denotaremos como H*(X, A; G). Ahora cuando G=Z

escribiremos H*(X,A) para la cohomologia entera H *( X, A, Z).

A. CONSTRUCION DE [ S"Y |
La construccion de [S“,Y] consiste en que previamente consideremos la categoria

Cropx) =€,y de espacios topolégicos con punto base y aplicaciones continuas

preservando puntos base, y sea la categoria &, = &« de conjuntos con un elemento

AT 33

distinguido y conjunto de aplicaciones preservando elementos distinguidos. Ahora

supongamos que H : ¢, , — & es un funtor covariante. Un resultado tan importante en

este trabajo es que. Si H satisface ciertos axiomas, existe un tnico espacio “Y”, salvo tipo

de homotopia, tal que H es naturalmente equivalente al funtor, lo cual asigna a cada
X eobj(¢,,, ) el conjunto de clases de homotopia de X a . Esto es
H:Cy)—Ey
X b [X)Y]
Tal que H es naturalmente equivalente a [Y] paraalginYen ¢, .

Observacion (4.5.2): Una categoria ¢ sera llamado : Categoria de espacios si sus objetos

son espacios topoldgicos conexos por caminos con punto base los cuales admiten la
estructura de un CW — Complejo y sus morfismos son aplicaciones continuas de X en'Y,

Ilevando punto base de X en punto base de Y para cada X, Y € Obj (¢).

Ahora asumiremos que, si X € Obj (@) y X '< X (subcomplejo) respecto a la estructura
del CW — Complejo, entonces X 'e Obj(¢&).
Notacion: ¢, y ¢, denotaran la categoria de espacios los cuales tienen como objetos

todos los espacios admitiendo una estructura de CW — Complejo y todos los espacios

admitiendo la estructura de CW — Complejo finito respectivamente.
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Definicion (4.5.2).- Laterna (X, UX,,X,,X,) sera llamada una Triada Propia de &
si X, X, X; UX, yX, X, eO0bj(#), todos poseen el mismo punto base, y cada pareja
(X, X, X,) y (X,, X, "X,) tienen la propiedad de extension de homotopia.

Observacion (4.5.3).- Si X,Y eObj(¢). Entonces [X,Y] denotara el conjunto de

clases de homotopia de aplicaciones de X a Y, con respecto a las homotopias los cuales

dejan el punto base de X fijo.

2). [+Y] denotaré el funtor de £ en ¢, (ie. [+Y]:€—>¢€x, lo cual asigna a cada
X e¢ el conjunto [X,Y] con la clase de aplicacion constante como elemento
distinguido, y asigna a cada aplicacion f:X——X"' la aplicacion
f*:[X"Y]——>[X,Y] definidacomo: f*([¢])=[p- f]
Donde [¢] [ X", Y] denota la clase de homotopia de "¢".

3). La notacién [Y] es ligeramente ambigua en que esto no indica el dominio de la
categoria ¢.

4) Sea H:@——¢,., un funtor contravariante. A continuacion damos un conjunto de
axiomas, de lo cual una combinacion sera usada en relacion con H cuando ¢ = ¢, , y otra
combinacion sera usada cuando ¢ = ¢, .

i) Axioma de homotopia (h): Si f = g entonces H(f) = H(g).

(if) Axioma de Escincion (e)

(e,) Si X ={x,} entonces H(X) contiene un solo elemento.

(e,) Supdngase que (X,X,,X,) esunatriadapropia, A= X, " X,; y ji:A—> Xy
K; : X;——X son las aplicaciones inclusién. Si u, e H(X,) y u, e H(X,) tal que
H(j)u,=H(]j,)u,, entonces existe un elemento ve H(X) tal que H(k)v=u, y

H (k,)v =u,. Ademés, si A es un punto, entonces v es Unico.

(iii) Axioma de Numerabilidad (C).- Si S" es la n—esfera, entonces H (S“) es contable

para todo n > 0.
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(iv) Axioma de coleccion (W).- Supdngase que {S;} ., €suna coleccion de n-esferas
ae

cuyo producto cufia: VS, estd en @ Si i,:S;——VS] es la aplicacion inclusion
entonces.

7H (iB): H (VSE)——);:H (SE) es un isomorfismo.

(v) Axioma de Subcoleccion (¢) supongase que X,, X,, X,,...., X,.... €5 una coleccion
de subcomplejos de X =UX e @ con respecto a la estructura de algdn CW — Complejo
en X talque X =X" ,seai,: X,—— X laaplicacion inclusion.

Sea limH (X, ), el limite inverso de H (Xn) con respecto a las aplicaciones inducidas
por las inclusiones de X, en X, . Entonces limH(i ):H(X)——limH(X,) es un

isomorfismo.

Observacion (4.5.4): i) Si ¢ = ¢, entonces el axioma de la subcoleccion (¢) se cumple
claramente.

(ii) El axioma de escision (e) también implica que H (X x Y)~H(X) x H(Y)

Nota.- A continuacion vamos a presentar ciertos lemas enumerados y/o codificados
correlativamente como B, i=1,2,....,7

Lema (B,) : Si ¢=¢, y H satisface el axioma de numerabilidad (C), entonces H

satisface el axioma de coleccion (w) y el axioma de subcoleccién (¢).
Demostracion.- Se obtiene directamente de la observacion inmediata anterior parte.

Afirmacion.- El funtor [Y] satisface los axiomas: (h), (e), (w) y (¢). La verificacion es

rutinaria y directa.
El teorema (I) que enunciamos a continuacion se mostrara luego de algunos resultados
(lemas) que presentamos, previamente.

Teorema (1) : [Teorema de existencia del espacio “Y”] (4.5.3)

Si H:E@—— ¢, esun funtor contravariante ¢ = ¢, y H satisface los axiomas: (h), (e),
(W) y (¢), entonces existe un unico espacio Y e ¢, salvo tipo de homotopia, tal que [Y]

en €y H son naturalmente equivalentes.
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Nota.- A continuacién iniciaremos la construccion de [Y] y lo haremos partiendo de
casos particulares.

Observacion (4.5.5).- (1) Supongase que H:€——> ¢, es un funtor contravariante
satisfaciendo el “axioma de homotopia (h)”. Dado Y €obj(£) y ueH(Y), nosotros
construimos una transformacion natural T (u):[+,Y ] ——H comosigue: Si [g]e[X,Y]
, sea T(u)([g]): H(g)u. Como H satisface el axioma de homotopfa (h), entonces

T(u)[(g)] es independiente de la eleccion de “g”. De este modo si f:X'—— X,

entonces H(f) T(u) [(g)]=H(f)H(@)u=H(fglu=T(u)f*[(g)]. Por lo tanto T(u)
es natural.

(2) Cuando ¢ = ¢,, usamos esta construccion para dar una equivalencia entre [-,Y]y H
para una eleccion apropiada Y; pero si @ =¢,, esta construccion no sera suficiente
porque en general la eleccion apropiada no necesariamente se encuentra en ¢,. Para
evitar esta dificultad extendemos H a una categoria més grande.

Definicién (4.5.3).- Sean A, X,, X, tres espacios topolégicos y f,:A—— X, en
Mor (&). Z ; denotara el espacio la identificacion formado por X, X, U(Ax I)por
las siguientes identificaciones.

(a,i)~ f,(@), (*,t)~> parai=0,1;acA yt e I, donde * denota el punto base.
Observacion (4.5.6).- Sea A un nimero cardinal infinito mayor o igual que el cardinal

de H (S”) paratodon > 0. Si f:A——X es una aplicacion entonces Z, denota el

espacio identificacion formado atrayendo el cono sobre A en X por la aplicacion.
A continuacién enunciamos un axioma, la cual describe la extension de las propiedades

establecidos en la observacion (1).

Axioma Auxiliar de escision (e') :
Considérese la categoria ¢ con todas los espacios los cuales admiten una estructura de
CW — Complejo con cardinal "A". Si A=VS", Xy Z,, donde f:A——>X , se

encuentran en ¢, entonces la siguiente sucesion es exacta.

73



H(Z, )12 H(X) 5 H(A) (&)
donde i es la aplicacién inclusion.
En efecto.- Para el caso @ = ¢,, con A<obj(¢) mostraremos que la exactitud (cfe.) se

sigue del axioma de exactitud (e). Lo cual lo veremos méas adelante. De este modo

seguimos presentando los siguientes:

Lema (BZ) : Si H:¢ ——C,, es un funtor que satisface “el axioma de escision (e)”,

entonces H satisface el axioma auxiliar (e').

Demostracion.- Es rutinario utilizando la respectiva hipotesis.

e Escribamos “@w” como la categoria de espacios los cuales admiten estructura CW —
compleja contable (numerable).

Lema (B3)2 Si H:¢,— ¢ es un funtor que satisface los axiomas: (h), (e) y (c);
entonces H puede ser extendido al funtor H : ¢, —> ¢ satisfaciendo los axiomas:
(h), W), @y (&):

Demostracion.-  Supongase que el funtor H:¢,——¢,., satisface los axiomas

siguientes:

(i) Axioma de homotopia (h) : Si f =g entonces H(f)=H(g)

(ii) Axioma de Escision (e) : (e,) Si X ={x,} entonces H(X) = {punto}

(e,) Si (X,X,,X,) esunatriada propia A= X, "X, y j;:A—>X,, K :X;——>X
las inclusiones. Si u;eH(X;) (i=1,2). Entonces existe veH(X) tal que
H(K,)v=u,AH(K,)v=u,. Ademas siA esun punto “v” es nico.

(iii) H (S”) es contable, para todo n >0, donde S" es la n — esfera.

Sea H :&—> € el funtor extension de H, restringido a ¢&,, . Donde

H(X)= {Conjunto de transformaciones naturales de [X] sobre H con la

transformacion trivial como elemento distinguido}.

e Nosotros deseamos mostrar que H satisface los axiomas : (h), (w), () y (e') el

axioma (h) se sigue del resultado “R” siguiente:
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“R;: el funtor H: &, —> €+ es contravariante satisfaciendo el axioma (h)”. (Resultado

que mostraremos mas adelante). Mientras que el axioma (w) y el axioma (¢) se sigue del
isomorfismo.

A:H(X) = LimH(X,)
(Resultado que también mostraremos mas adelante)

o Ahora mostraremos que H - satisface ¢l “axioma (e')". Para lo cual sea
S/,i=12,..., una coleccion finita o contable de n — esferas y sean A=VS",xeg VY
f:A——>X . Nosotros mostremos que H(Z,)—22>H(X)—25H(A) es

exacta, donde i: X ——Z, es la aplicacidn inclusion.

(#) Primero Probemos cuando A = S" : Supdngase que X tiene dada una estructura CW

— compleja. Existe un subcomplejo finito X, = X y una aplicacion f,:S"—— X, tal

que fes f, seguido por la inclusion [ ie. 8" —5—X,— X, f =i f, |. Como X es un

CW — Complejo contable, existe entonces una sucesion de subcomplejos finitos:

Xp X, X, T, tal que X =UX;. Sea f, = f, seguido por la inclusion de X, en
Xi, Zi=2 Y ji: X;——>Z Y K :Z;—>Z;,, las aplicaciones inclusion.
H(f)H(j)=H(Ij) es trivial porque jf =C (C = Constante) y H(Pto)={&}. Por
consiguiente Im(H(j)) < Nuc(H(f)) (1,).

De otro lado supongase que v e Nuc(H(f)). Sea Vv, la proyeccion de “v” sobre H (X;)
Por el isomorfismo “ A: H(X) ~ LimH(X_)” es suficiente encontrar U; € H(Z,) tal que
H(j)u=v,y H(k)u,, =u. Como H(f)v=0H(f)v, =0.

Por consiguiente, usando el resultado "R, "

“R,:sii:X——Z, eslaaplicacion inclusion, entonces H(i) induce un isomorfismo de
las orbitas de H (Z, ) sobre el niicleo de H(f)” (EI resultado "R," ser4 mostrado mas

adelante).

75



Existen elementos T, eH(Z;) tal que H ()0, =v,. Sea la aplicacion inclusion

m,: X, —>X,,, . Entonces k; j; = j,,m y H(m)v,, =V, puesto que los v, llegan de

i+1
un ve H(X). Porlotanto H(j)H (k )U,, =H(j;)u,. De aqui existen w, e H (S“*l) tal
que WO =H(k)T,, Sea vy, =(Www,..w,) y U=y, de este modo.
H (ji)ui =Vi, H (ki )ui+1 = yi+lH (ki)Ui+1 = yi+1\NiL_|i = yiUi =U;.

(#) En segundo lugar probemos cuando A=VSj] : Sea A =S'vS]v...vS" Y

f.="f

i = fa También , como jf =0,, entonces H(j)< Nuc(H(f)) supdngase que

ve Nuc(H(f)). Por induccién, y por resultado mostrado lineas arriba, podemos
encontrar u, e H (Zfi) tal que u; restringido a X es “v”, mientras que la restricciona Z,

es U_,. Nuevamente por el isomorfismo A:H(X)=~limH(X_ ) se tiene que hay un

elemento ue H(Z,) lo cual restringe a “v”.

Observacion (4.5.7).- Combinando y/o considerando los lemas: (B,),(B,) y (B;)

vemos que si H satisface las hipétesis del Teorema () esto puede ser extendido de manera

que se satisfaga las hipotesis del lema siguiente.

Lema (BA) :Sean ¢y ¢' dos categorias de espacios tal que ¢ es una subcategoria de
l'ysea H :C'—> )y Un funtor contravariante tal que:

(i) H satisface los axiomas: (h), (e') , (W) y (9).

(i) H ‘g satisface (h), (e), (W) y (9

Entonces existe un elemento Y € Obj(¢") tal que [ ,Y] y H ‘g son equivalentes.

B. RELACION ENTRE [S"Y | yH [S" ]

Iniciamos la relacion entre [ S"Y | y H [S" | reduciendo el lema (B,) a otros lemas

mas “fuertes”, y de mejor comprension.

Lema (B;): Sean H,,H,:¢——¢,, dos functores, ambos satisfaciendo los axiomas:

(h), € y (w), y sea T:H,——>H, una transformacion natural tal que
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T:H,(S")=H,(S") para todo n > 0, entonces T:H,(S")~H,(S") para todo
X € Obj(¢) tal que dim (X) < oo.

Demostracién.- Para lo cual recordemos la definicidn de espacios de identificacion: Sean
A, Xy, X, tresespaciosy f;: A—— X; en la categoria ¢. El espacio Z,  denotara el
espacio identificacion formado como XOLtj XlLDJ(AxI) por las siguientes
identificaciones (a,i)~ f;(a),(*,t)~* parai=0,1,tel y acA

Ahorasean C,:*—— X, y C: A——* dos aplicaciones, de este modo optemos por
las siguientes notaciones convencionales.

XovX, =2, .,Z2,=2.,,SA=Z,,S"=58""S"={p, p,} (P, p,dos puntos)

Cp.C ! c,f?

Nosotros asumamos que H es un funtor contravariante satisfaciendo los axiomas (h) y
(e). Sea fi:A——X; 1=0,1ysea j:X;——>Z, , , las aplicaciones inclusion.
Notese que por hipotesis H satisface el axioma (w) y siendo ademas T : H,——H, una
transformacion natural tal que: T : H,(S") ~ H,(S") paratodon > 0.

Ahora si X € Obj(¢) y dim (X) < oo, para el mismo tipo de homotopia, X puede dotarse
de una estructura de CW — Complejo en la siguiente forma: X, € Obj(¢) una sucesion
de espacios, paran=1,2, ..., dim X,y f :{VS; la eAn}—>Xn talque X, =2,y
X, =VS!. Entonces podemos asumir X =uUX_.

Primero mostramos que T : H,(X)——>H,(X) es sobre para todo X, € Obj(¢) tal que
dim X <oo. Sea X el espacio con la estructura descrita lineas arriba. Sea A, =VS..
Nosotros mostramos por induccidn sobre “n” tal que

T:H,(X,)—>H,(X,) T:H,(X,)——H,(X,) es sobre.

Notemos primero que: H, (A,)=H, (VS])~zH,(S})

Por el axioma (w): De aqui T :H,(X,) = H,(X,). Ahora el paso inductivo se seguiré por
el resultado (lema C.) que mostraremos més adelante.

Nosotros a continuacién mostraremos que T es un isomorfismo. También aplicamos
inducciona T :H,(X,)——H,(X,) . Nosotros tendremos que hacer notar que este “T”

es un isomorfismo para n =1. Supdngase que este es un isomorfismo para (n — 1). Para
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v, e H,(X, ;) sea ¢.(v,) e H,(SA,,).1=12, los grupos de isotropia que también seran
descritos en el “Lema B,". El hecho que T es sobre, y nuevamente del lema B, que

veremos mas adelante se produce que T(¢)(v)=¢,(T)(v) para cada

Ve Nuc(Hl (fn_l)). El paso inductivo entonces se sigue moviendo elementos y asi se
tiene el resultado.

Lema (B;) Supongase que H :¢& —— ¢, es un funtor que satisface los axioma: (h),
() W)y (9;ysea T :[-Y]——H unatransformacion natural tal que T :[ X,Y |~ H(X)
para todo X € ¢ con la condicion dim (X) < co. Entonces T :[X,Y] = H(X) para todo
Xe (.

En efecto.- Supéngase que X € ¢,, X" es el n—esqueleto de X con respecto a alguna
descomposicion CW — Complejo, y i, : X" —— X es la aplicacion inclusion y asi el
resultado.

Observacion (4.5.8): e La demostracion del lema (B;) es realizado (motivado) por el
usual argumento del “lema de los cinco”, solamente: para X € Obj (é) condim (X) =n
+1. Entonces X = Z, donde f :VS] —— X" ydim (X') <n

e El “axioma (e)” produce de la sucesion exacta siguiente:

H(X X' )—>H(D>A)—H(Z,)—>H(X)—>H(A), donde > es la

suspension. Asi si H toma sus valores en la categoria de grupos abelianos, entonces la

induccion y el “lema de los cinco” da el resultado requerido.

Observacion [Construccion (Y)] (4.5.8).- Supongamos que H :&,—> . 8s un
functor que satisface las hipotesis del lema (B,) . Enseguida mostraremos como se
construye un espacio Y y un elemento ue H (Y) tal que T(u):[S",Y] ~H (S”) para

todo n>0.

Nosotros construimos espacios Superior Yn € Obj(¢') y elementos u, e H(Y,) de

manera inductiva sobre “n” tal que:

(I) Yn—l - Yn

(i) H(i,)u, =u,, donde i :Y, ,——Y, eslaaplicacion inclusion
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(iii) T (Un):[Sm,Yn]——>H (Sm) es sobre para todo m > 0, y es uno a uno para m<n.
(iv) La cardinalidad de los numeros de celdasen Y, < A.

En efecto.- e Elijamos generadores g, para H(S”). Sea S unacopiade S" para cada
gl,Y, =VS! sobretodoayn>0,yseah’:S"——Y, un homeomorfismo de S" sobre
S. seguido por la aplicacion inclusion. Por “axioma (w)”.

H(Y,)~zH (S;‘). Por tanto existe un elemento u, € H (Y, ) tal que H (h;)uo =g,. Por
consiguiente T (u, )[ h] |=gJ.

e Supongase Y, , y U, , estan bien definidos satisfaciendo las condiciones: (i), (ii), (iii),
y (iv) (Hipbtesis Inductiva). Sea |[f,] el generador del nicleo de
T(Unfl):[S”,Ynfl]—>H(S”). Sean S} una copia de S" para cada B, A=VS} y
f =Vf,. Facilmente se puede ver que la cardinalidad del {fﬂ} es menor que A. i.e.
Card ({ fﬁ})<i. Asi por (e'); Ay Z, e¢' Nuevamente por el “axioma (w)” ,
H(A)~zH (S/'}). Sea k,:Sf——>A la aplicacion inclusion entonces
H (K, )H(f)u, . =H(f)U,, =T (u,,)(f,)=0.

Por consiguiente H(f)u,_,=0. Sea Y, =Z, el “axioma (e')" produce u, e H(Y,) tal

que H(i,)u, =u, . Consideremos el diagrama conmutativo.

S™Y, . » |S™Y,
5", 0 ESA

T () T(u,)
H(s")

Figura N° 25 Tridngulo conmutativo, para los functores [Y] yH

Fuente: Elaboracion Propio
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T(u,,)es sobre para todo “m” por lo tanto T(u,)lo es Y, fue formado de Y, ,
adicionando (n+1) células. Por consiguiente (i, ), es sobre param<n. T(u,,) esunoa
uno, param < n, y por lo tanto T (u, ) lo es.

Param = n, el nicleo de T (u,_, ) est contenido en el nicleo de (i,), yasi T (u,)esuno

a uno.

e SeaY = UY, . Por el “axioma (¢)” existe ue H (Y) lo cual restringe a U, para cada
“n”. Por tanto: T (u):[S",Y] ~H (S”), para todo n > 0.

Observacion (4.5.9).- De lo anterior se tiene, que si H satisface las hipétesis del

“Teorema (I)”, existe Y € Obj (é) tal que [Y] y H son equivalentes, y asi nos remitimos

a mostrar que el tipo de homotopia de “Y” es tinico. Cuando € = ¢', Se sigue obviamente

del hecho que si T :[X,Y]——[X,Y"] esunatransformacion natural definida para todo
X € ¢, entonces existe una unica aplicacion f:Y ——Y ' salvo homotopia, tal que
T=1. . Estoes f eT(id) donde id:Y ——Y es la aplicacion identidad.

Lema (B.7).-Sean Y,Y "' dosobjetosde &, y T :[X,Y]——[X,Y"] unatransformacion

natural definida para todo X € ¢,, entonces existe una aplicacion f :Y ——Y "' tal que
T="1,

Demostracion.- Denotemos la restriccion de [+,Y ] en ¢, como [,Y] =[Y], yseael

funtor [7] :6,— €, laextension de [-,Y | descrito como:

[W] ={Transformaciones naturales de [Y,Y '], sobre [+ Y] }

Sea p:[Y'Y]——[Y"Y] la aplicacién dado por: u([ f ]) = f.. Se muestra que “p” es
suryectiva si Y'Y €¢,. En efecto por un resultado que veremos més adelante (Lema
(E,)) tenemos A:[Y Y]zll_m[YaY] (Po)

Donde Y, son subcomplejos finitos de Y ' con respecto a alguna descomposicién CW —
Complejo. También ﬂ.u[f]=[fia] donde i, :Y, ——Y" eslaaplicacion inclusion. Por
cuando Y'e ¢, por el teorema de Extension de homotopia, y del hecho que 4, es

suryectiva, se sigue que L es sobre, y por lo tanto el resultado.
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CAPITULO V
RESULTADOS

5.1. RESULTADOS DESCRIPTIVOS

En el presente trabajo mostramos en principio una construccion alternativa del conjunto

de clases de equivalencia [X,Y], y seguido de ello el espacio Hn(X) para un CW —

Complejo X. De otro lado definimos una transformacién natural entre functores, lo cual

nos permitird investigar y caracterizar un functor covariante “H” con el funtor [Y] Yy

finalmente presentaremos la Teoria de Cohomologia; definida en una categoria de pares
de espacios topoldgicos con valores en la categoria de grupos abelianos; a su vez damos

algunos modelos de aplicacion.

(A) CONSTRUCCION Y ESTUDIO ALTERNATIVO DE [X,Y]
Para una construccion alternativa de [X ,Y]. Previamente daremos algunos resultados,

que presentaremos en los siguientes lemas enumeraos correlativamente.

Lema (1) Siu, e H(X;) sontalesque H(f,)u,=H(f,)u,, entonces existe unelemento

veH (Zfoyfl) tal que H (j,)v=uU, YH (j,)v=u,. Ademas si A es un punto entonces “v”

[} xec{wz])

yAx{%}. Entonces (Zfo,fl,fo,il)es una triada propia A:)?Omxl,y X,y X, son

es unico.

N |-

Demostracion.- Sean X, X, y A laimagen Z,  de X, ULAX{O,

retractos de deformacionde X, y X, entonces el resultado se sigue del axioma de escision
aplicado a la terna (Zfofl,fo,fl), y h aplicado a las diversas aplicaciones involucradas.
Lema (2) : Sean j:X,—— X, v X, las aplicaciones inclusién i = 0, 1. Entonces

H (Jo)XH (J,): H (X, v X,) = H (X, ) XH (X,).
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Demostracion: Nuevamente por el “axioma de excision” se tiene; H (c,)u, =H(c,)u,
para cualquier par de elementos u; € H(X;). Luego el resultado se sigue del lema (1)

cuando A es un punto.

Lema(3):Seat: > X ——> X v > X laaplicacion, la cual aplica: A x % aun punto,

entonces el inducido t* define una estructura de grupo natural en H(ZX) y

H (Z(z X )) es abeliano.

En efecto.- Por “Lema (2)” la aplicacion “t” dada define una aplicacion

t*:H(SX) x H(SC)——>H(SX) y por argumentos estandar se tiene el resultado.

Lema (4):Sear:Z, —)ZAV Z. lafuncion la cual aplica A x % a un punto entonces

el inducido r* define una accion del grupo H (Z A) sobre el conjunto H (Zf )

Demostracion.- Aplicando el lema (2) obtenemos una aplicacion

r*:H (D" A)xH (Z,)—>H(Z,) y nuevamente por argumentos esténdar se tiene el

resultado.

Lema (5): sea i: X —— Z, laaplicacion inclusion entonces H(i) induce un isomorfismo
de las orbitas de H (Z, ) sobre el niicleo de H(f).

En efecto: Por el axioma de escision y el “lema (1)” se tiene Im(H(i))= Nuc(H(f)). Ahora

sean j, y |, las aplicaciones inclusion de SAy Z, sobre >  Av Z, . Entonces ri= j,i.

Consideremos los elementos weH(SA) y ueH (Z,) , as
H(i) (wu) =H(i) H(r) (H (j,)xH (J'z))fl (w,u)

=H(i) H (j,)(H (i) xH (i,)) " w,u)
= H(i) u.

De aqui H(i) induce una aplicacion de orbitas de H (Zf )sobre el ndcleo de H(f).
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Supdngase uy,u, eH(Z,) y H(@)u,=H()u. Y sean kk :Z,——>Z,; las dos
aplicaciones inclusion. Por “lema (1)”, existe un elemento W'eH(Zi'i) tal que

u, =H(k)u'". Sea h: SA——Z,; una aplicacién definida como:
1
h(a,t) = K,(a,3t) , te<0,§>,ae A

_ 12
= (f(a), 3t — 1), te<§,§>

=k (a1-(3t-2), te <§1>

Seaw = H(h) w', facilmente se puede mostrar que (hvk,)r=k, ,yasi u =H(k)u' =

H(r)H (hv k,)w' =(H(h)w')(H (k,)w" ) =wu, de aqui: U, yu, estan en la misma orbita

y por consiguiente H(i) es uno a uno (inyectivo) sobre orbitas, y en consecuencia se tiene

el resultado.

Observacion (5.1.1): e Supongase que A=) B; H (D" A) esun grupo abeliano.

e SeaveH(X) en el nucleo de H(f)(f Y —Y ) por el lema (5) existe ue H(Z,) tal
que H(i) u=v. Sea ¢ (v) el grupo de isotropia de “u” bajo la accion de H (Z A). Puesto
que H (Z A) es abeliano, ¢(v) es independiente de “u”.

Lema (6) Existe un espacio W, ; aplicaciones h: X —W, y K :ZA—)Wf lo cual
depende solamente de f tal que p(v) = H(K)H (h)™v, paratodo ve Nuc(H (f)).

En efecto.- Supdngase que veNuc(H(f)), ueH(Z,), weH(X A),H(@u=v y
wu=u, existe un elemento z, e H (Y AvZ,) tal que H(j,)(z)=wy H(],)(z)=u,
donde J, Yy j, son las aplicaciones de ZA y Z, en ZA v Z, respectivamente.

H(r)Z,=wu=u=H(j)u
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Donde j:Z, ——Z, es la aplicacion identidad. Por consiguiente existe un elemento
z,eH(Z,;) tal que H(i,)z,=2z y H(i,)z,=u, donde i, y i, son las aplicaciones
inclusion de » AvZ yZ, en Z . Aproximadamente hablando cada elemento de
H(Z,,) da elementos u,u'eH(Z,), y weH(SA) tal que u=u'. Ahora nosotros
afiadimos una homotopiaa Z, ; para hacer u=u" de este modo se tiene que:

H (iyJ,)z, =H (J,)H (i;)z, =H (J,)z, =u. Por lo tanto H (i,vi,j,)z, € H(Z, vZ,)
corresponde al elemento (u,u)eH(Z,).x H(Z,).

Sea m, =i, Vi j, y sea m, la aplicacion pegamento de Z, v Z, sobre Z,. Bajo H(m,)
el elemento “u” también corresponde a (u, u). Para W, =Z_ . Existe un elemento
z, € H(Wf) tal que H(s,)z;=2, y H(s,)z,=udonde s ys, son las aplicaciones
inclusionde Z , y Z, sobre W, .

Sea h=s, y k=sjij recordar i:X——>Z, H(K)z,=H(j)H@{)H(s)z;=w y
H(h)z, =H(i)H(s,)z, =v por consiguiente we H (k)H (h)™'v. Ahora supéngase que
zeHW,) yH(h)z=v.Seau=H(s,)z

H@u=H()H(s,)z=H(s,j))z=H(h)z=v

Notese: s,m, =sm, de donde H(m,)u=H(m,)H(s,)z=H(m,)H(s,)z.

Pero m, =i, vi, J,. Por consiguiente como m, es la aplicacion pegamento
H(i,)H(s)z=uy H(],)H(i,)H(s)z =u. De este modo

u= H(iz)H(Sl)Z = H(j)H(iz)H(Sl)Z = H(r)H(il)H(sl)Z

[H (ji)H (il)H (51)2] = [H (jz)H (il)H (51)2]
=(HK)z)u.

Por consiguiente H(k) z € p(v) y asi se completa la prueba del lema (6).
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(B) EL ESPACIO H_ (X) PARA UN CW — COMPLEJO X
Recordando el teorema de Hurewicz: “Para un X CW — Complejo conexo por trayectorias
y suponiendo que 7z;(x) =0 para 0<i <nconn > 2 se tiene que z,(X) y H,(X) son

1somorfos”.
Nota.- Otro resultado relacionado a los CW — Complejo esta dado en el teorema
siguiente:

Teorema (Teorema de Whitehead) (5.1.1): (1) Sean X,Y dos CW — Complejos

simplemente conexos y sea f:X——>Y una aplicacion tal que el inducido
f. :Hn(X) = Hn(Y) es un isomorfismo para todo n e Z, entonces f es una equivalencia

homotopica.

Demostracién.- [Ver: Agripino Garcia, Homologia singular pag. 112]

Definicion (5.1.1).- (i) Sea f:X——>Y una aplicacion. Diremos que f es una
Equivalencia Homotdpica Débil si f.: 7z, (X,x%,) =z, (Y, f(x,)) esun isomorfismo para
cadan > 0.

(i) Una aplicacion f:X——>Y es wuna Equivalencia Homotopica si
f :Hn(X)—— Hn(Y )es un isomorfismo para todo “n”.

Observacion (5.1.2).- De las definiciones anteriores inmediatas (i) y (ii): y del teorema
de Whitehead se establece que una equivalencia homologica entre CW — Espacios

simplemente conexos es una equivalencia homotopica.

A continuacion presentamos el resultado descriptivo propuesto, y lo establecemos

mediante dos lemas relacionados a la existencia de elementos en [X,Y]; asi como

también a la existencia de equivalencia homotdpica, para X € Obj (gl) con X" eln

—esqueleto de X con respecto a la descomposicion de algin CW — Complejo.

Lema (7).- Si ue H(X), existe un elemento [ f |e[X,Y] tal que T ([ fi,])=H(i,)u
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Demostracion.- Para cada “n” existe un unico elemento [fn]e[X“,Y] tal que

T ([ fn]) =H (i, )u. Esclaro, verque f | .. y f,, sonhomotopicos, y de aqui existe una

aplicacion f : X ——Y tal que f

. Y . son homotdpicos.

Lema (8).- Sean [ f],[g] dos elementos en [X,Y] y T([f])=T([g]) entonces existe
una equivalencia homotépica k:Y ——Y tal que f =kg.

En efecto.- “Recordando : Suponiendo que H:¢@——>¢,., es un funtor contravariante
que satisface el “axioma de homotopia (h)”. Dado Y < Obj (é) y u € H (Y); nosotros
construimos una transformacion natural T (u): [,Y]—>H como sigue:

Si [g]e[X,Y], sea T(u)([g]) =H(g)u. T(u)[(g)] es independiente de la eleccion de
“g” (pues H — satisface el axioma (h)). Esto es si f:X'——X,H(f)T(u)([g])=
H(f)H(g)u=H(fg)u=T(u)f"([g]) de aqui T(u) es natural”.

Ahora demostremos : el lema ([8]). Para lo cual tenemos u=T(&),&e[Y,Y] donde
£=[1,] es la clase de la aplicacion identidad. De este modo H(f)u=T([f])=
T([g]): H(g)u. Por consiguiente existe un elemento weH (nyg) tal que
u=H(j)w=H(]j,)w donde j, :Y ——Z,  son lasaplicaciones, inclusion. Ahora sea
t:Z, ,——Y laaplicacion correspondiente al elemento w descrito en el lema [7] Sea
i, :Y"——Y la aplicacion inclusion donde Y" es n — esqueleto. Asi
T (tj,.i,)=H (j.i,)w=H(,)H (j,)u =T ([i,]) Peroen [Y",Y |T es un isomorfismo.
Por consiguiente tj;i, =i,. Esto implica que (tj;), :[S”,Y] z[S",Y] para todo n, y de
aqui tj, es una equivalencia homotopica. Analogamente tj, es una equivalencia
homotopica. Sea h una inversa de homotopia de tj,, y sea k = tj,. Sea
n:X x1——2Z,  dadopor 7(z,t)={zt} ysea h =hy, entonces h asi definido es

una homotopia entre fy kg(i.e)h : f =kg.
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Afirmacién (i).- T es uno a uno. En efecto supongamos que T ([ f])=T([g]). entonces
T([fvf])=T([fvg])eT([XvX]). Por consiguiente existe una aplicacion
K:Y——Y talque [fvg]=([fvf]k)=([fkv fk]) deaqui [g]=[fk]=[f].

Afirmacion (ii).- T es suryectiva. En efecto para mostrar la suryectividad de “T”

observemos el resultado R, siguiente "R, : la transformacion natural

T(u):[,Y] ——H definida como T(u):([f])=H(f)u, para [f]e[X,Y] es uno a
uno, mas ain T = u(T) es su inversa” Utilizando el resultado R, se tiene que existe un
elemento ueH(Y) tal que T=T(u). Ahora sea Ve H(X). SeaweH (X vY) el

elemento correspondiente a (v,u) y sea j:Y——> X vY la aplicacién inclusion,

consideremos el diagrama conmutativo.

[S”,Y] k- > [sn,xvY]

TN /W)
H(s")

Figura N° 26 Triangulo conmutativo en la existencia de una equivalencia homotépica.

Fuente : Elaboracion propia

Como T(u) es un isomorfismo, T(w) es sobre. Ahora como en la construccion de “Y”

(Ver observacion const (Y)), podemos adjuntar célulasa X vY para obtener un espacio

Z y un elemento z € H (2) tal que T(Z):[S",Z} ~H (S”), y tal que “z” restricto a

X v'Y es exactamente “w”. (En este caso ndtese que X v Y y el elemento “w” juega la

regla de Y,yu,). Si k:XvY——Z. Por consiguiente kj tiene como inversa

homotépicaa h:Z——>Y si i: X ——Z es laaplicacion inclusion.
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T(hi)=T()[hi]=H@HMu=H®H k) u=H@{w=v

(C) TRANSFORMACION NATURAL ENTRE FUNCTORES

Una transformacion natural "¢" definido de un funtor R a un funtor S(R, S: 61—>62)

es un sistema de morfismo {¢, } < Mor,, (R(x),S(x)) tal que para todo morfismo

X<0bj (&)
f e Mor, (X,Y) se tiene:
S(f)op, =@, °R(f); SiRyS covariantes............................. (%)

Ahora si R, S son contravariantes la definicion es similar, pero en lugar de (. )se cumple

(%) estoes:

Para nuestro estudio consideremos un funtor contravariante H : ¢ —— ¢,., satisfaciendo

el “axioma de homotopia (h)” e investigaremos la transformacion natural

T:[ .Y]——H. Suponiendo que Y e Obj(¢£), sea ¢ [Y,Y ]la clase de homotopia de la
aplicacion identidad (ie.¢=[1,]) y sea u(T)=T(¢))eH(Y). Dado un elemento
ueH(Y), podemos definir una transformacion natural T(u):[ , Y]——H del modo
siguiente: Si [ f]e[X,Y], sea T(U)[f]=H(f)u.

Afirmacion.- T(u) asi definida es una transformacion natural.

En efecto.- Para lo cual bastara observar el siguiente diagrama para X,Y € Obj(¢),

f e Mor, (X,Y). El cual conmuta.
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[¥,Y] > [x.Y]
T (u)y T(u)x
H(f)
H(Y) » H(X)

Figura N° 27 Rectangulo conmutativo de una transformacion natural, para los funtores [-,Y] y H.

Fuente : Elaboracién propia

Lema (9).- La funcion 6:H(Y)——[ ,Y] dado como 6(u)=T(u) para ue H(Y) es
uno a uno dentro de H; ademas y :[+,Y | ——>H(Y) dada como »(T) =u(T) es su inversa.

En efecto.- Supongamos ¢ = ¢, nosotros deseamos extender H a ¢, para cada X € ¢,
consideremos el conjunto.

H(X) = {Conjunto de transformaciones naturales de [+, X] en H, con la transformacion
trivial como elemento distinguido}.

Para f:X——>X" sea H(f)T =Tf,, donde TeH(X) y f.:[«,X]——>[+X] la
aplicacién inducida por “f”. Notese que si f y f' son homotépicos entonces
H(f)=H(f)

Tenemos H(Y)—2—[+Y]—2>H(Y) para un elemento arbitrario ue H(Y) y un

elemento T e[, Y] se tiene:
o (720)y,,=7(0W)=y(TM)=(0T)(u)=(uM)(u)

=(TMW)=(T ()W) =] lrq, [ =u (i)
. (eoy)(T):e(y(T)):9(p(T))=¢9(T(e)):9(T[|Y])=e([|m)])=T([lm)]) (ii)

Luego de (i) y (ii) yo0=1,y, A0y :]1 ] Por tanto el resultado.
Lema (10).- H:¢ ——>¢. es un funtor contravariante satisfaciendo el “axioma de

homotopia (h)” de acuerdo con H en ¢,
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Demostracién.- Como puede observarse, es inmediato de la parte primera del lema

anterior.
Observacion (5.1.2).- Hay otra forma de caracterizar el funtor "H".

Para esto consideremos X € Obj(¢&) y sea {Xa} sus subcomplejos finitos con respecto
a alguna descomposicion CW — Complejo. Si X, < X, sea i g, la aplicacion inclusion
sea i, : X, ——> X también la aplicacion inclusion. Entonces {H (X,).H (iag)} forma
un sistema inverso y de este modo la aplicacion H(i ): H(X)——H(X,)=H(X,)
induce y/o define una aplicacion.

lim(H(i,))=2:H(X)——limH(X,)

Lema (11).- [Caracterizacion de H ]. La aplicacion ILm(I—T(ia)) = Aes un isomorfismo.
Demostracion.- a) Sean T,,T, dos elementos en H(X) tal que A(T,)=A(T,). Ahora
sea Y eObj(¢,) y [f]e[Y.X] existeun X,y f,:Y —X, tal que i, of,=f. Por
consiguiente se tiene T, ([f])=H(@)T,([f,])=HG )T ([f.])=T.([f])yasi T,=T,.

Por tanto A es inyectivo.

b) Ahora tomemos u elim H(X_). Sea TueH(X) definida como sigue: Sean Y, f, f, y

i, cuatro elementos como lineas arriba. Sea Tu[f]=H(f,)u,, donde u, es la
proyeccion de u en H(X,) facilmente se verifica que Tu e H(X)y H(i,)Tu=u. Por

tanto A es suryectivo. En consecuencia de (a) y (b) se tiene que “A” es un isomorfismo.

5.2. RESULTADOS INFERENCIALES

El resultado descriptivo que no es otra cosa el estudio de [X ,Y], nos permite inferir un

estudio en la categoria de pares, es decir la teoria de Cohomologia, definida en una
categoria de pares de espacios topoldgicos con valores en la categoria de grupos
abelianos, para lo cual consideramos = ¢, una categoria de pares de Espacios
Topologicos los cuales admiten la estructura de un CW — Complejo y subcomplejos y

todas las aplicaciones continuas de pares en pares. La pareja (X,¢) donde ¢ es el
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conjunto vacio, sera simplemente denotado por X'y sea ¢ = ¢,,, la categoria de grupos

abelianos y homomorfismos.

Definicion (5.2.1).- Una teoria de cohomologia en # con valores en ¢ es definido por
una coleccion de funtores contravariantes H? : #——¢,—0 < q <, y una coleccién
de homomorfismo naturales 6:H%(A)——H*'(X,A) definido para cada pareja
(X,A)e #= ¢, locual satisface los siguientes axiomas:

(t,) Sif, g: (X, A) — (Y, B) son homotopicos ( f =g) entonces H*(f)=H"(g),

[YPt]

para todo “q”.

(t,) Sii:(X,¢p)—>(X,A)y j: A——X son las aplicaciones inclusion. Entonces la
siguiente sucesion es exacta.

......... — S H(A) S H (X, A) O 5 o (X )0 5 HY (A —— e,
(t) Si (X, X,MX,). (X, X, " X,)€0bj(&op) la aplicacion H(X,UX,,X,)
——>H%(X,, X; nX,) inducido por la aplicacién inclusién es un isomorfismo para todo
“q.

Observacion (5.2.1): (&,) (1) Para cada par (X,A)e 4= ¢@x,, sea Z(X,A) el espacio
con punto base “b” formado de X U( Axl )u{b}, donde b ¢ X, identificando: a ~(a,1)
paracada ae A 'y Ax{0} ~b. Notandose que Z(X) = Z(X,¢)= X u{b}.

(2) Sea X un espacio topoldgico. La suspension de X se denota por ZX y se define
como el espacio de identificacion de X x I al identificar Xx{0} y Xx{1}a puntos.

(3) Sea D_Z(A) lasuspension de Z(A) y sea S:Z(X,A)—— > Z(A) laaplicacion la
cual identifica X a"b".

(4) Sea Y ={Yq,hq} un Q- espectrum; esto es, una sucesion de espacios Y, con punto
base y equivalencias homotopicas, h, :Y, ——QY, ; donde QY, es el espacio de lazos
basados en el punto base y h, toma el punto sobre el lazo constante.

Lema (12).- La coleccion {{Z( ).Yy . 5“} es una teorfa de cohomologfa.
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En efecto.- De la observacion anterior parte (3) y parte (4) se tiene que [Z(X,A),Yq],

con la estructura de grupo inducido por h, :Y, ——QY,, es un funtor de &, en &,

Sea 7:[Z(A),QY,, |[—[ D Z(A).Y,

M] el isomorfismo usual, y sea también

59:[Z(A).Y, |—>[Z(X,A).Y,., | el homomorfismo definido por la composicion

siguiente: 5“:[Z(A),YJ—)[Z(X,A),Yq ] el homomorfismo definido por la

+1

composicion siguiente: 59 = Z*zy(hq ) ([ f ]) De esta manera se tiene el axioma (12).

Observacion (5.2.2).- (81) los axiomas de coleccion y de subcoleccion son formulados

en términos de teorias de cohomologia. Para lo cual previamente denotemos y/o

consideremos las categorias siguientes: Sean estas 4, = @fopo y 4= @fopl las categorias

de pares de espacios topologicos la cual admiten, respectivamente, la estructura de un
CW — Complejo finito y subcomplejo y la estructura de un CW — Complejo y

Subcomplejo.

(t.) A# =+, ysi“b’esunpunto H(b) es contable para todo g.

(t.) #=A4. Si U es un espacio topolégico con la topologia discreta
7H%(i,) :HY(U) =~ zH(x), donde i, : {x} ——U es la aplicacion inclusion.
Observacion (5.2.3) (&,) Si X; € X, Cuvveverecrcnnae, Es una sucesion de subcomplejos

de X =uwX, con respecto a alguna estructura CW — Compleja sobre X, entonces las
aplicaciones inclusion i, : X, —— X induce un epimorfismo.
B:HY(X)——IlimH(X,)

Teorema (5.2.1).- Si {H q,éq} es una teoria de cohomologia satisfaciendo cualquiera de
las condiciones (t.) o (t.)de la observacion (&) entonces existe un Q-espectrum
Y ={Y,,h,} tal que Y, e ¢ y equivalencias naturales T*:[Z( ),Y,|—>H? tal que
ST =T45",

Demostracién.- Solo probaremos para el caso (L) El caso (tk*) es analogo. Veamos:

consideremos el funtor contravariante Jq:eo—>é(*) definido como sigue:

X €0bj(&,) y % € X su punto base, J*(X) el conjunto subyacente de mH"(X,X,)
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con el elemento identidad de su grupo como elemento distinguido. Si f: X ——Y es
una aplicacién de la categoria ¢, entonces J*(f)=H%(f") donde f':(X,x,) —>
(Y.Y,) es laaplicacion en &5, definida por “f”.

o Nosotros primero mostramos que J* satisface los axiomas: de Homotopia (h),

Escision (e) y numerabilidad (c). El axioma (h), se sigue inmediatamente de (t,). Si b es
un punto, J%(b)=H"(b,b) =0 por la sucesion exacta para el par (b, b). Sea x, € X el
punto base de X, k:{x,}——x la aplicacion inclusién, y C: X —>x, la aplicacion
constante entonces H®(k)H®(c)=H"(kc) es la aplicacion identidad en H®(x,) i.e.

H9(kc) =1 y de aqui se tiene que H(k): H®(X)—— X%(X,) es sobre (S,) y por

HY(X,)
la sucesion exacta de la pareja (X,x,) también tenemos: J9(X)=H"(X, %)~
Nuc(H (k)) (SZ).

Ahora sea (X,X,, X,) una terna propia, A=X,NX, ,y sea j:X;—>X vy
ki : A—— X, 1=1, 2 las aplicaciones inclusion. Considerando la sucesion de “Mayer —
Vietoris” H (A)—2>HY(X)—“>HY(X,) + H(X,)—-—>H"(A) lacual es exacta,
sin usar el axioma de dimension; donde o =H(j,)+H"(j,) y B=H(k)+H(k,). De
aqui es exacta en el presente contexto. Luego usando las relaciones (S,) y (S,),

facilmente se puede ver que J* satisface el axioma de escision(e).

Observacion (5.2.4).- Descripcion de la extension para lo cual el espectro “Y” en el

teorema anterior es unico. Sean Y eY' espectros, una aplicacion &:Y ——Y ' entre

espectros, es una sucesion de aplicaciones q:Y, —>Yq' tal que ht'q f,=Qf h,. & esuna

gq+1

equivalencia homotopica si existe una aplicacion G:Y'——Y tal que g,f, zqu y
f 0, = lY.q para cada “q”. En consecuencia podemos dar el siguiente teorema.

Teorema (5.2.2): (a) Si {H*, 5"} satisface:

"ZH (i) H'(U) = zH"(x), si U es un espacio topoldgico con la topologia discreta y
donde i, : {x}——U es laaplicacion inclusién en # = # . “Entonces, el espectro dado

por el teorema (5.2.1) es Unico, salvo tipo de homotopia.
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(b) Si Si {Hq,5q} satisface: la relacion (t.) de la observacion (5.2.2) y si, Y e Y ' son
dos espectros dando teorias de cohomologia equivalente {Hq,éq} , entonces existe una

coleccion de equivalencias homotopicas f, Y, ——Y' tal que hl'q f, y Qf ,h, son

g4
homotopicos en cada subcomplejo finito de Y,.

Demostracién.- La parte (a) es inmediata mientras que la parte (b) se sigue el lema (B7)
Observacion (5.2.5): La forma complicada del Teorema (5.2.2) para la condicion (t.)
surge por el siguiente hecho. Supongase que X es un CW — complejo, y X_ son sus
subcomplejos finitos. En general la aplicacion p:[X,Y]——lim[X_,,Y] es uno a uno.
Asi nosotros obtenemos dos aplicaciones f,f':Y——Y las cuales inducen la
transformacion identidad sobre [ , Y] restringido a ¢, pero no son homotopicas.

Lema (13).- Existe un isomorfismo natural F:H(X,x,)——H"(>"X,x,)

Demostracién.- Recordemos que la sucesion exacta de una terna, se sigue de la sucesion
exacta de una pareja. Sean Xy X~ los conos superior e inferior (respectivamente) de

> X, Hq(X,xo)qu*l(X*,X) por la sucesion exacta de la terna (X*,X,xo) y el
hecho que X* es contractible. Por el “axioma de escision (e)”. H“+1(X+, X)
~H¥ ("X, X")y, por la sucesion exacta de la terna (3" X, X", x), H (3" X, X ")
~ H* (Z X, xo), es claro ver que todos estos isomorfismos son naturales.

Observacion (5.2.6).- Sea “b” el punto base de S". Por el axioma de escision (e)”

HY(b)~ H(S°b) y por el “lema (13)” H*(S",b)~ H""(S°,b), de aqui por (t.),
J9(S")=H%"(b) es contable y de este modo J* satisface el “axioma de numerabilidad.
Observacion (5.2.7).- Aplicando el teorema (1) a J*, se obtiene un CW — Complejo \7q
y una equivalencia natural T :[ ,VJ—)Jq . Ademas \7q puede ser elegido para ser un
CW — complejo contable. ElI lema (13) produce una equivalencia natural

VX ][ EX Y [0,

q+1] lo cual por el lema (7) es inducido por una

aplicacion h, 1Y, —QY,_,,.
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Proposicion (5.2.3).- El espacio de lazos sobre un CW — Complejo posee el mismo tipo
de homotopia como un CW — Complejo.

Demostracién.- (Ver J. Milnor: On-spaces having the same homotopy type como un CW
— Complejo).

Corolario (5.2.4).- ﬁq define una equivalencia homotopica entre \7q y los componentes

de caminos de la aplicacion constante de QY .,

Demostracion.- Se obtiene directamente del teorema de Whitehead y de la proposicion
anterior. Para lo cual elijamos un lazo "o" de cada componente de camino de QY y
sea Y, =Y,x{c}. Sea h :Y,——QY,, =QV,, dado por h (y,c)=h,(y).c donde
erq y la operacion “e” denota la multiplicacion de caminos. Entonces h, es una
equivalencia homotdpica y de aqui {Yq,hq} es un Q - espectro. También Y, admite una

estructura de CW — Complejo, la razon para pasar de \7q a Y, , ademas el hecho que esto

es necesario para obtener un € - espectro, es que el espacio en @Z, no son requeridos

pOr Ser conexos por piezas.

Observacién (5.2.8).- Por argumentos usuales la aplicacion w:H"(D"X,x,)
xH? ("X, %) —>H(D_X,x,)inducida por la aplicacién pegamento es dada por
w (u,v)=u-+v. De aqui la estructura de grupo en H* (Zx,xo) es determinado por la

aplicacion pegamento- Por consiguiente se tiene los siguientes isomorfismos.

1 (X ) = MO LT o [0, ] o[ %00, ][,

Ademas, estos isomorfismos son todos naturales.

Proposicion (5.2.4).- T*:[ Z(X,A),Y? ]~ H'(X, A)

En efecto.- Consideremos A=Z(A,A). Por el “axioma de escision (e)”,
HY(X,A)~ Hq( (X,A), ) y por la sucesién exacta de la terna (Z(X,A),A,P) se

tiene HY(Z(X,A),A)~H%Z(X,A),P). Combinando estos isomorfismos con los

isomorfismos obtenidos en la observacion (5.2.8), obtenemos la equivalencia natural

requerida.
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5.3 0TRO TIPO DE RESULTADOS

Por la naturaleza del trabajo; los otros resultados que presentaremos, esta basado en
aplicaciones como son: clasificacion de Haces, cohomologia ordinaria, en CW complejos
y existencia de equivalencias naturales de este modo presentamos algunas hechos previos.
Definiciones (Previas) (5.3.1)

1. Un “Grupo de Lie” es un conjunto G; el cual es un grupo y una variedad diferenciable;

y tal que las aplicaciones siguientes son diferenciales.
(L1) La aplicacion multiplicacion p: GXG——G dado como H(X,Y) =Xy
(L2) La aplicacion inversion v :G——G dado como v(x) = x* . El elemento unidad de

un grupo Lie es denotado por “e”.

2. Un Homomorfismo de grupos de Lie: ¢:G——>H es un homomorfismo

diferenciable de grupos. Un isomorfismo de grupos de Lie es una aplicacion es que sea:

homomorfismo y difeomorfismo.

3. Una aplicacion continua p: E—— B es una fibracién si tiene la siguiente propiedad,
para todo espacio topoldgico X, dada una aplicacion continua f:X——E y una
homotopia F:X x|I——B tal que Fo,=1f. Entonces existe una homotopia

H:X xI——>Etalque Ho,=f ypH=F.

f
X > E
~
7 H P
e F
Xx1 > B

Figura N° 28 Cuadrado conmutativo de una fibracion definida en espacios topolégicos.

Fuente : Elaboracién propia

A esta propiedad se denomina “propiedad de levantamiento de Homotopia” (P.L.H).

Nota.- 1.Para b € B, el subespacio p(_bl) se llama fibra de p sobre “b”, B es el espacio

base y E es el espacio total de la fibracion.
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2.Si X =1" son los cubos a la fibracion p:E——B se llama Fibracion de Serre
Definicién (5.3.2).-Sea p:E——B y p':E'——B" aplicaciones continuas. Una
aplicacion f:E——E" se llama aplicacion fibrada se aplica fibras en fibras, esto es si
existe una aplicacion continua f : B——— B'que hace conmutar al siguiente diagrama.

Es decir: fop'=pof.

E' > E

B’ » B
Figura N° 29 Cuadrado conmutativo de una aplicacion fibrada.

Fuente : Elaboracién propia

Definicion _(Haz fibrado) (5.3.3). Un Haz es una terna &=(E,p,B) donde
p: E——B es una aplicacion continua, el espacio B se llama espacio Base, el espacio

66 9

E se llama espacio total y la aplicacion “p” se denomina proyeccion del Haz.

Nota.- Para cada elemento “b” de B; el conjunto P (b) se llama fibra del Haz, sobre
beB.

Definicion (Morfismo de Haces) (5.3.4).- Sean & y &' dos haces. Un morfismo de

haces de £ a &'es un par (f, f_) :£—— &' de aplicaciones continuas donde
f:E(£)—E(&)y F:B(¢)——>B(&) tal que el siguiente diagrama conmuta.

Es decir: fop(&)=p(&)of.

—h
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B(S) > B(¢)

Figura N° 30 Cuadrado conmutativo inducido por un morfismo de Haces.

Fuente : Elaboracion propia

Definicion (Haz principal) (5.3.5).- Sea G un grupo de Lie. Un Haz principal
(diferenciable) con estructura de grupo G es un par (2, T) donde:
(i) 2=(P, rn, B, G) esun haz fibrado diferenciable.

(ii) T:P xG——>P esunaaccion aderechade GenP.

(iii) 2 admite una representacion coordenada {(Ua,l//a)} tal qu

v, (xab)=y,(x,a)b, xeU,, a,beG. (Notese que escribamos T(z, a) = za).

) Primera Aplicacion (Clasificacion De Haces Principales)

e Sea G un grupo topologico. Nosotros definimos un G-Haz Principal con puntos base
al haz principal (B, X, p, G) juntamente con puntos base b, eB y x, € X tal que

p(b,) = X,

e Dos haces seran llamados equivalentes si existe una equivalencia de haces aplicando
uno sobre el otro, y el cual lleva puntos base sobre punto base.

e Paracada X €obj (él) ,sea B(X;G) e é(*) el conjunto de clases de equivalencia de
haces principales G con puntos base, con la clase del haz trivial como elemento
distinguido.

Si f:X'——>X,sea B(f):B(X,G)——B(X"',G) laaplicacién la cual es inducida
asignando a cada haz sobre X' el haz sobre X inducida por “f”. Entonces por
argumentos elementales de haces se muestra que B satisface los axiomas : (h), (e), (w) y
(¢9), Haces con punto base son necesarios para mostrar que: B (X v Y, G)~ B(X, G) xB
(Y, G).

Resultado.- Existen un Unico elemento y, € ¢, salvo tipo de homotopia; y un elemento
a eB(Y;;G) tal que T(a):[X,Y,]—>B(X;G) es isomorfismo para todo X € &.

Demostracién.- Es rutinario usando las definiciones respectivas.
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Observacion (5.3.1) Notese que a es la clase de un haz universal para G, y T(a) es la

transformacion usual de aplicaciones, de clases de homotopia en el espacio clasificante

sobre las clases de equivalencias de haces. Ahora escribamos: {X,Y,} las clases de

aplicaciones de homotopia sin puntos base y B(X;G) , las clases de equivalencias de
haces sin puntos base. Luego de la proposicién inmediata anterior y con argumentos muy
simples se muestra que T (¢) induce un isomorfismo.

(XY} ~B(X.6)
I1. Segunda Aplicacion (Teoria De Cohomologia Ordinaria En Cw — Complejos).

Supdngase que {Hq,éq} es una teoria de Cohomologia en ~ satisfaciendo las

condiciones (t1), (t2), (t3), asi como también la siguiente condicién: Si E es un espacio

topoldgico con la topologia discreta entonces se cumple:

Ho(E)~[[H°(p) y HY(E)=0, parag>0................. (6.)

peE
Ahorasea G=H?(p), donde “p” esun punto, y sea K (G) = {K(G, q), hq} el Q-espectro

obtenido de Espacio de Eilemberg — Meclane K(G,q).

I11. Tercera Aplicacion : (Existencia De Equivalencias Naturales)

Existen equivalencias naturales T¢ : [Z (X,A),K(G, q)] ~HY(X, A) . Definida para toda
(X, A) € 4 tal que 6T =T,

Demostracion.- Nétese que {H?,5°} satisface la relacion (t-+) de la observacion(5.2.2).
Por que de (5) y el hecho que HY(X)~H%(X") parag<ny X"el n—esqueleto de X.
De aqui por el teorema (5.2.2), existe un Q - espectro {Y,,h,} tal que [Z( ),Y, ] y H®
son equivalentes. [S",Yq] ~HY(S")~H""(p), y deaqui Y, es un espacio de Eilenberg

— Maclane de tipo (G, q).
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CAPITULO VI
DISCUSION DE RESULTADOS

6.1. CONTRASTACION Y DEMOSTRACION DE LA HIPOTESIS CON
RESULTADOS.
En el proyecto de Investigacion se formul6 la hipdtesis general que establecia las
equivalencias homotopicas de estructuras topologicas, 1o que permitié formular las
siguientes hipotesis especificas.

1. Las transformaciones naturales entre el funtor [.Y]:@¢.——S satisfaciendo la

condicion de homotopia.
2. Representacion para teorias de Cohomologia satisfaciendo casi la totalidad de los

axiomas de Eilemberg — Steenrad.

Se pudo observar que haciendo uso de las Teorias Funtoriales Cohomoldgicas se
establecen las equivalencias de estructuras topoldgicas y clases de homotopia. Asi como

también se logra determinar especificamente transformaciones naturales “T” que van de

[-,Y ]—) H para un espacio topolégico “Y” fijo y para H — funtor contravariante de la

categoria de espacios topoldgicos con punto base, en la categoria de conjuntos con
elementos distinguidos.

Asimismo, se obtuvo dos aplicaciones, siendo estas:
1. Laclasificacion de Haces principales, lo cual se realiza via equivalencia de haces.

2. La teoria de Cohomologia ordinaria en CW — Complejos o especificamente

He(E) ~ []°(P)

PeE

3. Laexistencia de equivalencias naturales de [Z(X, A),K(G,q)] con HY(X, A)

6.2. CONTRASTACION DE LA HIPOTESIS CON ESTUDIOS SIMILARES
Son algunos autores entre ellos Robert, E. Mosher y Martin C. Tangora en su obra

“Cohomology operations and aplications in Homotopy Theory” establecen resultados

muy similares, basados en las operaciones cohomolégicas y los espacios K (z,n); como
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por ejemplo muestra la correspondencia biyectiva entre: Hom(;z,ﬂ') y
[K (7,n),K (ﬁn)] también establece la doble identificacion siguiente:
H"(7,nG)~O(7,n;G,m)~[ K(z,n);K(G,m)]; a diferencia o a contraste de estos

autores y otros; nosotros estudiamos tales identificaciones basados en teorias de
cohomologia.

6.3. RESPONSABILIDAD ETICA

Conforme al cddigo de ética de investigacion de la Universidad Nacional del Callao
aprobada por consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio del 2017, en nuestra
investigacion se verificd su cumplimiento con la normativa institucional que regulan su
proceso, se procedid con el rigor cientifico para su validacion, fiabilidad y credibilidad
de los métodos y fuentes de consulta utilizados con responsabilidad y transparencia en
todo momento.

Es decir, que para la ejecucion del proyecto se ha cumplido a cabalidad en lo establecido
en el Reglamento General de Investigacion, el Reglamento de Propiedad Intelectual y el
Reglamento de participacion de los docentes en proyectos de investigacion aprobaos por
la Universidad Nacional del Callao. No se han falsificado o inventado datos o resultados
total o parcialmente, ni se han plagiado datos, resultados, tablas, cuadros de otros autores
o investigadores. Se ha cumplido con citar las referencias o fuentes bibliograficas, datos,
resultados e informacion general de otros autores o investigadores, respetando sus

derechos de autoria y de propiedad intelectual.
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CONCLUSIONES

A partir del analisis de los resultados analiticos obtenidos o en la determinacion de las
equivalencias, de estructuras topoldgicas y las clases de Homotopia se han podido

establecer las siguientes conclusiones:

1. La teoria Funtorial de la Cohomologia desarrollada ha permitido definir una Teoria

de Cohomologia en la Categoria de pares de espacios topoldgicos # con valores en

la categoria de grupos abelianos Q como la coleccidn de funtores contravariantes y

una coleccion de homomorfismos naturales.

2. Los haces principales son clasificados via teoria de cohomologia ordinaria en los
denominados CW — Complejos garantizando, la existencia de equivalencias naturales.

3. Se haestablecido que los objetos topoldgicos pueden ser analizados desde el punto de

vista algebraico y reciprocamente.

4. Las equivalencias de estructuras topologicas y las clase s de homotopia han sido

determinados mediante teoria funtorial de la cohomologia.
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RECOMENDACIONES

Los resultados obtenidos, sobre la determinacion de las equivalencias, de
estructuras topolégicas y las clases de homotopia, se han realizado bajo las teorias
de cohomologia, se recomienda estudiar dichos resultados bajo la teoria

homoldgica, con ciertas condiciones adicionales.

Buscar e investigar el funtor H : ¢, ——¢€,,,; , para casos particulares, como el

funtor Ext y el funtor Tor.

Impulsar la investigacion de la matematica en el area de la topologia algebraica.
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ANEXO 1. Matriz de Consistencia

ANEXOS

Problema Objetivos Hipotesis Operacionalizacion de Variables Disefio metodologico
Variable Dimensién Indicador
GENERAL GENERAL GENERAL INDEPENDIENTE Categoria de | El tipo de investigacion
¢Sera posible que un espacios es basica, y el método
funtor contravariante | Mostrar funtorialmente | Equivalencias Estructqras en La teoria de | topolégicos con | utilizado es demostrativo
H: C.——S sea | mediante teorias | homotopicas de tcateiqpr_la espacios punto base y la | deductivo e inductivo.
naturalmente cohomoldgicas equivalencias | estructuras topologicas. opologica. topoldgicos | categoria de
equivalente al funtor | NOmotopicas. conjuntos  con | El trabajo es Tebrico, por
que asigna el conjunto e!ement_os ende no hay poblacion
de clases de distinguidos. que e_studlar, el lugar de
homotopia e;tud|_o es la Facultad de
ESPECIFICOS ESPECIFICOS ESPECIFICAS DEPENDIENTE La Cohomologia | Clencias  Naturales —y
e Para los funtores | ¢ Determinar de manera | e La  transformaciones La teoria | de espacios Mgtemggcz; (_je Idlal
H, yH, C. en| especifica naturales entre el funtor | Equivalencias Cohomolég | topolégicos con | YMversidad Nacional de
transformaciones naturales | [.Y]:C.——S Y el | Homotopicas. ica de los | punto fijado. Callao.
Sypaa XeCe. | 7 [oY]——H; para H| funtor H:C.— s Axiomas .
seran . E No es un trabajo
funtor contravariante de satisfaciendo la Desteenrad

HL(¥) = Hy (X)?

posible
una

e Sera
determinar
representacion
para teorias de
Cohomologia?.

C:. ens.

e Determinar una
representacion para teorias
de  cohomologia  que
satisfagan la mayoria de los
axiomas de Eilemberg -
Steenrod.

condicién de homotopia

¢ Representacion  para
teorias de cohomologia
satisfaciendo quasi la
totalidad de los axiomas
de Eilemberg -
Steenrod.

experimental por tanto

no se requiere
procedimientos
especiales para la
recoleccion de
informacion.




ANEXO 2. Anexos necesarios de acuerdo a la naturaleza del problema.
La maquinaria desarrollada y/o empleada en este trabajo puede ser dualizada, tratando

con el funtor [X ] pero desafortunadamente el dual de las demostraciones de algunos
teoremas ofrece ciertas dificultades basicamente en el funtor corchete. La primera

dificultad se presenta para recuperar el grupo 7, (X) de [X ] ;' y segundo anulando clases

de cohomologia es mas dificultoso que anulando clases de homotopia. En este anexo,
muy brevemente describimos algunos hechos que pueden ser dualizados, y presentamos
algunos teoremas y/o proposiciones analogas, a los demostrados con hipotesis muy
rigurosas y suficientes.

Ahora supdngase que B,Y,, i=0,1 son espacios topologicos, con f,:Y,——>B una
aplicacion; y sea P(B) el espacio de caminos de B con la topologia compacta abierta, y

sean Ef,, f, c Y, xP(B)XY, , el espacio definido y/o establecido como sigue:
Efo f1 = {( Yo &, yl) : a(O) = fo(yo)’a(l) = fl(yl)}'
Sea Kn el espacio de Eilemberg Maclane de tipo (Z, n). Sea P, la categoria de todos los

espacios de caminos conexos con punto base, los cuales tienen la misma homotopia como

CW — Complejo y todas las aplicaciones continuas. Sea P, la subcategoria de P, de todos
los espacios con solamente un numero finito de grupos de homotopia y para lo cual 7,
opera trivialmente sobre 7z, paratodon> 0.

E,,.,Kn, P y P juegan y/o hacen el papel el rol de zf,, f,,S",C; y C,.

Ahora supéngase que 7 : P,——S* es un funtor covariante, entonces podemos formular

los siguientes axiomas de dualizacién.

Axioma (h*) (Homotopia): Si f,g:X——>Y son homotopicos, entonces
z(f)=x(9).

Axioma (e*) (Excision): Sea fi:Y,——B, y sean B:E, , —Y, , i =01 las

proyecciones. Si o e 7(Y;) y 7 (f,)aty =7 (f,) et existe un elemento ge z(E, , ) tal



que 7(R) R=a, y 7(P) B=c,. Ademas,siB esun punto, 8 es Gnico. Si P es un punto
z(p) contiene solamente un elemento.
Axioma (c*) (Numerabilidad).- Los grupos z(K,)=0, yz(Kn) es finitamente

generado para todo n.

Teorema.- Si = satisface las axiomas: h*, e* y c¢*, entonces existe un elemento X € P,

Gnico bajo cierto tipo de homotopia, y una equivalencia natural T :[X,]~ 7
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