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Lyapunov Exponent Analysis Applied to a
Hyperchaotic Prey-predator Model
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Abstract— A stability analysis of strange and simple
attractors of a prey-predator map is performed. An evolution of
the species along generations is computed with the purpose of
contrasting with more sophisticated measures of complexity
theory. It can be noticed that graphs of iterations alert on the
presence of complex dynamics in certain regions of the
parameter space. The computation of the Lyapunov
characteristic exponents (LCE) shows regions of hyperchaos, an
unusual fact in 2-dimensional maps that could be useful in signal
encoding for secure communication.
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I. INTRODUCCION

LOS exponentes caracteristicos de Lyapunov (ECL)
constituyen una de las medidas mas usuales y confiables
para clasificar la naturaleza compleja de las soluciones en
ecuaciones diferenciales. En pocas palabras, los ECL brindan
la expresion mas general del concepto de autovalores
caracteristicos de un dado atractor, sea éste un punto de
equilibrio, una oOrbita peridédica o cuasi periddica o un atractor
extrafio. Su caracteristica mas sobresaliente la constituye su
invariancia que permite tipificar la dinamica de naturaleza
compleja con precision. Mas especificamente si uno de los
ECL es positivo, el sistema presenta divergencia marcada a las
condiciones iniciales y su predictibilidad a futuro se ve
profundamente afectada, por lo cual, a la evolucion de la
solucioén se la denomina caoética. En el caso que dos ECL sean
positivos, el sistema se clasifica como hipercadtico.

La utilizacion de los ECL en problemas de ingenieria
eléctrica esta ampliamente documentada [1] y va desde aplica-
ciones en procesamiento de sefiales, bioingenieria, etc. hasta
encriptacion de la informacion utilizando el principio de
sincronizacion de atractores caodticos. No obstante, una de las
limitaciones de su uso es el computo intensivo y la dificultad
en la implementacién del algoritmo que debe hacerse sobre la
trayectoria de un atractor. Estos problemas fueron resueltos en
[2] donde se mostré por primera vez un método eficaz para
poder calcular los diferentes ECL de un sistema n-dimensional
(véase también [3] y [4] para mas detalles).

En ingenieria electronica existe una profusa bibliografia en
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circuitos no lineales hipercadticos con fines de sincronizacién
para transmision segura de la informacion ([5], [6] y sus refe-
rencias). Sin embargo, la mayoria de las aplicaciones se
encuentran en sistemas de tiempo continuo y sélo recien-
temente han aparecido estudios de sistemas hipercadticos en
sistemas discretos ([7], [8]) de tres o mas dimensiones. Es
interesante remarcar aqui un concepto sobre las dimensiones
del sistema que sera muy util mas adelante para entender el
aporte original de este articulo. En sistemas de tiempo
continuo se necesitan como minimo tres dimensiones para la
existencia de atractores cadticos (un ECL mayor que cero) y al
menos cuatro dimensiones para que el sistema sea
hipercadtico (dos ECL mayores que cero). En cambio, en
sistemas discretos o mapas es conocido que con sélo una
dimension la dindmica puede generar un ECL positivo para
determinados valores del parametro de bifurcacion [9]. El
ejemplo mas estudiado de una dimension es el mapa logistico
que modela el crecimiento poblacional de una especie.
Entonces pareceria natural que si se acoplaran dos de estos
mapas —Ilos cuales, cada uno por su lado, pueden presentar
dinamica caltica— se estaria en presencia de un sistema de
dos dimensiones hipercaético. Este sencillo concepto llevd a
los investigadores en [10] a especular sobre la génesis de la
hipercaoticidad en dos mapas logisticos acoplados de manera
conveniente, discutiendo cémo se transitaba desde la
caoticidad hacia la hipercaoticidad. Hasta donde hemos
podido indagar en la bibliografia, los resultados de [10] son
los primeros en mostrar la existencia de un mapa de dos
dimensiones hipercadtico de la manera mas sencilla posible.

Por otro lado, existe un sistema presa-depredador de dos
dimensiones que resulta de la discretizacion de las famosas
ecuaciones de Lotka-Volterra [11]. Para llegar a este modelo
discreto de dos dimensiones, primero debemos explicar el
sistema de Lotka-Volterra a partir de las siguientes ecuaciones
diferenciales:

X(t) = x(r, —ax)—bxy (1)
(@)= y(=r, —cy)+dxy,

donde x(t) e y(t) representan la densidad de presas y
depredadores, respectivamente. La suposicion considera que,
en ausencia de depredadores, el numero de presas
evolucionara hasta alcanzar la capacidad de carga del
sistema, siguiendo un modelo de ecuacion logistica de tiempo
continuo. Por otro lado, en ausencia de presas el namero de
depredadores decrece hasta desaparecer. La interaccion entre
presas y predadores es un tépico recurrente en ecologia y
matematica, con aplicaciones en ambitos tan diversos como la
economia y la medicina [12]. Para un excelente tratado de la
riqueza de la dinamica no lineal de este aparentemente sencillo
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modelo poblacional de tiempo continuo, puede consultarse el
libro de Bazykin [13].

En particular, el modelo de Lotka-Volterra ([11]-[13]) ha
sido uno de los mas estudiados, y aun hoy en dia se utiliza en
diferentes aplicaciones. Los términos cruzados representan el
resultado de los encuentros entre presas y depredadores:
desfavorable para la poblacion de las presas (-bxy) y favorable
para la de los predadores (+dxy).

En lo ultimos afios se ha sugerido que los modelos discretos
son mas apropiados para describir las interacciones entre
presas y depredadores, sobre todo en poblaciones cuyas
generaciones no se superponen. En algunos casos los modelos
discretos proveen mejores aproximaciones que los continuos,
brindando ademas soluciones explicitas que no siempre
pueden obtenerse mediante su contraparte continua.

En este articulo trabajaremos con un mapa presa-predador
discreto, derivado del mapa continuo de Lotka-Volterra como
se presenta a continuacion

Xy =ax,(1—x,)—bx, y,

Vi =A% Vs
con parametros a, b y d positivos. Este mapa ha sido
estudiado en [14], y posteriormente en [15] y [16] pero sin
utilizar la informaciéon de los ECL. Existe un articulo
relacionado con este modelo pero que afecta a los términos
cruzados (bx,y, y dx,y,) en lo que se conoce como la

@

respuesta funcional II de Holling [17]. Sin embargo, la
presentacién de los resultados sobre los ECL de [17] tiene
serias deficiencias numéricas ya que cuando el sistema tiene
un ciclo invariante estable los autores encuentran saltos por
encima de cero para uno de los ECL, resultado que es
tedricamente imposible.

Por tal razén y retomando que los mapas de dos
dimensiones con dos ECL son de aparicién muy esporadica en
la literatura especifica, se implement6 el céalculo de los ECL
en el sistema (2) para brindar mas informacion de la dinamica
compleja. En particular, este articulo tiene como intencion
complementar al excelente trabajo de investigacion realizado
en [16] que trazd bifurcaciones de doble periodo y de
Neimark-Sacker [18] en el espacio de los parametros, pero sin
tocar explicitamente a las regiones de naturaleza compleja o
cadtica. En el desarrollo de la investigacién encontramos con
sorpresa que el mapa (2) tiene regiones en el espacio de
parametros con dos ECL positivos, por lo cual es hipercadtico.
Este resultado es trascendente ya que el sistema en cuestion ha
sido ampliamente utilizado en la literatura pero hasta donde
llega el conocimiento de los autores no ha sido reportado
como hipercadtico. En este sentido, serviria también como
modelo para estudiar las transiciones desde el caos hacia el
hipercaos, como fue puntualizado en el acoplamiento de dos
mapas logisticos en [10]. No obstante, a diferencia del modelo
en [10], el sistema aqui empleado es mas sencillo y ha sido
ampliamente estudiado en la literatura por provenir de la
discretizacion de las ecuaciones de Lotka-Volterra.

Para continuar con la organizacion del articulo, en la
Seccion Il analizaremos los puntos fijos del sistema, y las
condiciones de estabilidad de los mismos. En la seccion III

mostraremos la evoluciéon de las especies a medida que
suceden las generaciones para diferentes combinaciones de
parametros, revelando que estamos ante la presencia de una
dinamica compleja. Concluimos con un analisis de los ECL
que demuestran la presencia de regiones caolticas e
hipercadticas en el espacio de parametros.

II. ANALISIS DEL MODELO, PUNTOS FIJOS Y ESTABILIDAD

El mapa con el cual trabajaremos a lo largo del articulo es el
expresado por la ecuacion (2). Este mapa es equivalente a (1)
para el caso en el que las generaciones no se superpongan, y
donde el depredador no presenta una competencia entre
miembros de su misma especie, lo cual se observa en la
ausencia del término logistico en la ecuacion del depredador.
En ausencia de depredadores, la presa crece siguiendo una ley
logistica, en la cual el parametro a representa la tasa
combinada de crecimiento y muerte por hambruna.

Comenzaremos el analisis identificando los puntos fijos,
siendo éstos aquellos (x* y*) que verifican

x* ax*(l* x)=bxy 3)
y =dxy.

La solucioén a este sistema de ecuaciones arroja tres puntos
criticos: P;=(0, 0), P,=((a-1)/a,0) y P;=(1/d,(ad-a-d)/bd).

Diversos autores ([15] y [16]) han realizado un analisis
exhaustivo de la estabilidad de los puntos fijos, los cuales no
replicaremos debido a su extension, aunque si utilizaremos sus
resultados.

A fin de iniciar el analisis, calculamos el Jacobiano del
sistema (2) y evaluamos en los puntos fijos. El médulo de los
autovalores determinard la estabilidad. El Jacobiano de (2)
tiene la siguiente expresion:

a—2ax—by —bx
dy dx

En P, los autovalores de (4) son A,=0 y A,=a. Por lo tanto P,
sera asintoticamente estable si 0<a<l.

En P, los autovalores de (4) son A;=2-a y A,=d(a-1)/a. Este
punto por lo tanto serd asintdticamente estable si 1<a<3 y
d<a/(a-1).

En P; los autovalores de (4) toman una forma algebraica
mas complicada que en los casos anteriores, y su estabilidad se
determina mediante el test de Jury [19]. Debido a la comple-
jidad inherente y la extension del calculo, nos remitiremos a
los resultados de [16]. Para que P; sea asintoticamente estable,
debe verificarse una de las siguientes condiciones:

()3/2<d<9ydid-1)<a<3d/(3-d)
(ii)d=9/4 y 1.8<a<9
(i) d >9/4 y d/(d-1)<a<d/(d-2).

. “)

I1I.

En las simulaciones que se presentan a continuacion, se han
fijado los parametros en funcién de los utilizados en [16], de

INDICIOS DE DINAMICA COMPLEJA
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modo que si el lector lo desea pueda adicionar los resultados
del presente trabajo a los alli generados para obtener mayor
complementariedad. Méas especificamente los resultados en
[16] se refieren exclusivamente a 6rbitas periddicas utilizando
herramientas de la teoria de bifurcaciones mientras que en el
presente articulo se incluyen las medidas de caoticidad.

En la Fig. 1 se observa un diagrama de bifurcaciones con
los parametros @=3.5 y b=0.2 variando el parametro d entre
2.7y3.8.

Variable x

. . \ . . \ .

o 28 29 3 31 332 33 34 35 36 37
Parametro d

Figura 1. Diagrama de bifurcaciones del mapa (2).

La Fig. 1 revela un aumento de la complejidad del sistema a
partir de d=2.8, en el cual aparece una bifurcacidén del tipo
Neimark-Sacker, que genera un ciclo invariante estable. Las
Figs. 2 y 3 muestran las graficas del espacio de fases antes y
después del punto de Neimark-Sacker, respectivamente.

614 . — : = : : : :
6139+ : . ) ’ ) 1
6.138F ' g = - . 'A . . .
6,137} : ) }

6.1361-

@
o
&

T
I

Predadores (y!

6.134 . . . L J
61331 " 4
6132 ) ’ .

6.131 g N 4

6.1

I L 1 1 Y
03636 03637 03638 03638 03639 0.364

Presas (x)

Figura 2. Iteracion para d=2.75. La 6rbita confluye a un punto fijo estable.
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Se observa como el punto fijo se convierte en un ciclo
invariante atractor, confirmando la existencia de wuna
bifurcacion del tipo Neimark-Sacker supercritica [18].
Observando la Fig. 1, pareciera existir una region cadtica antes
de la ventana periddica alrededor de d=3.2. En la Fig. 4 se
aprecia la simulacion para d=3.19. Alli puede notarse que el
ciclo invariante se ha bifurcado en uno de periodo fijo.
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Figura 3. Iteracion para d=2.81. Las orbitas confluyen a un ciclo
invariante estable.
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Figura 4. Iteraciones para d=3.19. La orbita confluye a un ciclo quebrado.

A simple vista podria sugerirse que en la Fig. 4 no existe
una solucién periddica. Un andlisis mediante la Transformada
Rapida de Fourier revela que es una combinacion de diferentes
frecuencias, siendo entonces una solucidén cuasi-periddica. El
modulo de la FFT se observa en la Fig. 5.

Médulo de la FFT
2
L

MOOJALJLl T

L
EO 200 300 400 500 600
Frecuencia

Figura 5. Médulo de la FFT de la variable x para d=3.19.

Luego de la ventana periodica alrededor de d=3.2, aparecen
sucesivamente ventanas de bajo periodo seguido de regiones
cuasi-periodicas y, finalmente, caos.

En la Fig. 6 se observa claramente la dinamica cadtica,
aunque pueden apreciarse aun vestigios del ciclo invariante
atractor de la Fig. 4.
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Figura 6. Iteraciones para d=3.24. Orbita cadtica con plegamientos.
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Finalmente, el sistema cambia a una dinamica aun mas
compleja que la anterior para d=3.8, la cual puede apreciarse
en la Fig. 7. En la misma se observa que ya no quedan
vestigios del ciclo invariante observado en la Fig. 4, sino que
las variables llenan gran parte del espacio de estados de la
cuenca de atraccion.

Predadores (y)
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Figura 7. Plano de fases para d=3.8. Orbita cadtica con plegamientos

mas amplios.

En la siguiente seccion analizaremos los ECL del sistema,
contrastando con lo observado mediante las simulaciones
expuestas con anterioridad. Concluiremos que la dindmica
compleja mostrada en la Fig. 7 es producto de dos ECL
positivos, siendo entonces (2) un sistema hipercadtico para
ciertas regiones del espacio de parametros.

IV. ANALISIS MEDIANTE EXPONENTES DE LYAPUNOV

A continuacion detallaremos el resultado de aplicar un
algoritmo de calculo de ECL al sistema (2). Este algoritmo fue
desarrollado en un programa estandar de lenguaje simbolico,
basandose en el aporte de [2].

El algoritmo utiliza una ortonormalizacion de Gram-
Schmidt para evitar los errores producidos debido a que los
vectores involucrados en el célculo de los ECL se orientan en
la direccion de maximo crecimiento. Para mas detalles sobre
esta problematica y sus posibles soluciones, los lectores
pueden referirse a [2] o bien al tutorial mas detallado [4].

Como la dinamica alterna entre regiones periddicas y
caodticas, se calculd el espectro completo de Lyapunov
variando el parametro d entre 2.67 y 3.8, con incrementos de

0.001, lo que da un total de 1130 muestras de ECL en el
intervalo. Cada ECL se calculé utilizando una 6rbita de 10*
puntos y un intervalo de ortonormalizacioén de 10 muestras. La
precision de los ECL obtenidos es del orden de 107. Los
resultados se observan en las Figs. 8 y 9.
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Figura 8. ECL para el sistema (2) variando el parametro d.
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Figura 9. Detalle de los ECL para el sistema (2) en la region hipercadtica.

Las lineas verticales en la Fig. 8 corresponden a los valores
del espacio de parametros en los cuales se calcularon las Figs.
2,3,4,6y7.

Como se observa en la Fig. 8, y con mas detalle en la Fig. 9,
el sistema (2) tiene ambos ECL positivos en ciertas regiones
del espacio de parametros.

Podria inferirse que la presencia de un segundo ECL
positivo se debe a errores de computo, debido a la pequefia
magnitud del mismo (107%). Para descartar esto, se realizé una
extensiva simulacién en un punto del espacio de parametros en
el cual se aprecia que ambos exponentes son positivos.

Esta nueva simulacién fue realizada con una érbita de 10°
puntos, un intervalo de ortonormalizacion de 1 muestra y los
parametros a=3.5, b=0.2 y d=3.8; los cuales coinciden con los
utilizados para generar la grafica de la Fig. 7.

La simulacion arrojé como resultado los siguientes ECL:
4/=0.15896 y 4,=0.07558. Esto confirma que para ciertas
regiones del espacio de parametros, el mapa (2) presenta mas
de un ECL positivo, y por lo tanto es hipercaodtico.

Es notable como al ojo humano el plano de fases de la Fig.
7 pareciera presentar un ‘“desorden” mayor que el de la Fig. 6.
El analisis numérico revela que mientras para los parametros
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de la Fig. 6 el mapa (2) presenta un solo ECL positivo
(caodtico), para los parametros de la Fig. 7 tiene ambos ECL
positivos (hipercadtico).

V. CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado la aplicacion de los ECL
en un mapa que modela la interaccion entre presa y
depredador. La contribucion original consistio en obtener
regiones en el espacio de parametros donde los dos ECL son
positivos, haciendo que el atractor sea clasificado como
hipercadtico. El algoritmo desarrollado en este trabajo fue
contrastado con el implementado en otros modelos equiva-
lentes para apreciar su precision. En particular, fue utilizado
en el célculo de los ECL del clasico mapa de Hénon [9] vy,
posteriormente, en el mapa de Hénon generalizado introducido
en [7]. En este ultimo mapa se verificaron los ECL variando el
orden de las ecuaciones a diferencias como fue apuntado
originalmente por Richter. Para los casos hipercadticos se
obtuvieron los mismos valores que [7] hasta el tercer digito
decimal, por lo cual se tiene un alto grado de confianza con los
resultados mostrados en las Figs. 8 y 9, que son originales para
este sistema. Por ultimo, es importante remarcar que a
diferencia de los resultados de hipercaoticidad con mapas de 3
dimensiones como en [8], aqui se sigue un camino mas dificil
al explorar la hipercaoticidad con la minima dimension
posible que es 2, siguiendo la ruta trazada en [10] al acoplar
dos ecuaciones logisticas discretas para estudiar la transicion
entre el caos y el hipercaos. Asi, el modelo presa-depredador
presentado aqui también puede ser un paradigma para analizar
esta transicion.

Otra posible aplicacion es como fuente para encriptar
informacion debido a su gran potencia de “mezclado” al
disponer de la divergencia de dos ECL [20]. Por su cualidad
de hipercaético, el mapa estudiado genera una entropia a un
ritmo mayor que aquellos sistemas que poseen s6lo un ECL
positivo. Las sefiales generadas por el mismo presentan, a
pesar de ser deterministicas, un espectro en frecuencia muy
similar al del ruido blanco. Este aspecto es muy apreciado en
aplicaciones de encriptacion de informacion. Las caracte-
risticas mas importantes de la encriptacion mediante sefiales
cadticas se brindan en [21], dando lugar a algoritmos de
codificacion mediante caos [22]. En [20] se analizan las
ventajas de utilizar sistemas hipercadticos para encriptar
imagenes; mientras que en [23] se explora la utilizacion de
atractores sincronizados para enviar y recibir informacién de
forma segura, en los cuales el mensaje a transmitir es afiadido
a una sefal cadtica de mayor magnitud, siendo sélamente
decodificable por un atractor idéntico presente en el receptor.

Finalmente, la hipercaoticidad del mapa presa-predador de
dos dimensiones podria extrapolarse en modelos de tres
dimensiones que se han estudiado recientemente con el fin de
modelar las interacciones de distritos industriales [24].
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