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I, 1. FORMULISANJE PROBLEMA

Zadatak postavl jen ovim radom je relSavanje ravnog problems
za slula] ravne simetri¥ne izotropne plo¥e prikazane na sl, I. 1,
optereéene simetri¥no na zatezanje u svojoj srednjoj rawni,

Neposredni potstrek radu dao je jedan problem brodogradnje:
pri savijanju broda na talasima njegova gornja palube ima ulogu gor-

njeg pojasa tog nosala, te j,, opterefena naizmenilno na zatezanje i

~\ .
pritisak, Veliki otvori koji se prave na palubl znatno uti¥u na ras-
pored napona, i cilj ovog rada upravo i jJeste u tome da se dade kva~
litativna i kvantitativna slika naponskog stanja, narolito na mesti-
ma kod uglova gde dolazi do izvesne ja¥e koncentracije napona, Ovim
radom obuhvadena je analiza napona u fazi kada je ploda spol ja¥njim
silama zategnuta,

- SR o T Problem se svodi na prvi
\ e o = h‘\’} T'
| —5 fundamentalni greni¥nl problem
_-__-_-..-_...i'_-_.-A[.':_-;.,.M;, ', ravnog stanja napona: naéi sta-
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— < - 7‘ IESENE nje elastidne ravnotefe uz po -
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fi‘_ Fiae | = znati raspored napona na konturi
£ i
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' "’fl.f.f‘- ' posmatranog podrulja.

I, 2. OSNOVNE OZNAKE UPOTREBLJENE U OVOM RADU

) t‘i - pravoliniske Dekartove koordinate,
L - polarne koordinate u jedinilnom krugu, istovremeno
i krivoliniske koordinate u originalnom podrudju,

() - kompleksna ravan originalnog podrudja,

5.1 - pravoliniske koordinate u jediniZnom krugu,

J - kompleksna ravan jediniSnog kruga,

Bx, Gy, Gy o monpencatis Mishsie napona u Dekartovim koordinatama,



L o~ .
{%;‘\a&l A;?‘? - isto u kriveliniskim koordinatama,

Mg -~ glavnl napeni,
224 . ol zbir glavnih napona, .
GW'I G - komponente normalnog nepona& u smeru tangente i nor-
male,
Z, g - komponente povriinskih sila za jedinicu duZine luka,

A - komponente pomerenja,

L. &y J;y - komponentalne deformaeci je,
£, m - kosinusi smera normale,
zax-bé} - konjugovana kompleksna vrednost za ; ., iy
y ~ Poisson-ov odnos,
% ' - Airy-eva funkeija napona,
F(§), G(s) = kompleksni poteneijal,
F ¢ - optiZke konstante modela i materijala,
Re - relativna retardacija talasa svetlosti,
4 - poluprednik krivine, |
R - residual u tadki, .

Znalenje oznaka koje ovde nisu navedene bife date na mestu
na kojem se prvi put upotrebe.

I, 3. DIFERENCIJALNE g@ém PROBLEMA
U problemu formulisanom w I,1 pretpostavlja se da optere-

benje dejstvuje paralelno srednjoj ravni plofe i da je jednolike ras-

pored jeno po debljini, tj. imamo sluaj generalisanog ravnog stanja

naprezanja, Tada u tenzoru napona otpadaju komponente G Trg, Tyz
na oba lica plode, te se moie pﬂtpeauuu da su jednake nuli 1
kroz celu debljinu plode, Stanje naprezanja je, dakle, rawvno, i od-
redjeno je komponentalnim naponima g, ., [, . Te veliSine sma~
tramo nezavisnim od koordinate ; . Stanje deformacije u posmatranoj

plodi takodje je ravno, tj. odred jeno Je komponentalnim deformaci jame



S b Ey i 3’}7 » m«m pomeranjima 4 i A7 , Sve te veliline
su funkeije koordinata. X 1 VY . '
P“uvljm problemom iskljuluja se iz razmatranja zapre-
minske sile. J,od‘n-iim ravnotefe sada glase:

-2&5— _9,_?&_::‘ agv DKC"Y o . "

' .20_ jedna%ine ispunjene su u suﬁhs talki posmatranog tela. Speei jal-

no na konturi vrede Cauchy-eve jednadine:
\.Z 54 {} B *+ M 'T*y g - [ t%y . m: Gy /102/

gde su { 1 ™M kosinusi smers normale na konturu, & L $ 9 kompo~

nente povriinskih sila usetih za jedinicu dufine luka,

s e = Pored toga mora biti ispunjen i uslov
13 ™, o J / - kompatibiliteta
.,I F e i 3 5'1 ‘;Bs.zx 313';“
' - Fys 5 ax*  oxey /1.8a/
| FLf : = X 111 - u funkeiji komponentalnih napona

" A (G +Gy) =0 /1.30/
81, 1.2 ;

gde je A poznati Laplace-ov operator.

Sistem diferencijalnih jednad¥ina /I.1/, /1.2/ 1 /1.3/ pot~
puno odred juje problem naponskog stanja za dati slulaj izotropne
ravne plode.

Uvedemo 11 u ra¥un Airy-evu funkei ju napona é s t3. funk~
eiju definisanu tako da su komponentalni naeponi dati keo drugl izvodi
te funkeije, onda se jednaline /I.1/ i /1.3/ svode na biharmonisku
jednadinu '

Ap$=0 - /1.4
Komponentalni naponi dati su tada cobrascima
: 1 a f‘\il } .}1 c
0; :::" : 8 s ::—i‘ .. = -—-fi /I.ﬁ/

\ e h §
o y* T ox* =Xy ox 37
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a konturpi uslov /;.a/ prelazi u oblik
1 - m X0y = I

méf,% Z;—L iR /1.2a/

Klko je prema sl, 1.2

{= cmaﬁ ' o 5m,¢=—--§é§~
iz /1.28/ sledi
x ”‘i‘é‘(“éﬁ) g""&i{;‘('g‘%‘) /1.6/
Odatle integrirenjem dobivamo
'éi’“”“ "éizjx““ e N

gj; o¢
Iz tih Jedna¥ina vidi se da su izvodi oOXx 1 2y kons tantni

dui kontura slobodnih od spolja¥nih sila.
Yarcijalnim integriranjem dobiva se konadlno

#’Hax *J%“’- f(x H‘sm‘)"“ i

Ako je posmatrano podrulje Jednovezno, mofemo konstante
integraeije ovde uzeti da su jednake nuli, zato #to su komponente
napona date kao drugi 1zvedi funkelje 9 , § Muearnt Lamas *ByHC
koji bi doBao u izrazu /I1.9/ preko konstanata integracije nema uti-
caja na stanje napona [-)J ‘ ‘

Iz pareijelnih izvods /I.7/ mofe se naéi 1 izvod funkeije

po normalil :
4 A
& . j R
am o5 | y LT e ) X ds /I0/

Mofe se lako pokazatl da izraz /I,9/ za + zna¥l momenat
spol jasnih s=ils na posmatranom delu luka u odnosu na tadku A= 0 /



a izraz /I,lo/ za ;w?;m znali projekei ju rezultante spol jadnih
sila na luk © merenc u negativnom smislu. Kako na konturi te vell-
Eine imaju propisane vrednosti, konturni uslov mofe se, sem izrazima
%?;* i %%—- » lzraziti i pomoéu funkeije ¢ i njenog izvoda
—%%; po normali, g '
ko su & 1 <% po konturi dati, onda je takva funk-
cija ¢ koja jo§ zadoveljava i biharmonisku jednadinu /I.4/ jedno-
snalno odredjena [4 .
U nafem slulaju ploda je pravougaona, aphmém silama
upravaim na njenu konturuy, te je po celoj periferiji tangencijalni

napon
AR ] :
R
Odatle sledi da Je za
K= consl  ompm “‘*f;'gm% const
@ BE Y2CONIT b 3«‘-:_;;_2 comt ‘ /1.1b/

~ Ha ta] nalin lako je formirati Airy-evu Mkuuué i
njen izved po normali u svim taSkama konture posmatrane plole,

: Ravni problem Teorije elastilinosti formulisan je sredinom
XIX stoleéa, 1 otada pa sve do danas dat je veliki broj refenja ,
81J1 su autori na vrlo razlifite nadine prilazili redavanju tog za-
datka. Ravni problem Javlje se u dva vida: kao problem ravnog stanja
~ napona i ravnog stanja h:muu. _

A,Clebsch\p Je\sistematski obraedio problem rawvnog stanja
napona i on je dao /1861/ nhujvo za kruinu plodu. Istu materiju na-
stavio je da proulava H,Golovin /1880/, 1 on je relio problem napon-
skog stanja kod kruinog luka konstantne debljine koji se nalazi pod
dejstvom Sistog savijanja.



Paralelno sa ovim radovima rezvija se i metod eksperimen-
talnog odred jivanja stanje napona. J.C.Maxwell deo je /1850/ naulne
temel je novoj dinipi!.ni - Potoelasti¥nosti. ng su Brewster /1814/

1 Seebeck uodili pojavu dvojnog loma kod prolaza svetlosti kroz pro-
vidnu napregnutu plodu i oni su pmum}%n-un 4o za odred ji~-
vanja naponskog stanja u plodi, Ta lapivtinnju ga staklom vriio jJe 4
?rounol /1826/ koji je konstatovao da se zm ovakav providni napregau-
t1 materijal vlada optiSki sliSno kristalu. Maxwell je raszradio sve
osnovne pojmove iz FotoelastiSnesti: snimao je izohrome 1 izokline 1
predloiio neke metode za odredjivanje vrednosti glavnih napona na ba-
zi podataka dobivenih tim snimanjima. Poznate jednadine rawvnoteie

na krivoliniskom elementu povr¥ine w ravni nose ime Lame - Maxwell-
ove jednaline. Maxwell je pored toge uodio da su u slulaju keda nema
zapreminskih sila airomijnho Jedna@ine iste za oba vida rawvnog
problema, kao i to da je pri jednovesnim podruljima stanje napona ne-
zsavisno od elastilnih konstanata materijala, #to je od osnovne vai-
nosti za tretiranje rezultata dobivenih fotoelastilnim ispitivanjima.

Jo¥ pre lamn-u’F.lcu-m @\,@ teoriju dvojnog lma
polarizovane svetlosti, dao Je objainjenje za slike izohroma, a pred-
lo#io Je 1 metod 28 optifko balderenje materijala.

Ovakav eksperimentalni na¥in cdredjivanja naponskog stanja
zasnovan na radovima Neumann-s { Mexwell-a nije odmah naiSac na zaslu-
Zeni odziv u krugovima inZenjere, i tek pofetkom XX veka poSinje Fo-
toelastilnost da se sistematski razvija i uvodi u svaekodnevnu praksu.

Veliki napredak za refavanje ravnog problema znadile je
uvod jenje Airy-eve funkeije napona /1862/. Airy jJe zahtevao da funk-
cija ¢ zadovolji konturne uslove, medjutim, zaboravio je na uslove
kompatibiliteta. To je popravio Mapxwell koji je dao biharmonisku
jedna¥inu za funkeiju napona ¢ . ‘



Vrlo znadajan prilog tooriji ravnog problems dac je J.H,
Kichell /1863-1940/. Un je nadao da 1 za sludaj viSestruke vezanih
podrul ja roionjo ravnog problema ne uvini od konstanata elastilnosti
ako samo ne konturame otvora ne dejstvuju niklkn apoljahne sile.
 Michell jo pored toga redio problen beskonadne pleﬁm

mmt.ar koje dej~-
stvuje koneentrisana ana. e

Krajem XIX veka nastavl jaju se radovi na FotoelastiZnosti,
Tu treba spomenuti c.wnm-g' /1891/ kojl je fotoelastilnim putem
ispitiveo uunje napona u gredi opteredenoj koncentrisanom silom.
Hesnager /1900/ je predlofio da se suma glavnih napons odredjuje po-
moéu poprelne deformacije. Tu ideju sprovec je u Zivet L 3 «Cooker
/lﬁm/ koj! je razradio metod pomodu lateralnog ekstenzometra.

Da].:i napredak Fotoelasti¥nosti dali su L.N,G,Pilen,
Z, Tusi /1927/, H.Favre, ¥,Frocht 1 dr. U poslednje vreme razvijaju
se narolito fotoelastilna ispitivanje za prostorne stanje napona ko=
riSéenjem smrznutih slika napona, Igeju o tome dao je jo¥ Ngxwell.

Afry-evu funkeiju nw pretpostavl jenu u obliku polinoma
uveo je u Teoriju elastilnosti Mesnager, dok primena trigonometriskih
redova za refavanje ravnog problema pripada C.Ribiere-u /1889/.

Aproksimativno reSavanje ravnog problema pokezalo se kao
neophodno s .rulogi $§to je praksa zahtevala hitna relenja mnogih pro=-
blema koji se eksaktnim putem nisu mogli resiti,

letod analoglje: membransku analogiju za odred jivanje sume
‘glavnih napona P *i uveo je den Hartog /1931/. To je uspedno da-
lje razvio E.Weibel /1934/ pri studiju koncentracije napona u uglo-
vima, K, Weighardt jJe iskoristio analoglju da se diroronéijalnn Jed-
nadina Alry-eve funkeije napona podudara sa jednadinom za poprednu
deformaci ju ploSe savijene silame i spregovima duf ivieca,

Diferencni postupak je uveo C.Runge /1908/ aproksimirajuéi
diferenci jalnu jednadinu problema diferencnom jednalinom. Taj meted



raz¥ill su kasnije L.R,Richardson /1910/, R,V.Southwell /1936/,
L,Pox, D,i,Allen, D,G,Christopherson, F,8, Shaw i dr. Oni su uvell
nov nadin iteracije - relaksacioni postupak.

Reflavanje ravnog problema primenom teorije kompleksnih
funkelija: 1deju de se biharmonisks funkeija mole izrasitl pomobu
dveju kompleksnih funkeija dao jJe E.Goursat, no tek su Kolosov i
Musheli¥vili sistematski ruv!.ii primenu teorije kompleksnih funk-
eija u Teoriji elasti¥nosti. U SSSR-u obrazovala se vrlo jaka #kola
th koji su ebradjivali tu oblast: M.,A,Lavrentjev, $,0.,lLehnicki,
8,6, Mihlin, G,N,Savin, D,I, Serman 1 mnogl drugl. 04 autora van
S85R-a na tom podruliju treba spomenuti imena V.%ltom, H,Poritsky,
L.P8ppl, AE B, Love, A,C.Stevenson, A.E,Green, M,likukawa i dr.

Ppoblem koncentracija napona pri ravnom problemu u okolini
otvora refavali su mnogl: J.Kirseh /133 /, R,C.Howland /1930/, W.G,
Bickley /1928/, a jo¥ ranije Kolosov, Myshelilvili 1 5,.7,TimoSenko.
Problem zamora materi jala pri nsizmenifnom optereéivanju ked otvora
razradio je H,L.Cox /1083/ [32].

I, 5, I1ZBOR METODA ZA RESAVANJA PROBLEMA I RASPORED GRADIVA
Fri pokuSajima da se postavljeni problem re3¥i suponiranjem

Ajry~-eve funkeije napona u obliku pelinoma ili beskona¥nog reda brzo
se pokazalo da zadovoljavanje svim konturnim uslovims vedl veema ne-
preglednim 1 sa inZenjerskog stanoviita sasvim neupotrebl jivim izra~
zima, To je bio razlog da se reSenju problems prillo nekim aproksi~
mativnim metodama, Kao najprimeml Jiviji tu se javie postupak pemofu-
diferencnog rafuna, a paralelno s time i eksperimentalni put prime-
nom metode Fotoelastilinosti., Veliki domet i efikssnost koji je poka-
zala primena teorije kompleksnih funkeija uz pomoé konformnog presli-~
kavenja,narolito za podrulja vi¥estruko vezana i beskonalne veliks,
naveo nas je na pokulia] de dati problem redimo 1 tim putem. Ske tri



navedene metode imaju svojih dobrih 1 lo¥ih strana, all se medjusob-
no debro upotpunjuju. Iserpnijs analiza o tome bife data na kraju
ovog rada u zakl julku. '

Gpadivo je podeljenc u 5 poglavlja:

U I poglavlju formulisan je problem, date su osnovne dife~
renci jalne jednafine i kretak istoriski pregled refavanja ravnog
problema,

U II poglavlju prikazanc je aproksimetivno refenje proble-
- ma diferencnim postupkom uz primenu metoda relaksacije. U odeljcima
2, 8,1 1 6.1 oveg poglavlja prikazani su ukratko osnovni pojmovi 1
obrasel vezani za tu oblast, a kojl su bili primenjeni pri refavanju
postavl jenog problema, U odeljeima 5.2 1 €.,2 date su u radu izvesne
dopune 1 popravke postojelo] tehniei relaksacionih metoda u primeni
odred jenih oblika grupnih relasksacija ze relSenje biharmoniskog pro-
blems . . :

U III peglavlju prikazano je relienje problema primenom me-
tode fotoelastil¥inosti. U odeljku 2, dati su neki osnovni pojmovi iz
Fotoelastifnosti, a u odeljku 5. oveg poglavlije dat je iscrpniji kri-
ti¥ki prikaz postojeéih metoda za odredjivanje vrednosti glavnih na-
pona u pojedinim talkama., U odeljku 6., dato jJe relenje tog problema
za razmatrani slulaj pﬁmm Laplace-ove jJjedna¥ins i relaksacionog
postupka primenjencg sa harmoniski problem. U ovem poglavlju pokazane
su i originalne fotografije modela i dobivenih slika izohroma i izo-
klina, : |

U IV poglavlju date je pribli¥no relenje profirenog proble~
ma primenom Teorije kompleksnih rmkeija i konformnog preslikavam ja.

Upotrebl jeni su transformisani obrasci Mushelilvilija u obliku kake
je to predlo¥io M, Kikukawa./1954/. Funkeija preslikavanja usvojena
je tako da daje preslikavanje podrulja, koje se doveljno tadne pri-
blifava originalnom podrulju, ns unutrainjost jedini¥nog kruga. U
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odeljku 1. date su poznate osnovne jednadine ravnog problema u kom=
pleksnom obliku, , : ‘ .

Na kraju su upored jeni numerilki rezultati dobiveni na sva
tri na¥ina, & u zakl julku je dat osvrt na praktiSnu stranu dobivenih
rezultata, kao 1 na vrednost i domet metoda kojima Je problem relen.
Re¥avanje ovog problema i iskustva stelena kod toga upravo su nas
potstakla na ovakvu analizu o efikasnosti primenjenih metoda, te
smatramo da e rad moéi poaluziti inZenjerima u praksi kao vrlo ko~
ristan putokaz za prilafenje brojnim problemima za koje se zahteva
da budu refeni brzo i racionalno.

Na kraju rada dat jJe pregled upotrebljene literature sa
oznakom radova u kojima postoji mnogo obimnija bibliografija iz na-
vedenih oblasti.



II, RESENJE PROBLEMA PRIMENON
DIPERENCNOG RACUNA

II.1. DD
‘Suldtina ove metode sastojl se u tome da se diferencijalna

jednaSina /I,4/ problema zameni aprekas.uumin diferencnim izrazom.
Fosmatrano p odrudje dell se zgodnim nafinom u mreiu, pa se za Svorne
tatke te mrele, kao za skup diskretno raspodel jenih tafaka, zahteva
da bude zadovel jen diferencni ekvivalenat jednaline /I,4/, Aproksi-
maeija postignuta tom metodom utolikeo je bolja ukolike je raspen
mreZe manji.

U prvoj fazi raduna usvojili smo podruje sa o¥trim unu-
tra¥njim uglom, u kasnijem smo pre¥li na opi¥tiji slulaj sa kruinim
zaoblenjem u uglu, Smisso tog upro¥éenja je u tome ¥to bi se u pret-
hodnom grubom rafunu na prost nafin do¥lo do nekih grubih reszultata
sa ¥to manjim nrojem jedna¥ina, koji rezultati treba kasnije da po-
slufe kao baza za tadniji radun,
- e Zpog dvostruke simet-
e e rije dovoljno jo posmatrati
: :
|
1

B 3 jedan kvadrant plode, te je
¢ S g prema tome za .grubi ralun

= SRk ,._.'_._-_'._4_;:_..4;.._* + razmatrano p odru¥ je oblika

prikazanog nae sl, II.l.
81, II.1

11,2, NEKI OSNOVNI POJMOVI I OBRASCI 1Z DIFERENCNOG RACUNA I
ODE c

Diskontinuirane metode numerilke matematike izvanredno su
praktifne 1 efikasne za izvesne klase problems, apocijalno onih gde
bi direktne rdgvtn.io diferenci jalne jJednadine sa datim konturnim
uslovima vo&ilo do jmvi!o glomaznih i nepreglednih pcstupah i re-

o N
v’ y .'g,



zultata. Usnova tog raduna je aproksimiranje diferencijalnih izraza
odgovarajufim diferencnim obrascima.

II.2.a.
macijema.~ Fokazademo na dva najprostije primera izvodjenje tih

izraze kao i stepen tadnosti koji se tu postife.
Uzmimo jednodimenzionalni m'oblm i nadjimo aprokamcih

za ;‘f( i hfiixi“ . 42
Posmatra jmo ta¥ku O i neku AS
funkeiju ¢ » $(x) . Ty funkelfumo- | oo el
Zemo u okolini talke O razviti u
Taylor-ov red: £
81, 11.2

§ do +(£F), (x-2) + ‘z’.““"i)(x X+

e ) 4/@15)(. s
- \,ix (x-X.) * e x=X,) +

Stavimo 11 ovde Jedanput da je Y= X.+d s & drugi put da Je X* "-'JI

dobivamo
: . SR 3 . A J : "*é
bordoe di(4h), 0 £ (ED)+ H (T i (TR
~ A7 SN @z%}) _g__‘j((‘* )- /11.1/
4’3?4'4_ é('%iﬁ_)a ¥ ?(T%)om T(Ax* o+ e i{x“ .

Sabiranjem ovih jednadina dobivamo

bor by m2ge ¢ O (EE), + 005 P

gde su u Slamu 0( ) ukl jueni svi ¥lanovi ltopom? 4. Zanemarimo
1t man 0(%) , ste jo whaliie spraviantje whelike jo d  manmje,



dobivamo diferencnu sproksimaciju za fz
“a X

(Tl ® gz [ $, 4.‘;;,}.,”@) /11,3/

" ok

Zna¥i grelka ovde ima red ¢ .
' Analogno, ake saberemo izraze /II1,2/ i zanemarimo &lan

| s+ doblvamo
' [ dé FTREIY. S : |
rzﬁr)@;* 74 a@aﬂéi) /11 .4/

5113no bl mogli izvestl izraze 1 za vi¥e izvode po x 1 po y kao
i meSovite izvode, S e
Pri dvodimenzionalnim
problemima mogude je upotrebiti
kvadratnu, trouglastu 1l1i heksa-
gonalnu mrefu, 1 za svaku od
njih formirati diferencne izraze

oblika prema potrebnom stepenu

ta¥nosti, Ovde se ogranilujemo

na kvadratnu mrefu i dademo 81, 11,3
pregledno vrednosti do Setvrtog
izvoda,

Prvi fzvodi /v, 81,11,3/ '
(%1%}@ g I} aé«"%;}'%\) (%L% E} {‘#z“ %;A /11.,8/

Drugi izvodi:

It v hi( 4o, -24.) /11.8/
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Tpeéi izvodi:

A5 4 UUREE MY

\G‘\%";*’ngb (\(‘V’ + +"“%$ M)

'55’4») . /11,7/
( oy® akza‘ ( éao “?z 4"& ‘41)

Cetvrti izvodi:

P : | :
(‘gﬁﬁ)om%"(éq’o ”4¢4 ~hdy *‘%@ + *41)

éx‘)a éz(éé.“r%z "‘4*,’ +9,, 'f‘éu) /11,8/
(T itz (Rt dr bt b+ 40 2 44 4,)

Biharmoniski operator:
(AAC%\)":'?L‘ Czoéo ot ”"&*4’&."43* é«\) "'2(‘?,{- ‘h-&?véé:){.
‘ v #1 + c#n i 4’1.1 + ‘%12.,_] Lli %
(AAcB,z 7oL 20 824, 4224y +74,]
Mofe se pokazati da je u ovom poslednjem izrazu grelka reda J p

[lo] .

I1.2.b, Metoda relaksacije

Metoda relaksacije je ustvari jedan nalin iterativnog re-

/11,.,8a/

Savanja sistema linearnih jedna3ina, Tim naZinom moZe se, dakle, re-
51t1 svaki problem koji se dade svesti na takav sistem jedna¥ina,
Naziv relaksacija uveo je R,V,Southwell [8] » 8 neposredni povod za
razvijanje te metode dalo je redavanje statidki neodred jenih ramov-
skih nosala,

Posmatrano podrufje deli se prikladnim nadinom u mreiu,
te se za ¥vorove mrefe, kao za diskretan skup tafaka u ravni, ispi-

suju diferencni izrazi kao zamena za postojeéu diferenci jalnu jed-
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nadinu problema, Time je problem reSavanja diferencijalne jednadine
sveden na redavanje sistema linearnih jednadina kojih ima toliko
koliko i ¥vorova mreZe unutar konture. Vrednost traZene funkeije na
konturil je poznata, Vpednosti funkecije u &vorovima unutar kontﬁr.
moraju se na neki nalin oceniti, bilo grafidkom bilo numerifkom in-
terpolacijom, a kod biharmoniskih problema treba Jo¥ 1 ekstrapola-
eijom nadl pribliZne vrednosti funkeije u tadkama van konture.

Ako sada ove pribliZno dobivene vrednosti funkeije unesemo
u diferencne jednadine napisane za pojedine &vorove, nede, naravno,
te jednadine biti odmah identi¥ki zadovoljene. Na desnoj strani
umesto nule dobivamo neke brojeve. 1o su gredke koje se prema South~
well-u nazivaju residuali. Relaksacioni postupak sastoji se uprave
u postupnom i1 jednovremenom likvidiranju residuala u svim &vorovima
mreie,

Ako je dat problem u vidu Laplace-ove jedna¥ine ¢ = 0
tada, saglasno sa /II,6/ dobivamo u nekoj tadki 0

,iw‘, b4, B Ro /11,9/

gde je Yo ta greSka - residual,
Analogno za biharmonisku jednadinu A4¢ =0 izlazi
preme /I1I,8,a/

4
b W

¢ ~824, +224¢,+24, = R, /11.,10/

Likvidaei ju residuala poSinjemo u onoj tadki gde je on
najvedi. Funkeiji 4’ dade se korekcija tako da se u toj tadki re-
sidual svede na nulu, Med jutim, to povladi automatskl za sobom pro-
menu residuala u okolnim talkama, Spazmera u kojo] se menjaju resi-
duali u ta¥kama oko posmatrane ta¥ke O, kad u njoj dademo funkei ji
priradtaj ‘34’ = 4 , moZe se zgodno prikazati t.zv. zvezdama relak-
sacije. Oblik tih zvezda jJe razli¥it, zavisi od nadina kojim Je
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izvr¥ena diferencna aproksimacija. Za aproksimacije date lzrazima
/11,6/ 1 /I1.8/ dobivamo kod harmoniske i biharmoniske jedna¥ine
sledede zvezde relaksacije: B |

‘ $1, II.4
Vrlo iscrpan prikez tih zvezda za razli¥ite oblike mrefe 1 razne
stepene apsoksimacije dao J--.~I@.ﬂu1;ts[*5] .

‘ Za likvidaciju residuala potrebna je velika rutina kao 1
intulcija, naro¥ito za biharmoniske probleme gde je konvergencija
procesa nekada veoma spora. Naro¥ito je opasan slu¥aj kad su resi-
duali relativnomaleni, a im se likvidiraju, Tu vrlo velike pro=-
mene u funkeiji izazivaju male promene u residualima. /Southwell je
takve jedna¥ine nazvao ill-conditioned/. Ako su jo¥ 1 svi residuali
u nekoj okolini istog predznaka, onda se kao uspe#no moraju prime= o
nitd grupne 1 blokevske relsksasife .lo) , Laz] , tj. cela jedna
grupa taSake dobiva odredjenu promenu 7 111 Sak 1 razli¥ite pro-
mene .3.49 , Pa se na taj nafin dobivaju Heme u iojm se pokazuje
p:unm residuala u celoj grupi talaka, Cilj je pri tome da se ta-
ko odrede priraitaji funkeije ¢ u pojedinim talkama, da se alge-
barska suma residuala ¥to bolje pribliZi nuli, Tada je 1 definitiv-
na pojedina¥na 1ikvidacija relativno brza.
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Sporost konvergencije kod biharmoniske jednadine rezultira
1z Sinjenice Qto 1z sistema linoarnih Jjednafina ovde vidimo da dia-
gonalni ¥lanovi nisu izrazito dominantni prema ostalima.

Gpedke koje nastupaju pri relaksaciji nastaju 1z 3 razloga:?

a/ zbog zenemarivanja diferencne korekeije 0(5%)3

b/ zbog primene postupka na zakrivljenim konturama ;

e/ zbog potrebe za ekstrapolacijom u fiktivnim tadkama
van konture, Fri radu treba zbog toga obratiti painju ne te momente

i poatnpak podesiti na onu ta¥nost koja je za problem zadovol javajuéa,

iI,3 ODREDJIVANJE AIRY-EVE FUNKCIJE NAPONA PO KONTURI

Dg bi diferencni postupak mogli zapoSeti potrebno je znati
neke polazne vrednosti za funkeiju ¢ « Vrednost funkeije na konturi
dobivamo iz konturnih uslova, a vrednosti unutar konture u &vorovima
mrefe preko izraza /Il,lo/ nnpistnog za sve unutradnje 3vorove.

Iz sl1, 11,1 vidi se da je cela kontura, sem dela BC, slo-
bodna od spolja¥njih sila, Zpa8i na tim delovima je tangenei jalni
napon kao i normalni napon upravno na konturu jednak nuli, Konturni

uslovi glase, dakle:

~ s I 9

... RS Ty *0

: 2y 2 4

b’\: e ‘)\j:. :ﬂr ;‘;‘gs.,“n‘) /IIoll/
2" 4 2 ¢

CD... 5“}%‘7:@ xdsy *0
a4 2%

DE... . Gy e oxdy * 0

Konturni uslovi mogu se izraziti i pomoéu funkei je <# i njenog
1zvoda po normali. Tada, prema relacijama /1,7/ i /I1,9/ dobivame:

A ... #a%?zz : §$:?L
Ccoo fabpytphy eipht S0
.

ch» .- &: 0 ; 3\, i 0 /11.12/
: )
TASSECER T 22y



mnk tnméo Q 1 n}n‘s zmm ” normali pr&hm Jc na
8l, 11.5 : ; % ;

n..u.s
hn:mm:-mmuu.‘ p.uu:
mxm»*uunmmmnnm
tmmum:mn. 1

am;-.uu postupak mogude Je sprovesti za opite vred -
nosti veli¥ine b 1 % , ako samo diferencne jednadine svedemo
ne bezdimenzionalni oblik I_ll} -'. Zbog olak¥ica u radu usvajamo
oblik plole mmnnm kvadratnih delova, te tako omogu-

 éujemo efikasnu pm kvadratne mrefe, Ra¥un je sproveden prve-

‘bitno za plodu prikazanu na sl.
~ II,6, Pokazalo se med jutim da se
~ naponsko stanje u krajnjim uiim
‘poljime relativno brzo smiruje
udaljujuéi se od unutrafnjih
uglova paralelno sa osom -;)m
. periferiji, tj. postaje homogeno

81,11.6
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linearno, te je definitivai raSun sproveden za plodu sa dva puta

mmmms-pgn-. Na ujmmmh mjmhm; 3voro= |

ve, t:. i broj linearnih ;mnm. : ~
 Posmatrana Jc, mm. ylm nh&n&u oblika

& prvu ;nbn m: raduna un:m Je plm sa )d.lu prikazanom
na sl, II,7. U jednom kvadrantu postoji lo unutradnjih ¥vorova '
/bog simetrije posmatranfe ograniSujemo na jedan kvadrant/. Raspon
mrofe d = -ﬁ; b . Odredjujemo najpre vrednost muo 4’ 4» jenog
izvoda po normali u svim Svorovima na konturi. Prema vrednostima
ranije dobivenim za ¢ /v, sl, II,5/ izlasi:

¢ I 4= 9 : ﬁ"ﬁ

. LA S ,g-,,.e_

. : &
Ch...Tatka C ... = 0425?5 =K ‘;ﬁ' =g

' 83 9‘“?““" 5';‘ “pb fr0 . /11,13/
b Weusde i 0. o
AB i v 4,., ﬁfmbb-é& %iukb
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Ovde je uvedena skrafenica

K= (125 p b /11,14/

Iz zvezde za biharmoniski operator prikazane na sl, II.,4 vidi se

da je za svaki vor u unutradnjosti konture potrebno znati vred -

nosti funkeijey u svim tadkama okoline udaljenim do dva polja

mreZe, Odatle sledi da &e za one tadke mrefe koje leZfe uz spoljnu

konturu biti potrebno ugzeti u radun i fiktivne vrednosti funkei je

@ u dodatnim tadkama van konture, Vpednosti funkeije% u tim

té&kama,nalazimo ekstrapolacijom vodeédi riéunn o konturnim uslovima,
Izvod funkecije po normaeli u odgovarajuéim tadkama konture

merodavan je za odredjivanje ekstrapolisanih vrednosti funkeije $

van konture, Ako je u tadki M izvod é;& : R , onda je ekstra-

polisana vrednost u tadki y data izrazom:

P AR /11,18/

E 21 ’: b I;vdfhjo ovog obrasca biée dato kasnije,
VS M f}" Ng delu ED je %%T= { , pa su
ok %3 s : vrednosti u taikama van konture 1iste

k8o 1 u simetridnim tadkama unutar kon-

s1, I1.8 ture /v. sl, I11,7/. ,
3¢ .
Na delu DC je 3y ° ¢ , pa je

s B, 3
stanje sli¥no kao i na FD, Zg talke u
‘ uglu dobivamo ekstrapolaci jom dvoznadne
3 gr4§oqzé€%'yyy¢ vrednosti E,lﬁ] . Naime, da bi se pri
; - ekstrapolaciji 3¥to bolje prilagodili red
Hl(z :;_gj 1jefu funkel je 4’ s, moramo tafki van

konture kod ugla dati jedanput ekstrapo-

s1, II,9 . lacionu vrednost ‘#1 » & drugi put ¢7
tj. kad piSemo diferencne jedna¥ine za Zvorove 1 1 7, onda za tu

tadku moramo uzeti dve razli3ite ekstrapolacione vrednosti, Talke na



mm¢mamhﬁ»mmu+,o ,upucn:w
boj mreZi uzeté su iz istih rasloga i za njih dvoznalne vrednatl
/v 81, 11,9/, _ s

_ Ng delu CB je .‘—;i’,g..nmmmm:nmﬂn
MMmM i-hmummmmmxw
ture,

| ¥a delu AB jo ~L pb .numﬁumm
tafkama dobivaju tako da ,' ednostima za simetrilne talke unutar
kontura dodamo b 24 = pbb = pb“ 8K
‘ Mhutmmmmm&uw;uu

sl II,7. |

Sed jJe m lﬂuﬁ izraz /I11.8,8/ za sve mma
ummu. te je mmmmmuummx:mm
,uz.wmw '

ToSka 1%
204-%(&*4“4”&)&2(4“4“ 0+ )+t 4 SK+byt ¢y 20

QQ.Q'QQ‘QQ'QQQ@QQ!.*Q(Q!!Q!QQ»QQS

itd, Posle sred jivanja sistem glasi:
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Sistem je reden egszaktno eliminacijom i dobiveni su sledeéi rezul-
tati:

%

£4,0095K =+ (4262 p b’

¢ = +1,0293K = + 04299 p b
gy = t4,4008K = 404376 p b’
¢, = + 4,431k = + 04394 pb’
Oy = = 0,0482k = - 00060 pb* /11,17/
d = - 00864k =~ 0408 pb
gy = ~ 0 2208k = - 00276 pb*
& = - 0,5356K = = (0449 pb

¢ = = 0,220 k= = 00278 pF¥
o=~ 0,393 K= ~ 00437 pb*

Odatle je izveden i rafun za komponentalne napone u lo

posmatranih talaka, Primenjeni su diferencni izrazi za druge izvode
funkeife ¢

6.2 [‘?j%]. = ddi-14.)
P P I [';7] [ax ]o 3’%(441‘4’3"24’.)
T oyl ] s (e -4 )

81, II,.lo

Na osnovu tih Sema sradunate su vrednosti komponentalnih

/11.,18/

R

napona u talkama 1 - lo, a odatle i veliline i smerovi glavnih na-
pond. Rezultati su prikazani na sledeéoj tabeli /v. str. 23/.

Naravno da su dobivene vrednosti sasvim grube, ali one
ipak veé daju pribliZne indicije o rasporedu napona, Da bi dobili
ta¥ni je vrednosti prelazimo na guléu mreZu,
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. 0,1376

.
' 0,0276

0,1262
0,1299

0,0419
0,0278
0, 0437
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II, 5. RACUN ZA FINIJU MREZU

Pri ovom ra¥unu usvajamo o
njem u uglu., Poluprednik zaobljenja
veliZine kao i kod modela za fotoela

lik ploSe sa kruZnim zaobl je-
ot Jo =7 b , ti. iste

ti%na ispitivanja, Raspon

- mrefe sada je raspolovljen, a posmatramo opet samo jedan kvadrant,

Polazeéi od vrednosti dobivenih za grubu mreZu dobivene

su grafifkom interpolacijom vrednosti
vima finije mree, Napominjemo da je
velikog praktinog znalaja, zato Hto

sacionom procesu izvanredno skratiti

da 11 su interpolirane vrednosti ocen

kom.

funkeije ¢ na novim Svoro-
tafnost ove interpolacije od
se dalji radun moZe pri relak-
111 produfiti, veé prema tome

1jene sa manjog ili velom gred-

Fkstrapolaci ja tafaka vrien
grube mreZe, K2o novo ovde dolazi re

zakrivl jena.
P £

II.6. 1.

Kod pravoliniske konture pod

tako da ta¥ke, najblife konturi, bud
pon ¢ mrefe, Diferencne jednadine
moniski operator, i ekstrapolaci ja te
jednadini /II,15/, /II.de/ 1 /1149/.

Ako je kontura zakrivl jena,

je na isti nalin kao 1 kod

denje oko ugla gde je kontura

elSava se raspon mreie redovno
udal jene od nje ta¥no za ras-
za harmoniski kao i za bihar-

Saka vr8i se u svemu prema

dolazimo do slulajeva gde

ni jedna ta¥ka ne pada na konturu. Tajvo ta¥ke uz konturu zovu se
i

iregularne tadke, i diferencne jedna

oblik, | 5.
a/ Harmoniska jednafina
Uzmimo da je tadka O

iregularna talka uz konturu, Ras~-

pon mrefe je J s & proizvod

ne ovde dobiwaju possbni

§.9 daje otstojanje OB,
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Vpednost funkeije na konturi u tadki B je poznata., Pri-
menjujuéi i Taylor-ovom razvoju za ; vrednosti , , %"‘r .l
/el, 11, 12/ dobivamo tmstoimeija’ , 81i%no keo 1 ranije, zane-

marujuéi ¥lan 0(§°) izrez za residusl u obliku, Llo]

4 .-VLC%& 4 *‘%‘ ; ; " - :
Rc;s—» §1H§'> i ?+§ 3 q!)z'i' 4’,’ "}(‘_*» “"}"‘) ¢° : /11.19/

Vaino je ovde naglasiti da je zanemaren %lan 0(;") , & kod obrasca

- /11,9/ %lan JgJ"} s tJ. pri zakrivljenoj konturi unosi se u redenje

relaksacionim postupkom veéa gre¥ka nego kod ravne konture, Ty ¥i-
njenica odmah izaziva potrebu da se kod zakrivljenih kontura po mo-
guéxwati predje na rinijﬁ mrefu, |

' Zg slulaj da su dve strane
mreZe krade dobiva se sli¥ni izraz

za residual u tadki O,

Ros 5007p “(17) ATy A+ "(3 " )#’a /13.8e/

s1, 11,13

2 24 2 4
1 B 'y - % ?’ + ""‘_Q"l’

b/ Biharmoniska jedna¥ina

Ugmimo da je kontura presefena 7
linijom mreZfe paralelno sa osom X . H‘df*‘"f‘&‘% : 2
Kéntumi uslovi daju u tadki B vrednost 7 ! ; e
runkaijcé i njenog izvoda §;§; ,
po normali. Ogna¥imo te vrednosti sa K 81, 11,14

i k . Razvi jajuéi rmkciju#’ u okolini tafke B u Tayloe-ov red
duZ date linije, 1 zanemarujuéi &lanove (x-X ,\{; 2R L2 do-’v
lazimo posle kraéih transformeeija do vrednosti funkeije 4 u fik-
tivnoj tadki 9 1 tadki 1 uz kentury, '
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LS K 2 f4=$ Tk (1-5 ¢,
= : 2 % '}‘ +- Lgfl;i; S _(_ - 3.3..;2?_ g
®
é} e ( “' Zié;k_ - wg‘éfjéw.m *..}.... mij.._i‘;_..m
T4 {4 1+§'}1 4+§ : 1’,44.&)2.

ormulu /II,lo/ u svim unutrad-

Kad su vrednosti funkeije ¢, u pojaju du konture poznate, moZemo
na normalni na¥in pisati residualnu
njim tafkama,

Ako je kontura konkavna, dolazimo u situaciju da se fik-
tivnim tadkema van konture moraju pripisati dve /ili 3ak i tri/
razli¥ite vrednosti, veé prema tome u kojem smeru vriimo ekstra-

peolaci ju,

Zg sludaj da je u /II,21/ veliSina §20 » tls a8 Je
tadka 1 pala ba¥ na konturu, izlazi [

c}Q = L8kt $,= K /11,22/

a to je obrazac za ekstrapolaciju t::i konture primenjen rani je

prilikom kompletiranja vrednosti el je u tafkama van konture,

U slusaju da je izvod po normali jod‘ nuli, izlazi da Jje ‘f’«, - ¢

i

t], vrednosti u simetri¥nim tafksma unutar i van konture su jednake,

111, 5, 2,
Detalj plode u okolini zakrivljenja prikszan je na sl,

11,18.
‘ e s @ R TR :
o 3 i 45 12 g
o A L L DT | e | Tkl = fo
| ! ' ;

; ; L :
_%‘zs 25 ta 048 y Kontura o

%}'9___1_,1‘3 & 4?,“.. .48

| |

] | l
_&zwqg; lo 55 L

t

i } I
i }
58 74’357 lo a7 =

T

81, 11,18
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Fiktivnoj tadki A potrebno je pripisati tri razlilite
vrednosti veé prema tome da 1i se ekstrapolacija vrii smeromi-~k+A,
LA Fe A 111 5> 42a-> B =»A . #’ prvom sluaju ¢, = 4’1 s B
drugom 4’& ® ‘?11 s, & u tredem lluhj\r treba tu vrednost izvesti

prema obrascima koji vale za iregularne talke /ta&ka 122 je iregu-
\

larna/, Iz sl, II,15b sledi

—

De= Y

e ol A v

Ch* To(in-4 " C_,*HSE:' f,r(:
|

pat

Prema obrascu za iregularnu talku dobivamo

L | $=0 £ 0965
pa Je

k X
(4-%) o (
e 55 = (4T3 tf i
4 ~ { anZ €3+ { 43
s T " | /11423/

0,02¢7 Pag |

8

4“.“’ (+§Y "’f«r

Ng taj nadin stvorena je -ﬁguénoat za formiranje diferenc~
nih jedna¥ina /II.8a/ za svih 45 unutrainjih Svorova nove mreie.
Ng s1, I1,16 prikazan je jedan kvudq‘cnt posmatrane plo¥e kao 1 sis-
tem od 45 linearnih jedna¥ina /11,344. Na istoj slici ispisana je
matrice koefiecijenata ovog sistema,

Oyaj sistem chnt.ﬂin'a teorJlki je mogude re¥iti bilo eg-
zaktno bile nekim od iterativnih po:#upnlu. U ovom radu reSenje je
sprovedeno metodom relaksacije., U ndfkon unutradnjem Svoru pretpo-
stavlja se neka pribli¥na vrednost za funkeiju P . Za tadke koje
su postojale i u gruboJ mrefi uzete su vrednosti dobivene tamo, a
med juvrednosti ocenjene su mﬁ!kouintorpoiaoijw. Ng desnoj
strani jedna¥ina pojavlijuju se sada odredjeni residuali, Te resi-
duale upisujemo na slieci u gornjem desnom kvadrantu, & vrednesti
funkeije u gornjem levom kvudrtntu:. fdkviduoi-fj\t‘ residuala polinjemo
tamo gde su oni najveéi, Fromene ru#d\mh u okolnim talkama radu-

namo prema zvezdi relaksacije za biharmoniski operator /v 83,3537/
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I, slike se vidi da promena funkecije u
Jedno} taaki izaziva promenu residuala u
13 okolnih %aaaka. C11J relaksacije je
smanjivanje residuala na nulu u svim
talkama uroLe. Teoriski dokaz konvergen-

 elje ovog p%stupka za biharmonisku jed~-
$1, II,17 nadinu ne pE:oji (14] . Medjutim, za

refenje pojedinih problema vaZna je prakti¥na konvergencija. Za
razliku od harmoniske jedna¥ine ovde je konvergencija veoma spora,
Likvidaci ja residuala pojedina¥no po #u&kaun tu se pokazala sasvim
neefikasna, Zbog toga stalno su primenjivane blokovske i grupne
relaksacije, te se postupak donekle ubrzao. Izvrieno je ukupno 27
relaksacionih procesa po celom pedrulju, dok residuall nisu svedeni
na doveol jno malu meru, Naro¥ito je op%ana situacija kada se u oko~
1lini neke unutarnje talke javlijaju s ‘9 residuali istog predznaka, :
Mg koliko da se promeni vrednost residuala u nekoj unutrainjoj
tadki /udaljenoj od konture za viSe od 2 raspona mrefe/, ukupna
suma residuala ostaje ista, Tondancijk pri postupku je ta da se
zbir svih residuals svede na nulu. U tu svrhu bilo je potrebno u
radu podeSavati grupne rolukatcijo'tan da se residuali "guraju”

prema periferiji, gde se onda gube /konturne vrcdnoaﬁi naime su

fiksne, i pri promend funkelje u ta¥kama uz konturu ostaju vred-

nosti na samoj konturi nepromenjene/, Kao efikasno pokazala se je

grupna relaksacija po vertikali, tj. svim talkema u jednoj vertikal-
noJ koloni data je ista korekeija po#n!onn tako po koloname da re-
siduali u sredini ugluiaan iX¥8ezavaju. Likvidaci jom residuala u
tadkama uz konturu smanjuje se onda njihova srednja vrednost i ko-
nadna likvidacija time io znatno ubrzava, Vpednosti dobivene posle
27 kompletnih relaksacija prikazane ﬂu.na slededo] tabelit
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| Resldual Residual
RN B R 7 W fé" - g i iyl L(x10%)

1 |, 2,268 4 i 23 | 1,1233 .

4 i ;1,0030 o 24 *9.3‘740 o

' 5 |, o,2522 ,1 | 25 |o,e7 o
4 |, 2,2856 s 26 | 0,0039 e %
| 8 |, 24005 21 | 21 Lo,e298 LR
6 |, 0,2606 o | 28 | o002 o3
|7 | 08 [, 2 | 39| eeem
'8 |, 1,038 ok Eie]ledae  l e
9 |, o,e832 o | = | o, 2002 l SRy
1o 2,279 0 32 | |.0,2230 E A
L ,0m7 o | 3 loeves | 1 |
12 |, o,332¢ +1 | 34 Le,a7mes ST
12a |, o,0l13 +1 | 35 Lo,2516 ok
13 |, 2,20 -1 | 96 |o,280 R
14 41,1083 TRE O O fe_o,oﬂl o]
16 | + o,3687 + 1 38 g_e.uaa -
16, 2,2093 1 || 3 | Lo,e834 oy ]
17 |4 1,0m -1 | 40 _o,em ¥
18 4 o,3792 ¢+l I @ Leoter S L
19+ 2,302 ~1 I e8] o204 i ]
580 4+ 1,1226 +1 | 43 |-o,2800 ol
21 4 0,3766 +1 | 44 _o,2eee il
%zg n 2, 3027 3 | |
| |

Srednji residual Je + g

# Wv”?;

40 s tj. zanemarl jiv.
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I1,6 SMANJIVANJE RASPONA MREZE U oxinxnx UGLA PLOCE

Rezultati dobiveni dosadad jim rasponom mreZe zadovolja~-

vaju kao generalma slika naponskog stanja u celoj plo¥i sem u oko-
lini ugla, gde i1z ovih rezultata ne dobivame dovel jno jasnu sliku

o koncentraciji napona u uglu., Tu Je potrebna gulba mreZa., Da bi
izbegli suvile veliki broj] &vorova uvodjenjem guliée mrefe po celom
podrudju, primenjujemo parei jalno smanjivanje raspona mrefe u oko-
1lini ugla, Gu3éu mre¥u treba uklju¥iti u postojedu grubu mreiu,

- Takva interpolacija kod harmoniskih problema ne pretstavlja telkoéu,
no kod biharmoniske jednaline stvar se prili3no komplikuje. Taj pro-
blem prvi su redili Allen i Dennis 1951 g. 5133 .

|

II.6. 1. Epoblem interpolacije gu¥le mrefe,

U ovom odel jku biée ukratno izneden problem parcijalnog
prelaZenja na finiju mreZu, Po pravilu prelazi se od grube na fini-
ju mrefu po celoj oblasti, Time se bolje pribliZujemo taldnim rele-
njime, ali ujedno i povedavame broj ¥vorova, odnosno linearnih jed-
nadina, Ako nas posebno interesuje samo jedan detalj, na pr,, kon-
centracija napona u uglu 111 u blizini napadne talke koncentrisane
sile, moZemo izvrSiti samo parecijalno smanjivanje raspona mrefe u
okolini takve talke, Problem je sada nadovezivanje gulée mrefe na
postojeéu grubu,

U slulaju da je problem dat harmoniskom jednae¥inom smanji~
vanje raspona mrefe u okolini talke #0!111 su Allen, Southwell i
Vaisey /Proec.Roy.Soc., A, 183, 194&*, a za slufaj biharmoniske jed-
naline Allen i Dennis [xg] . |

Ako je zadata grupa talaka u polo¥aju prikazanom na
sl, II,3, onda za Poisson-ovu Jednié nu

A9 + Z (xy) =0 /a/
vredi residualna formula ! : /11,28/
Re2 24 -4+ L, /o/
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Zg biharmonisku jedna¥inu

sad = L(xy)
fsta formula glasi

Ro® 324 -2090-22 ¢ -2 ¢y + il
Uzmimo sada prelaz od grube

/a/
/11.26/
/v/

&

na finiju mreiu

N

=

|
i
q
i
?

81, II.17 0

Za Poisson-ovu jedna¥inu /1I,25.8/ sve ta¥ke ne vertikalama 1, 2, 3

pripadaju gruboj mrefi, i residuali su im dati sa /II.25.,b/. Sve

tadke na linijama 6, 7 1 8 mogu se posmatrati da pripadaju finoj

mreZi, te su im residuall dati obrascem

Ro= 24, - 44 +(2) 0

Ng 1iniji 5 postoje dve grupe talaka:
grubo] mreZi, te su im residualil odrot

U, V, 1td, pripadaju finoj mreii, te
na%no preostaju tafke na liniji 4 /kao
injenicu da je Laplace-ov operator)

/11.27/

talke B, E, M, itd., pripadaju
jeni formulom /I1I.25,b/, tadke
e radunaju prema /1I1.,27/, Ko-
, na pre, A/, S obzirom na

invari jantan uwodnosu na

rotaci Ju koordinatnog sistema, moZemo uzeti da talke poput A pri~
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padaju umetnutoj dijagonalno] mreZi r+.apona ?‘% s P2 su im re-

giduall odredjeni prema obrascu \
. - : g i v : |
Ras &yt de + dptdy ~bda v () La /11,28/

Biharmoni ski éporator x;eiavr se svodjenjem na prethodno,
uoliv¥i samo da Je (Aa\ isto ¥to i (A).(A) , tako da se sve
svodi na razmatranje harmoniskog probp.ou. Sgda dobivamo pet kate-~
gorija tadaka: ,
1/ Tg¥ke na linijama 1, 2 1 3 rafunaju se po grubo] mreii prema
/11,26.b/, Njima se mogu dodati i tadke poput B, E, M,,, na 1liniji B,

2{ Ta¥ke na linijama 7 1 8 radunaju se po finijoj mre¥i prema obras-
eu ‘ '
. | 4 '
Row $24 - 204, -22¢5 ~L ¢, +(%4)" L, /11,29/

N4ima se mogu dodati i ta¥ke F, T, ,,, na liniji 6.
Ogtale talke na 1lini jama 4, 5, 6 radunaju se po obrascima

izvedenim dvostrukom primenom harmoniskog operttorl[ 1}5 il

3/ Ta¥ke poput A ra¥unaju se prems formuli
QE;{ i ; s ‘i{,; o 4 i
Raz £ du+detdy+ ) A6 ia‘%s*é’a’%**ﬂ* /11,30/
. 5ok ‘
bhot b darts (B,
4/ Ta¥ke U, V, ... itd, na 1liniji 5 radunaju se prema obrué_u

R, =54, +4%{/¢’;+ )t 6 G- ‘T4, - {,¢R+é" H#&)*

4 /11,31/
“E( b+ d) -4+ bt )+ (2)'T
5/ Talke 8, Q, W, .., na 1iniji 6 prema obrascu
R&§7'Z‘?2“*3(¢p++~r\+§ﬁ”?q¢ i 2(‘#&’*4’&)”
/11.,32/

‘(‘#s"“)f’u thy t Rt ‘f’y) "7}'(4’3 ) +¢n) *('11. ﬁf‘Zg
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Fored problema interpolacije finije mree ovde pestoji jo¥
1 iregularna ta¥ka 12a za koju kod
ufom :th. amm

léa 9:’19534’4* 7 i
%ﬁn‘“‘“{'?? ?w‘ - %%* 2 .‘5371%

Mmm!wmwnu
tri raslifite vrednostd ¢, , &,

Talke M 1 3“"&0 su aproksi:
‘/qmsamsw od konture je mn

g rasponsa mrefe dolazi nova
m kao 1 ranije dobivamo

%25 éém

tri razna pravea dobiva sada
1 25%n0,

ativno kao da su nt konturi

, iznost ads= &&fﬁ 90005 ‘b/

L]



Sada je moguée napisati di:jrnnnno jednadine za sve tadke

nove mrefe, Prema rlhijdu dobivamo sada Hest kategorija tadaka

Ty w1 AY, | ‘

1/ Tadke 1 - 44 stare mrele raaunaju'io po stendardnoj formuli za

biharmonisku jednadinu sa rn:pohul grube mreie (‘5’: ﬁ;b) ‘

2/ Telke m, q, ¥, u, X radunaju se po iste] formuli ali za finiju

mre¥u |

3/ Ta¥ka 12a je iregularna i raduna se po specijalnoj jednadini,

4/ Ta8ke a, b, ¢, d, e, £, g, h raSunaju se po formuli /II,30/.

8/ Telke 1, 4, §, k, 8, v, ¥, 3 po formuli /II,31/,

6/ Tadke n, p, t, w po formuli /II,32/.
Na osnovu toga dobiva se saﬁu 26 novih jedna¥ina /II,33/

kao dodatak na 44 postojede jednaSine /II .24/,
Na sl, II,19 prikazan je ceo kvadrant sa interpoliranim

tafkama. U kvadrantu postoji sade ukupno 7o ¥vornih talaka, Vrednosti
funkeije ¢ u ta¥kamd 1 - 44 su poznate, a pribliine vrednosti
za talke a - z odredjujemo grafi¥kom interpolacijom crtajuéli reljef

upisane su te vrednosti kod svake tadke u gornjem levom kvadrantu,

funkei je 4? za sve horizontalne i ;:rtikalne preseke. Na sl, 11,19
a residuali koji 1z njih proizilaze u gornjem desnom kvadrantu,
Pada u o81 koliko su nesrazmerno vedi residuali u umetnutim tadkama

/na pr,, residual kod tadke v iznosi 1204 f0~* /e Svi residuali

upisani na sl, 11,19 mnofeni su sa »w
Relaksacioni proces nastavljen je za novi proces od 7o
taBaka, Korekeije residuala u novim ﬁaaknmn povlade med jutim promene

za ta¥ku 12a, a time automatski 1 za sve tadke stare mreZe., lzvrieno

je ukupno ¥est relaksacija pc celom ﬁodruéju, dok nije postignuta

dovoljna ta¥nost /na 3 decimale/. Srﬁdnji residual na kraju rauna
-5

1znost ©,5% 40 . Rezultati su pTikasani u sledeéoj tabeli:
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TABELARNI PREGLED REZULTATA ZA FUNKCIJU ¢ U POJEDINIM TAZKAMNA

fes.| @ . Res. #’ . ¢
1 i0%) [k] (pby || ¢ ) L] [pb]

e ﬂ

-1 | 42,251 | Fo,28138 | 23| o | $1,125 | +o,l4038
| -1 | 41,003 | +0,12538 R 24 | 41 | 40,374 | 40,04675 |
| o | 40,252 | +to,03150 | 25 +3 @ 40,020 +0,00250 ;
o 12,256 | +t0,28200 | 26 | +1 é ~0,003 -0, 00038 §
. 1,013 § +0,12663 2?; o § '9,929_§ 7*o,é0563 §

=0,005800 |

o | 40,261 = +0,03263 | 28 -2  -o,040
-1 42,265 @ +0,28318 | 29 o  -0,063  =-o0,00788
o 1,036 | 10,12050 | 3o 1  =-0,143  -0,01788
o 10,288 | +0,03550 31 o | -0,202  =-0,02525
| 42,280 | +40,28800 | 2 -1 | -0,224 | <o,e8800 |’
41,073 | +0,13418 | 35 -2 | -0,071  -0,00888
A ; f 40,335 % to0,04188 34§ o % ~o,175‘f ~0,02163 |
12a o ‘+o,old | to,00175 35 o | -0,251  =-0,08138
13 o 42,202 g fe,assﬁo | 36 o § -0, 280 é ~0,03500
14 é +2 E 41,103 j +0,13788 , 37? ° E ~0,064 i =~0,00800
| 15 +2 ; +0,370 { t0,04625 58% +1 % -0,169 ; -0,02113 ;

© © 9 O O e B W e
°

-
L +]
]
e

R —"

e
0w -
+

- o

16 -1 2,300 40,2870 | 39 o  =0,258  -0,03163
17 41 41,118 +0,13975 | 40 41  -0,285  -0,038563

18 t2  to,380 to0,04750 % 41 | o i -0,061  ~0,00763 g

19 o  +2,302  +0,28775 42 o -0,164 =-0,02050
2 o +1,123 +0,14038 | 43 -1 -o,250  =-0,03125

21 -1 40,377 40,0473
22 -1 +2,303  +0,28788

&

0,282 -0,03525 .




VY : : ; : : 1 . ‘ ?
e iae g R P ek Sistem :ﬁferencm/) Jednacina za intecpolirane tacke
- (dodatak sistemu p. 24} - |

B (o, Abrdi) =218 -2(4%8) S ld+drd) =0

4k <k = Tk ' ?4k RP7% On BT 4k BRRrT 2K |24 < |
’ ' | : | | @) 8 l/‘ij,*'}(é'*@,) ~2] % -2 (b +Cutben) - FmtBctd) =0
| e | ‘ BBt Bt byt dy) 20 Pr -2 (Bo# 8% bragtbas) ~( Byt Byt bt By ) = 0
P _f,zsozz;;,:z e/ fzzf93§il’06 | +22_9_27%,;; o f2,_27_94%fb s rzzr;; R T a 8(% +i¢r+¢w} ~2] P -2 (P12atBostSss) % ( ¢rf'¢f+¢x/ -0 |
| g e . | | T X 8(%, ARt b)) =2 Be -2 Fos? Hr3) (Bt rH) =0 |
| . Eal | 2 8(9 lw D5 G 2 G b m ) S (Fpibe) 0 |
o t’-123_3g73 ;n,zzza,;g_o_ +7,ﬂ7g%;; -*,Z,,’,Q’?%;;,.M___fLO’” f’ A fwsf(.,;*; o RAEL 5 %@00;_, e (7 s s : @ 5[, +‘.¢‘/ ~ 169205 /¢ * Pt B, B * By + O2500K) : =0 '
g | - e . | | 6 5/¢5+¢5+¢s+¢9) J626-05(0,+8,+8u 87 + by +Brz) |
b | | L e ;: 14 | © 5/¢3+b9+¢,, #B,2) 16 B~ O8(B:7 Bt B, # Bro # Bra#Bpe #Pr2a) =0 '
= +03740;§4 e o ;,8 +03687ﬁ,;;+03wi+03324 g;o&woi*w&a{;w R & 5(¢,,+&6,2+¢,4+¢,5} 1694 ~0,5(95+%5% b0+ Brs# Brr + P16 #br2atBzs) = 0 ;
ot i _m\,ﬁ\a?;;;90;’,0,36;;*07,44;3*, S Y € 5(%s Abit busrBg) -I6% ~05 (%t Do b 4Byt Byt st Best B0) <0 |
. f 5 e Tg ’ . Ny ( a £ 5% 92678257 B) 16 % ~05 (%2 *Bt Bt bt bty #5s) 20 | Lfll
e —00295_;57_..”- 40037722 __raorss g;msg s A : 9 5% 1?5t 0ss) 109~ 05 (s #ue #by# Iuc $ 7 o) =0 -
| IS S *; o e b 5(357B57) 1694~ 0.5(%ast Prg # Fss # Byt Boy # Fas ) siie G |
| B s Wﬁw o S G +4i25/¢ £0) 6 -I7B ~ (B #8,) = 075 (4+0) 025 (By+55+9) =0
' il | e | | et | 7 |
)‘;3, e -‘”237j e ‘0’4%;; — ms ?3900210‘;70 o s 9}9 2 ‘s @ - 89, +4125(¢‘*¢’} +6% -170; = (Dc#8,) - O.75(%s+85)-025 (85 #%r2) =0
| i) et l 8% +4f/¢9f¢,2/+5¢c 178 ~(8s78) =075 (9 #,)-025 (%2 #,7%,5) =0 |
| LR X % 8%.+4 5{¢727‘¢75/'/'5¢o("77¢/< ~(@e#Bp7¥s) ~075 (8117 %)~ 0.25 (12,7 Fos @5 # D1 ) = 0
i -.—Ae;ze_oz% ”"3«;5 -4 zzza_?jg’____-_.;ec\%oa:‘:;s-oozv‘{zw S e 8 8% 4 5(%*%/ r6%,~17 %s- / Bpo#Bi +Pt) 075 (%15 + B3s)- 251 Bo# Bro bys? By)= 0
| | | . V8%, + 425 ($:57 %) 6%,-17By — (1 #Ow) ~O075(Fes +$30)-0.25(%r2. " %ss nﬁ/ e
l. g Sl s | | | Y 88t 425 (8 #80s) 68,17 8y~ (But B - Q75 (B0# B - 025 (%5 7%,,) | <0
e _,,—az&sz%fov__—_@gsz%é 07688{,;8_*09_04&;3*77 SR s ' - S 119, | (2) 84 # ‘%z 25(0 + #3)+6% /7% ~(Sw+B,) -O75 /¢37+0} ~-025 (¢,,7D,, # 1534/ 0
. | | | o + B[t )r 5%, -19%, (B, b+ B r et 8] ~025/(% *%f¢ /20
p 7759 ;2Jf8{¢g*¢r/f5¢/z 19% -2 (0+%) ~(8, +&, +%;+ b) -025(9,+%,.+8,) =0
ol g e e Haa o £ 205%bear (Brty)-Stos ~10% 2 (01%) = Dt ButB,79,) -0,25( BrDygtPhee) <0
| , w | #84, 78, +5%0 ~19%W - (But bp + B8, +Dy)-025 Prs7 ¢,,+ $30)=0



s R N s.. ¢ 9
Sl g (AN Lis | NRRRRE 198 KON 1 A
: | i | ; f ,
FS o % +o0,065 % ‘o,00813 1] +l§ +o,268 é +0,03350
2 | An ; to,067 E +0,00838 3§ ‘e +o,503 §'+9,o3738 _
m % -2 ! +0,070 i +é;oo&7§ '2 ‘ kf b4 +o,354 ; to, 04425
3 -2 ‘0,077 % t0,00963 % 8 +43. to,152 % teo, 01800

' FL | 40,080 | +o,01125 | 45| +0,040 |
+o,119 t0,01488 -1| =o,070 % -o,oo&75§
+1 i +9,141 "+§.917ea‘ : o +0,586 +o.o7585§
+1 | +0,085 L9,90313 i +3 | +0,624 +§.o7800§

1

i

2
“0,00500 |
: {

i

¢ 3 v o o
f
Lo}
o 94 «

Q

w | =1 | -0,015 | ~-0,00188 d| 45| 40,668 | +o,08350 |
w | +2 | -0,024 -0,00300 e 43| 40,155 +o,o1958§
i x © -0,025 -0,00313 f | +#3| =-o0,g69 -0,00863§
| z o | -0,025 ~0,00313 g1l *+1 -0,120 -e,ol&ooé

-1 | -0,083 ~0,00288

{
) |

Prema obrascima /II,18/ srafunati su odatle komponentalni

4

nspent ¢, , Gy 1 32} , & zatim 1ﬁglavn1 naponi prema poznatim

obrascima :
e |
by 3 leoq VGG, )
' Lol /11,34/
{» z e

"N 2
].{.“dl'l c‘—&y 1

U daljem usvojene su za glavne napona oznake

G4= iﬂ G, % Z /11,38/

Gjavni naponi sradunati su u svim unutradnjim tadkame mrefe kao 1
po konturi. Pa bi se dobila bolja sli

o koncentraciji napona u



- 87 -

okolini ugla, izvriens je grafilka inﬁerpolacija na jo¥ finiju mreZu
za talke u toj okolini. Vrednosti fun‘cije # u tim tadkama prikaza-
ne su na sl, II,20, a rezsultati dobiveni za glavne napone dati su u
pregledno] tabeli kao i na sl, 1I,21, Na sl, II,22 prikazan je dijag-
ram konturnog napona paralelno s konturom. ‘

Dal jim smanjivanjem rasponsa mreie mogle bl se dobiti jo¥
ta¥nije vrednosti. To qmnnjivanje ima svog prektiZnog opravdanja sve
dotle dék se ne pokaZe da sledea ap ksimaeijd menja krainje rezul~
tate za zanomarljiﬁi izraz, U ovom u zadriall smo se na rasponu
opisanom u poslednjoj fazi ra¥una, a dobiveni rezultati biée kasnije
upored jeni la.rezultatini dobivenim metodom Fotoelasti¥nosti i pri-
menom Teorije kompleksnih funkeija. '

TABELARNI PREGLED NAPONA

Komponentalni naponi Glavni naponi
%4' had G}' ("] Stepen 111 ‘n
1 | #1,0016 | +0,0080 @ -0,0064 - 023
2 | 40,9936 | +0,0128 @ ~0,0008 0
3 | +0,9984 | 40,0208 | +0,0064
4 | 41,0016 | *gpooBo A -0,0164 B7 |
5 | L0,0824 | +0,0272 @ -0,0092 56 |
€ | +0,9824 | 40,0288 | +0,0164 58 |
7 | +#1,0128 | t0,0128 @ =0,0300 44 |
8 +0,9536 ~0,0272 -0,0252 o4
9 | +0,90360 | +0,0560 | +0,0228 28

lo | +1,0256 | -0,0064 | -0,0336
11 | %0,9392 | -0,0128 | -0,0296
12 | +0,8336 | -0,0320 | +0,0236
12a | 40,7232 | ~0,0320 | +0,4432
13 | +1,0384 | -0,0080 | -0,0228
14 | L0,9120 | -0,0304 | -0,0128
15 | +0,7648 | =-0,0128 @ +0,0306
16 | +1,0368 | -0,0112 | -o0,0l00
17 | +0,8864 | -0,0208 | *0,0020
18 | +o,71l04 | -0,0256 | +0,0344
19 | k1,0368 | -0,0032 | -o0,0024
20 | “0,8666 | -0,009€ | -0,0044
21 | Lo0,6816 | +o,000l | *0,0208
22 | L1,0336 | -0,0032 | -0

23 | Lo,8624 o o

e o A . o A g B K G B AP B

y i sl o &
COFOONOTDNOCHBMMHMMEEEMOO OO
o
e 3]
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Komponentalni néponi

Glavni naponi

. « A,
¥ X e Cxy @, Lo o |stepen Hin
24 | +0,6688 | +0,0096 o 40,0096 8.,
25 40,5544 ~0,0576 | “0,0940 ~0,0817 48 49 |
26 | 40,4608 @ =-0,0224 *0,9728 | =0,0238 i8 25
27 | <0,4640 +0,0288 +0,0376 | 40,0256 +4 55
28 | +40,4608 | 40,0448 o | 40,0448 0
29 | 40,1504 | -0,0336 | -0,0600 | =0,0814 | +18 B85
30 | 40,2208 | 40,0640 40,0656 40,0402 419 46
31 | 40,2496 40,@752 . 40,0352 40,0683 | ¥lo 59
32 | 40,2560 | 40,0864 o . do, 0864 0
| 33 40,@504 . =0,0608 | 40,0128 | -o,0625 47 So
134 | 40,0672 | +0,0592 40,0328 40,0302 @ =41 27
35 | 40,0992 | 40,0094 s4o,olve | 40,0786 | 437 22
36 ;40 10240 - 40,1152 g 40,1024 0
37 | -0,0080 & -0,0816 §4e,0044.‘ -0, 0819 | 43 28
38 | +0,0016 @ -0,0416 @ <0,0048 40,0211 | 486 37
39 40,0080 @ <0,lo40 +0,0056 d0,0077 | 486 44
40 | 40,0144 @ 40,1280 o i 40,0144 e
41 | -0,0128 | -0,l064 o -0,1064 ; 0 ;
42 | -0,0192 | 40,0336 @ o ' ~0,01920 | 490 o0 |
43 | =0,0096 | 4@,1088 ) . -0,0098 @ 490 o0 |
44 | -0,0096 | 40,1280 o -0,0096 | 490 o0 |
h i e | =0,1664 -0,0144 -0,1672 @ %4 Bo
i  +40,9664 @ <0,0704 +0,0480 40,0644 43 o2
j 40,8640 40,1024 -~0,0032 40,1023 | 0 \
k  <0,8000 ~-0,0256 -0,0064 ~-0,0257 | -0 B7 |
1 | 41,0112 40,0064 @ +o,0240 - do,0060 41 22
m | 41,0176 | <0,0256 @ +o0,0464 | 40,0234 42 o8
n 41,0432 @ <40,0576 @ <o0,0704 . 40,0543 44 o4
a 40,9798  <o,1208  o,0738 40,1146 | 44 51
p | 40,8896 | -o0,0576 4o, 0528 . -0,0595 | 43 12
r  <0,7808 | -0,0852 1*0,0592 | =0,0873 | 54
8 | 40,6912  -0,0640 +0,0688 - -0,0703 | *5 1lo
t <o,6080 =0,1216 %Ao 1456 . -0,1496 ?,jlo 51 |
u | -0,2496 @ ~0,1984 | 40,1364 . -0,2356 |'415 32
v | =0,2304 =0,0320 | 40 1416 | -0,0909 | 423 35
w  4o,0640  -0,1216 | jg,osoa . =0,1397 | 436 37
X  =0,0064 -0,1664 =-0,0l60 | »0,1678 | B 18
y <0,0512 ~0,0320 jg,o144 | -0,0344 | 49 34
z +4p,0128 =-0,1728 <0,0064 | =0,1730 | '4¥1 68 |
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III, RESENJE POMNOCU METODE
POTOELASTIGNOSTI

Primena metode fotoelastilnosti u ovom radu nema za eil]
detal jno ispitivanje naponskog stﬁpj% /oblik modela za to Je dosta
nepodesan/, veé treba da posluéi{ﬁajpre kao orijentaciona slika
kvalitaiivnog kargktera, a.tek ené; %ao numeriéka kontrola rezultata
dobivenih &isto teoriskim putem, 1

Fksperimenti su vrieni u Laboratoriji za ispitivanje kon-
strukei ja Gpadjevinskog fakulteta u %eogradu na aparaturi tipa
Pirard /sl, II1,1/, a delom i u Hidrétehniékom {nstitutu "Jaroslav
ferni" na aparaturi tipa Gakileo, :

Napominjemo da su postojalJ velike telkole tehnilkog ka-
rektera pri pripremi i izvodjenju ovih eksperimenata, zato ¥to nije
postojalo osobljevspecijalno kvaliriﬁovano za ovu vrstu posla, Pai-

ljiva obrada modela i 1nstrumentarijd igra tu bitnu ulogu.
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III,1 UVODWE NAPOMENE

Ako se ploda, napravl jena od pogodnog providnog materijala
/bekelit, pleksiglas, trolon, dokori#, 1td./, & koja se nalazi u ge-
neralisanom ravnom stanju napiozan314 stavi u polje polariskopa tako
da su joj glavne ravni paralelne sa Jmeron napredovanja svetlosnih
zrakovi, nastaje efekat slidan kao i kod prolaza svetlosti kﬁoa
kristal - dvojni lom svetlosti, Ekstraordinarni talas zaostaje u fasi
za ordinarnim, te se kao rezultat interferencije tih zrakova vide na

ekranu odredjena tamna odnosno svetla mesta, iz ¥ega se daljom ana-
lizom mogu izvesti kvalitativni 1 | titativni zakl julel o stanju
napona u posmatranoj napregnutoj plodi,

Eksperimentima je utvrd jeno da je spomenuta razlika u fa-
zi, ako se radil unutar granica proporeionalnosti, direktno razmerna
sa intenzitetom opteredenja,

Dye su oshovne familije krivih linija,dobivenih na ovaj
nadin, koje sluie za Jodno:na&no rolo#Jo naponskog stanja u posmat-
ranom modelui | | |
a/ Igchrome - nastaju kod pLolazn eirkularne polarizovane
8svetlosti kroz napregnuti model, a osLt&avaJu geometriska mesta tak-
vih t;aaka gde Je razlika glavnih napona konstantna,

b/ Izokline - nastaju kod brolaay‘ yavao polarizovane svete

losti kroz napregnuti model, & ozna¥avaju geometriska mesta talaka

adelje smer glavnih napona isti,
S5lika izoklina omoguéuje geometrisku konstrukeiju trajek-

torija glavnih napona, a kombinovana sa slikom izohroma daje nuine

i dovoljne podatke za odredjivanje vt%iainc glavnih napona u bilo

kojoj tadki modela,



bl ‘g - #
|

III, 2 NEKI OSNOVNI POJMOVI IZ FOTO’MS?IQHOSTI

III, 2, 1 Slika izohroma
\

Sliku izohroma dobivamo u thusk@pu sa cirkularno pola-

rizovanom belom 111 monohromatskom svetlokkm¥éu,

| ‘
Intenzitet svetlosti posle prolasza kroz cirkularnd pola-

riskop dat je obrascem |

ISR | /111,1/

2

gde jo ., razlika u fasi nastala dvojnim lomom, & J, je intenzitet
upadnog zraka, Odatle stredi direktno:

1
—
¥
S

EQ ax;ia T M ‘? {m=* 0 "', AL

T = § - o e
S - 2o dy S{2m)T

Znadi da o faznoj razlici «, szavisi kakva Se slika biti na ekranu
posle prolaza kroz model: kod unohrqntako svetlosti na ekranu §e

se pojaviti odredjena slika tamnih linija, a kod bele svetlosti sis-
tem 1linija u spektralnim bojama /ctudai naziv izohroma/, Linija iste

boje spaja sve ta¥ke u kojima Je rnm‘ raglika <, ista,

U providnoj izotropnoj plo¥i koja se nalazi u stanju rav-

|
nog naprezanja unutar granica elasti¥nosti razlika u fazi R: /111 re-

lativna retardacija/ merena u tulunin‘ duZinama data je izrazom

\
) /111.2/

gde je L - konstanta nazvana optifko - naponski koefici jenat,

G
F

{ - debljina plode, |
b, ¢ - glavni naponi. |

e

Jedna¥ina /II1.,2/ zove se opti¥ko - naponski zakon pri
ravnom problemu. _ '

Sve talfke modela u kojima Jb raglika °-7  konstantna,
imaju istu redardaciju Re ‘, a geometrisko mesto takvih uma Je
izohrome, Keko je, medjutim, ... ° ﬂ”pi , sledi da su izo-
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\
hrome jednovremeno i geometriske mesta talaka sa jednakim maksimalnim
tangencijalnim naponom, Red izohrome zavisi od optilke aktivnosti ma-
terijala, U eksperimentu se odredjuje +.\toliko tadnije ukoliko smo
bliZ%i graniei proporcionalnosti. Povoérnnj-optoroéonja dobivamo
na ekranu izohrome sve vbi¥eg i viSeg reda.

I; jedna¥ine /III,2/ sledi ;)= (¢ (p-g) » &4 o

duZina talasa svetlosti. Odatle jJe

T @ W+ F | /111,3/
|

Ovde je » red izohrome, a /' konstanta zavisna od vrste materijala
i debl jine modela, |

|
A "
F =33 ikq/Cnﬁ]
\
][ s f.¢ gr,kq/'cm']
F zove se opti¥ka konstenta modela /%01 fringe value/,
f zove se optilka konstanta materijala /material fringe value/.

/111.4/

Konstanta F ustvari je veliina maksimalnog tangenci jalnog napona
u talkama gde je red izohrome n:= 4 .‘

Za svaku kvantitativau analizu iz fotoelasti¥nih slika
potrebno j e znatl numerilke vrednosti ‘ovih konstanata,

\
III, 2, 2 Slika izoklina |

Intenzitet svetlosti posle ‘prolau kroz ravni polarizator

dat je izrazom |

r~ . 2R 4 |
] =(-a* fb{mx b sunt ‘f_‘t‘ | /111,.8/
|
gde je & - opti¥ka konstanta, ‘
4 - amplituda ravno polarizovanog talasa,
®t - retardacijajuqlovna) |
&

ugao izmedju ravni pela#zaton i glavnog napona .
Ogavde vidimo da je intenzitet avotlo*ti Jednak nuli, ako je



dy® mET /ulloJ za izohrome/
25 00 . |

U ravnom polariskopu javlju‘ se, dakle, slika izohroma
jednako kao 1 u eirkularnom, a pored #oga ‘Jo8 Jjedna tamna kriva
linija za £ = () . To je izoklina, Menjajudi nagib ravni polarizato-
ra, pri Semu model ostaje u istom poloZaju, dobivamo lzokline raz-
nih parametara,

Zg slike izoklina upotrebljava se bela svetlost, a velifina
optereéenja bira se tako da jasnoda aﬁik& bude optMlnn. Fri tome
korisno je upotrebiti materijal manje optidke aktivnosti kako se ne
bi pojaﬂlo i izohrome, Fofetni poloZaj polariskopa je nulta izokli-
na, & dalje izokline dobivamo rotacijom polariskopa za 5° 111 10°.
Fotpuna slika izoklina nastaje pri ror;clji u intervalu od 0 do 90°,
te zbirnu sliku dobivamo crtajuéi sve te 1zokline na zajedniXkom

erteiu,

Talke u kojima je [= i s 8o peg ¢ zovu se izotropne
ta¥ke, a prema /III,2/ vidimo da one ostaju konstantno tamne, Speci-~
jalni slu¥aj izotropnih taSaka gde je p=¢ = 0 zovu se singularne

tadke., U izotropnim talkama Je
zegy-:.P T,‘,'-“O

oy 2 To
Tade iz poznatog odnosa tﬁ 26 Gu= Gy sledi da Je ovde

6".2 "";_' are t? “g‘

tj. uglovi 9', i 61. su neodredjeni, Svaki smer tu Je ujedno i

smer glavnih napona, tj, kroz izotropne tadke prolaze izokline sviju
parametara., lzotropne talke dele se na pozitivne i negativne: pozi~
tivna jJje prema konvenciji ona gde pa ‘ tar izoklina raste u smislu
suprotnom od kazal jke na satu, U oko]j:: tih taZaka tok trajektorija

glavnih napona je karakteristifan: kod pozitivnih izotropnih talaka
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one su suleljavajuleg, & kod negativnih odbojnog tipa.

III, 3 OPTICKO BAZDARENJE MATERIJALA
Da bl se omoguéila kvantitativna analiza dobivenih rezulta-

ta potrebne je prethodne odé&dit‘i optisku konstantu modela i materi-
jala, Opti¥ka konstanta modela F ;"‘, “:‘;4 . odred juje se prema obras-
eu‘/III o3/« Prineip rada je u tome da se pi'i nekom osnovnom slulaju
naprezanja, gde je naponsko stanje potpuno jasno, odredi vrednost ! mx
a iz eksperimenta u cirkularnom polariskopu veliSina 7 s $J. red
tzohrome, Na taj na¥in konstanta F je odredjena,

U ovom radu baZdarenje je Tvrhno na dva nafina: na ¥isto

savijanje i istezanje.,

III, 3,1 Baldarenie na ¥isto savilanie

1

]
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?

|
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Q00 60s 1200 . 600

2 : 2600 mims )ﬁﬁr | e ;__Q:J,
Materijal: V.P 1527 | |

81, 111I,2 81, II1I,3

Model /sl, II1.2/ ima oblik ravne grede sa dva prepusta,
opterefene simetri¥no na krajevima, Deo izmedju oslonaca je u stanju
8istog savijanja, T

Podael za models:l= 1200 m+ = 600 o, b- 98 mm,
he260 o,

Aparatura u kojoj je model bio ulvrdéen prikazana je na

gl, I11I,4, a model udvrSéen na to] aparaturi na sl, IIL,5,




s1, III, 4

8. 1I1.5

Olovnim tegom izvrieno je balansiranje poluge nakojo]
je bio ulvriéen model, zatim je na tas na desnoj strani poluge
/v. 8, 11I.4/ postupno stavljeno optereéenje. Ceo uredjaj radio
je na zglobove, te se na bazi izmerenih dimenzija poluge i modela

dobiva momenat savijanja u delu izmedju oslonaca preme obrascu

M= 10 1116 P [ L
& v, 116" | 1_KJCIﬂJ
t
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gde Je P . kg teret stavljen posle balansiranja na tas poluge.
A M - X
Normalni napon jJe ©; = 7'} . HRako je OLy=U » Sledi
da je L el *'%QQEAQy> = j Ga s 8Je biée konadno
F il & - .?' ¥ /111.8/
gde Je 77 red izohrome u posmatranoj tadki na otstojanju ﬁ od

neutralne ose, U nafem slulaju izlazi da je

£
o A a0 % P

#

U eksperimentu je pommatrana talka uz samu gornju 1vicuﬁ7-7’ﬁ’k mm ,
a teret P je postepenc povedavan, Kako je greda u stanju &istog

savijanja izohrome imaju oblik peralelnih pravih 1linija /¥ sl.III.G/

8), 111,86
Registrovane su one vrednosti tereta pri kojima je kroz posmatra-
nu  tadku prelazila nova izohroma, Prema optifko - naponskom zakonu
tu postoji linearna zavisnost, Dobivenl su rezultati prikazani na
dijagramu /II11,7/, a odatle je prema obrascu /III,8/ sra¥unata je

optifka konstanta modelat

E = A4 . j j 2
] 1. 204V K [ Ly



Opti¥ka konstanta materi jala: ]{—.- Febze 4 1 1544 k?;’icm/

o
Ins
L:

Plia) L

\
-\
\

~a 1O |0y
el e
-+ -
£

> = o~‘ S—" :\I <
S AN ey R .

Diagram baz"daren/'a’ na saw','an/'e

81, II1I,7
III, 3, 2 Bgidarenje na istezanje
o : e Model je imao oblik ¥tapa
| 5
| Ai A-A ravougaocnog poprednog preseka
z > | > o
o ‘ e ?pgo o ot /v. 81, 111,8/. Ovde vredi
el e o B .
‘ Q-7 55 G g 1 il & e
A \ I % F= W laa™d T4 /111.7/
: i |
. 300,180, 500 80 300 ., P
& O e 3 : e jJe " red izohrome, tre-
+ = . . 2
Material= V.P. 1527 " _nutno opteredenje, a A= 1166 cm
81, I111.,8 povriina poprelnog preseka,

Sganje napona u Htapu jJe h‘ ogeno linearno, te je srednji
ravni deo modela pri poveéavanju opteredenja naizmenilno bavetljen
111 taman /cela povr¥ina je izohroma istog reda/. Optereéenje je po-
lako povedavano i registrovane su one vrednosti za silu P pri ko~
jima je povriina bila uakainnino tamma,., Jedan ciklus od dva uzastopna
tanma polja daje priradtaj 1 za red izohrome, Petiobno je ovde nagla-

veéu ulogu nego kod baZdarenja na &i

siti da kod ovog nalina baZdarenja s | jektivni momenat igra znatno
sto savijanje, te se po nalem
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mi¥l jenju baZfdarenje na savijanje moZe smatrati pouzdanijim,
Regultati prikazani na

I
b
P [Kal LR sl, I1I.9 pokazuju naravno
9 i .
/ 9 26171]  opet linearni odnos izmedju
1 ; 62634 n 1 P , te je odatle
/ | - ] |%6|  prema obraseu /III,7/ sra-
' ' ; 6 %4 gunatos
| 9 12629
/ 2
b e = = A 2 \ :
e \-[ < S 15} N] n ’,’;’ ..924 k {
R BT S f r ‘]/

. | : ; & , | Regultati dobiveni baidare-
Diagram bazdarenja na isfezanje

| njem na savijanje razlikuju
se od ovih za o,56%, tj.

81, III.9 , baZdarenje se moZe smatrati

kao ;!ovoljno pouzdano. Eksperimenat je igvrien ;‘ eiskularno pola~-
rizovanom Zutom monohromatskom svotlolruu. |
Isti eksperimenti izvrieno ru i sa drugim materijalom
/dekoritom/ , te su dobiveni rezultati:
na istezanje fe § 9402 kqfcm'
razlika 1,63%
na savijanje f’ 6,0369 /<q-/c:m' |
Vidi se odatle da je dekori} daleko osetljiviji od V.2,
1527, te bi se njime mogli dobiti i bolji rezultati., Zbog svoje vede
optifke osetljjvosti dekorit zahteva i mnogo pa¥l jiviju obradu. 'ﬁa-'
Zfalost, postojeée zalihe dekorita poktpiv&lo su veé Znatne inici jalne

napone, a sem toga i Svrstoéa na 1“0:"&:&10 mu je relativno malena,

tako da se nije mogao opti¥ki dovol jno iskoristiti, Model je kod ma~
njeg broja izohroma veé prskao, te su konadna snimanja izvriena sa
materi jalom V.F, 1527, Taj nterijal jt srednje optilke osetljivosti,

i upotrebljen je jednovremeno za& 1zokline i za izohrome,

- e ————————
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0,98 cm.

180
52%

S R e

128 . Sl .- 360 . 380 3o . My Ay
_ 2100 m)m | S8

= e e

Model materi jala VP, 1527
$1, II1,l0
Zg snimanje izokline upftrabljen; Je bela, linearno pola~-
rizovana svetlost, thoroéanje kod snimanja iznosilo je cca llo kg,
a2 odabrano je tako da jasnola izoklina bude ¥to bolja. Fotografisa-
nje je izvr¥eno na plo¥ama, otvor so¥iva 12,5 , a vreme osvetl javanja
lo sec, Folariskop se ibrtao tako da su snimljene izokline za sledeée
uglove: 0°, 5°, 10°, 18°, 25°, 38°, 45°, 55 , 65°, 75°, e0°, 5% 4

o
90 , Zbog kontrole sniml jen je ceo ciklus i sa modelom okrenutim za

180°, lzokline su antimetrilne u odnosu na poloZaj 45°.

Zg snimanje 1zohroma upotrebljen je isti model samo Je
svetlost bila Zuta monohromatska, cirkularno polarizovana. Da bi se
mogao sa sigurnoﬁéu pratiti red izoh s tl. mesta odakle izviru,
teret je poveéavan postupno, te su sn
1znosio 195 kg, 350 kg i 540 kg. Kod

slika izohroma prikazana na sl, III,11, Napominjemo da je ovaj eks~

jeni trenuei kada je teret

jvedeg tereta dobivena Je
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perimenat morao biti ¥etiri puta ponavljan sa Setiri razna modela,
jer su modell od dekorita preskalil veé kod srednjeg naponas x »ﬂfng;amh
mereno na preseku I = I /v, sl., III,lo. Na fotografijl stanje ni je
potpuno simetri¥no zbog toga ¥to model nije bioc savrieno taino si-
metrifan, Na sl, III,lla prikazana je fotografija izohroma za model
i1stog oblika napravljen od dekorite debljine d = o,60 cm, snimljen

kod opteredenja P= 214 kg./Ova] se model kod tereta od 285 kg

% q /
slomio, ba¥ u trenutku kada je trebao bitl sniml jen/ .

8}, 111, 11 ' 81, IIi;lla

Frskanje modela dogadjalo se obidne u unutradnjem uglu
na mestu gde postoji koncentracija napona, Materijal V,F, 1527 dobro
je izdriao teret od 540 kg /tu je prosedni normalni napon u preseku
I = I prema 81, III,lo iznosio e =153 kg/cmg. Veél teret nije se mo~-
gao primeniti, jer su se veé kod 540 Eg pofiele znatno kriviti poluge

ured jaja na kojem je visio model /v. sl, III,12/.



Na sl, III,13 uertane su izohrome korigovane na osnovu

triju fotografija snimljenih na tri raina modela istog oblika,

81, III,12 81, III.13

81, III,14 prikazuje zbirnu sliku izoklina, k2o regulator
za ertanje izoklina sluZile su izotropne talke, Na fotografi jama au.
registrovane Setiri i1zotropne tafke na osama simetrije, i ¥etiri
singularne tadke na periferiji kod uglova., U slici izohrome izotrop-
ne tadke vide se kao tamna mesta koja ostaju temna i kada se linearns
polariskop obrée, Sye izokline moraju prolaziti kroz izotropne taZke.

Model je relativno nepodesan za fotoelasti¥na ispitivenja,
Jer je veéi njegov deo gotovo u homogenom linearnom naponskom stanju,
Koncentraci ja napona javlja se u uglovima u blizini singularnih ta-
Saka, Med jutim, ta koncentracija prostire se na vrlo malom podrudju,
te je ovde slika izohroma nedovol jno Jdlnn, a izokline se optilki 1

ne registruju, jer glavni naponi =m ovde sporo menjaju svoj smer,



|
Zpyog simetrije modela 1 opterefenga eJc-simntrijo su ujedno i nulte
izokline, : ; '

s _glavalh napona

Kenstrukei ja trajektorija ﬁlavnih nepona izvriena Je pros=

tim geometriskim postupkom, Na sl, Ilﬂ.lb‘prikn:nno su ujedno izohro-
me, izokline, trajektorije glawnih nnqena i konstrukelja trajektorija
iz izoklina, |

|
@ j [ ' :
1/
# .glgé;’
/
r" | —

81, III.14 81, 111,15

Pri konstrukei ji trajektorija isetroﬁnn tadke izdvajale
su p 1 ¢ 1linije, kako na osama uiﬂ.trﬁjo tako 1 na periferiji,
Detal ji kod izotropnih ta¥aka prikazani su na slikama III.,16, III,17
i I1I.18, ‘




81, III,16

Iuwmum

kalnoj osi simetrije /sl. m,xv/

_Sc pozitivna, te su mmwg
ovde sufeljavajubeg tipa,
Iduéi po osi simetrije, do
izotropne talke poklapa se osa
simetrije sa P trajektorijom,

't- su eusmmsn glav

Izotropna umm ho~
“hej osi amm,io Je
upﬂ.m iwtmm m

a od uotm tafke dalje sa 2‘,  :mfmum.

Singularne ta¥ke na perife~
riji takodje razgraniSavaju }
1 7 1linije po periferiji. One
1sto tako kod iste familije tra=
jektorije /bilo to P 111
IMM mmﬂhwu dva skups

nm.m smm 'Y arm
mm na lhf

b
Bl dﬁa&ﬂ.ﬁ‘\.ls M m—‘#&’m o

. 81, IIIa8



561

Na sl, III, 19 prikazana je kompletna slika trajektorija
glavnih napona, Ovde su éb linije izvudene punom, a g linije ispre-
kidenom lini jom, Hg slikema III,20, 21, 22 1 23 date su fotografije

0 |
izoklina za 45 , 550, 65° i '750. \

81, IX5.19|
|
Tyme je uglavnom zavriena kvalitativna analiza dobivenih

rezultata,
|

III,.5. ODREDJIVANJE VREDNOSTI GLAVNIH NAPONA i

Od oblika modela, grtni&xn#: uslova i opteredenja zavisi
na koji se na¥in iz ranije navedenih podataka dolazi do vrednosti
napona P 19 u pojedinim tnakuq‘t. Postoji veéi broj metoda,
svaka ima izvesne prednosti odnosno jano. Dgéemo ovde kratki kri-
ti3ki pregled tih metoda, |

Hetode se mogu podelitl u dve grupe!

1/ One koje reSavaju problem diroktm+ 1 1skljudivo s podacima dobi~
venim fotoelasti¥nim putem. |
2/ One koje 1z slike izohroma koriste razliku p-y » & na neki drugl

~na¥in dolaze do vrednesti f+7 /tJ. kombinuju izohrome i izopahg/ -
|






o&?n

Fri radunanju glavnih napona treba voditi raduna o do-
slednoj primeni konvencija o znacima, Trajektorije p i Zr glavnih
napona orijenti¥u se po pravilu desnog koordinatnog sistema,

2‘\“‘- R L ﬂ<Q

81, 1II.24a 81, III.24b

U okolini neke take krivina trajektorije glavnog napona
je pozitivna, ako se pri pozitivnom napredovanju po toj trajektoriji
uzastopne tangente obr8u suprotno od kazal jke na satu,

Ovde je potrebno spomenuti poznate Lnn;-!nxwell-ovo dife~-
rencijalne jednadine ravnoteie duf trajektorija glavnih napona, U
' slulaju ravnog stanja napona uz otsustvo zapreminskih sila za pra-
voliniski elemenat povrSing u elasti¥nom napregnutom telu vrede po-
gnate Navier-ove jednaline ravnotefe /I,1/, Poinntrajuéi ravnoteiu
na krivoliniskom elementu povriine formiranom tako da su konture
_elementa kolinearne sa trajektorijama glavnih napona, dobivamo Lamé-

HMaxwell-ove J«;mﬁ-tm ravnoteZes

/111,.8/

e

gkt

-

81, III .26



Integraci jom duZ trajektorija dobiva se odatle

/I11,9/

tj o poznava juéi vrednosti %;w. s G » oblik trajektorija 1 veliSinu
g ~a

( .»b..f") , mofemo integraci jom dobiti glavne napones t, i z u pro=

izvol jnoJ ta¥ki podrulja koje posmatramo, Sve ove podatke dobivamo

iz slika na osnovu fotoelastidnth eksperimenata,

1II, 5. 1 Metode I grupe
a/ Integracija du? linifas glavnih napona

Polazi se od neke tadke na
slobodnoj konturi /tj. takvo]
- B
gde Ye tangenci jalni napon i ,

normalni napon upravan na kon- : : ‘ b
A A'od Abs fAYAN
turu jednaki nuli/. Uzmimo da / i ‘F' e
/ \
polazimo od konture gde je na- B/ ;‘ | S
pon P Jednak nuli, Tada je u
nekoj talki na konturi 2-@: 9 ' 81, II1.26

a ta razlika moZe se dobiti iz slike izohroma, Teda moZemo pomoéu
jedna¥ine /I1I,9/ sraunati vrednosti } 1 g ubilo kojoj tadki
modela, :
Numerifke integracija sprovodi se aproksimativno po lini ji
u konadnim koracima, Razlika Z-—f mo¥e se odrediti u svakoj od
talaka D, E, F, ,.., a tadnost postupka zavisi od ta¥nosti kojom se
u pojedinim tadkama meri poluprednik v krivine, To je glavna sla-
bost te metode, i rezultati dobiveni na taj nadin moraju se primati

sa veéom rezervom,
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b/ Integracis po proizvelinod pravel 1iniii

/Mtoda razlike tangencijalnog napons/

Iz poznatog obraswa Z‘w’ ¥ ]o-z':},s;;n 26 sledi da po-
daci dobiveni fotooln.ti&nim putem potpune odredjuju ¢ . napon,
/b-9 dobivamo iz slike izohroms, a smerove glavnih napona, tj.
ugao $ 1z slike 1zoklina/, Ravni problem biée refen ako nadjemo
jo¥ 1 komponentalne napone G, 1 6y o

Iz Navier-ovih jednafina /I,1/ sledi integracijom

| ‘It
(6): *(6x), - | 55" dx | b
i 040
. p [° 0k A
(&) = 6k - | 5 4

-

Ako pod jemo od neke tafke na konturi i smer normalan na konturu.
kroz plodu usvojimo kao osu X , onda nam je poletna vrednost
poznata, jer je to vrednost glawvnog napona na konturi, Tada moZemo
dobiti vrednost napona Gx » odnosno C7 »U proizvol jnoj ta&ki
prema /III,1o/ sprovodeéi integraciju na neki od aproksimativnih
na¥ina, Ta¥nost ove metode zavisna je od ta¥nosti kojom su crtane
izokline, odnosno trajektorije glavnih napona, jer od toga zavisi
kojom fe ta¥no¥éu biti odredjena razlika A‘C‘y » koja je potrebna
za numerifku integraeiju izraza /III,lo/.

e/ Odred

Glavni nedostatak integracije duZ trajektorija glavaih

napona je u tome ¥to u obrascu /III,9/ dolazi poluprednik krivine

koji se ne moZe izmeriti sa velikom tadno¥éu, Filon-ovom transfor-
macijom 1zbe§x1uta' Je ta slabost, Ovde se integracija sprovodi opet
polazeél od neke talke na konturi po trajektoriji glavndg napona,

all se sluZfimo drugim podacima,
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Ovde su § 1 Sz.
trajektorije, a _'I’ i JM&&
dve uzastopne izokline,

1# je ugao izmedju tra-

Jektori je S, i izokline
'j.. . Filon je Lomé-

Maxwell-ove jednaXine

/I11,9/ trensformisao u

81, III,27 slededi oblik:

»

boo b i{"’*") ty T 4b

£ Z,“[(‘M) i 1 ab

/111,11/

U ove obrasee ulaze padac; koji se opet direktno dobs_,vaju
1z fotoelasti¥nih slika / 1n..z s ¥ » &b/, te integracijom dul
trajektorije 9, na neki od aproksimetivnih nadina dobivamo vred-
nosti B, 1 § . wproizvoljnoj tadki 4 . Integraeiju sprovodimo
u konadnim koracima po talkama O+ A+CeD+, tj, u tadkama gde
sledefe izokline seku trajektoriju.

Oya metoda specijalno jJe jo¥ detal jnije razradjena za slu-
Saj da Je S, linija ujedno i osa simetrije,

Metoda je vrlo pogodna u slulajevima gde su jasno izraZeni
uglovi !t;o ih tmjoktérija zaklapa sa izoklinama, 1 svakako Je pous-
dani ja od integracije sa primenom Lame-Maxwell-ovih jednadina u
originalnom obliku.



4/ Frocht-ove metods nagibe
/Slope equilibrium method/

Tom metodom grafilkim putem odredjuje se dijagram napona
2 kroz presek izmedju dve talke na slobodnoj konturi. Kombinujuéi
ta] dijagram sa dijagremem [ ~*  koji dobivamo 1zslike izohrema
dolazimo i do di jagrama za *F napon, te je tome problem potpuno re-
Sen, TeJ] na¥in odredjivenja glavnih napona narodito je pogodan za
preseke keoz ose simetrije,

Metoda se bazira na Hognagorovo- teorému, koji kazuje da
Jedan glavni napon ima svo] relativni ekstrem u onoj tafki trajek-
torije gde izoklina sefe trajektoriju pod pravim uglom, Takva tadks
zove se po Frpcht-u cupie point. .

Posmatramo presek A - C,

: |
na kojem postoji takva tadka B, : l B 7k
| ) el
Crtamo dijagram /~? , U uﬁkm ‘ T\’l\ 1 }4//}
N S |
A1C Je P‘Q.u.u 1 6o PRI /

su ordinate i za dijagram L .

Iy Mesnager-ovog teorema sledi

da je u taZki B nagib tangente

s £ 2adse 108t ime 4.5a &P S1. III.28

llniju /jer ovde P linija ima svoj] ekstrem/, S druge strane iz
H@woll-ovih J.dmaina mo¥e se dobiti nagib tangenata T 1 T ,

linije 7. u tadkama A 1 C, Ts tri nagiba slu¥e nam sada kao pomoéno

sredstvo za pribliZ¥no crtanje grafikona linije 2 /v. 81,111,28/,

Metoda je veoma prakti¥na { brza, a 1 dovoljno ta¥na, Fogodna je

za viSestruko vezana podru¥ja /prstene/, narofito ona koja imaju

osovine simetrije,
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111,86, 2 Metode II grupe

Metoda poliie- od Coker-a , Ovde se odredjuje suma glav-
nih napona merenjem popreSne deformacije J  plole. Péltoji Jjed~

nadina
d = -ig_t-k Z)‘*“Kf ¢g ) | /111,12/

gde Je & =~ Poisson-ov odnos,
E  « modul elastilnosti,
t - debvljina plode.
Znadi da je za sve talke homogenog izotropnog modela jednske deb-
1jine veli¥ina K konstantna, Tp konstanta mo¥e se odrediti opi-
tom na 1:tonnjo. Stapa napravl jenog od istog materi jala kao ito
je 1 model. Kada je konstanta K posnata, dovoljno je meriti J
u pojedinim talkama, pa da moZemo lzrafunati sumu »fwz_ o Iz slike
izohroma dobivamo razliku p~¢ , 1z slike izoklina smerove glav-
nih napona, a sve to zajedno potpuno reSava ravni problem,
Edktenzometri kojima se meri d mogu biti optilki, me-
hanidki 111 elektridni, Valja naglasiti da se razlika P-f mnogo
tadni je cdred juje nego suma 19*1 , 1 to je slaba strana te metode,
Ipak.‘ ona Je gotovo nenadoknadiva u slufajevima kada konturni uslovi
nisu dovoljno poznati / na pr,, kod elastilno uklje¥tenih ploda/,
Fostoji moguénost da se dobije sasvim gruba aproksimaeci ja
ze velisinu h+¢ , ako se model zagreva do temperature od cca
250° F, Jer su onda deformacije tako velike da se mogu meriti obi¥~
nim mikrometrom., To je narofito efikasno kod odredjivanja koncen-
tracije napona, kao prva aproksimacija stvarnog -tnnjq koja onda

dobro upuéuje na tadniji radun,



Izopahe su, analogno izohromama, geometriske mesta ta-
Saka u kojima je zbir ;lavnih napona konstantan, Izopahe kombino-
vane sa izohromama pmoguéuju, dakle, uéunnhjo o@vojenih vrednosti
za b 1 g o Slika izopaha dobiva se eksperimentalno pomoéu re-
fleksije na polirano] povriini napregnutog modela uz koju je pri-
1jubl jena glatka, savrieno ravna stnkiom plo8ica, koja stoji pa~-
ralelno sa srednjom ravni ploSe. Debl jina vazdulinog sloja izmedju
povriina modela i plodice niéro. je za poprelnu deformaciju d s ko=
ja je proporeionalna zbiru glavnih napona, Na ta} na¥in interferen-
cijom se registruje zbir H+9 .

Pored toga postoji 1 Houl;or-on grafilka metoda za odre-
djivanje 1zopsha, kojom dobivamo kompletnu sliku zbira P+7 po
celom posmatranom podrulju, Detalje ovde neéemo iznositi.

Vrlo je interesantno odredjivanje sume glavnih napona
pomoéu membranske ansloglje /den Hartog, Blot, Biezeno/, Bazira se
na Sinjenici da za zbir glavnih napona Z= 7+ vredl Laplace-ova
Jedna¥ina

2 s

i 8L . iy
sxw t =0 /111,13/

To Je med jutim i jedna¥ina za povriinumembrane koja je napadnuta
silama samo po svojoj periferiji. Ako se uzme membrana protegnuta
preko konture istog oblika kao i model, a visine u svakoj tadki
konture proporeionalne zbiru &= P*+{ u odgovarajuéim taZksme kon-
ture na originalnom modelu, onda ordinate ovako nastale povriine
membrane direktno daju vrednosti P+J u pojedinim tadkama, Ovde
se upotrebl java film od sapunice slifno kao i kod problema torzije,.
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o/ Numeril¥ko re¥avanije Laplace-ove jednadine

U II grupu ulaze jo¥ i metode kojima se numerilki reSava
Leplace-ova jedna¥ina /III,9/., Tim na¥inom re¥en je i problem raz-

matran u ovom radu, pa éemo ga detaljno objasniti na tom primeru,

III, 6. ODREDJIVANJE ZBIRA GLAVNIH NAPONA U POSMATRANOM MODELU

Sye metode grupe ¥ pretpostavlijaju poveljan m spored izo-
hroma i 1zoklina po celom podrulju plofe, Tada je mogule efikasno
sprovesti integraciju na bilo koji od ranije spomenutih na¥ina, Me-
djutim, slika izoklina na posmatrano] ploi lokalizovana je uglavnom
u spednjem delu ploe, dok se izohrome prostiru uglavnom van toga
dela, Ng taj nalin primena metode numerilke integracije veoma bi ne-
ta¥no obuhvatila naponske stanje u celini, Iz tih razloga primenjena
Je metoda numeri¥kog reSavanja Laplace-ovef jednadine za diskretni
sistem ta¥aka unutar plofe, Sam oblik plo¥e, koja je sastavl jena
kao kombinacija samih kvadrata, upuéuje odmah na primenu kvadratne
mreZe sli¥no kao i kod diferencnog rafuna,

Ognova za refenje je Sinjenica da u slulaju generalisanog
uvﬁog naponskog stanja vredi za zbir srednjih glavnih napona it prg
Laplace~ova jednalina:

s ¥3 b] Lo
aZ)E 55 + T‘;Tl e /111 ,14/

Na osnovu poznatog Dirichlet-ovog teorema za harmoniske funkeije
sledi da je uz date konturne uslove suma Z* 2+§ u svim ta¥kama
unutar plofe jednoznalno odredjena, Time je biharmoniski problem
sveden na harmoniski, dakle, na mnogo lak¥1i,

Zpog dvostruke simetrije modela uzet je u razmatranje
samo Jedan kvadrant, v, sl, III,29,

Iz slike izohroma odredjujemo vrednost | “{ na linijama
AB 1 6DE, To su ujedno i vrednosti i““‘i_ » Jer je na tim sektorima
Jjedan glawvni napon svuda jednak nuli. Zbog nedovol jno jasnog stanja



na slici izohroma u okolini talke gde je koncentraci ja napora, uzeti
su za tu okolinu podaci dobiveni primenom Teorije kompleksnih funk-
eija na isti problem, Na delu BC pretpostavl jamo homogeno linearno
naponsko stanje, tj, £ 1«0 g=0 p+g= 4,00,

Ne osovinama simetrije AQO i OE odredjujemo iz poznatih
konturnih vrednosti grubim rezonovanjem dijagrame za funkelje § 12
a odatle 1 pribliini dijagram z& b+ PO osovinama simetrije /v
sl, I1I,30 4 III,31/. Time su konturne vrednosti odredjene i moZe
da se zapodne iterativni postupak za dobivanje tadnijih vndnoiti

flo¥9 w diskretnom skupu ta¥aka.

Ori jentacija za grubo odredjivanje funkeija » 1 - ™
osovinama simetrije su jednadine /III.8/ iz kojih se dobiva

%

92 /.1 22 ih . e / o, 9 e Z-t
>4, / ‘i[y" 24 /m 4 ) 3-)%; {\ ('& Z{%) s a]'z /111015/

Keko je uvek 7-p manje od nule, a predznak poluprednika krivine +

~ vidimo iz slike trajektorija, dolazimo i1 do predznaka za kolidnike
2, %
a ’b; 1 9154 .

Adm
d

Wi

2 . .
bj»n -a-z;; # ,{73«. 7 o + bju 12 /I11,16/

) "
Na ta) na¥in moZemo odmah oceniti da 1i pri napredovanju po trajek~
toriji vrednost glavnog napona raste ili opada, a prema polupredniku
krivine trajektorija koje pri tom napredovanju selemo, ceni se i

brzina toga porasta 111 opadanja., VaZno je pri tome voditi paZljivo

rafuna o konvenciji znakova za veli¥ine P , 7 1 T
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5. | R i |
Re = \ P , ! | Homoqe no fimearnc
B T SO J—— —_——t— = T< 0 { ' Il
] ‘%"‘40 % . , E sfanfe napona
R 53,20,1].¢ rasle :
g | D
7} AR |
g/——» PribliZni diagram l
| [t e
| e funkejje 9 A ¢
s1, III, 32 ot 9 Mo g

Fosmatrani kvadrant plode podelimo u kvadratnu mreiu,
najpre u grubu, a kasnije u finiju. U tadkama na konturi kao i u
unutradnjim vorovima pid¥u se vrednosti za funkeiju ° 1 onda za-
poinje proces odredjivanja tadnijih vrednosti za harmonisku funk-
eiju 2  putem rohkaicijo. Rukovodimo se poznatom Liebmann-ovom
formulom koja daje diferencni oblik za Laplace-ovu jednadinu:

&Lz, bL Iotd,)s 0 . /111.3%/

Za iregularnu tadku u uglu vrede specijalna jednadina

81, 111.33
Pri radunu sa grubom mreZom ocenjujemo u tadkama 11 1 34 sasvim
grubo /interpolacijom/ vrednost funkelje Z , & zatim na osnovu
Liebmann-ove formule 1 j ednaline /III,18/ sradunamo vrednosti o.
u svim ostalim Svorovima, Vpednosti za funkeliju .  na gruboj mre-
£1 pre i posle ove grube iteracije, kao i odgovarajuéi residuali,
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prikezani su na sl, III. 34, Ove vrednosti sluZile su kao poletne
za relaksacionl proces na finijoj mreii. Medjuvrednosti za finiju
mrefu sra¥unate su po Liebmann~-ovoj formuli. Relaksacioni proces
na finijo] mreii zavréén je relativno brzo, pribliZine za 4 radna
sata, ' »

Ha 81, 111,38 prikaian je zavrini deo tog postupké na fi-
nijoJ mreZi, kao 1 konalni rezultati za fﬁnkeija iy svim talkama
maeka, ¥ prikazanaﬂfdeln relaksacli je primenjen je opet specijalni
na&ih grupne reiéksacije pé'vertikali sa svehom da se residuali
1stég znaka brzo 1ikvidiraju ﬁemeéanjim njihovim prema periferiji.
Spednii résiaual pre te grupne relaksacije na celoj mre¥i iznosio

j!"@.tgdxéﬁ-z s dnklje na kraju hreénji residual spao na.ﬂggﬁxgg”z
Iz s1, III1,35 vidi se koliko su bile potrebne velike promene funk-
eije J. da bi se likvidirall rediduali maleni po veli¥ini all u
grupi istog predaznaka,

Sye veliline na sl, III .$4 1 II1,35 za . 4 . pisane

Q‘i.
su u jedinieil "reda izohrome", jer su se te vrednosti direktno ¥i-

tale 1z slike izohroma, Ty vrednost treba prorafunati na kg/cmg.

Specifi¥no optereéenje na periferiji : hyzé§§;:,ﬂggk?&nw/
- Sbe i

Iz jednadine Tw%,=%(p~g)=nvF’ sledl za 4=¢0
e o o HEE
"ETF C Taes T 459

Znadl da’napenu od 1,00 kg/ém? odgovara red izohrome ya:éggg
/ova vrednost usvojena je na delu konture BC/.

Obratno, redu izohrome n=1 odgovara napon od
0,1517 kg/emg . '

Ng sl, III,36 a § III,36b prikazanl su dijagrami za
razlikn pP~§ dobiveni 1z slike izohroma, Ove vrednosti, kao
1 vrednosti za ,‘Hi‘ prikazane su u zavrinoj tabeli', gde je iz~
vrien i kona¥ni radun za f 41 ¢ , sve preralunato na jedinicu

i
kg/em, Time je problem numerifki potpuno refen,
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Eksperimenti su izvrieni jo¥ sa dva modela kod kojih sred-
nji deo nbje blo kvadratidan, veé pravougaoni sa odnosom strana
2 : 3 odnosno 3 ¢ 2, Slike III,39 i III.38 prikazuju fotografije
izohroma za ove slulajeve, Zz oba modela snimljen je 1 ceo ciklus
izoklina, no definithdvni ﬁém za glavne napone zasada nije izvrien,
U zakl junom delu ovog rada biée date opitije napomene
o iskustvima stefenim kod eksperimentiranja, kao i1 o celishodnosti
i dometu ove metode pri relavanju sli¥nih problema, '

TABELA 2A PRORACUN GLAVHIH RAPONA

P-4 bty e . b 2
L - jediniea : r«* izohrome jedinica kg/em®
‘ !
1 46,60 +6,7 | + 6,878 |+ 0,055 + 1,01 | 4+ 0,01
I 8 + 6,80 + 6,76 + 6,630 [+ 0,130 + 1,00 | t 0,02
| B +6,80 + 6,81 + 6,655 |+ 0,185 | 4+ 1,00 | + 0,02
4 +6,T0 | + 6,87 + 6,786 |4+ 0,086 4 1,03 | + o,01
L 8 +6,80 | * 6,9 + 6,700 |4+ 0,2l0 | t1,01 | + 0,03
| 61 +6,80 | ¢ 7,1§ + 6,660 |4 0,460 +1,01 | ¢ 0,06
LT+ 8,80 t+ 6,9 + 6,865 +0,066 | + 1,04 | + 0,01 °
8 +6,3% + 6,02 $ 6,610 (40,310 + 1,00 | + 0,04
9 ¢6,l0 | 7,47 + 6,780 | 4+0,600 + 1,02 | + 0,10
lo + 6,80 '@ +6,8  + 6,820 [ 4+0,020 @ + 1,03 ("
11 + 6,50 3 + 6,3 + 6,450 ~0,006 | +0,98 @ + 0,01
12 + 6,00 | + 5,8 + 5,990 -~ 0,180 i + 0,90 - 0,08 !
18%a + 7,60 | + 4,5 + 6,066 ' ~1,5636 0 +0,92 | -~ 0,23
13 + 7,28 | t+6,78 + 6,970 - 0,250 | +1,06 | < 0,04
14 + 6,89 @ + 5,94 + 6,416 ' -0,478 | 4 0,97 | - 0,07
15 +6,22 @ +4,9 + 5,670 | -0,660  + 0,84 - 0,l0
17 +6,890 | 5,7 | +6,158 ' -0,435, +0,93 - 0,06 |
18 + 5,81 | ¢4,68 @ + 4,806 -0,315| + 0,74 - 0,05 |
19 +7,20 | +6,67T | +6,085  ~0,266 | + 1,06 | -o0,04
20 + 8,20 | * 5,61 | + 5,905 - 0,208  + 0,90 | ~ 0,04 |
81 +4,78 | +4,47 | +4,685 | -0,158| + 0,70 | ~0,028 |
22 + 7,15 | +6,68 | +6,966 | -0,285  + 1,05 - 0,04 |
23 +6,l0 | +5,50 | + 5,845 | -~ 0,255 + 0,80 - o0,04 |
24 T 4,60 + 4,46 | + 4,585 | -~ 0,075 + 0,60 @ - 0,01
25 T+ 4,66 | +3,30 @ +3,980 @ -~0,630! 4+ 0,60 -~ o,l0
26 +3,72 | +3,18 | +3,460 |~ 0,870 4+ 0,58 - 0,04
27 + 3,06 | +3,835 | +3,148 4+ 0,085 ¢ 0,48  + o,0l
28 + 2,78 $+3,26 @+ 3,000 '+ 0,255 + 0,46 @+ 0,04
29 + 1,57 to,586 @ +1,06¢ ~o0,5l0. + 0,16 - 0,08
30 + 1,50 +1,59 4 1,846 t 0,045 + 0,23 @+ 0,00
31 +#1,19 | +2,02 | 4 1,605 +0,415  t 0,24 + 0,04



- 60 =

N
Rt | Pty p 4 L P L
: jedinicat red izohrome | jediniea kg/em®
Sﬁ + 1,d0 + 2,15 + 1,665 | + 0,485 }+ 0,88 | + 0,07
23 + 0,76 - 0,41 T 0,175 | -~ 0,688 |+ 0,03 | ~ 0,00
33 + 0,47 + 0,61 + 0,540 | + 0,070 | + 0,08 °
' 38 + 0,30 + 1,13 + 0,715 | + 0,415 + 0,11 t 0,06
' 36 : 0,05 + 1,30 + 0,676 | * 0,685 | + 0,10 | + 0,09 |
33 + 0,56 - 0,78 - 0,110 ~ 0,670 [~ 0,02 | - 0,10 |
38 + 0,17 + 0,10 t 0,138 =~ 0,085 |+ 0,02 o
| 39 + 0,84 + 0,68 + 0,730 ~0,110 | + 0,11 | - 0,02
140 + 0,%0 + 0,79 + 0,845 = 0,085 | + 0,13 | o
‘41 4+ o,60 - 0,88 - 0,140 ~ 0,740 - 9,08 | - 9,11
42 + 0,08 ~ 0,08 + 0,015 | ~0,065 | + 0,00 | —~ 0,01 |
(43 + 1,08 + 0,45 + 0,730 ~0,280 | to,lo | -o0,04
{ 44:; + 1,10 + 0,62 +0,860 | -0,240 | t 0,13 | - 0,04
b i !
A +7,80 + 7,80 + 7,80 o 2,18 | %
|B| +7,70 + 7,70 + 7,70 o + 1,17 | R
‘} C. +7,60 + 7,60 *+ 7,60 o E* 1,18 | o {
(B +7,40 + 7,40 + 7,40 o i+ 328 | o |
iBi +7,% + 7,50 + 7,30 o $ 331§ o
Fi +7%e +* 7,10 * 7,10 o rl,08 | o !
G +6,9 + 6,90 + 6,90 o *1,08 | o i
Hi +6,7 +6,70 + 6,70 ° t1,01 | o
I ;6,69 +6,59 + 6,59 ° tl,00 ! o |
Id | +6,59 + 6,59 + 6,59 o *l,00 | °
‘K +6,89 + 6,59 +6,59 o *l,00 | o
L +6,50 + 6,59 +6,50 o tl,00 | 0 ‘
M 16,59 + 6,59 + 6,59 o ‘e L8 )
N +6,80 T6,80 T 6,80 <] *l,08 | [¢] i
101 *%,%5 + 7,3 *7,30 o f +1,11 | o i
(P! *lo,00 +lo,00 tlo,00 o "1,52 ! o
iR | +11,e 11,00 11,00 ° t1,87 | °
8! r B0 =~ 2,00 o - 2,00 o [ T 0,30 |
T +R2,;30 T 2,30 o - 2,30 o | " 098 |
Ui *2;00 ~ 2,00 ° - 2,00 ) ~0,390 |
Vi +1,08 - 1,08 o ~1,95 o ~ 0,30
2 +1,9 =1,90 o ~1,90 o ~0,29
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IV, RESENJE PRIMENOM TEORIUJE
KOMPLEKSNIE FUNKCIUJA

IV, 1 OSNOVNE JEDNAZINE RAVNOG PROBLEMA U EOMPLEKSNOM OBLIKU

Zadatak obradjen u ovom radu formulisan je kao I funda-
mentalni konturni problem Teorije elasti¥nosti; treba naéiistanjo
elasti®ne ravnoteZe uz date spol jadnje napone koji dejstvuju po
konturi}poauntrtnog,podruﬁja.'Prohlen je ekvivalentan sa t;gv.
fundamentalnim biharmoniskim problemom, kojim se traZi biharmoniska
funkelija U™ u datem pedru¥ju, sko su dadati 1zvodi ;-f;t ik g-%
po konturi toga podrudja. Taj problem refili su 1907 Hadamard, Lauri-
cella, Korn i Bogglo.

Redienje ravhas problemn'pamoéu Teorije kompleksnih funk-
¢ija svodi se na odredjivanje dveju kompleksnih funkcijn‘f(ﬂ ifr(s)
holomorfnih u posmatranom podrufju, koje moraju zadovoljiti odgova-
rajuée konturne uslove, Kad su te funkeije odredjene, ravni problem

Jje prinecipijelno relen,

IV, 1.1

Syaka biharmoniska funkeija U (\,Y) moZe se prikazati po-
moéu dve funkeije kompleksne promenljive %= X+tY | Ta ¥injenica
je od izvanrednog znadaja, jJer redenju ravnog problema Teorijo
elasti¥nosti stavlja na raspolaganje ceo aparat Teprije kompleksnih
funkei ja,

Neka je U bihammoniska funkeija, tj. 4aU=0 |
Cznadimo

aU= Plxy) - /1V/
3. P(0y) Jo namenisdn fusieodin, Ake 3o &10Y] narmsstons fanke

p

e¢ija konjugovana funkeiji s tj. zadovoljava Cauchy-Riemann-ove

uslove -

" Dea ne bl doSlo do zabune u oznekama usvajamo ovde iznimno
oznaku U umesto za biharmonisku funkei ju,



* 2 i o
. ax 39 : ' 3&;‘* . ax /Ivog/
tada izraz
f(2)* P(xy) + ¢ Qlxy) 19,3/

ozna¥uje funkeiju kompleksne promenljive X =X+*1y koja je holomorfna
u posmatranom podrulju o | e '

Stavimeo 11 nedalje da je

fe) = peig - ¥ 00 da T

tada je lako p roveriti da je i funkeija (U~ bx - ¢4  takodje har-
moniske, ti. da Jo A(U-px-9y)=0 , odatle yo U= pxtgy+py
gde Je p4 neka harmoniska funkeija u posmatranom podrudju 5 o Ozna~
8imo 11 jo¥ sa }(z) funkeljukompleksne promenljive Z , ¥1ji Je

realni deo p, , teda za jednovezna podrulja dobivamo

= Re{fr{(a‘) 2 (g)}

gle je Z  simbol za konjugovanb kompleksni izraz X=1Yy , Posled~-

nje moZfemo pisati i ovako
2U= Fy(e) e 2g(E) + f(2) + Jaa) /1,5/

Ovde je, dakle, biharmoniska funkeija U prikazana pomoéu
dveju kompleksnih funkeija £(¢) 1 1(%) , Taj 1zras dao je 1898 u
nedto druga¥ijem obliku E.Gouralt[ Sd . Funkei jJe @) 1 1(%) zovu
se kompleksni potencijal, Narayvno da 8e 1 komponentalni naponi Gx »
Gy 1 Txy , kao 1 komponentalna pomeranja “ 1 V Dbiti takedje
izrafeni pomodu kompleksnog potencijala,

Umesto funkeije (%) ﬁvedi se funkeija

dX
Tia) = o /IVe6/

Iz doudlnjegz(nelo se direktno izvesti jednadina

¢ &
| e,

ax T # - ¢(2) +E-f?z) + P(?)

/I¥e7/
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Spgda je mogude trafiti izraze za komponentalne napone
pomoéu kompleksnih funkelja ¢/ 1 (/%) . iz konturnih ualeva/l@ﬁ/
dobiva se, usvojivil samo oznaku {/ umeste ¢ s Jedna¥ina u kom-
pleksnom obliku '

(X + Cg)db =~0'4("§'§"?’5‘§%) - /1v,8/
odnosno prema /IV,7/ ;

(1 ¢+ 59)&2“"L"G{{ff’f}*f'ﬁ?wfﬁ)j v/
Mag jim tmncromoijaﬁ svodi se podlednje na:

6 +6y =2 [yiz)s c,?}';)J = 4 Re | ¢7a)]

Gy =Gy bl Al 2[ iy"{z) # 'gb'{z)] /IV, 10/
111, ako uvedemo oznake ’

¢hz) = g2 Filz) = Y le) /17311/
onda je

G+ 6y * 2 [ ffz",é} + %t’i)] = A Re[%g‘z\]

(;7— Q‘ $2-a ’Z'xv L {_ 2 %’(z\ + i’{"Z\J /IV.12/

Ovim su komponentalni naponi jednozna¥no odred jeni pomoéu dve kom-
pleksne funkeije f(2) 1 Y(#) . Obrasei 1 izvodjenje poti¥u od Ko-
losova /1909/. |

Mo¥e se pokszati ds pril datom naponskom stanju izraZenom
preko funkeija { 1 4 ostaju dve konstante slobodne. Da bi
funkeije bile jednozna&no odredjene, usvajaju se dodatni uslovi za

(2) u obliku ) '
y s ¢fo)z 0, Jm[¢l)]=0 ©/1¥.13/
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e . Uop¥tavanjem rezultata koji vrede za vi¥evezna podrudja
f2% . ;

i'*;:f dolazimo do izraza za funkecije f i +  kod beskonadno ve~
likih podrud ja:

1 r Y 1

O~ orroey BT 1 1+ (2] TR
2 (X-<Y) , ,

mfh Fomel 5 b M 7 s S % o f 23

:‘""} 24+ ) {““j"“‘ ' P“ . {9 T

gde su ['= PB:+L(, [Mep'vsC’ kompleksne konstante, a {fo(%]
i V.(2) funkeije holomorfne unutar posmatranog podrulija uklju-
Sujudi 1 beskonadno daleku tadku, [ i (;/ su komponente rezultu-
jubeg vektora spoljainjih sila / tj. sila na konturama otvora, jer
je podrulje viSestruke vezane i beskonadno/, a 4 je konstanta

odred jena izrazom

A AtSe [
X =35 =546

gle su A 1 / konstante elasti¥nosti zavisne od materijals, a &
je Polsson-ov koefieci jent,

%‘"

i
Realne konstante u i r ima ju vrlo prostu fizifku

interpretaci ju:
& o # # it Ay § 2 % - -'\f
(6)n2B-8 (6).=2B+8"  (%y).=C

Konstanta C daje rotaciju krutog tela i ne uti¥e na naponsko

stanje, pa je ovde odbacujemo. 1z poslednjih obrazaca 1zlazi:
‘ % -
Rel" = B = ‘fé ( b+ 2)

4 ’ Py

x'ﬁ :‘&)’f:{: it

/ ‘} LAk - /Ivas/
{ F”Z ] #

i
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gde su p i 2 glami naponi, a , ugao 5to ga napon P za~
klapa sa osom X ,

Iz obrazaca /IV,12/ vidi se da je naponsko stanje kod
prosto vezanih podru¥ja nezavisno od materijala /zavisi samo od
oblika podrudja i opterefenja/, a iz /IV,14/ sledi da kod vi¥e-
struko vezanih podrudja naponsko stanje zavisi od materijala samo
ako jo T+4#0 111 Y#0 , tie ako postoje sile na konturama ot-

vora,
IV, 1, 3 .
I; jedna¥ine /IV.8/ sledi da je
3f : | /V. sl, Ivol/
g AR, £ b
\ atl - U :
o iy (Taecy) do ¢ const
. (na L)
N\t ,
t :
R
Uvedimo jJo¥ oznaku:
A
81, IV, : / .
: y j(.’[nn’. Y, )do = f.(4) + < ]Cz (5) /1V,16/
gde su ¥4 i ;L sada poznate realne funkeije koordinate & ,
Taga Je
d . U :
i & N ){« e 1& + const (ra L) /1v,17/

Med jutim, funkeija na levoj strani moZe se izraziti pomodu kom-
pleksnih funkei ja ?Wﬂ i f{i) prema obrascu /IV,7/. Odatle izlazi
uslov koji moraju zadovoljiti funkeije ¢ 1 T na konturi L :

P(z) + MFE) + 3 = ,[,H'sz. + consl /1Ve18/

Naravno da za funkeije ¢ 17 vrede i ovde dodatni uslovi /IV.13/.
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Konturni uslov moZfe se izraziti 1 na drugl nadin, ako se
umesto komponenata _f 1 q. totalnog vektora spoljainjih sila
uzmu n jegove komponente A/ £ T u smeru normale i tangente. Kontur-

ni uslov tada glasi:

o e ~laed A o Pk o 4
f»z"z‘z t @iE) - £ {?‘?(&\tl‘/:’jz * Ntk T : /IVa18/
[ w [ 1
Ovde je usvojena oznaka it o
$®1= ¢'(z) Y(z) = ¢'(2) /1V.20/

Izraz /IV,19/ neki puta je pogodniji za primenu nego /IV,18/,

Iv, 2, PRIMENA KONFORMNOG PRESLIKAVANJA
Ng osnovu obrazaca /IV3o/ odnosno /IV,14/ i /IV,18/ mole
se vrlo efikasno reSavati I fundamentalni problem za podrulja krui-

nog 111 prstenastog oblika bez obzira kakvo Je spoljadnje opterede-
nje, Ako podrulje nije takvog oblika, direktno re¥avanje rawnog
problema ovim putem vodilo bi do suvife glomaznih 1 nepreglednih
rafuna, Zbog toga prelazi se na metodu konformnog preslikavanja

originalnog podrulja na beskonalnu poluravan ili na kruZfna podrudja,

IU'I!

\ .
4 (2) (%)
| ( .
5 , r
e
s1, IV, 2

Neka on. kona¥no 111 beskona¥no jednovezno podrudje

uklfeERvevity¥, bhakenadne

u (9)-ravni, ogranifeno prostom konturom & /81, IV, 8/, % neka

je &(¢) funkeija holomorfna u podrulju Z. ukljudivo i u beskonadno
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dalekoj ta¥ki ukoliko je podrulje beskonadno veliko, a neprekidna
i na konturi » Ako nadal'je neka proizvoljna tadka definisana
sa Z:uw/g) opile u () -ravni prostu konturu [  kada taika §
opi¥e konturu ; , tada funkeija z-«{$) daje konformno presli-
kavanje podrudja S unutar | na podrulje 7 unutar}® 1 ob-
ratno, Fretpostavlja se samo da je u tadkama konture w(s) konadna,
w'/d kona&no, a w?’c’)*o , kao 1 to da je w"/c) neprekidna na
a njena konturna vrednost da je data izrazom
w'ls) = %ﬂ /IV,.21/
Ako Je podru¥je 7 kona¥no, a 5 beskona¥no velike,
funkei ja w(f) mora postati beskona¥na u nekoj ta¥ki podrulja’l.
Lako je pokazati da w[f) mora imati prosti pol u toj tadki, tj,.
ako :bo.g uproffenja pretpostavimo da tadki §= ¢ odgovara tadka
Zaoe , tada Jeo wff): —;— + holomorfna funkeija, gde je C
konstanta, a w 7  ne postoji nijedan drugi singularitet /inale
tmnafomy:ija ne bi bila reverzibilna i jednoznadna/,

K . Vi ¢ . A& WAL LIAA ¥ AL > Widd (5 15 b7 5 C ¢ ”»
niem na kru¥na podrufia: Ako posmatrano podrusje 5 u(%) -ravai
preslikavamo na kruino podrudje 2 u ( §) -ravni, uvodimo polarne
koordinate

-
Bt B /1V.22/

Krugovima 9;:005‘1‘ i radijalnim praveima #a const u (5)-r¢m1
odgovaraju u (2] -ravni dva medjusobna ortogonalna sistema krivih
linija. Veli¥ine ¢ 1 P ke 0b wishustd kvt veltnishin Mesylte
natamafacke (x,y) u @) -pavni , Fostoji veza

»
3 N

: / h
X+¢23 3"0(3\% m{f{, )



llﬁ. ﬂ.;ma'
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Ovo je formula transformaeije za prelaz iz Dekartovih koordinata |
! : t7

u krivoliniske koordinate ¥ ;1w gz)-raval,

IV, 2, 1 QOgsnovni obrasei krivoliniskiim koordinatama

Izrazi /IV,o/ 1 /IV,12/ za komponentalne napone i k onturni
uslov /IV,18/ mogu se izraziti 1 u funkeiji krivoliniskih koordinata,
Koristeéi1 se formulom transformacije /IV,24/ kojem je dat prelaz iz
Dekartovih na krivoliniske koordinate pri konformnom preslikavanju
na kruina podrudja, dobivamo sada obmasce:

8/ za komponentalne napone

e |

. T
b o

fpedd =dRe ()= 2[ P51 §1n)

SRS

7}

/1vV.25/

i P £ oo | 000
™ , 6 = bl 1k 7 a 7.3
«"Aj’—yg -*Zb'fv - 0 7%) f“-’{’ﬁ} j{?i’?} . ‘*’{?)"j’f’éf‘}
s\

P

N
/ovde su p?. s ¥4 normalni, a [ J/ tangeneijalni napon u odno-
su na smerove ¢ i pr posmatrano] tadki/.

Manjim transformaci jama dobiva se jo¥

A , g § L 3 ; .
i - §6)+ 4T - (<61 411 ols) 5 -

Tim obrascima dati su naponi koji dejstvuju na konturi ¢ = const
mereno u smislu ukojem f rastej}
b/ konturni uslov /IV,18/ glasi:
f{%") ;& tm) a{’(s). : T{G) z .‘;‘ 1 j"‘ +consT { A e JA«) /IV.QG/
Funkei je f‘ i §'L bile su u ranijem poznate funkeije
lune koordinata ¢ , Kgko je 4 funkeija luka P na kenturia’;
to se u /IV,26/ 12, i fL moraju sada smatrati poznatim funkei jama

koordinate "' N
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Ako upotrebimo jednadinu /IV,19/,konturni uslov svodi se
na drugadiji obliki

§e)r gl - “;‘:”"‘s‘i*:;’%fﬁ? bl g (“"} bl [ s W
| ' . {na f}

IV, 2, 2 Frimens

Ploda je dvostruke simetrilna /v.
sl, iv.s/, pa je 1 ovde dovoljno posma-

. trati samo jedan kvadrant., O¥igledno jJe

da direktno radunanje napona bez konform=

. nog preslikavanje na prostije podrudje
| pretstavl ja rafunski veoma dugalku i go-

tovo neizvodl jivu operaciju. Fotrebno je

stoga ove podrulje konformno preslikati

bilo na beskona¥nu poluravan, bilo na

unutradnjost Jedinidnog kruga., Frimenom
81, IV,5 . roznate Schwarz-Christophell-ove trans-
formacl je moZe se svako poligonalno podrulje konformno preslikati
na beskonalnu poluravan, Funkecija preslikavanja vodi na eliptidne
integrale 1 veoma je nepodesns za primenu u konturnom uslovu /IV.26/,
Regultati dobiveni za posmatranu plofu diferencnim ra¥u-
nom i fotoelasti¥nim putem pekazujh da se naponsko stanje wu plodi
relativno brzo smiruje iduéi od sredine prema krajevima, Na osnovu
toga problem je modificiran time 35to je podruje prodireno, te Je
tako dobivena beskonalna ravan sa dva paralelna zareza kojl se pro-
te¥u u beskenalnost, Ravan je u beskonadnosti napregnuta na gateza-

nje paralelno sa esom J /v. sl, IV.6/.



N ,Davy [ 2% dao je obrazac
za konformno preslikavanje ovakvog
podrudja /ali sa o¥trim uglovima/ na
beskonalnu poluravan [¢|>¢ . Radi

ilustracije dajemo taj obrazac:

; /e Z.E \ P Ly s d:;m
BAXtAY o g Alal® TK") TLol®) - TR
¢ 2 £ i p1 % 1y
b & RN

Oyde je jo¥ g ‘j&%ﬁb s te se vidi da na desnoj] strani jednadine
dolazi komplikovana kombinaci ja elipti¥nih integralas i elipti¥nih

funkecija, Foznatom bilinearnom transformscijom

£ i f « 4
L | 4 w4 |
PO ot S NI

z st L)

mogla bl se sada beskoha¥na poluravan preslikati konformne na unu-
tradnjost jedinidnog kruga, tj. i posmatrano proiireno podrudje
bilo bi time preslikano na unutradnjost jedini&nog kruga, CUdmah je
jasno da uvodjenje ovakhih transformacija u konturni uslov /IV,26/
izaziva nepremostive radunske te¥kole, te otpada a priori kao poma-
galo za racionalno relavanje problema,

Zbog toga se preflo na reSavanje datog problema pomoéu
pribliZfnog preslikavanja proSirenog podrulja sa zacbljenim uglovima
na unutradnjost jedini¥nog kruga /v. sl, IV,7/,

Posmatrano p odruf je je beskona¥no vellko, & 1 kontura mu
se protefe u beskona¥nost, U knjizi N, I Mushelilvili-a i 2% raz-
matrana su mnoga podrulja, jednovezna i viSevezna, ali sva su ili

konadna 111 beskonadna sa otvorima u konafnosti, te konformno pre-
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slikavanje na Jedini&ni krug 111 na beskona¥nu ravan sa kruinim
otvorom ide uglavnom bez tedkoéa, Ovde se kao novi elemanat javlja
prostiranje konture u beskona¥nost, Neke probleme ove vrste diskuto-
vao Je“iikukawa {2{5. On je ovde predlofio i metodu za aproksimativno
preslikavenje na jedinilni krug, koja Je dosta dugadka, all daje re-
zultate sa stepenom tadnosti koji je podelen prema potrsbi pri reda-
vanju konkretnog problema,

Ako je, naime, funkelja preslikavanja data beskonalnim

polinomom

PP o |

(ol N = & - (7 z‘-&~‘~§~bL,‘%~:v;‘z % ot
"1 %/ tf gt wy T Haeq

kojim se preslikava nekop odrufje ¢ na jedinid¥ni krug [§]«1 *
tada polinom

e

w““} Sd,y * alyl# SR @, §
daje preslikavenje nekog podru¥ja ELV na jedini¥ni krug. Ovde je
S. @aproksimaecija za podrudje g , & stepen tadnosti ove apro-~
ksimaci je moZe se birati po volji, u zavisnostli od broja ¥lanova u
polinomu, Ovakva aprcksimativna preslikavanja pokazali 8u se naro-
8ito efikasna kod beskonadnih podrulja sa poligonalnim otvorima,
Na pre, preslikavanje spol jadnpsti pravilnog , - ugla na
unutra¥njost jedini¥nog kruga [ 27 sprovodi se pomoéu obrasca

n

oL §

£ aly) 8 } Voo

Podintegralna funkeija mofe se lako razviti u red, te sa relativno
malim brojem &lanova reda dobivamo dovel jno ta¥nu aproksimaei ju po-
smatranog podru¥ja. Ovakva pribliZna funkeija u 1zvesnom smislu Sak
se 1 bolje priblifuje stvarnosti nego egzakini izraz dobiven
Schwaz-Christophell-ovom transformacijom, jer ona ne daj% oftre,
veé zaobl jene uglove, 3to je u konstrukcijama gotovo uvek i ostva-

reno.
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Metodu pribliZnog proilihnnja sa uspehom su primenili
na razne probleme pomenutog tipa G, N,Sgvin, A,N,Dnnik i drugi [_85] .
Pri reSavanju plofe oblika prikazanog na sl, IV,7, koja
je konformno preslikana na unutradnjost jediniSnog kruga, usvojeni
su osnovni obrasei /IV,25/ 1 /IV,25a/ u transformisanom obliku 24
| $5 “ £ Ba Wii/.i”,,)
w(f)

)
T

)R )]

Oyde je } z f v ,a p= {?l pemtm je kaokomtmtno. Funk=
oije F/§) 1 G(t) tsvede se is L{{ﬂ 1 *f'{\g) prems jednadinama

‘“/

e 8 Rkt k)

e ? (/ Y
R';L o i‘%"

Fly) = ¢'ray. «fs)
| /IV.278/
6(5) ={ o) -4 T0) g0 )

Obrasecima /IV,27/ blde komponentalni naponi potpuno odred jeni &im
se odrede funkeije ~(i) 1 G(%) ,
Konturni uslov glasi:

5 R d [w) «}-5(})‘&,. -
[0+ ()= Ay ¢ 2y [y RN 4e0(5) v

<

/vredi na kenturi $= ¥ g3, za £:41 /,
U obraseu /IV,28/ dolazi izraz

Ovaj izraz, dakle, je funkeija od * , i p retpostavlja se da ga
Je moguée razviti u kompleksni Fourier-ov red:
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gde Je

v

e

?a

’:
J

Z
. :
f} : 1. A
7;' ALl ¥
g

/IV 30/

- & AV 5
: &
f4 W

Uz odredjene uslove za funkeiju j‘z‘/r’) en’,J ée red biti apsolutno 1

uniformno konvergentan,

Fynkel ja preslikavanja posmatranog beskona¥nog podrulja

na jedini¥ni krug odredjena ja aproksimativno, pri Semu je vodjeno
raduna da oblik funkel je mora zadovel jiti odred jene uslove,

S1. IVe8

Na sl, IV.8 prikazan

je jedan kvedrant, Preslika-
vanje je sprovedeno uz uslov
da ta¥ki : -
gﬁ 2p ] tABKL ;. :am

¢ wgue 1 da Jjo¥ zakXivlje~
r:Jo u uglu ima pribliZno dati
poluprednik krivine .. .
Oblik funkeije mora biti ta-

odgovara talka

kav da zadovol java uslov dvostruke simetrije, Ova funkel ja t;\li se

u opltem slufaju u obliku:

e > d
A z U B o TR o 4 7 ¢ g e
il i ' } o 4-.. g»l '1"’4 “5 V% f § :S g s ¥ "

S . /1 381/

Prvi %lan obesbed juje preslikavanje beskonadno daleke talke ravni
a parni Slanovi polinoma otpadaju zato 5to preslikavanje treba da

bude dvoskriuko simetrilno.

Izraz 3./4 ~-g* moZe se transformisati u oblik

s ¢/
(§=&  }
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tl. to je 3isto imaginarna veliline, Zpog toga koeficijent (. wuzi-
ma se realan, dok @, , @, Ly # ‘... mogu u opitem slulaju
biti kompleksni, » )
Prema obraseu /IV,31/ tafki = odgovaraju u/ §) =ravni
talke - * | , Fynkeija tw(s) postaje u toJ tadki beskona¥na, ali

E

i 4 o f § & .’;
sbir /s o) ? = ZRe| w{ﬁ}_j ostaje konalan, Imenitel) « '/ 37 izra-

za /IV,15/ postaje u tadki 31 * 3"“1;‘“ = 2{ nheskonalan, tj. ceo
izrez /IV,15/ za (=14 Jednak Je nuli, te ostaje neprekidan i u
to] talki.

Za priblilno preslikavanje polinom /IV,31/ ima konadni
broj ¥lanova sa numerilki odredjenim koeficijentima, te izraz
/1IV.29/ nije potrebno razvijati pomoéu kompleksnog Fourier-ovog
reda /IV,30/, veése mofie direktno uporedjivanjem koeficijenata raz-
viti u polinom,

‘ Funkeije F/¢ 1 G{!f) - odredjujemo iz konturnog uslova
/IV.28/. U tu svrhu prikagujemo ih u obliku reda

v
Kot B s By i e P £ 4
g f el BT P -~ « § 3 ~ s — -
‘;}j 4 j‘g {3 e f% f{:
A 58
/Iv,32/
e
ol + F e p 3 = e &
{ - S Pl A " e a i
\f 3 Wl o A ; H {.ﬁ,& ? e :_‘:,,; L b }

Ovde mofemo staviti da je koefieijfent /. realan /ukoliko « /-
nije ¥isto imaginarno/, jer prema ranijem je

f - ;r I

s SRS, S = A
o f I =0
4 fal i J‘?—M-; (G f ! } st {3/“54’ Q/

e { § ok B

Dg bi reSenje bilo regularno trafi se da rmu:o F(5) 4 &(5f vudu

holomorfnd u podrudju /¢/< 41 , a neprekidne i na konturi podrulija.
Kako je posmatrano podrulje beskonadno, funkeije wis] § @ 7] su

o > 4% g
singularne u taSkama { =X . , Funkeije (5] 1 v(§] post@jhk u

Ao

tim talkama takodje singularne. Da bi ih ovde udinili regularnim,



superponiramo im funkeije [ /§) 1 (. [%) ¥1J1 singulariteti zadovo-
ljavaju date uslove u beskonadnosti, Tada umesto konturnog uslova

/IV.28/ imamo

Kako u dn‘m- sluaju od spoljalnjeg optereéenja postoji samo jedi-~
ni¥no zatezanje u beskonalnosti (c;,)_—. { » leva strana poslednje
Jedna¥ine jednaka je nuli, te moZemo pisati

-hn- 4 { B ) )

w(f) +3 §) =/ ¢ A
) F”\fr{ Iwa‘ﬂ F‘f?)j‘?f’{’)

/1V,33a/

Prema obrascima /IV,15/ za beskona¥na podrulja kod optereéenja
(Ey)u=1,00 sledi da Je

Fi($)= +'(s) G, () = F wfs) /1V 34/

te poslednja jedna¥ina dobiva oblik

PR TTETS
..Sé. e /) ES i.L ~ {4 / .
*45{ ;[,"““)@" &f"f“iG('g”) (60 o) s

Ako funkeija preslikavanja w( §) ima polinom ™ -tog .
stepena, t]. g
w(g) = @, T2 tacf ta, 804 4 a,



onda se izraz ._1(3) moZe prikazati u obliku

e

/4
(¥} e e | Y N ~&K

3 = - 5 ——— & il s s
ol | - J ‘ %) AN 5 % {")»\-13 i .( “a ‘:-—;—u’u’mk 3 /IVOM/
L §a & e )
Jedna¥ina /IV,35/ identi¥ki je ispunjena za svako W s te moZemo

upored jivanjem koefieci jenata na levo] i desnoj strani doédi do koe-
ficijenata za funkeije F(y) 1 Gl5) . Iz ove jednadine vidimo

da se funkeija ((5) Jjavlja samo sa negativnim stepenima od § p
tj. upored jivanjem koeficijenata uz Slanove sa pozitivnim /odnosno

nenegativnim/ stepenima dolazimo do koeficijenata ': . Kada je

funkeija F/5) poznata, funkeija 57| odredjuje se direktno iz
jedna¥ine /IV,35/ . Ravni problem time je prineipijelno refen, jer
komponentalne napone nalazimo tada prema obrascimes /IV,27/,

Specijalno, ako se tra¥i samo normalni napon peralelno
sa konturom, rafun se znatno upro¥éava, jer nije potrebno traZiti
t\nikciju G{g) o Na konturi je, naime, ? ") =0 , te iz prve
jedna¥ine /IV,27/ kao i 1z /IV.34/ sledi da je

. 5t !,g . &' ~."
W M= 4+ 4Re *‘;‘*2;‘_)) (#da (X ) /1V,37/

4y '
Keda su komponentalni mapeni ¥ ,if< #%¢ , unekoej po-

smatranoj proizvol jnoj tadki podrufja o poznati, onda se veli~
8ina i smer glavnih napona nalazi uobidajenim putem:

e S
M“i‘iff*” Jgp- e 5 ]

2, ,..f’ ¢ P IV.38/

Ovde se ugao "~z meri od osa |, S s kriveoliniskog koordinatnog
sistema u odnosu na talku koju posmatramo, Znafi da je u originalnom



podrud ju potrebno nacrtati dovoljno gustu mreiu krivoliniskih koor-
dinata, te se onda smerovi glavnih napona nanose direktnim odmera-
vanjem uglova ., od ose f krivoliniskog koordinatnog sistema

u posmatranoj ta¥ki,

IV, 3. NUMERISKO ODREDJIVANJE STANJA NAPONA

Obrasei /IV,27/ 1 /IV,37/ daju komponentalne napone za
posmatranc p roSireno podrulje prikazane na sl, IV,8, ako je pret-
postavl jena funkeija preslikavanja u obliku

-~
1y
=

u;{ Yi s @& 7‘}'}'{‘ T t'{;«"‘j - !Css 5 C~(,::3 /Iv’gl/

Med jutim, praktilino je nemoguée koeficijente u ovom izrazu dobiti u
op¥tem obliku kao funkeiju odnosu h : 1 /ve 81, IV,8/, Za svaki
posebni numeridki odnos 5 st moraju se ovi koeficijenti posebno
izradunavati iz uslova da se dobivena kontura ¥to je moguée bolje
podudara sa originalnom konturom., Kao ¥to je veé ranije redeno,
keoficijenti @, uzima se ruhh, a koefieijenti «, , a, , [ PP
eesy mogu biti i kompleksni. R;.&un sproveden u ovom radu pokazao je
da se sa povefavanjem broja ¥lanova u redu /IV,31/ odredjivanje
napona izvanredno produfuje i komplikuje. Znog toga radun je izve~
den sa maksimalnim upro¥fenjem: u jedna¥ini /IV,31/ uzeti su svega
koeficijenti «, , @, 1 @ , a pored toga svi su usvojeni kao
realni brojevi. Frvi obrazac /IV,28/ numerilki nije pretstavl jeo
vebu ted¥kofu, ali drugl, gde ulazi u radun funkeija G(f) 1 kelid-
nik -Q[s) » 1 pored tolikog upro¥éenja dao je ogroman numeriSki
posao, dosta nepraktilan iz razloga ¥to tokom rada nije bilo mogude
sprovoditi efikasniji sistem kontrole numerifkih rezultata, te su
tek krajnje vrednosti komponentalnih napona davale kontrolu raduna,
Zg praktiZnu primenu bila bi ove metoda racionalna samo pri raduna-

nju konturnog napona, Ognovna slabost postupka je u tome ¥to u



krajnjim rezultatima ne figurilie opdti parametar "/t , pa to

znatno oteZava detal jniju op3tu analizu celoga problema.

Fynkei ju preslikavanja pretpostavljamo u obliku
£ %y g i a7
g gy rayg [+ 0(57) /1V,39/

4-§*

gde su «, 6, & , %y , @ prealni koeficijenti, Za odredji-

vanje prve invarijante stanja napona
~

? = ff;' . Lq fv%

dovol jno je odreditl samo funkeiju - { 5) prema jedna¥ini /IV,.23/,

Konturni uslov /IV,21/ svedi se sada na:

_.;i W _‘1 & i | ‘ - 3 ..,4‘&5_' i
TOs§5 "~ TS5 14 1Y trau§ TTar| =
e : /IVedo/
- Fly) » & [RGBV T - S 008
(117 5L ' [F) ey UL
.C‘}
v

u
Upored jivanjem nenegativnih koefiecijenata uz § odredjijemo odavde
koefici jente za funkeiju P ( f) « Rafun je pokazao da ova funkeija

ima samo ¥lanove sa parnim eksponentima,
Zg funkei ju L2 ¢) dobiva se izrasz

e o d ST 3
A2 () = Asj +,R5§ +H,f +0{;) ; /IV,.41/
gde je
Vi 52 g A = w_‘_fmm /
A Rl s~ (ara )| ay-da,a, +5(,q5-__fm3q$_)
N e i
A1 = (’(e;.»#t?()}[ a, (@4“513 v‘~4-a,g} + 62,,{2.5(42’-3! R,y =

/IV.41a/

R a - , e i A
A - 4 - 3 / z 5 4 ;
a,"=da,a, Hiasa. bas) ta,(a, -3¢ -3,/45‘) +9 5‘;‘35]

~
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Punkei ja [/ ﬂ nalazi se odatle u konadnom obliku

Flyye v Rgefgt , /1V.42/

.13
" 2

gde su koefieijenti [ , 7 , F;, dati izrazims

4 (m-—a“a.;%)-(*f *595')' 3as A,

v 5'9;.”{'/(+41 "SQ;)A({'H—jQF)

e’
!

23 Ao rFashs)sas(l+hi-54s) /1V 420/
S 2 }/'f

5 (1¢ 595)‘("'—1' @y fs +asha) "595\(@:43““;4:)
A A ;

]

i

Uvedemo 11 jo¥ skradenice

’kg - F‘; /& 2 5-505
o g - _ /IV,43/
£ = o= 2F 4 Hy ’(4” Q.- bay +tiw; )
(()‘ = -7 ,C: + ;‘1, : '_.[f&: Ao =2 q/1 + 5 iy
"ko » F; 'la . (-Z/,J + a/,’

tada je prema /IV 37/ prva invarijatna stanja napona data izrazom

. %f/_{+4M | /IV.44/

SR £ R el

gde Je



b . i i <?‘~ i m
A T “/; é&% _fz'“(u.d'ﬁ{ﬁhxﬁ} }5“"____ {lw) 5,,..4\(4“ 4}')
at o Ry

Ako velidinama P i b dajemo posebne vrednosti, dobivamo
prema jedna¥inama /IV,41 - 1V,44/ prvu invarijantu stanja napona,
Specijalno: ako je p=d s dobivamo vrednosti inva-
rijante g, za talke na konturi podrulja., Kako je ovde normalni
napon fﬂf = 0 , to izraz /IV,44/ daje venéin*normlnog napona

paralelno sa konturom, Najgon sredjivanja za taj napon dabévamo

izraz
SRR o a
v Nl;. =4 4 T ﬁQMx:%;D oo
gde Je
4 bem

AC + ‘53 ® &-S. Z ,'C "'-ﬁszi‘-m’) ’g,;u #"’ézws. [2(-a *M)]{l’b {{2 M'ﬁ)

CE*DL“zZ:“.‘{’,f { .m[‘?m.j')

L/Mé | EA

ML e Mise

1¥33.2

e W s

£ 5 1 - 2
LA I o

Kod svih ovih sludajeva usvojen je poluprednik krivine u uglu
P=f A , tj. 1st1 kmo i kod ploSe rasmatrane diferencnim postup-
kom, odnosno fotoelasti¥nim ispitivanjem.
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Funkei ja preslikavanja usvojena je u obliku

E R s
% o [;:-;-F; 5 e o2% ~L'€’+S
odatle jJe
!:-:? 3504 +C o '»':'55'6" )‘*

;'7'; { ¢ éD = "",'_‘ 7‘,,-_'-‘-,,’,‘2 # 4’ $8§ 74 e - \ﬁ =4 3148 4o ‘!& - ;.}( big §posk "-:“ i .l.-. 260 e S’f’

i

3 o % ‘* o Sk o o
X6 s 16 089052598 cmio ¢4 7480 :.‘,.n»;lr.f»?’ +2,5072 f.waa""«{,‘gmc_’,a -z’fw-.»‘ffj’
, | e o ,
Keoordinata tadaka pribliZne konture i napon b3 za razne vred-
nostl ugla date su u kledeboj tabeli.

% b X ¢4 ;3'

; 0° + 1,0300 j + 11,0000

- 10° |+1,0265 |+ 3,0698 | + 1,0754

18° j¢1,0179 |+ 2,1985 | + 1,1992

 22,8%+0,0931 | + 1,7020 | + 1,6252
25° |+0,9796 | + 1,6252 t 1,8888
28° '+ 0,0508  + 1,5751 | + 2,038
30° |+ 0,043 |+ 1,5350 | * 20807 |
57,5% o0,8708 | + 1,492 | T o,0825 |
45° r+ 0,7566 | t 1,4990 |~ o0,3891 |
60° + 0,480 @ * 1,58?9 -~ 90,3852 .
76° '+ o,2101 |+ 1,5125 | ~ o0,3965
90° | o |+ 1,4950 | ~ 0,4966 |

Di jagrami konture i konturnog napona za sve razmatrane
odnose g/f prikazani su na sl, IV,9,
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Usvojena je funkelja preslikavanja

2 e ) g 3 e s ‘ n .
wip\s & = U 602 ;’:“3’1 *09%0 } + ';,"{:T-‘}OS ~0 840 5 ’ - /1V.a7/
Ovde Je

Fg) = -0,5163 -0,0750 ¢ - 0,045¢ ¢

‘:i C+BDs "”f 2247 + /’f}‘aﬁ 19 2oy 2 j’ ”égi?é‘fﬁ e lffﬁ%*n:/ 3290 f.w—wf' * f:?,€;599 PR 35“’(:)

i

P

1 z : 3 -~ 4 .‘. P - F 5 . e ,
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by X 434: f«?*
Oe + 1,0700 oo o 1,0000
7,5 | +1,0502 | 4+ 2,4864 | 4+ 1,076l
10° | 41,0468 |+ 1,9465 + 1,1602
18° | £1,0173 | 41,4731 | 4 1,4168
18° | +0,9944  + 1,3427 | + 1,6134
20° |+ 0,970 | 41,2086 | 4 1,7123
 21° | 40,9677 | + 1,283 | + 1,7260
92,5"% + 0,0528 | + 1,2304 .+ 1,8607
26° | +0,9149 | + 1,214 &+ 1,001l
| 50° |+ o,0661 | + 1,182 | - 0,2415
45° | +0,6438 | + 1,167 | - o0,3104
60 | + o,4000 | + 1;2136 .~ o,2252
75° ? + 0,1829 |+ 1,217 | - o,3049
90° 5 o + 11,1011 | -~ o,3509
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preslikavanja
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D X “4 53‘

0° |+ 1,0800 oo + 1,0000

5° |+ 1,042 @ + 2,4000 | + 1,0625

7,8 | +1,0380 | + 1,6900 + 1,1478

10°  +1,010 | + 1,377 + 1,2778
12,5° + 1,00l0 =+ 1,220 + 1,459

18° | +o,08le | +1,le% | + 1,6879

18° | *o,0510 | + 1,0350 | + 1,6673 |
22,6 + 0,8997 + 0,0942 + 0,510l §
25° + 0,8680 t 0,0880 = -~ o,0202 ;
30 | +0,7967 @+ o,0900 | - 0,3407 |
a5 t o,5600 =t 1,0250 | - 0,2476 s
60° t 0,3%00 =t 1,080 - o,2168 g
78" |+ 0,147  * 10080 | - o,2674 |
90" o | * o,9%0 - 0,5102 5

/1V,48/
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Funkei ja preslikavanja usvojena je u obliku

w(f)2z e 0,205 7531 +0,819¢ + 01678 +0,043 § /1V449/

% o )
Fi§)=~ 0,245 ~G 1520 § = 0,0639 §
AC+BD = ~05734+ G35M el 4 40k0] s 40,4047 e b= 0, 1250 s di

fa

C'+D" = #4970¢ - 18000 @wfﬁ.ﬁqfié-‘“} _g_.,34j'..(}’3776 o2 g4 0,5002 Mg@

-
X £ } P d
o° + 1,0360 i + 1,0000
3° |+1,0811 | + 2,212 | +1,0062
5° |+ 31,0226 | + 1,4147 | + 1,1680
8° |+ 1,0022 | + 1,0246 | + 1,4532
10°  |+0,0838 | + o,9056 | + 1,5635
12°  |+0,9618 | + o,8477 | + 1,2747
15° 1+0,02%0 | + 0,8087 | * 0,330
22,8° |+0,8081 | + 0,8062 | - 0,181

30°  +0,6678 |+ 0,8255 | - o,1302
45°  |+0,4857 |t o0,8224 | - 0,1219
60°  |+0,2646 |t 0,7984 | - 0,2056
'75° + 00,1389 + 0,7904 ~ 00,2108

| 90° o + 0,8lo0 -~ 0,1703 %

i
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Oblik konture podrudja, koje se jednadinams /IV,46 - IV,49/
preslikava na jedinidni krug, kao i dijagram konturnog normalnog na-
pona paralelnog sa konturom, dat je na sl, IV,9. Uporedjivanjem ovih
di jagrama mofe se doéi do zakl juSaka o koncentraciji napona u uglu,.
Sagmi dijegrami pokazuju izvesno talasanje koje Je nastalo zbog toga
8to je funkeija preslikavanja uzeta u vrlo grubom obliku,

Velidinu maksimalnog konturnog napona dobivenog prema di-
jagramu IV,9 u zavisnosti od odnosa b/lt' prikazademo sledefom ta-

belom:
! / 2/ ‘ ‘ ; § § /

Svi ovi podaci vrede uz uslov da je polupre¥nik krivine u uglu stal-
no tst4 Y1 :% b . Iz ovih podataka mofe se konstruirati di-
jagram / P ’ % /i ‘

‘ Dijagram daje vrednost

N

bRy ' .~ u domenu odnosa h/}t koji se u
e : praksi uglavnom i javljaju, Za
: porast odnosa % -y M. 2 Bla
s kada srednji deo postaje sve
Tae u#i{, vrednost napona -A?‘T@‘ teii
050 N  prirodno grani¥noj vrednosti
ﬁ‘_._ “_:;1%, % ' 1,00 /srednji deo ploSe ovde

praktidno prestaje saradjivati

81, IV.le u preuzimanju optereéonj’/.
Dpugl je ekstremni slulaj kada odnos b —= 0 ToJ
granici moguée je pribliZavatli se ostavljajuéi h konadne, a po~
vedava judi ¢ preke svake granice - &ime bi problem prakti¥ki gu-
bio sve] prvobitni karakter, jer bi na taj na¥in dobili beskonadnu

ravan sa dva nezavisna jako udal jena otvora - 1l1i, pak, tako da
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ostane konadno, & s da - o o U tom sluSaju dobili bi beskona¥nu
ravan sa dva o¥tra zareza, Smatramo da numeri¥ki podaci dobiveni sa
svega 4 srafunata odnosa @Q ne daju jo¥ opravdanje za neko si-
gurni je ekstrapoliranje dijagrama prema levo] strani na sl, IV,lo,
gde bij kao granica za koncentracijunapona bila oo . Oba eks-
tremna slulaja, koji svakako pretstavljaju podrufja od interesa za
dalja teorisks razmetranja, izlaze sasvim iz praktifnog okvira po-
stavl jenog problema,

Postoji 1 treéi paremetar koji bitno utile na naponsko
stanje u posmatrano] pleéi. To je poluprednik krivine ¢y u uglu,
odnosno, ta¥nije redeno, odnos poluprefnika krivine preme jednoj od
dimenzija h 111 t . U dosada®njim rezmatranjima taj je _ﬁﬁiﬁﬁua-
nik uzet kao konstantan / 1 := %} /s 8ime se uglavnom pribliZavameo
stanju realizovanom pri kpnatrukoiji brodske palube, Naravno da se
priblifnom funkeljom preslikavanja u podru¥ju oko zaobljenja u uglu
ne mofe tadnije analizirati naponsko stanje u zavisnosti od promene
odnosa <£ 111 ji o Taj parametar bilo bi mogule uneti u obrasce
za konturne napone u najprostijem slufaju kada otvor ima oblik polu-
xruga /sl, IV,11/. M Kikukawa [zc} dao je za takvo podrulje dijagram
koncentraci je napona i faktor konecen=-
traclije napona u zavisnostl od odnosg

t

. S ali za sluZaj da dejstvuje
zatezanje paralelno sa osom X , te
Je svoje rezultate uporedio sa Neu-
ber-ovim slula jem zareza hiperbolidnog

obltka [ 34| .

81. IV, 11
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IV, 4 DETALJNI RASUN NAPONSKOG STANJA ZA ODNOS b/ = 1/,
; ; ‘ f

Funkei ja preslikavanja bila je za taj sludaj usvojena u
obliku /IV.48/ |

X 5 E = 04{;49 jzfg‘fZQj%u’Ing

Polazimo od jedna¥ina /IV,27/ za komponentalne napone i
konturnog uslova /IV,28/, gde samo funkeijema /()1 Q’j) moramo,
prema onome ¥to je releno ranije, superponiratl funkeije Eg/f) i
G f §) . Jednasina /IV,.27/ tadae prelaze u oblik:

= 4 F(Q"‘E(fz
f?i&vﬁ R 4}'{5)

/IVy50/

Eako prema /IV,34/ imamo

Fo () = 7 «fs) Gl5)= % w(s)
to prva od jednadina /IV,50/ dobiva oblik

}u t fag'e,q' =4 +4Re :,:((? ' /IVa51/

8 konturni uslov /IV.28/ prelazi u /IV,.35/,
Iz jedna¥ine /IV,35/ i funkeije preslikavanja /IV.48/
dolazimo na ranije opisan na¥in do funkeije F(§):

¢ S - 5 3
F§)=- 02845 - 04109 ¢ /1V.82/
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: ' ' rlo
Iz jedna¥ine /IV,35/ dobiva se tada funkel ja (;(f) F"
glomaznom obliku | '
G = 4 I' | = W -2 .ﬁ :
(1) = +0,084444 01755 §°- 01950 ¢ - 04400 + N, qde (&
; e (N '
M= -0,1465 5" -9 0727 " 04004 S”‘”"/“75 fdz* 0,5007 i +
§ ¢ 7y
C 0448 § —o,ozvéj -0,01Nj4+010534j1+ 0’0167‘ o VB8

: 4 y 10 - s
N = 44,7424 §" - 29920 ¢ ¢ 447044 + 0, 7356 §° -
6 $
- o,'/v-,z,j t 0, 1092 5{' + 013 ZIUZ‘

Izrazima /IV,62/ 1 /Iv,53/ odredjen je kompleksni potencljal za
datu plo¥u, pa je sada moguée neposredno rafunanje komponentalnih
napona. Iz /IV,61/ dobive se za prvu invarijantu stenja napona,
izraz

~

!

. 2 gL
B fif + VA 5 , gqde /€

3

A=+02402 40,5447§2‘cnz,¢5“f P‘*{-a/zos .:n‘ufﬂq 5215) J—fc/u}oooz ey

!
]
y

# 0,2259 ~fn3j)+f 1405616 e bedb -0 0455\—40;0710“2.; Zf—o, azojf‘." /1V.54/
3 (2 4 7 | £
B =+4,7424 -2,77120¢ cor ht 0 ' (+0,35¢ m‘j%f'goz.‘:') 1p /+./,oz<;g (ol

z SR |
- 02940 ot N0 p (~05190 eer lwt‘\»0,0494)1"0,40??.f“mzﬁ'w,frsm qu

Ovde su ¢ i /"u‘ krivoliniske koordinate u (Z) -rayni , te uvod je~-
njem posebnih vrednosti za ¢ 1 ) dobivamo iz /IV,54/ numeridki
zbir glavnih napona, Izraz je dosta duga¥ak, ali Je jo¥ uvek rela-
tivno prost prema onome koji proizilazi za desnu stranu jednadine
/IV,50/. Ta jedna¥ina razdvajanjem na reﬁ}ni i imaginarni deo daje

eksplicltne vrednosti za napone f} i m%& « Kada odatle sradunamo



oc 3 fini-
4 A 1z /IV,54/ dobivamo 1 Sh o, pa Je time ravni p roblem de

tivno redeh,
Vrednosti za komponentalne napone S’? 1 »5‘5’ dobivaju se

konadno u obliku

- A’é"ﬁ"ba CID’*C”D”
.-y L - 1 ’
f? bl + bql ,D . ,D 2 | /Iv.ss/

E. A”"I_Iq'b“ C’ ’AC'D”
J~? % B ul + ~Dol '2
D'+D
gde Je

V’]

>
1"
AR

v

:q,m fzwm( fm/) ,q Zﬂmf'z"‘,/sd»\/ﬂw})

O
{ o8

Bg.u'p“w/sz‘) B Z E)M() s (20 ) /IV,56/

LT

B ke 7' omf1n c"[c“f; . FEW I

M0

S D i (), D"zDM,f *pif1a9)

MmEQ

a koeficijentt A.., B, , C,.,0:e dati su u tabelt IV,12, Iz

’l\mo

<

C-

ovih koeficlijenata moZe se odmah uo¥iti da za f= 4  svi koefleci-
jenti A 1 < postaju nule, 5to je 1 potrebno, jer je na konturi
u konadnosti napon g’? svuda jednak nuli,

Ng sl, IV,13 prikazan je sistem krivoliniskih koordinata
u (z) -ravni, koje odgovaraju koncentri¥nim krugovima f= const 41 ra-
dijalnim praveima 2 const u jedini¥nom krugu [§|< 4 , U zavrinoJ
tabeli prikazan Je prelaz 1z krivoliniskih na Dekartove koordinate

za niz ta¥ake u (%) -ravni.
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Na sl, IV.14 prikazani su numeri¥ki rezultati za glavne
napone ns konturi i po osams simetrije, sraSunati prema gornjim
obrascima, Na istom crtefu dati su i rezultati dobiveni diferentnim
postupkom 1 metodom Fotoelastilnosti, te se mofe uo¥iti relativno
dobro podudaranje rezultata, Naravno da naponi dobiveni primenom
 Teorije kompleksnih funkeije sporije rastu prema vrednostd 3. 1,00
x s Jer je podrudlje uzeto kao beskan;éna ve~

dosti¥e vrednost % . 1,00.

kod pomeranja po osi
liko, te se tek u ta¥ki z

Ny 81, IV,15 prikazan je prema rezultatima dobivenim di-
ferencnim rafunom dijagram maksimalnog normelnog napona za tadke po~-

prednog preseka uzetog na onom mestu gde postoji koncentraei ja napo-

‘na /v. presek I - I, sl, IV,14/,

TABELARNI PREGLED KOORDINATA ZA PRELAZ IZ KRIVOLINISKIH U
DEKARTOVE KOORDINATE

0 * X <Y ¢ A X 4
1,00 5 | 1,042 | 2,409 | 0,97 | 7,8° | 1,331 |1,616
7,8° | 1,032 | 1,690 10° | 1,178 1,332
100 | 1,000 | 1,877 | 12,8° | 1,080 | 1,172
12,5° | 1,001 | 1,202 as® | 1,035 | 1,078
15° | o,981 | 1,102 || 0,0878 | ©° | 4,089 | o
16° | 0,951 | 1,035 | 2,6° | 3,088 | 1,491
22,6° | 0,900 % 0,994 | 5° 2,055 | 1,587
25° 0,868 | 0,988 | . 7,8° | 1,857 | 1,386
30° 0,797 % 0,99 | 110° § 1,513 | 1,217
45° | 0,860 | 1,025 12,6° | 1,174 1,10
60° | o,3% % 1,028 15° 1,084 %1,037
75 | 0,147 1,008 | 20 0,964 0,954
90 o | 0,99 % 30 0,791 fo,saa
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?l,eo
20,750
0,625
- 0,500
. 0,378
| 0,250

0,125

1,43
% 1,018
| 0,743
0,527
0,339
0,172

i

0,047'

§ f / A R 5, e, X iy §
| -~ ¢ §
fo.oava 45 op552 | 0,967 | 0,875 | 80 | o 0,916 3
% 3 g0° o é 0,955 | 0,760 | " o 0,827 %
%o.evs ° |23 o 0,625 ° 0,723 é
| 8° | 1,020 | o,780 ( 0,375 0 0,460
§ - 10° | 1,4 % 0,911 | 0,250 ° 0,322 E
‘ % 12,5°| 1,258 | 0,902 | 0,125 ° 0,164

| 15° | 1,044 0,885 | 0,876 | 7,5 | 1,639 | 0,801

- 20° | 0,987 | o,862 | 0,750 | 1,58 | 0,57 |

| 30° | o784 0,866 0,500 | 0,727 | 0,123

| e0° ilc,335 0,025 | 0,250 j 0,335 | ©,047 i

| 78° | 0,185  o,960 | 0,875 | 45° | 0,544 0,907
‘o800 | 15" | 0,687 | 0,234 | 0,760 0,620 | 0,779

| 20° | 0,648 0,297 | 0,685 | 0,478 % 0,642

% 30° § 0,558 | 0,400 £ 0, 500 ? 0,414 g 0,508

. e0® § 0,271 | 0,563 § 0,375 | 0,320 | 0,367

. 75° 0,134 0,594 § 0,850 | 0,227 | 0,239

. 90° | o | o604 | 0,225 | 0,116 | 0,117

§f2g9§°

i 4

i)

0,047 |

LN
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Vo ZAKLJUBAK

Dobiveni rezultati pokazuju da koncentracija napona kod

. zaobljenja u uglu ima veli¥inu koja svakako nije zanemarljiva, U di-
Jagramima /IV,9/ dat je porast konturnog napona u uglu, & na dijag-
~ ramu /IV,15/ prikazana je veli¥ina maksimalnog normalnog napona u
preseku poprefnom na konturu na cnom mestu gde je konturni napon
najvedi, Oba dijagrama zajedno daju inZenjeru - konstrukteru veé
dobre indicije za diuanz&on&sanjejlojaﬁanja ploe u podrusju oko
ugla., '

Med jutim, problem dimenzionisanja takve plode na palubi
broda time nije zavrien, U uvedu je napomenuto da se paluba nalazi
naizmenifno u stanju pritiska i1 zatezanja, Time se otvara nova pro-
blematika u dva pravea: jedno Je ispitivanje stabilnosti ovakve plo-
e u stadlju pritiska, a drugo je ispitivanje zamora materijala zbog
naizmenidnog pritiska i zatezanja., U ovom radu taj dec problema g
nije obradjen, Vrlo iscrpnu studiju o zamoru materijala u okolini
otvora, dokumentovanu obimnim eksperimentalnim podacima, dao Je
H,L,Cox {32} . .

Ng kraju potrebno je kritidki rezimirati neka iskustva
stelena tokom ovog rada, kao 1 dati neke op¥te napomene o primenje-
nim metodama, Frimenom diferencnog rafuna i metode relaksaeije, kao
i primenom fotoelasti¥nog ispitivanja mo¥e se principijelno reliti
svaki elulaj ravnog problema, Napominjemo ovde da je difereneni po-
stupak jednako dobro primenljiv bez obzira na to da 1i su konturni
uslovi dati po naponima, po pomeranjima ili medovito, Kod primene
metode Fotoelastil¥nosti druga dva sludaja zasada su veoma slabo

razrad jena,
Ako se u problemu traZi odjednom kompletna kvalitatiwvna

slika naponskog stanja, eventualno jo¥ 1 koncentraecija napona, onda
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Fotoelasti¥nost dovodi najbrZfe do cilja, Ako se trail kvantitativma
analiza sa odred jenim stepenom taZnosti, diferencni pcstupak'syakake
je brii 1 ta¥niji. U pogledu stepena talnostl postoji ovde bitna
razlika: kod diferencnog postupka mi svesno biramo formule aproksi-
macije da bi dobili Z%eljenu ta¥nost, dok smo kod fotoelasti¥nih is-
pitivanja vezani relativno jakim subjektivnim momentom kod &itanja
dobivenih rezultata iz prilid¥no ¥irokih i niodredjenih tamnih kri-
vih linija, odnosno mogu¥no¥éu uno¥enja sistematskih greSaka zbég
nedovol jno ta¥no obradjenog modela i prirudnog instrumentarija, kao
1 zbog eventualndh tehnolo¥kih nedostataka upotrebljenog providnog
materi jala, |

Za uspe¥nu primenu relaksacionog postupka, narodito kod
biharmoniskih problema, potrebna je velika rutina i intulclja, zbog
toga 3to je proces konvgrgcncijo veoma spor i osetljiv, dok foto-
elastino lspitivanje zahteva besprekorne uslove laboratoriskog rada,
pre svega dobro izbeZban personal koji priprema modele i izvedi opi-
te., Broj radunskih operacijas potrebnih za dobivanje definitivnih re-
sultata'mnogo Je veéi kod diferencnog postupka, #11 zato pripregni
radovi za fotoelasti¥no ispitivanje mogu 8esto biti duZi nego sam
Yépl-q i obrada dobivenih rezultata,

Fri primeni relaksacionih metoda poZeljno je da je dife-
renci jalna jedna¥ina problema linearna, da su konturni uslovi dati
po zatvorenoj konturi i da su takodje linearni, da je refenje pro-
blema jednozna¥no 1 bez singulariteta, ﬁodjutin, i takvi problemi
uspedno se reSavaju primenom diferencnog postupka, samo je radun
ovde znatno du!i 1 komplikovani ji /na pr,, problem odredjivanja
singulariteta u nekoj talki zshteve primenu vi¥estrukog smanjivanja
raspona mreZe u okolini te talke/, Dg spomeneme jo¥ 1 to - isti po-
stupik primenjuje se sa uspehom i1 kod prostornih problema - all ovde

Je radun veétoliko obiman da se moZe racionalno savliadati upotrebom
i
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elektronskih rafunskih ma¥ina,
Froces likvidaeije residuala ne konvergira uvek, Temple

[16;] je dokazao da je proces konvergentan, ako je sistem linear-
nih jedna¥ina dobiven iz uslova da je neka pozitivno definitna
kvadratna funkeija datih promenljivih minimum, Med jutim, pitanje
teoriske konvergencije nije kod relaksacionih procesa najvainije.
Znaajni ja je prakti¥na konvergencija, koja, medjutim, nelb pq’_}:noklj
put biti toliko spora da metodu ¥ini neupotrebljivom, Ali i ovde se
pogodnim grupnim relaksaci jama moZe ubrzati taj proces, te vé!tim
autors igre ovde bitmu ulogu.

Jo¥ je jedno vaino pitanje vezano za rezultate dob!.voxio
fotoelastilnim putem na modelu: ksko te rezultate primg‘iti'm
eﬁginnlnu konstrukei ju?

U slufaju da jJe plo¥a u stanju generalisanog ravnog napre-
zanja, a podrulje Je prosto vezano, unutar granice elastilnosti sta-
nje napona je nezavisno od materijala, Rezultati dobiveni fptoelas~-
ti%nim putem mogu se, daklg, preneti prostom propordjen na origi -
nalnu konstrukeiju. Ako je podrulje vi¥estruko vezano, a na kontura-
ma otvora dejstvuju spoljadnje sile, stanje napona zavisi od mate-
rijala, Eksperimenti su, med jutim, pokazali da ta ¥injenica ipak ne
unosi znatnije greSke za slufaj rawnog naponskog stanja., Kod prostor-
nog problema ove su razlike n& znadajni je,.

Kod rawvnog stanju napona mora model wu svojoj srednjoj ravni
biti gomtrilkl sli¥an originalu, Odnos debl jina ne mora ovde biti
isti kao i odnos ostalih dimenzija, jedino treba paziti da odnos
debl jine prema ¥irini na modelu buéo barem toliki da je ravno stanje

napona stvarno i realizovano., Fretpostavivii da su svi ovi geometris~-

ki uslovi ispunjeni i da jJe naprezanje unutar granice elasti¥nosti,
odnos napona P u nekoj tadki originala prema naponu p u odgovara-
juboj talki modela dat je izrazom:
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P w & 3§

pw T
gde Je \Vw. odnos optereéenja, L/I- odnos linearnih dimenzi ja
u ravni plode, a T/,  odnos debljina /velika slova odnose se na
originalnu konstrukeiju/. ‘

Uporedna analiza dveju spomenutih metoda dovedi do za -
kljulka da se ne moZfe postaviti neko jasno razgranifenje o 1zboru
metode, veé taj izbor treba izvr¥iti prema formulaeciji datog pro =~
blema i uhteﬁu koji se pri refenju trake, Ako je moguée, najbolje
je raditi uporedo na oba na¥ina, _

Nezavisno od diferencnog postupka i metode Fotoelastidnosti
ima primena Teorija kompleksnih funkecija svoje opravdanje kod odre-
djenih tipova problema. Za prosto vezana podrudja /kao 3to je, na
pr., razmatrani problem/ primena ove metode ima prakti¥nog smisla
jedino za odredjivanje napona po kégnturi. odnosno za& analizu koncen-
tracije napona pri promeni geometriskih odnosa dimenzija ploSe. Raduna-
nje naponskog stanja unutar posmatranog podruija toliko je obimno da
se za konkretnu primenu ne mo¥e preporuliti kao racionalno, Medjutim,
za beskona¥no velika, kao i za vi¥estruko vezana podrulja, Teorija
kompleksnih funkeija je u odnosu na op¥tu analizu problema i zakl ju-
%aka izvedenih iz takve analize vrlo efikasna, te njena primena ima
ovde, bez obzira na obimnost radunice, svoje puno opravdanje, Ovom
mtodén uspedno su refieni 1 mnogl problemi.ravnog stanja naprezanja
za sluaj anizotropnih sredina,

Dalja razrada Teorije kompleksnih funkeija u Teoriji elas-
ti¥nosti zahteva primenu Ceuchy-evih integrala i integralnih jedna-
8ina, Razradjeno je nekoliko numerikih metoda za relavanje takwih
jednadina /S.G, Mihlin, b.I.Qomn; A,Ya ,Gorgidze 1 dr./, 1 one su
sa uspehom primenjivane i za podru¥je s angularnim ta¥kama /uglovima/
/LG Magnaredze, J.Radon, T.Carleman/.
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Primena Teorije kompleksnih funkeija u resnim problemima
Teorije elasti¥nosti i danas se vrlo intenzivno proulava, te u tom
praveu postoji jo¥ Siroka perspektiva ne samo za ragne generaliza ~-
cije kod problematike vezane za ravni p roblem, veé i za mnoge druge

oblasti Teorije elastilnosti.
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