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I+ UVODNA RAZMATRANJA 0 INTERAKCIJI FLUIDA
I KONSTRUKCIJA

1. UOBITAJEN PRISTUP INTERAKCIJI FLUIDA I KONSTRUKCIJA

Sve gradjevinske konstrukcije, izuzev podzemnih objekata, se nalaze
u fluidnoj sredini, pri Cemu je fluidna sredina uglavnom vazduh i1i voda. Zna-
€1, najveéi deo konstrukcija je "uronjen" u fluid, odnosno fluid opstrujava
oko konstrukcija. Osim toga, odredjeni specifini objekti, kao $to su cevovodi,
vodotornjevi i drugi rezervoari, sadrie u sebi neki fluid koji se ili kreée
111 je manje-viSe u stanju mirovanja. Pri tome je uvek prisutan medjusoban uti-
caj Jjednog medijuma (solida, konstrukcije) na drugi (fluid) i obrnuto, tako
da se u inZenjerskim proradunima konstrukcija uvek uzima u obzir i uticaj flu-
ida.

U nekim situacijama je uticaj fluida na konstrukciju manje izraZen,
11 Cak, inZenjerski gledano, zanemarljiv, dok je u drugim situacijama to pri-
maran uticaj koji mora da se §to potpunije obuhvati.

Ovaj rad se odnosi na probleme medjusobne dinamicke interakcije flu-
ida 1 konstrukcija u situacijama opstrujavanja fluida oko konstrukcija, dok se
problemi unutrasnjeg kretanja fluida u konstrukcijama ne razmatraju, iako je
1 to znatajna oblast sadejstva fluida i konstrukcije. Takodje je u samom nazivu
rada usvojen termin "fluid", a ne "vetar", iako se razmatraju konstrukcije kao
Sto su visoke zgrade, dimnjaci i tornjevi, znali objekti koji su izloZeni op-
strujavanju vetra, a ne vode. Ovo je uradjeno namerno, iz dva osnovna razloga.
Prvo, problematika uticaja vetra je veoma kompleksna i joi nedovoljno ispita-
na naucno-tehnicka disciplina. Drugo, predlozeni na&in razmatranja medjusobnog
sadejstva fluida i konstrukcija je bitno razlicit od za sada uobi¢ajenog, tako
da je potrebno jo3 dosta dopunske nadgradnje da bi predloZen pristup bio prak-
ticno primenljiv u problematici uticaja vetra na konstrukcije (a time i oprav-
dao termin "vetar™ u nazivu rada).

UobiCajen i opSte prihvacen pristup izucavaniju kako uticaja vetra na
konstrukcije, tako i uticaja vode {posebno kod platformi za eksploataciju naf-
te), sastoji se u tome da se direktno definigu rezultujuce sile kojima vetar



111 voda deluju na konstrukciju. Ovde je posebno kompleksna problematika uti-
caja vetra (videti, napr. | 1.5 |).

Postoji veoma Sirok dijapazon moguénosti i manifestacija medjusob-
nog sadejstva fluida (vetra) i konstrukcija, koje se ispoljavaju kombinovano
i na razne naline, no u odredjenim uslovima jedan od fenomena medjusobne in-
terakcije moZe da postane dominantan u odnosu na ostale. U zavisnosti od toga
koji se od fenomena interakcije izucava, rezultujuce sile kojima fiuid deluje
na konstrukciju se izraZavaju {odnosno usvajajuju odgovarajucem medjusobno
razlic¢itom obliku.

U naleiu, rezultujuce (aerodinamicke) sile se jzraZavaju preko tzv.
dinamiCkog pritiska fluida i odgovarajucih bezdimenzionalnih {aerodinamickih)
koeficijenata. Pri tome u usvojenim izrazima za sile kojima fluid deluje na
konstrukciju mogu da figurisu i vreme, kao i funkcije kojima se 1zrazavaju po-
meranja odn. obrtanja konstrukcija.

Prisustvo konstrukcije u struji fluida namece odgovarajuce konturne
uslove samom strujanju. Usted uticaja sila kojima fluid deluje na kenstrukciju
moze da dodje do deformisanja (i1i kretanja) konstrukcije, a time i do promene
konturnih usiova strujanja. Usled promene konturnih uslova dolazi do promene
strujanja, a time i do promene u silama kojima fluid deluje na konstrukeiju.
Nekad su ove sile nezavisne od male promene poloZaja konstrukcije, a nekad
zavise isk1ju¢ivo od relativnog poloZaja i relativne brzine izmedju konstrukci-
je i strujanja fluida.

Sudtina uobitajenog pristupa se zasniva na eksperimentalnom izucava-
nju pojedinih vidova medjusobne interakcije fluida i konstrukcije i na merenji-
ma aerodinamickih (i11 hidrodinamickih) sila i drugih parametara kretanja (pome-
ranja, brzina, ubrzanja, frekvencija itd.). Na osnovu ovih eksperimentainih
ispitivanja se postuliraju izrazi za rezultujuce aerodinamitke sile. U ovim iz-
razima figuriSe Citav niz koeficijenata i drugih parametara kretanja koji se
biraju tako da odgovaraju¢i matematicki model daje prihvatljiva slaganja sa
eksperimentalnim modelom. Zna&i, ne postoji jedinstven pristup koji bi mogao
da obuhvati sve moguce vidove medjusobne interakcije fluida i konstrukcije, veé
se za svaki od eksperimentalno izuCavanih fenomena interakcije predlaZu posebni
matematicki modeli u kojima su, na odgovarajuci nain, direktmo definisane re-
zultuju€e sile kojima fluid deluje na konstrukciju.



2, PREDLOZEN PRISTUP INTERAKCIJI FLUIDA 1 KONSTRUKCIJA

SuStina ovog rada je u tome da se istovremeno radunski posmatraju
kako konstrukcija, tako i odgovarajuca ¥ira oblast prostora oko konstrukcije
u kojoj se krece fluid (opstrujava oko konstrukcije). Formulisu se jednaéine
kratanja fluidne sredine, same konstrukcije, kao i konturni uslovi na kontaktu
fluida i konstrukcije. Oba skupa jednacina, za fluidnu sredinu i za konstruk-
ciju, su medjusobno povezana konturnim uslovima, a takodje 1 "slobodnim" &ia-
novima, jer su slobodni &lanovi u jednom skupu jednalina zavisni od redenja
drugog skupa jedna&ina, tako da se dobija jedan jedinstven sistem od dva spreg-
nuta skupa jednacina, &ijim re3avanjem se istovremeno dolazi do kretanja kako
fluida, tako i konstrukcije.

[ako to nije i jedini pristup, kretanje fluidne sredine se opisuje
pomoCu Navier-Stokes-ovih jedna&ina i jednaine kontinuiteta. Kako ove neline-
arne jednaline nemaju u opitem slu€aju reSenje u zatvorenom obliku, to se ko-
risti metoda konaénih elemenata za diskretizaciju oblasti strujanja fluida i
samih jednalina. Dobijene diskretizovane jednacine koje opisuju kretanje flu-

@ su obiCne diferencijalne jednacine prvog reda, vremenski singularne i sa
relinearnim i nesimetriénim matricama, pri Cemu su osnovne nepoznate brzine i
pritisci fluida u ¢vornim tackama usvojene mreZe konaénih elemenata.

Trodimenzionalna formulacija kretanja fluidne sredine je u potpunos-
ti analogna sa dvodimenzionalnom, barem kad je re€ o teoretskom aspektu. Medju-
tim, za iole realnije prikazivanje domena strujanja fluida posebno u zonama
neposredno oko konstrukcije, potreban je veliki broj konainih elemenata. Time
se broj nepoznatih u trodimenzionalnoj formulaciji izuzetno povecava - tipican
red veliline broja nepoznatih bi bio 70:20000. Imajuci ovo u vidu, kao i pome~
nutu numeric¢ku osetljivost redavanja Navier Stokes-ovih jednadina, a takodje i
raspoloZiv racunar, DIGITAL DEC 20/40, u ovom radu se razmatra samo dvodimenzi-
onatna formulacija problema interakcije fluida i konstrukcija.

To znaCi da su i razmatrane konstrukcije (visoke zgrade, dimnjaci,
tornjevi) aproksimirane pomocu odgavarajuéih dvodimenzionalnih racunskih modela
sa tri stepena slobode kretanja. Ova tri stepena slobode kretanja dvodimenzio-
nalnih ralunskih modela konstrukcija su u opitem sluCaju medjusobno spregnuta,
a u pojedinim slucajevima se svode i1i na tri nezavisna stepena slobode, i1
na modele sa dva + jedan stepen slobode kretanja. Diskretizacija konstrukcija
na ekvivalentne dvodimenzionalne modele moZe da se izvrii ilj primenom Galer-
kinovog postupka ili modalnom analizom.



Il. PONASANJE FLUIDNE SREDINE

1. JEDNAZINE DVODIMENZIONALNOG STRUJANJA
NESTISLJIVOG VISKOZNOG FLUIDA

1.1. Jednaline kretanja - u, v, p formulacija

Kao 3to je ved receno- medjusobna interakcija fliuida i konstrukcije
se posmatra na problemu opstrujavanja fluida oko konstrukcije. Na sl. 2.1 je
Sematski prikazana dvodimenzionaina predstava prisustva konstrukcije (k) u
fluidnoj sredini. Strujanje fluida se posmatra unutar neke oblasti {i, koja
sadrZi konstrukciju, i unutar koje je strujanje fluida "poremeceno" prisustvom
konstrukcije.

Oblast @

Granica

Granica F2

Granica Tg

ST. 2.1. Sematski prikaz oblasti strujanja fluida oko
konstrukcije i granice fluidne sredine

Za fluid se usvaja da je nestidljiv, kao i da je zanemarljivo svako
dovodjenje i1i odvodjenje toplote. Prva predpostavka znaéi da je gustina p flu-



ida konstantna, dok iz druge predpostavke sledi da Je koeficijent dinamilke
viskoznosti u konstantan,

Kao posledica navedenih predpostavki zakoni balansa koli¢ine kreta-
n)a i konzervacije mase fluidne sredine se svode na poznate Navier-Stokes~ove
jednacine i jednalinu nepromenijivosti mase (Jednacinu kontinuiteta). Za dvo-
dimenzionalno strujanje u odnosu na dekartove koordinate xy Navier-Stokes-ove
jednacine i jednalina kontinuiteta glase:

du , dw o, Bw_ . 13, 2
SEAA iy < P e g - R = SN
3u<'£h0 (2.2)

U ovim jednaCinama su » i v komponente brzine fluida u odnosu na ose x i Yy, Sa
p Je obeleZen pritisak fluida (odnosno razlika u odnosu na hidrostaticki i1i
atmosferski pritisak), dok je v = u/pi predstavlja koeficijent kinematicke
viskoznosti. Sa £ 1 f su obeleZene zapreminske sile fluida, koje se u daljem
tekstu zanemaruju, jer se posmatra strujanje u horizontainoj ravni. Sa ¢ je
obeleZena vremenska koordinata.

Clanovi na levoj strani jednaline {2.1) predstavljaju ubrzanja fluida:
prvi ¢lan je lokalno ubrzanje, a druga dva élana su konvektivna ubrzanja. U
sluCaju ustaljenog (stacionarnog) strujanja su lokalna ubrzanja jednaka nuli,
pa jednaine (2.1) glase:

., w18, -2
it oY 0 dx :
{2,3)
U G} + v W . _ Z.?P + vvzv
ox oy p o

Za slu€aj tzv. idealnog fluida se zanemaruje devijatorski deo tenzora
napona, pa u jednacinama (2.1) il (2.3) ne figuriSu ¢lanovi uz koeficijent ki~
nematiCke viskoznosti v (Euler-ove jednacine). Takodje se u odredjenim primenama
zanemaruju konvektivna ubrzanja, Cime se jednaine bitno upro¥cavaju {Stokes-
ove jednaline).

U slucaju dvodimenzionalnog strujanja moguée je da se jednadine kre-
tanja fluida formulidu i pomocu tzv. vrtloine i strujne funkcije ili potencija-
la brzine. Ovde se posmatra tzv. "u,v,p formulacija" prikazana jednacinama
(2.1) 1 (2.2), gde su brzine i pritisak nepoznate veliine (tzv. "primitivne"
promenljive) koje definiSu kretanje fluida.



1.2. Graniéni 1 poCetni uslovi

Da bi kretanje fluida u posmatranoj oblasti Q bilo odredjeno, potreb-
no je da budu poznati, ili definisani, graniéni i pocetni uslovi.

Granicni uslovi za brzine mogu da budu definisani na dva nalina. Prvo,
kao esencijalni (Dirichlet-ovi) uslovi:

(2.4)

= Vg na konturi FI i 3

<
|

gde su na konturi zadate vrednosti brzina fluida u pravcu normale » i tangente
¢ na konturu, il1i kao prirodni (Neumann-ovi) uslovi:

(2.5)
5; = Yv na konturi Fz

gde je 3/9n izvod u pravcu spoljasnje normaie na konturu.

Graniéni uslovi Dirichlet-ovog tipa {2.4) mogu da budu zadati na
“ulaznoj" granici posmatrane oblasti 1, Cime se simuliraju poznati uslovi stru-
janja fluida u oblasti udaljenoj od konstrukcije. Esencijaini uslovi (2.4) se
definidu 1 na kontaktnoj povrdi fluida i Cvrstog tela (konstrukcije). Fluid pri-
anja uz &vrstu granicu i relativna brzina fluida u odnosu na konstrukciju je
jednaka nuli. Ako je konstrukcija nepokretna (zna¢i, veoma kruta, a ne fleksi-

bilna), onda su grani¢ni uslovi dati sa:

{2.6)

v =0 na konturi T
8 i

Za fleksibilnu konstrukciju, koja se krece zbog strujanja fluida i1 iz drugih
razloga, granié¢ni suuslovi dati sa(2.4), gde su w i bs odgovarajuce brzine ta-
Caka konstrukcije.

Prirodni graniéni uslovi po brzinama (2.5) proisticu "prirodno" u
izvodjenju diskretizovane forme jednaCina metodom teZinskih ostataka, kao 3¥to
¢e da se vidi kasnije. Uslovi tipa (2.5) mogu da se koriste u simuliranju para-
Telnog strujanja na primer na izlasku fluida iz posmatrane oblasti Q.
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Navier-Stokes-ove jednaline (2.1) su u svom izvedenom (transformisa-
nom) obliku. Zakon o promeni koliline kretanja, kao polaziSte jednalina {2.1),
glasi (napisano u tenzorskoj notaciji):

ou . ou . o 0L
T L - i e (2.7)

Ako se tenzor napona o.. rastavi na sferni i devijatorski deo
a..=~pb.. + g.. (2.8)

i iskoriste veze izmedju devijatorskog dela napona i brzina deformacija

. Buj Bui P S}k
O, =u { =2 — ) —-=ud., —
%G Bxi ij 3 g Bxk

(2.9)
onda se polazne jednaline (2.7) transformidu na ucbicajen oblik (2.1).

UkoTiko se vrii diskretizacija jednadina {2.7) metodom teZinskih os-
tataka, parcijalnom inteqracijom &lanova koji potitu od gradijenata napona do-
lazi se do integrala po konturi oblasti, odnosno do prirodnih (Neumann-ovih)
grani¢nih uslova po povrdinskim silama. Ako su na konturi ) zadate vrednosti
povréinskih sila u pravcu spoljadnje normale » i tangente s na konturu, onda
prirodni graniéni uslovi po silama glase:

u )
fk =Sp+au m fﬁ
I 3 (2.10)
fg =2y ( st 5 ) = fg na konturi T,

Sa u_ i vy SU, kao §to je receno, obelezene komponente brzine fluida u pravci-
ma normale i tangente, a f 1 7. su zadate vrednosti povr3inskih sila.

U literaturi I. :: | se navodi da su graniéni uslovi po sila-
ma:

f. =0, f,=20 (2,11}

n

na izlaznoj konturi koriste uslovi



v. =0, f =0 (2.12}

znali i esencijalni i prirodni uslovi.

Sto se ticCe pritisaka fiuida, grani¢ni uslovi po pritiscima nisu
konzistentni sa Navier-Stakes-ovim jednadinama. Pritisci su, doduSe nezavisne,
ali u sudtini implicitne promenljive u Navier-Stokes-ovim jednalinama-posiedica
razlaganja tenzora napona na sferni i devijatorski deo i predpostavke o nestis-
liivosti fluida usled koje postoje veze izmedju napona i brzina deformacija
samo za devijatorske delove.

Sa druge strane, jednalina o konzervaciji mase (jednalina kontinuite-
ta) prikazana u obliku (2.2) nije u osnovnom obliku, veé¢ je posledica predpos-
tavke o nesti3ljivosti fluida {usled koje i ne postoji veza izmedju sfernog de-
la napona, t.j. pritisaka, i brzina deformacija).

Zbog svega ovoga moZe da se kaZe da su pritisci implicitne promenlji-
ve u jednalinama ¢ija je vrednost odredjena, u sustini, zadovoljavanjem jedna-
Cine kontinuiteta. To znali da ako se smatra da je pritisak poznate (zadate)
vrednosti bilo gde u oblasti ¢ (ukljudujuéi i neki deo konture T), da se time
automatski smatra da je na tim mestima oblasti 2 i1i konture T' zadovoljena jed-
nacina kontinuiteta. Prema tome, ako se smatra da je u nekoj taCki oblasti 113
konture poznata vrednost pritiska, mora da se iz ukupnog sistema izbaci jedna-
Cina kontinuiteta vezana za talku gde je p zadat.

Medjutim, ako vrednost (referentnog) pritiska nije nigde zadata, do-
bijene vrednosti pritisaka (redavanjem N.S. jednalina) ¢e biti proizvoljne do
na konstantu. Da bi se osigurale numericke vrednosti za pritiske posie re3ava-
nja jednadina, koristi se praksa da se samo u jednoj (udaljenoj) ¢vornoj tacki
mreZe, kojom se aproksimira oblast Q, definise graniéni uslov po pritisku,
odnosno referentni pritisak. Pri tome bi trebale i da se odgovarajuca jednaci-
na kontinuiteta izbaci iz sistema jednacina.

Alternativni postupak bi bio u definisanju referentnog pritiska
posredno-preko zadavanja vrednosti povriinske sile u pravcu normale:

U

:—p+2p:':fn (2.13)

f

n

Time se zadrZavaju sve jednadine kontinuiteta u sistemu, a postiZe se (granic-
nim uslovom (2.13)) da je pritisak relativno blizak Zeljenoj vrednosti, jer

je Clan v aun/an relativno mali posebno za strujanje sa dominantnim inercija-
Inim silama (vecim brzinama fluida, odnosno na vecim R brojem), jer je koefi-
cijent viskoznosti obrnuto proporcionaian sa R, brojem. Na primer za vazduh je



B,

normalan atmosferski pritisak 0.1013 MPa, dok je koeficijent dinamicke viskoz~
nosti ¢ = 1.714 x 10—5 kg/ms.
Osim grani¢nih uslova, u sluaju nestacionarnog strujanja moraju da

budu definisani i poCetni usJovi. Pocetni uslovi se svode na poznate brzine
fluida u trenutku ¢ = 0:

t=0: wulxy,0) = uofx,y)
(2.14)
v(x.ayoo) -9, (I_.,y)
pri Cemu ove poletne brzine u, i v wmoraju da zadovoljavaju jednaéinu kontinu-
iteta {2.2):
ou oV

p— - -2 '(l

L9
e

2, DISKRETIZACIJA OBLASTI FLUIDNE SREDINE
NA KONACNE ELEMENTE

Obzirom na numerifki pristup resavanju problema, domen @ u kome se
posmatra strujanje fluida se diskretizuje na odredjen broj kona¢nih elemenata
e

Kao Sto je moguée da se strujanje fluida, posebno dvodimenzionalno,
posmatra i na druge naine, a ne samo u tzv. "u,v,p formulaciji" koja je ovde
usvojena, takodje je moguée da se diskretizacija domena Q izvrdi pomodu raznih
tipova konacnih elemenata. U ovom radu su usvojena getiri tipa konalnih elemenata,
koja su 1 implementirana u programski paket, ali je ostavljena moguénost i da
se proSiruje biblioteka elemenata.
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2.1. Opisivanje geometrije elemenata
Kac element tipa | je usvojen kruzno-segmentni element prikazan na

st. 2.2.

1,2,..,4: geometrija, pritisci

I,°,..,8: brzine

ST. 2.2, Linearni kruino-segmentni element (tip 1)

KruZno-segmentni element je posebno pogodan za probleme opstrujavanja

fluida oko konstrukcije oblika kruZnog cilindra. Ovaj element je oblast ogranice-

na sa polarnim koordinatama DEERJ,B-]_, b E [aj,a21.
Geometrija elementa se opisuje preko interpolacionih funkcija u pri-

rodnim koordinatama #,n i potarnih koordinata etiri ugaone tacke elementa.
Globalne polarne koordinate bilo koje taCke unutar elementa su date u obliku

4 4 .

- y N/ 7 { o an)
_2::1.; Z i:J (Z T

(i=1,..,4) polarne koordinate ugaonih &vornih tagaka elementa, a

|

gde su ..,
interpolacione funkcije date sa:

- Z (1+£) (1+n)

{1-) (1+n)
(8.17)

(
| +a

h2(£,n)

(5,0 = = (1-8)(1-n)

I
(LN [

2 (14E) (1-n) £,n€ [-1,1]

1t

h4(€,n)



GlobaTne dekartove koordinate neke tadke unutar elementa se dobijaju

iz polarnih koordinata prema transformaciji
X - p cos ¢ y = p sin ¢ (2.18)

Kao element tipa 2 je usvojen Tinearni etvorougaoni element prikazan
na sl. 2.3.

: geometrija, pritisci
‘ brzine

©

S1. 2.3. Linearni Cetvorougaoni element (tip 2)

Giobalne dekartove koordinate bilo koje tacke unutar elementa se izra-

Zavaju u obliku

4 4
x = L h.i,n) -y = '§ hi(g,n) Yy (2.19)
1=1
gde su x., y. (i=1,..,4) dekartove koordinate ugaonih &vornih talaka elementa,

a 7.0, interpolacione tacke date sa (2.17).
Za element tipa 3 je usvojen parabolican element prikazan na si. 2.4,

14 geometrija,
brzine

1,..,4: pritisci

51. 2.4. Parabolilni Cetvorougaoni element (tip 3)
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Globalne dekartove koordinate bilo koje tacke unutar elementa se
izraZavaju u obliku:

T = b g BT T (2.20)

gde sux., y. (¢=1,2,..,8) dekartove koordinate svih osam €vornih talaka ele-
menta a ;.(0,r interpolacione funkcije u prirodnim koordinatama date sa:

. 7 7
g; (&) :'é (1+E)(14n) = 7 g¢ (E;n) = 5 g4 [Eur)

7

) ; 7
g,(8.n) = 7 (1-8)(I*n) - 5 g (E,n) - 5 gg (Esn)
7 7 .
gz(g:n) = (1_5)(1_1'!) - —-96 (€,n) - 'gg? (E,T‘])
(E,n) L (1+#E)(1-n) - 2 (E,n) - . (%1
94 Jn - 4 g n ‘ g7 E;Jn 2 98 1S
(2.21)
7 2
gs(é,n) = 3 (1-£7) (1+n}
( L (1-£)(1n%)
gsl€sn) = 5 -£)(1-n
1 2
97(€,n) = E—(I—g )(1-n)
gs(Esn) = 5 (14£)(1-n") £,n€f-1,1]

Kao element tipa 4 je usvojen element sa devet &vornih taCaka pri-
kazan na sl. 2.5.

1,...,9: geometrija,
brzine

S, . pritisci

51. 2.5 Lagrange-ov cetvorougaoni element (tip 4)
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Globalne dekartove koordinate bilo koje talke unutar elementa se
izrazavaju u obliku
L) 8

xr = 12} ei(g"n)xi ¥ = if-} éi(Em)yi (2.20)"°

gde su %, i Y . dekartove koordinate svih devet Cvornih taCaka, dok su «¢./Z,n/

=2

Lagrangeove interpolacione funkcije date sa

el(i,n) == Erfl (2 +E&E)1 +n)

es(E,n) = = 3 En (1= E)(1+n)

e, (En) =% &n (1= £)(1 = n)

e (E,n) = - éAgn (1 +E)(1 -1

e (En) = - %n (1-n)(1-5) (2.21) °
ONERY =learoa- )

er{i,n) - ; n (1 +n)(1- £2)
-y ¥ _ _ 2
e&&n)- EE(I £)(1 n)

(1 - £2)(1 = %) =0 € |-1,1]

eg(i,n)
2.2. Brzine i pritisci fluida unutar konafnih elemenata

Za prva tri posmatrana tipa elemenata komponente brzine fluida u odno-
su na dekartov koordinatni sistem se izraZavaju u obliku

8 8
u= T g.(E&,n) u. v= I g-(&;sn) v. (2.22)

U izrazima (2.22) su u., v. (i=1,...,8) komponente brzine cvornih talaka eleme-
nata u pravcima dekartovog sistema, a g{(i,n) interpolacione funkcije date iz-
razima (2.21).
Za elemente tipa 4, sa devet évornih tacaka, komponente brzine fluiaga
se izrazavaju na analogan nacin:
& 9

wu= I e.(E,n) u v= I e.(E,m) v. (2.22) "
i=1 ¢ 7 Py

P
.

gde su «-/7,1) Lagrange-ovi interpolacioni polinomi dati sa (2.21)
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Raspodela pritisaka fluidaunutarsva getiri tipaelemenata se usvaja
u obliku

¢
p= L h.ifntp, (2.23)

.

(2

gde su p; (154, .y4) pritisci ugaonih Cvornih taaka, a %.(£,n/) interpolacione
funkcije date sa (2.17).
Osnovne nepoznate veliline koje defini3u ponasanje fluidne sredine
su brzine 1 pritisci &vornih talaka usvojene mreZe konacnih elemenata kojom se
aproksimira stvaran domen strujanja fluida. Kac 3to se vidi iz usvojenog natina
opisivanja geometrije elemenata i usvojene interpolacije brzina i pritisaka
unutar elementa, elementi tipa 1 i 2, znaCi linearni kruZno-segmentni element
1 linearni Cetvorougaoni element, predstavljaju subparametarske elemente sa sta-
novista brzina i izoparametarske elemente sa aspekta pritisaka. 5to se tige pa-
rabolic¢nog elementa tipa 3, kao i elementa tipa 4, u odnosu na brzine fluida to
su izoparametarski elementi, a u odnosu na pritiske superparametarski elementi.
Kao Sto se vidi, interpolacioni polinomi kojima se prikazuju raspode-
la prtisaka unutar elementa su za jedan red niZi od interpolacionih polinoma
za brzine. Ovo nije uradjeno sluéajno veé namerno, zbog veé pominjanih speci-
ficnosti odnosa pritisaka i brzina u NS jednadinama i jednaéini kontinuiteta.
Potreba za interpolacijom prtisaka polinomima niZeg reda od polinoma za brzine
Je uolena relativno skoro [Olson 1977].

5, DISKRETIZACIJA JEDNAZINA - GALERKTNOV METOD TEZISNIH QSTATAKA

Posmatraju se jednacine {2.1) i (2.2). Njihova diskretizacija se vrdi
metodom teZinskih ostataka i to u Galerkinovoj formulaciji. Neka su ue,-vl i p*
proizvoljne funkcije koje imaju jednoznaéne, konaéne pozitivne vrednosti, osim
na konturama r, i I', gde su zadati grani¢ni uslovi po brzinama, pa je na T, i
ri usvojeno u* = p* = 9.

Jednadine (2.1) 1 (2.2) se mnoZe redom sa teZinskim funkcijama u*, ©*,
p* 1 vr3i se integracija jednatina po zapremini kona&nog elementa (odnosno po

povrsini, zbog dvodimenzionalne formulacije):

, u , du,  ou, 13p 5% . Bht
[lur |Ray e, 2,100, (23U 3UG) g0
ot ox oY 3 dx2 'dy2
p# 1§z+u33’—+v-33+1g—p—v —3‘2"3;) do = 0 (2.24)
¥ P oy 3x Yy
f p*( g; & Qv ! 0
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Posmatraju se integrali koji poticu od viskoznih &lanova u jednali-

nama (2.24). Parcijalnom integracijom (odnosno primenom Green-ove teoreme) se
dobija

2 : . . :
fowr —% « EX a0 = - T S, But Ru oo
) ( nl om /d Je 3z 3z 9y oy ¥
i, ! ; L
forwrt (My s, gr (2.25)
r or oy Y
e
gde je n = !ﬂx.ny. ort spoljasnje normale na konturu I posmatranog elementa,
s1. 2.5:
?’E:{n i
y 25
r
e
{o]
S1. 2.5, Oblast i kontura konaénog elementa
Kako je
d _ 3 9
e e Yy (2.26)

izvod u pravcu normale, to je

[ (VPwda = - [ (L e AU ag 4 g ogx B gr (2.27)
0 ax X ¥, Ay T '
€ e e

Anatogno je i za drugu od jedna&ina (2.24):

2 o o’ 2 gut | s oV
[or (Vwida=- [ (== + S oy Fﬁ wt = (2.28)
e

e

Konturni integrali predstavijaju fluks (protok)}brzine fluida kroz
element. Kada se vrii grupisanje {sabiranje) jednalina po svim elementima koji
¢ine ukupni posmatrani domen | strujanja fluida, konturni ¢lanovi se medjusob-
no ponidtavaju na zajednickim granicama susednih elemenata unutar oblasti
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Ukoliko je posmatrani element na granici domena @ strujanja fluida i ukoliko
je u pitanju granica I'., 117 I'. na konturi sa konstrukcijom gde su zadate
vyrednosti brzine f]uidé kao granic¢ni uslovi, onda su na toj konturi teZinske
funkcije u* 1 v* jednake nuli (u* = v* = 0), pa konturni ¢lanovi postaju:

% K = x J¢ * 90U ap = x Su
§ u o dar : § u = ar + r‘§ ut = dr n§ ut o dr (2.29)

e ‘1e" " 3e Ze »r

Analogno je i za fluks u izrazu (2.28). Sa druge strane su na konturi T, zadati
gradijenti brzina, tako da su izvodi brzina u pravcu normale zadati graniénim
uslovima i kao $to ¢e da se vidi kasnije, od ovih ¢lanova poticu slobodni Cla-
novi u diskretizovanim Navier-Stakes-ovim jednaCinama.

ReCeno je da se brzine i pritisci unutar kona&nog elementa izraZavaju
preko svojih €vornih vrednosti na naéin prikazan izrazima (2.22) i (2.23):

8 8
u= L g.(&n) u, v= I gJEn/ v,
—; 0d J yog i J
=1 g=1 (2.30)
4
p = 151 hy(E,1) Py

Za teZinske funkcije u#*, v* i p* se usvaja da se unutar posmatranog elementa iz-
razavaju u obliku istom kao i brzine i pritisci:

8
* - % = %
u* = ‘§ gi(E,n) u* vt = ,§ gi(E,n) v}
1=1 =i
(2.31)
4
p* = I h(E,n) p}
W=

gde su wi, vZ pz proizvoljni parametri, a gi(g,n) i hkrg,n) iste interpolaci-
one funkcije preko kojih se izrazavaju brzine i pritisci fluida.

U jednacine (2.24) gde je izvr3ena parcijalna integracija prikazana
relacijama (2.25)-(2.29) se unose relacije (2.30) i (2.31) za brzine, pritiske
1 teZinske funkcije. Kako su uf, v; i pE proizvoljni parametri, dolazi se do
slededeg sistema jednaCina na novou konalnog eiementa:

8 »
L ) g. g, dR g™+

J=1 Qe
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8 : 8 39 . 8 3g .
+ L (g. '& o=t g, L og v, JdQu, +
is1 9 " k=l T =g kKW J
4 ok 8 [ dg. 9g. 9g. 3g.
+ I g p, + L Vv ( — == ~ et JdQ u, =
1=1 P g ° dx A i1 Q dx Jdx du 2
e e
v § g. gp (=1,2,...,8) (2.32a)
1 on
r2
e
8 f v
g, g, dd =+t
J=1.% Yo 9t
8 [ 8 dg . 8 dg
+ I (g. £ g, u, ==+g. L g, v, =—)auv, +
= Qe T 4y k "k 3x L ogmg k "k 3y J
o 3k 8 8g. 9g. 9g. 9g.
+ L = Jg.—dUp, + Z v ( o = — =) dd v, =
1=1 P Q T I’ J_I Q ox dx =i 3y §i
e e
v § g.%gr (i=1,2,...,8) (2.38b)
Tl g an E g ] B
“2e
8 og . 8 99 -
Z Ik — dQ u. + I [k :—_—dﬂ p. =0
L 1 3x ) =1 0 1 3y
J=IR, t=1 &, (2.32¢)

(1=1,2,...,4)

Prva dva skupa jednacina {2.32a,b) predstavljaju diskretnu formu Navier-Stokes-
ovih jednadina, a treéi skup, (2.32c), predstavlja jednaCinu kontinuiteta -

sve na nivou jednog konatnog elementa.
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4, MATRICNA FORMULACIJA JEDNAZINA

Sistem jednacina (2.32) moZe da se napide u matri&nom obliku kao:

M] {a} + ([K(a)] + [B]){a} + [¢] {p} = (&}

1l

(2.33)

(2] {a} = {0}

Prva matri€na jednaCina (2.33) predstavlja Navier-Stokes-ove jedna&ine, kojih
ima 16 za jedan kona&ni element, a druga od jednaCina (2.33) je jednaina kon-
tinuiteta - ukupno 4 skalarne jednaline. U jednaCinama (2.33) su uvedene sliede-
¢e oznake.

- Vektori &vornih nepoznatih brzina i pritisaka elementa

(4=1,2,..,8)

(2.34)

- Matrica mase elementa:

_________ | (2.35)



- Matrica viskoznih napona {matrica viskoznosti):

Bl 16, 16 = (B (1,5=1,2,..,8)
B.(-f ! 0o
[Bij]2,2 . "‘_?1-)*
0 | B,
i
9g. og dg - g
(I) , “? Y —
By =0 Sty 5 ) ®

- Matrica konvektivnih ubrzanja {matrica konvektivnosti)

[K(a)]m, P [K‘f_cf)] (2,d=1,2,..,8)
I o (a) | 0
[Kij{a)]- bz ! __________ B
| 0 | K@
k1 (a) = g u, | @, 9. an + g v, [@.9g
K k=1 “ 82 Che k=1 ‘ VA

- Matrica gradijenata pritiska

[0}16,4 ) (1=1,2,..,8)
(1=1,2,..,4)
(1)
i1
[Cz:z]z,z : ["_E)
)
il
o,
3010 =3 .
i "5 9 B
ube
(2) g A
51 T Bt 9y &

Bgf

.

Y

Al

U

(2.36)

(2.37)

(2.38)

i
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- Matrica divergencije:

[0]4516 = 2, (1=1,2,..,4)
(i=1,2,..,8)

[Pyilg, 0 = }
(2.39)
(1) 99,
D1 QI AT
e
LA Qf <%
e
- Vektor slobodnih &lanova (fluks brzina)
;*Ija,z - {di} (2=1,2,..,8)}
]
e " —*_-* .
L # (2.40)
(1) — ~“:
d =V P§ 95 dar
2e
4% =y 5 4. Zar
ce

Dve matricne jednacine (2.33) mogu da se napisu i kac jedna matricna
jednadina reda 20:

] {a} + [k (@)] {a;} = {d}} (2.41)

gde je
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A e i (2.42)

Kao 3to je reCeno, prikazane jednaCine (2.33) i1i (2.41) su na nivou
jednog konacnog elementa. Da bi se dodlo do jednaCina koje se odnose na ceo do-
men strujanja fluida potrebno je da se izvrsi sabiranje po svim elementima. Ti-
me se dolazi do globalnih matriénih jednacina za celu oblast i ove globalne
jednaCine su po obliku iste kao i jednaline na nivou elementa:

[M] {a} + ([k(a)] + [B]){a} + [c] {p} = {4}
(2,43)
D] {a} = {0}
ili skraceno, kao jedna globalna matrifna jednalina:
] {a;} + [K,(a)] {a)} = {4} (2.44)

Kao 3to je receno, slobodni &lanovi poti¢u samo od elementa na granici cele
oblasti @ na delu konture I, gde su zadati prirodni graniéni uslovi (gradijen-
ti brzina).

Polazeéi od prikazanih jedna&ina, moguce je da se posmatraju razni
specijalni sluajevi. U slucaju ustaljenog (stacionarnog) strujanja fluida se

dobtja
({x(a)] + | + [¢] {p} = {d}
(2.45)
[p] {a} = {0}
Odnosno kag jedna jednadina
[k,(a)] {a,} = {d,} (2.46)

U sludaju zanemarenja viskoznosti fluida i stacionarnog strujanja (Euler-ove
Jjednaéine) se dobija
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J1 {a) + [€] {p} = {0}
(2.47)
[p] {a} = {0}
dok je diskretizovan oblik Stokes-ovih jednacina dat sa
[B] {a} + [c] {(p} = {d}
(2.48)

] {a} = {0}

5, RESAVANJE N.S. JEDNACINA ZA SLUZAJ STACIONARNOG STRUJANJA

Posmatraju se jednaline (2.45) i1i (2.46), koje predstavijaju sistem
obicnih, a ne diferencijalnih jednadina kao u sluCaju nestacionarnog strujanja.
0 reSavanju i tedkocama re3avanja Navier-Stokes-ovih Jednalina bilo u kontinual-
noj i11 diskretizovanoj formi, u literaturi Jje dosta razmatrano, Ovde ¢e da se
pomenu samo osnovni problemi.

Prvo, jednaline su veoma nelinearne zbog ¢lanova koji potifu od kon-
vektivnih ubrzanja. Zbog nelinearnosti je put reSavanja jednacina inkrementa-
lan, {13 iterativan (i1 meSovit). Dalje, koeficijenti uz nepoznate {opet ma-
trica konvektivnih ubrzanja) su nesimetricni, $to znatno oteZava i usporava
eliminaciju u svakom koraku nekog od iterativnih postupaka. Trece, numericke
vrednosti koeficijenata u raznim matricama jednalina su razligitog reda velici-
ne, Sto stvara dalje probleme u algebarskim manipulacijama kompjutera. Cetvrto,
sama struktura jednacina (NS jednaline sa brzinama i pritiscima i jednacina
kontinuiteta samo sa brzinama) stvara numericke probleme, posebno u nestacio-
narnim slucajevima.

I najzad, ali nikako zadnje po znataju, je Cinjenica da je ukupan
broj nelinearnih, nesimetriénih i numericki osetljivih jednalina veliki. To je
zbog toga $to svako koliko-toliko realno aproksimiranje domena strujanja fluida,
posebno u zoni oko konstrukcije, neminovno zahteva veliki broj konaénih eleme-
nata, a time i veliki broj nepoznatih.

0bzirom na veliki broj jednaéina i na potrebu za ponovljenim resava-
njima odgovarajuc¢ih linearnih jednaina u svakom ciklusu nekog iterativnog po-
stupka, ofigledno je da je bitno da sam postupak reSavanja linearnih jednalina
bude $to je efikasniji. Cini se da je tzv. frontalni postupak formiranja i re-
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Savanja jednacina Gausovom eliminacijom najpogodniji, O tome e biti reli kas-
nije, dok ¢e sada da se prikazu neke od mogucnosti reSavanja nelinearnih jed-
na¢ina (2.46):

{al} S {dl} (2.46)

5.1. Metod sukcesivne zamene (direktna iteracija)

Ako se sa n obeleZi redni broj iteracije u procesu reSavanja jednali-
na, metod sukcesivne zamene se sastoji u redavanju jednalina

[Klfa;_z

)} {a, [} = {d)} (2.49)

1,n
$to znafi da se nelinearni ¢lanovi izrafunavaju unodenjem brzina fiuida koje su
odredjene u prethodnom koraku. Poletni vektor {ao} moze da bude i nulti, znaci
da se u prvom koraku procesa zanemare konvektivna ubrzanja.

Za brzine agu koje se unose u nelinearne ¢lanove (u matricu konvek-

1
tivnih ubrzanja) mogu da se, kao 3to je releno, unose brzine dobijene prethod-

nom iteracijom, a takodje i
* = - 2.50
{af Y =fa o) +alle .} -{a _,1) (2.50)
gde je o faktor relaksacije. Izborom faktora relaksacije moZe da se utile na
ubrzanje konvergencije. Kao ¥to se vidi iz relacije (2.50), ako je a = 1.0,
onda je

lap b = 1a,_, (2.50)

Eime se u nelinearne &lanove unose bad redenja iz prethodne iteracije, dok je

= X
za o> 1.0 laf_} > {a,_;}
(2.50)"
- & *
zZa a< 1.0 {a* ;) < la,_;}

Moguce je da se faktor « definiie na pocCetku programa i da mu se vrednost tokom
proracuna ne menja (kao $to je u ovom radu uradjenc), a moguce je i da se fak-
tor o automatski koriguje posle svake iteracije prema usvojenim kriterijumima.
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Postupak re3avanja jednaCina ovakvom direktnom metodom se smatra za-
vrienim kada je

RE | <€ (2.50)"
gde je sa || | obeleZena odgovarajuéa norma razlike vektora nepoznatih u dva
koraka iteracije, a ¢ je neki usvojen nivo tolerancije.

U ovom radu je usvojeno da je konvergencija ostvarena ukoliko je rela-
tivna razlika svake od repoznatih u dva ciklusa iteracije manja od usvojene
tolerancije:

a (i) - a (i)
N n-1 <) (1=1,2,..,NP)
an(i)

Ovakav metod reSavanja nelinearnih jednacina je najjednostavniji ite-
rativni postupak sa manom 3$to ne mora da bude uvek konvergentan i $to se u
svakom koraku iteracije ponovo formira nelinearan deo ukupne matrice koeficije-
nata i ponovo vrdi njena dekompozicija u procesu eliminacije nepoznatih.

5.2. Newton-Raphson-ovi postupci

Druga od moguénosti reSavanja nelinearnih jednalina je Newton-Raphson-
ov iterativni postupak i1i neka meodifikacija Newton-Rephson-ovog postupka.

Za vreme bilo kog koraka iterativnog re3avanja, jednaline (2.46) nece
bit1 zadovoljene, osim u sluaju ostvarivanja konvergencije. Ako je ar.r r-13
korak (aproksimacija redenja) u iterativnom redavanju, ofigledno je da se unc-
Senjem (al’r} u jednadine (2.46) dobija tzv. rezidualni vektor (koji se pribii-
Zava ka nultom vektoru u slu€aju konvergencije ka tacnom redenju):

w,} = [k (a,m)] f{a; } - {d;} # (0) (2.51)

U sluCaju naponske analize kod deformabilnih tela, {wr} je vektor nejzbalansira-
nog opterecenja. 0Cigledno da se rezidualni vektor ¢ wmoze da posmatra kao za-
vistan od pribliZnog resenja L N (R '

Ako se smatra da je{a,:r}aprokéimativné're§enje jednacdina koje nije
daleko od tagnog, onda se to reSenje poboljSava sa
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e ) =1a, }+i43, 1] (2.52)

dok se {Aa, J‘} odredjuje iz uslova da je rezidualni vektor u narednom koraku
Jjednak nuli:

Kako je rezidualni vektor{w"}zavistan od aproksimativnog redenja, to se vrgi
razvijanje rezidualnog vektora u Taylor-ov red u okolini{a, }:

-y

Izvodi rezidualnog vektora po nepoznatim predstavljaju Jacobi-evu matricu

(2.55)

koja u sluCaju naponske analize deformabilnog tela predstavlja tangentau matricu
krutosti. Obzirom na (2.51), Jacobi-eva matrica ima oblik:

dKI(ap)
= XK,(a,r)] ¢ k—?zz———l {ar, ot (2.56)
r =

da

l,r

g

Iz jednaline (2.53) se dobija redavanjem
{8a, } ==[g "] W = [ 03 &, fa, 0 {a, ) (2.67)

pa se, prema (2.52) dobija pobolj3ano re3enje.
Jacobieva matrica, data sa (2.56), moZe da se piSe u obliku

[7,] = [k,(a )] + [K50a )] (2.58)

gde je |K1} matrica koeficijenata jednaCina data sa (2.42):

K(ar)+B
[K.(a )] = |-===———=- | - ——m e (2.59)
n
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tako da se vidi da samo matrica konvektivnih ubrzanja predstavija nelinearan
deo. Drugi deo Jacobi-eve matrice, Ki(a,) je prema tome jednak

| ————————————— (2.60)
gde je, na nivou jednog konaénog elementa
IK*{ar)II6,I6 = ﬂ;h‘ (2,53=1,2,...,8)
I g j ; E : 99 . (2.61)
1 u g_g' o . ' u ] T r——
I %=1 3 94 9 =1 k oy
og, | 8 agk
§ vk f g‘z:g,j S dg ‘kf‘ vk f g?:gj 3—9"’—- aQ
| [

Postupak Newton-Raphson-a Jje obi¢no brie konvergentan u odnosu na
direktnu qteraciju postupkom sukcesivne zamene., Medjutim, Newton-Raphson-ov
postupak je osetljiviji numericki u izboru poCetne iteracije (jer je u prika-
zivanju rezidualnog vektora Taylor-ovim redom zadrZan samo prvi &lan reda).
Takodje je potrebno da se u svakom koraku izvrdi novo izracunavanje Jacobi-eve
matrice (u Cemu ima vide posla nego kod direktne iteracije - zbog matrice |x.1),
kao 1 da se ponovo vrdi dekompozicija matrice koeficijenta u procesu eliminaci-
Je.

Ova poslednja ¢injenica upuéuje na tzv. modifikovan Newton-Raphson-ov

postupak u kome se zadrZava Jacobi-eva matrica odredjena u poletnoj iteraciji,
tako da je

{aa, 3} = - (/71 ) (2.62)
ZnacCi, dekompozicija Jacobi-eve matrice je izvriena samo jednom, a u svakom na-
rednom koraku se vr3i odgovarajuca korekcija rezidualnog vektora (slobodnih
Clanova u jednacinama). Ovakvim pristupom je konvergencija sporija, u smislu
da Je potrebno vide koraka do konvergencije, ali je zato svaki korak brzi i
"jeftiniji" (jer nema formiranja novih matrica i dekompozicije).

Takodje postoji mogucnost da se objedine oba Newton-Raphson-ova pos-
tupka u smislu da se prvo odredjen broj koraka raCuna sa inicijalnom Jacobi-
evom matricom. Zatim se odredi nova Jacobi-eva matrica sa kojom se rauna, kao
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nepromenjenom, u odredjenom broju narednih koraka, itd.

U numerickoi realizaciji postupka u ovom radu, u opciji reSavanja
nelinearnih jednaCina modifikovanim Newton-Raphson-ovim postupkom, koristi se
pomenuta varijanta modifikovanog postupka. Naime, prvo se u "nultoj" iteraciji
odrede re$enja bez uzimanja u obzir nelinearnih ¢&lanova. Zatim se sa dobijenim
refenjima odredi Jacobi-eva matrica |J |, koja se zatim zadrZava konstantnom u
naredne tri iteracije. Pri tome se, naravno, u svakoj iteraciji vr3i korekcija
slobodnog &lana prema relaciji (2.57). U Cetvrtoj iteraciji se ponovo odredi
nova Jacobi-eva matrica, koja se zatim zadrZava nepromenjenom u naredne tri
iteracije, posle &ega se opet ponovo izraCunava i tako redom sve do prihvatlji-
ve konvergencije rezultata i1i do prekoracenja propisanog maksimalnog broja
iteracija.

Takodje je moguce da se u relaciju (2.52) kojom se dobija novo (po-
boljsano) aproksimativno reSenje uvede faktor relaksacije:

{ } = {al,r} + a{AaI 1,,} (2.83)

47, r+1 s

Ovaj faktor relaksacije o moZe da bude i manji od 1.0 u poletnim koracima,
(¢=0.5 111 0.25), a takodje i veéi od 1.0 {recimo 1.90) u cilju ubrzanja konver-
gencije. Ova moguénost korekcije redenja sa faktorom o je ugradjena u sastavije-
ne programe.

B, RESAVANJE N.S. JEDNAZINA ZA SLUCAJ NESTACIONARNCG
STRUJANJA

Posmatraju se jednadine {2.43) i1i (2.44). Ako se Jjednaine (2.44) na-
pisu rastavijene na blokove:

M| 0 J’é'} K(a)+B | ¢ a d
SEYE B IR T SIS RN . (2.64)
o | o Lp J) ) p 0

vidi se da predstavijaju vremenski singularne jednacine, jer je matrica ]Ml[ uz
globaint vektor nepoznatih {a ﬁ}T o¢igledno singularna. Ovo znali da nije mogu-
¢e da se jednaline (2.64) reSavaju nekim Cisto eksplicitnim postupkom integra-
cije. Znali, preostaju implicitni postupci koji su sa stanovidSta rada racCunara
znatno skuplji (potreban je znatno ve¢i utroSak vremena rada raunara), ali im
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je numeritka stabilnost zato veca (ili bezuslovno stabilna).

Moguci su 1 medoviti postupci integracije-eksplicitno-implicitni u
smisiu da se pritisak i jednalina kontinuiteta moraju da posmatraju implicitno,
dok se lokalna i konvektivna ubrzanja i matrica viskoznih napona mogu da tre-
tiraju 1 eksplicitnim postupkom.

Naravno, moguce je da se ceo sistem {2.64) integrali nekim &isto im-
plicitnim postupkom, na primer Wilson ¢ postupkom. Medjutim, zbog same prirode
jednacina (veliki broj nelinearnih, nesimetriénih Jjedna¢ina}, zbog moguée duzi-
ne vremena u kome se traZi refenje, kao i najzad zbog posmatranja interakcije
fluida sa konstrukcijom, koja ¢e da name€e iterativna redavanja unutar istog
vremenskog koraka, o Cemu e biti reCi kasnije, od interesa je da se nadje $to

jednostavniji,brzi i robustniji nalin integracije jednaina.

6.1. Prediktor - korektor postupak
6.1.1. Uno3enje pocetnih uslova

Poetni uslovi su dati sa relacijama (2.14) i (2.15) 1 odnose se samo
na poznate vrednosti brzina fluida u pofetnom trenutku. Medjutim, kako polje
pocetnih brzina mora da zadovoljava i jednaéinu kontinuiteta, to znadi da pocetni
usiovi mogu da budu dati sa bilo kojim solenoidalnim poljem brzina (koje zadovo-
ljava jednadinu Vi = 0). MoZe da se pokaZe da ¢e u sTudaju solenoidalnog polja
brzina, polje pritiska fluida biti jednoznagno (do na aditivnu konstantu).

Znaci, poCetni uslovi, u diskretizovanom obliku se svode na zadate
poCetne vrednosti Cvornih brzina:

{a(t=0)} = faO} (2.65)
pri Cemu mora da bude zadovoljena jednacina kontinuiteta (u diskretizovanom ob-
Tiku):

(0] = {0} (2.66)

U nameri da se dobije polje pocetnih pritisaka fluida, kompatibilno sa us)ovom

r. 1
1

(] - {0}, posmatraju se diskretizovane NS jednadine i Jednacina kontinuite-
ta (2.43) u poletnom trenutku vremena. Pri tome je moguce da se jednaCina kon-
tinuiteta diferencira po vremenu, 3to je dozvoljivo jer mora da bude |D|{a}={0}

u svakom trenutku. Jednacine se pidu u obliku:
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| aO\L d-(K(a ) + Bla,
o ‘ =0 i e (2.67)
p | o po,( 9

i predstavijaju linearne algebarske jednadine po poéetnom ubrzanju {&”} i po-
¢etnim pritiscima {p }. Ovakvim reSavanjem jednaCina (2.67), koje se obavija

samo jedamput u posmatranom probiemu, omogucuju se dve stvari: prvo, dobijaju
se pritisci fluida u poCetnom trenutku vremena koji su takvi da je jednalina
kontinuiteta zadovoljena, a drugo, dobija se vektor &vornih ubrzanja u pocet-
nom trenutku koji je kasnije potreban u integraciji jednacina (2.64).

6.1.2. Prediktorska (eksplicitna) jednalina za brzine

Matricna jednaCina {2.64) je sistem obicCnih diferencijalnih jednadina
prvog reda oblika Q = f. Jedna od mogucih prediktorskih relacija u integraciji
Jednacline Q = f Je formula Adams-Bashforth-a drugog reda sa promenljivim vre-
menskim korakom }1.2.2|

At at, . bt
yi+1 =¥y t=3 [(2 i Py v
n=1 n-

{2.68)
o 1]
U relaciji (2.68) je ai+? prediktorska vrednost nepoznate u koraku n+1 i vidi
se da je u pitanju eksplicitna relacija u kojoj se nepoznata velilina y u kora-
ku n+1 izraZava preko poznatih izvoda y iz prethodna dva koraka. Relacija obli-
ka (2.68) moze da se primeni samo na &vorne brzine u NS jednalinama, tako da

Je prediktorski izraz za brzine fluida u koraku »n+] dat sa:

At At ) At -
- f < | -
=Ha,} + — [(z - i = {an_lﬂ (2.69)

n+1 n—1 n~1

Ova relacija moze da se koristi tek posle drugog koraka (n=1), kada su poznata
prva dva prethodna vektora ubrzanja {50} i {&J}. Pri tome je {éo} odredjen re-
Savanjem jednacine (2.67), dok se {a )} dobija iz korektorskog koraka.



30.

6.1.3. Implicitni korektor 1 redenja za pritiske

Kao korektorski korak se koristi implicitna trapezna formula drugog
reda, primenjena na jednadinu y = £ |1.2.2]:

At
Ypa1 = U T Byt Fun &%
Relacija (2.70) moze da se pi%e u obliku (reSavanjem po f, . =y )
2 ¢ — e (2.71)
oy [ Ine1 T Y 5 .

Ako se nepoznata Cvorna ubrzanja u koraku n+I izraze na nain (2.71), dobija se,
unodenjem u jednaline (2.64):

(M) (55 (a3 - fa} - {a )+
n
+ ([Kla, )] + [B])Ma,, ;) + [ClMp, .} = (4}

n+l

(0] {a,,,} = (0} (2.72)

$to moZe da se transformisSe na oblik:

JednaCine (2.73) su nelinearne nesimetriéne algebarske jednaline po nepoznatim
brzinama 1 pritiscima fluida u koraku n+7. Niihovim reSavanjem se dobijaju brzi-
ne 1 pritisci fluida u koraku n+1.

6.1.4. ReSavanje nelinearnih jednacina

Jednaline (2.73) su nelinearne algebarske jednaine oblika A(x)+X = b,
pri Cemu nelinearnost potice od konvektivnih Claneva. Za njihovo redavanje bi
mogao da se koristi postupak Newton-Raphson-a, kac u slu€aju stacionarnog stru-
janja. ReSavanje ovim postupkom se svodi na iteracije do postizanja Zeljene
konvergencije rezidualnog vektora.



31.

Medjutim, obzirom na prediktorski jzraz za nepoznate brzine fluida,
koji je relativno dobra poCetna aproksimacija za nepoznate brzine, moguce je
da se jednaline (2.73) reSe u samo jednom koraku u posmatranom vremenskom in-
tervalu. Ako se jednaline (2.73}) posmatraju u obliku A(x)*x = b, onda bi se
odgovarajuce jednaline svodile na oblik:

JAX-X)=b-A(X) X (8.74)
p p p p

koji je analogan jednaCinama (2.57). U jednalinama (2.74) je v Jacobi-eva ma-
trica zasnovana na prediktorskim brzinama, Xb Je prediktor za hepoznate, dok
je X (ustovno) tafna vrednost nepoznatih. Dakle,

-
an+1 l n+1

{X}:<, f {x } == (2.75)
p ] ,

Py

i razlika {X} - {x_} je poboljsanje prediktorske vrednosti, analogno sa /i,
u relaciji (2.52) u slu¢aju stacionarnog strujanja. Znali, i ovde se koris%%
Newton-Raphson-ov postupak, ali samo u jednom koraku, jer prediktorske relaci-
Je omogucavaju pocetnu predpostavku nepoznatih koja je bliska, uslovno receno,
tacnim vrednostima, tako da je dovoljna korekcija prediktora samo u jednom ko-
raku.

Jakobi-eva matrica |J | u jednadinama (2.74), koje simboliéno pred-
stavljaju jednacine (2.73), je analogna sa izrazom (2.58) za Jacobi-eve matri-
ce kod stacionarnog strujanja:

[, = 7,0 + 1,4] (2.76)

p

U relaciji (2.76) je uvedeno obeleZavanje

2
M K(ai+1)+8 |
O B e ‘ (2.77)
kao i
K!(af |

s I, e _l (2.78)
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U jzrazu {(2.78) je matrica K*(a?+l) data sa relacijama (2.61), na nivou jednog
elementa, sa razlikom 3to u (2.78), kao uostalom i u (2.77), figuridu predik-
torske vrednosti brzina {ai+1"

6.1.5. Procena greSke i izbor vremenskog koraka
u integraciji jednacina

Kao §to je receno, smatra se da se reSavanjem jednalina (2.73) na
nadin prikazan jedna&inom (2.74) dobijaju tatna reSenja u posmatranom vremen-
skom koraku {naravno, uslovno tacna u numerickom pristupu). Znali, smatra se
da se na poletku narednog koraka, u intervalu vremena Ab. s poznaje talno rese-
nje. Ako se jednacine (2.67) simboiilno prikazu u obliku y;: f, 1 ako se tacno
redenje u trenutku t, obelezi sa y(tn), onda se, dakle, smatra da je Yy, = y(tn).

Procena greike u diferencnim aproksimacijama metodom prediktor-korek-
tor se vrdi zavijanjem funkcija u Taylor-ov red. MoZe da se pokaze, i1.2.21,

da je procena grefke za prediktorsku relaciju Adams-Bashforth-a (2.68) data u
obliku:

"9—-7 “Z e 4
el 0(ath) (2.79)

P _ ¢
Ypep ~ Yt n+1J

=-L2+s
&

dok je za implicitnu korektorsku trapeznu formulu (2.70):

oy _ 1 ) R L ; /

Yt g(tn+1) d(yn+1) =gz MY, + O(Atn) £2.89)
U relacijama (2.79) i (2.80) je sa 0(At,) obelezen ostatak iji je red velicine
jednak At4, dok je sa d(yn+i) obeleiena gredka u odnosu na ta&no redenje koja
je dobijena re3avanjem jednacina (2.73) u korektorskom koraku. Kako su predik-
torska 1 korektorska vrednost nepoznatih yi+l i

(2.79) i (2.80) mogu da se eliminidu y(¢t _.) 1% , tako da se dobija:

poznate, iz relacija

'yt

Ovaj rezultat, koji predstavlja gresku korektorskog redenja u odnosu
na tacno redenje, moZe da se koristi za izbor veliCine vremenskog intervala u
narednom koraku.

Naime, iz relacije (2.80) se dobija
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3. ol At 1,4
et n+l 8 '"Yntl

ne., | n ¥ M

koja predstavija relativnu gredku (odnosno normu gredke) u narednom koraku. Ako
se usvoji da je

L= (2.83)

gde je ¢ neka usvojena veligina tolerancije greSke (na primer, €=0.001) kao u
relaciji (2.50) za stacionarno strujanje, i kako Je

¥, = U, o) (2.84)

to se iz relacije (2.82) dobija

I N ot 178 (2.85)

Relacija {2.85) moZe da se koristi za automatski izbor veli&ine vremenskog in-
tervala u narednom koraku, koji je zasnovan na usvojenoj toleranciji greske.
Pri tome je gredka u prethodnom koraku d(yn+1) poznata - data je relacijom
(2.80).

0¢igledno je da izbor veliline tolerancije gredke e od bitnog uticaja
kako na taénost, tako i na vreme {odnosno cenu) proraluna. Za vecu toleranciju
e (na primer ¢ > 0.10), a time i ve¢i vremenski korak, javija se,u Jiteraturi
poznato, oscilatorno ponadanje u primeni Eulerove trapezne formule.

Treba da se napomene da se procena gredke, a time 1 odredjivanje
veliCine narednog intervala vremena, vr3i samo na osnovu dobijenih prediktor-
skih i korektorskih vrednosti brzina. Za pritiske ne postoji prediktorska vred-
nost, jer u NS jednaCinama ne figuriSu vremenski izvodi pritisaka.
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6.2. Wiison 9 postupak
6.2.1. Formulacija postupka

Prikazani prediktor-korektor postupak predstavlja me3oviti (ekspli-
citno-implicitni) postupak vremenske integracije diferencijalnih jednaina
(2.64). ReCeno je ve¢ da zbog vremenski-singularnoa obiika jednadina nije moguée
da se koristi neki (diferencni) &isto eksplicitni postupak. Kao alternativa
prediktor-korektor postupku, moZe da se koristi neki Cisto implicitni metod.
Jedna od takvih moguénosti je Wilson 6 postupak, odnosno njegova modifikacija,
obzirom da su jednaline (2.64) prvog reda, a ne drugog reda kao u dinamici kon-
strukcija.

Ukupan vremenski domen posmatranjanestacionarnog strujanja fluida
se podeli na odredjen broj jednakih vremenskih intervala At. Diskretni vremen-
ski trenutci u kojima se traZzi da su jednaline (2.64) zadovoljene su tb =05
T, = 25, o, . t = medt, ... . Metod Wilson 6 spada u postupke direktne nume-
ricke integracije kod kojih se usvaja linearna promena ubrzanja unutar vremen-
skih intervala.

Posmatra se interval vremena ¢ € | r,tw+eﬂt|, gde je O parametar veci
od 1.0, s1. 2.6:

/
QR 317
. Te |0,0At|
a
7 D +0t an+6At
= ] 17

15 t AL t +0At
7 " 0

S1. 2.6, Linearna promena ubrzanja u postupku Wilson 6

Wilson 8 postupak je bezuslovno stabilan za & > 1.37, pri ¢emu se optimalna ta-
¢nost numericke integracije dobija za 6 - 1.40.

Uvodjenjem lokalne vremenske koordinate 1 definisane unutar interva-
la vremena [tn,tn+6at], pri Cemu je T € [0,8At], vektor ubrzanja fluida & u
posmatranom intervalu vremena moZe da se izrazi kao:
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T

et - % Tome !

at +OAE - ;‘b ) (2.86)
n n

Integracijom po vremenu izraza (2.86) se dobija

2
- ' T -
a, .o =a, * atnr * 5557 atn ) (2.87)

A 4ot T
k£ n kA

[z ove relacije se dobija za trenutak vremena 1 = 0A%:

~ BN 5
T, ypps T @y T BAT (@ o — Gy ) (2.88)
n ¥t n n
Odakle se, resavanjem po dt L1+ dobija:
L +04
Ys +06t ~ BAE 'Yt +0at Y T (2.69
n n n n

Da bi se dobila re3enja jednalina (2.64) u trenutku vremena tn+1 =
¢, tht, koja bi bila izraZena preko vrednosti nepoznatih u trenutku = , jednali-
ne (2.64) se pidu za trenutak vremena t +BAf. Pri tome se smatra da se i slo-

bodan ¢lan jednalina menja linearno tokom intervala vremena:

!A \ 01 a K(at +8At)+B : C a
l‘— —l_ —‘ AN I—-_ :
! |
|
i eE t +64t ¢ B PJt +ont
{ d\
o (2.90)
‘'t +0At
n
gde je
n n n n

UnoSenjem relacije (2.89) u jednaCine (2.90) se dobija

: 2 . . e
M | 0 . -
’ 08¢ ¢ +BAC ¢, t

n l

o | 0 ‘ +0A% ‘
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Jednaline (2.91) mogu da se pi5u skradeno u obliku:

(X(a)] {aj}tn+eﬂt = {d}tn+eAt (2.93)

gde su uvedene oznake:

2 .
: |—B—-EM+K(at' + B C
[k(a)] :| ___________________
I D | o |
2 »

X d, +0 (dtn+ﬂt - dtn) +M (grza, +6&, ) I

] = e e (2.94)
: |

|
{az} :{

1 |

Slobodan ¢lan u diskretizovanim N.S. jednalinama je dat sa (2.40). Vidi se da
on poti¢e od granifnih uslova strujanja na konturi X Kako se ovi granicni
uslovi tokom vremena ne menjaju, to je

idtn} {dtn+ﬂt Y= {d} = const (2.95)

odnosno

9 .

A ’d+M(;nat+a%q

{d} =d -2 __2B_ (2.56)
| : )

ReSavanjem nelinearnih jednaina {2.93) - o naéinu re3avanja ovih
jednacCina ¢e biti re¢i malo posle, dobija se vektor {aq }_ JOAL? koji se sasto-
ji, kao $to se vidi iz (2.94) iz vektora ¢vornih brzina * {a}
cvornih pritisaka fluida {p}, ,q,.. Vektor brzina lad, Loas
(2.89) kojom se dobijaju cvorfta ubrzanja fluida {2} " .

HA»
PSR!

PP i vektora

" . 5 0
se unosi u relaciju
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TUt +0At T BAE Tt +BAL 3 P 2, (2.97)
n 7 7

n

Najzad, uno3enjem ¢vornih ubrzanja (2.97) u relacije (2.86) i (2.87), 1 to za
trenutak vremena t - At, dobijaju se Cvorna ubrzanja i brzine u trenutku vreme-

na ¢ = tn+1 - tn+&t :
- . 1 * _ .
tal, Ay g AL Lepy 18,
n+l n n n
(2.98)
{a}a“, e {a}&. + {a}jr « At + ﬁﬁ'({a}tn+8ﬁt - {a}tn )
Za Cvorne pritiske u trenutku ¢ = o7 moze da se usvoji:
{p}tnﬂ = {p}tnﬂ%t (2.99)

odnosno vrednosti dobijene reSavanjem jednadina (2.93).

6.2.2. Unoienje pocetnih uslova i inicijalizacija postupka

UnoSenje poCetnih uslova se vr3i na isti naCin kao i u sluCaju pre-
diktor-korektor postupka: re3avanjem jednaina (2.67). Time se dobijaju pocet-
na ¢vorna ubrzanja u trenutku ¢ = 0, a takodje i pritisci u trenutku ¢t = ¢
koji su takvi da je jednalina kontinuiteta zadovoljena.

Izradunata &vorna ubrzanja - reSavanjem jednalina (2.67) 1 zadate
poCetne brzine fluida omoguduju da se formiraju jednaCine (2.93) i nadju rese-
nja (2.98) i (2.99) na kraju prvog intervala vremena t, = At. Vidi se, dakle
da nema posebnih procedura za inicijalizaciju postupka integracije, jer se
redenja u svakom narednom koraku dobijaju prema relacijama (2.98) i (2.99),
znaCi reSavanjem jednacina (2.93) i koriScenjem veC poznatih Cvornih ubrzanja i
brzina na poCetku posmatranog intervala vremena.



38.

6.2.3. Re3avanje nelinearnih jednalina

Jednaline (2.93) su nelinearne algebarske jednaéine, oblika
Afx) » x = b, koje mogu da se reSavaju na prikazane nadine. Znaci, iterativ-
ni metod sukcesivne zamene (direktna iteracija), i1i Newton-Raphson-ov postu-
pak. U oba sluCaja za pocetne vrednosti nepoznatih, na bazi kojih se izradu-
navaju nelinearni €lanovi i1i odgovarajuca Jacobi-eva matrica, koriste se
vrednosti Cvornih brzina i pritisaka fluida koje su ranije dobijene na pocetku
posmatranog intervala vremena. Ukoliko je vremenski inkrement Az relativno ma-
11, ova pocetna vrednost je veoma dobra poletna aproksimacija nepoznatih na
kraju posmatranog intervala vremena,
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IT]. DINAMICKO PONASANJE KONSTRUKCIJA

1, KRUTE (STACIONARNE) KONSTRUKCIJE

t.1. Klasifikacija konstrukcija na
krute 1 fleksibilne

Pre svega, gradjevinske konstrukcije tretirane u ovom radu se posma-
traju kao linearno elasticne. Samim tim, one poseduju odredjenu moguénost kre-
tanja (elasticnog deformisanja), tako da ne mogu da se smatraju kao stacionar-
ni (nepokretni) objekti.

Medjutim, imajuéi u vidu da se u ovom radu posmatra medjusobna inte-
rakcija fluida i konstrukcije, pri emu se pod fluidom smatra odredjena ideali-
zacija vetra kao fluida koji opstrujava konstrukciju, sasvim je moguce, Sta
viZe i inZenjerski opravdano, da se deformabilne konstrukcija klasifikuju u dve
grupe. U prvu grupu bi spadale one konstrukcije koje pod uticajem bilo kakvog
vetra ne menjaju bitno svoj poloZaj u prostoru, odnosno svoj prvobitni oblik.
Nesumnjivo je da se sve, pa i pomenute konstrukcije, deformidu pod uticajem
vetra, medjutim, deformacija moZe da bude dovoljno mala i dovoljno spora, tako
da ne mora da se uzima u obzir. Ovu grupu &ine tzv. krute konstrukcije, kao
$to su, na primer, relativno niske zgrade (naravno, ne sve niske zgrade).

Sa druge strane, sve konstrukcije koje nisu krute, &ine drugu grupu
tzv. fleksibilnih konstrukcija. Strujanje vetra kao fluida koji ih okruZuje
moZe da bude takvo da primetno (nezanemarljivo) deformiSe takve konstrukcije,

a takodje i da ih pobudi na kretanje, oscilatornog il1i drugalijeg karaktera.

Pitanje granice i kriterijuma koje su to konstrukcije, sa stanovidta
uticaja vetra, krute odnosno fleksibilne, nikako nije jednostavno. Navedena
opisna klasifikacija ipak daje odredjenu intuitivnu stiku. Sa stanovista anali-
tickog formulisanja kriterijuma podele konstrukcija, najcelishodnije, a u isto
vreme najjednostavnije, se &ini definisanje na bazi osnovnog sopstvenog perioda
slobodnih harmonijskih vibracija konstrukcija {u vakuumu). Ako je T neka gra-

ni¢na vrednost osnovnog perioda konstrukcije 7, onda sve konstrukcije kod ko-
jih je
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T < Tgr' (3.1)

spadaju u krute, dok su konstrukcije fleksibilne ukoliko je

T > Tgr (3.2)
Naravno, ostaje da se definid3e i kolika je granilna vrednost T, 0snovnog peri-
oda, €ini se da bi ova granica mogla da bude 0,25 do 0,50 sekundi, odnosno da
granicna osnovna svojstvena frekvencija iznosi f =2 + 4 H .

1.2. PonaSanje krutih konstrukcija u
fluidnoj sredini

Pre svega, mora da se istakne da se krute konstrukcije (krute u smi-
slu ranije iznetog) uopite nikako ne "ponaSaju". Znaéi, bez obzira na to kakvo
je strujanje fluida, krute konstrukcije su potpuno nepokretne i ne postoji ni-
kakva medjusobna interakcija izmedju fluida i konstrukcije. Krute konstrukcije
predstavijaju jedino Cvrste granice u odnosu na kretamje fluida i samim svojim
prisustvom u struji fluida uticu na njegovo kretanje zbog toga S$to predstavlja-
ju (t.j. namecu) odredjene granicne uslove. Medjutim, za razliku od fleksibil-
nih konstrukcija, ovde ne postoji uzajamno dejstvo i medjusobno prilagodjavanje
(interakcija) u kretanju. Krute konstrukcije su jednostavno nepokretni objekti
"uronjeni” u struju fluida i svaka promena strujnog polja oke konstrukcije je
prouzrokovana drugim razlozima, a ne prisustvom krute konstrukcije.

1.2.1. Graniéni uslovi na kontaktu
fluida i konstrukcije

U sTuCaju dvodimenzionalnog posmatranja strujanja fluida oko nepokret-
ne {krute) konstrukcije, situacija je Sematski prikazana na S1. 2.1. Oblast kX
na S1. 2.1. predstavlja horizontalan presek konstrukcije, a graanjce FS kontakt-
nu povrs izmedju fluida i konstrukcije.

Grani¢ni usTovi na konturi I, su dati sa (2.6):
u, =0 v, =0 (na konturi r.) (3.3)

gde je, kao Sto je releno, u_ komponenta brzine fluida u pravcu normale na kon-
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turu Tps 3 v, komponenta u pravcu tangente. Prvi od uslova (3.3) moZe da se
shvati i kao uslov neprodiranja fluida kroz &vrstu granicu Fs, a drugi uslov
%ao uslov prianjanja (lepljenja) fluida uz &vrstu granicu. Oba uslova (3.3)
ujedno znace i da je relativna brzina fluida u odnosu na konstrukciju (koja je
nepokretna) jednaka nuli.

Esencijalni uslovi {3.3), naravno u svom diskretizovanom obliku pre-
ko &vornih brzina na konturi T., se unose ili u jednaline (2.41) i1i (2.46),
¢ zavisnosti od toga da 17 se Etrujanje fluida posmatra kao nestacionarno ili
stacionarno. Unodenjem konturnih uslova i na ostalim granicama posmatranog do-
mena strujanja, kao i poCetnih uslova za nestacionarno strujanje, odgovarajuce
jednaZine kretanja fluida se re3avaju na nain prikazan u delu II.

1.2.2. Odredjivanje sila kojima fiuid
deluje na konstrukciju

Sa stanoviita konstrukcije, od celokupnog dobijenog redenja koje de-
finiZe strujanje fluida unutar posmatrane oblasti Q, bitne su jedino vrednosti
brzina i pritisaka fluida u neposrednoj okolini konstrukcije.

Povr$inske sile fluida na konturi I, na kontaktu sa konstrukcijom,
date su, za slutaj dvodimenzionalnog strujanja, u obliku:

Bun
Fp=-p g
5 v (3.4)
Fo = { —==¥res ) (na konturi FJ)

Ovo su povrdinske sile u pravcima normale » i tangente s na konturu, dok su u,
i » , kao 3to je receno, komponente brzine fluida u pravcima normale i tangen-
te na konturu.

Komponente brzine fluida u pravcima dekartovog sistema xy su obeleze-
ne sa u i v, dok su komponentalni naponi dati sa:

= - Ll
Ope =~ P * 8 5
u ,
Oxy—oyx—]J (§§+§5 (3.5)
Oy 5= B+ 2H oo

Ako je vektor spoljaidnje normale na konturu fluida (znaci usmeren ka unutras-
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njosti konstrukcije) dat sa n = {nx,np}, onda su x- i y— komponente povr3in-
skih sila date sa ’

f =06 n +0 n
5 SEIBET, XY Y
(3.6)
cC n +0 n
Yy x ¥y Y
Ukupne povrSinske sile (rezultante u pravcima x i y) se dobijaju integracijom
po konturi Fo. Kako je u pitanju dvodimenzionalno strujanje, onda su povriin-
ske sile (3.6) u stvari linijske sile, jer je kontaktna povrs T, linija.
Ako se razdvoje doprinosi pritiska fluida od viskoznih sila, t.j.
ako se posebno posmatraju sferni i devijatorski udeo u povriinskim silama (3.6),
onda se dobija:

- § pnxdT
(3.7)
* =~ § pndl
¥ Y
Fx—urs L2§‘£”x+‘*5§;+§)"y‘dr
: (3.8)

U relacijama (3.7) i (3.8) su /™ i FV rezultujuce sile usled pritisaka i vis-
koznosti fluidne sredine, koje deluju na konstrukciju.

Ako je udaljeno (“"ulazno”) strujanje fluida paralelno strujanje u
pravcu & 0se sa brzinom , onda je pogodan referentan dinamicki (111 zaustav-
ni) pritisak fluida dat sa

- 2
] =5 P u (3.9)

gde je p gustina fluida. Koeficijenti otpora i uzgona posmatrane konstrukcije
u struji fluida su dati tada sa:
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gde je D prelnik konstrukcije upravno na pravac strujanja fluida.

Integratima (3.7) i (3.8) su dati intenziteti rezultujuéih sila ko-
jima fluid deluje na konstrukciju. PoloZaji napadnih tafaka ovih rezultujuéih
s1la mogu da se ndrede na uobicajen nacin:

el
8 = ) frs dr

z " F, op
3 (3.11)
i .
s — & f sdl
T 4 Y
y T,
gde je
F =F ¢ F
X X
(3.12)
F =F #p
Y Y Y

dok su £ 1 f dati sa (3.6), a s je koordinata u pravcu tangente na konturu.
Relacije (3.11) su na¢elino napisane. U sluajevima svakog konkretnog oblika pop-
recnog preseka konstrukcije, na primer pravougaonog, moguée je da se na analogan
nacin izracunavanjem odgovarajuc¢ih integrala duZ pojedinih delova konture odre-
de rezultujuce sile 1 njihovi poloZaji (na primer na svakoj stranici pravouga-
onog preseka).

0 praktiénom nadinu izraCunavanja integrala (Gauss-ovom kvadraturom)
bice detaljnije re€i kasnije.

Sa dobijenim silama kojima fluid deluje na konstrukciju, moguée je da
se dalje posmatra izolovana konstrukcija, $to ovde nece da se razmatra.

7, FLEKSIBILNE {NESTACIONARNE) KONSTRUKCIJE

Za razliku od krutih konstrukcija, fleksibilne konstrukcije vrie od-
redjeno kretanje u struji fluida. Ova dva kretanja, fluida 1 konstrukcije, su
u uzajamnoj vezi i medjusobno utiu jedno na drugo. Pre nego Sto pofne da se
razmatra ova medjusobna interakcija, prvo ¢e da se prikaZe nacCin analiziranja
globalnog ponasanja konstrukcije nezavisno od fluidne sredine (u vakuumu).
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2.1. Diskretizacija visokih vitkih konstrukcija
na dvodimenzionalno ponasanje

Kako se u ovom radu razmatraju samo dvodimenzionalni problemi, prvo
¢e da se prikaZe moguénost svodjenja realne konstrukcije na ekvivalentan dvo-
dimenzionalan model. Pri tome se u ovom radu ne koristi metoda konaCnih eleme-
nata u analizi konstrukcija, veé se koriste tzv. kontinualni pristupi u pros-
tornoj analizi konstrukcija. Za fomulisanje ekvivalentnog dvodimenzionalnog
tretiranja koriste se postupci dinamike konstrukcija koji to omogucavaju.

Pri tome se iz klase fleksibilnih konstrukcija izdvajaju i posmatra-
ju jedino visoki vitki objekti, kao 3to su visoke zgrade, tornjevi {za vodu i
telekomunikacije) i dimnjaci.

2.1.1, Formiranje ekvivalentnog racunskog
modela za visoke zgrade

Visoki vitki objekti, izloZeni uticaju horizontalnog opterecenja,
poseduju tri dominantna stepena stobode kretanja. To su dva transiatorna pome-
ranja u pravcima dve medjusobno ortogonalne ose u herizontainoj ravni (= 1 y)
i rotaciono kretanje oko vertikalne ose (z). Ukolike je re¢ o visokoj zgradi
sa N etaza, onda se u tzv. diskretnom pristupu, pomenuta tri stepena slobode
kretanja posmatraju kao diskretne veliine vezane za swaku etaZu, tako da je
ukupan broj stepeni siobode 3¥. Sa druge strane, u tzv. kontinualnom pristupu
se dve horizontalne translacije 1 rotacija oko vertikalne ose tretiraju kac kon-
tinuaine funkcije po visini zgrade. Ovde se pesmatra kontinualna aproksimaci-
Ja visokih vitkih objekata.

Na S1. 3.1, je prikazan ekvivalentan dvodimenzignalan ralunski model
visoke zgrade.

Z

k
Y K
v I
Yy Rle M - centar mase
Kk \;,“/f{,[) 4 K ,<.r | -
MY K - centar krutosti
Mo
Bl

S1. 3.1. Ekvivalentan dvodimenzionalan ralunski model sa
tri stepena slobode kretapja.
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Sa M 1 X su obeleZeni centri mase i krutosti objekta, dok se tri stepena slobo-
de kretanjau(t),v =/, 471 {dve translacije u horizontainoj ravni i rotacija

oko vertikalne ose) vezuju za koordinatni sistem xyz u centru mase. Sa k: i ky
su obeleZene ekvivalentne globalne krutosti objekta u pravcima x i y, dok je

k¢ ekvivalentna torziona krutost.

Ako na dvodimenzionalnu krutu plodu prikazanu na S1. 3.1, de]uju ne-
ke sile u ravai z,y, Cijom se redukcijom na centar mase & dobija Fx,F i Mz,
diferencijalne jednaCine kretanja ploCe mogu da se napidu u obliku:

Pn* 0 0 U { k., 0 -k vy, \ u Fxl
m* 0 vi+t |0 ky kyxk ] v = FyJ (3.13)
|0 0 I_k:cyk kxxk ktf, b -Mz
gde je
ko= kg + Ky, + ky:rz (3.14)
dok su sa m* i ' obelezeni masa plo¢e i momenat inercije mase (odnosno ekviva-

lentna masa 1 ekvivalentni momenat inercije mase posmatrane zgrade). Jednaine
(3.13) mogu da se pisu skraceno u obliku

(M%) {u} + [k*] {(u} = {f*} (3.15)

gde su [¥*] i |[Kk*] matrice mase i krutosti posmatranog dvodimenzionalnog modela,
dok je {f*(z)} vektor sila, a {u(t))} vektor nepoznatih generalisanih koordinata.

Jednacine (3.13) predstavijaju jednaline ravnog kretanja krute ploce
prikazane na S1. 3.1. Transformacija trodimenzionalnog pona3anja fleksibilne
zgrade na ravno kretanje krute ploe moZe da se izvr3i primenom Galerkinovog
postupka i11 primenom modalne analize.

Na primer, ako se posmatra zgrada sa zidnim platnima, moZe da se po-
kaze {videti, na pr.[I.S.ﬂ) da se jednaline kretanja zgrade dobijaju u obliku:

[m o0 o ]' U 1%, 4 0 ksl ‘ U [ q, ‘
g m 0 l 14 [ + { 0 Koo kos -! 1% ‘ ‘ q ‘ (3.16)
& il [ |
o 0 Jz’ | ki’fﬁ’ ?(23 : m, -
Sa m 1. su obeleZeni masa i momenat inercije mase zgrade po jedinici visine,

kii su odgovarajuci koeficijenti krutosti.zgrade, dok su sa U(z,¢), V(a,t) i
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d(z,t) oznaCeni dve translacije zgrade u pravcima horizontalnih osa « i y i
rotacija oko ose z. Ove veliCine su kontinualne funkcije prostorne koordinate
z (po visini zgrade) i vremena ¢. Jednaline (3.16) mogu da se napidu u matric-

nom obtiku
M) (v} + (k] W’ = @ (3.17)
Usvaja se da se nepoznate funkcije izraZavaju u obliku
Uiz, t) = wu(z) u(t)
Visz,t) = wv(z) v(t) {3.18)
¢(z,t) = ¢¢(z) v (t)

gde su m‘, V..o ¢¢ pogodne funkcije koje zadovoljavaju graniCne uslove (najpogod-

nije: svojstveni oblici slobodnih vibracija konzole). Relacije (3.18) se pidu u

matriénod formi

e U N r q}u r U N
Sy opo= g S (3.19)

ili skraceno
{U(z,£)} = [W(z)] {u(t)} (3.20)
Ako se, u skladu sa Galerkinovim postupkom, jednacina (3.17) mnoZi sa leva sa
i integrali po visini zgrade z € {0,7], dobija se, posle parcijalne integ-
racije,

(M%) {u} + [k*] {u} = {F*} (3.21)

gde je
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X = £ 07w (0" s

[

= QLJT {q} dz (3.22)
0

U razvijenom obliku su integrali (3.22) dati sa:

ml m*
= 3 o W = ks
{ v
.Ff2 fte N pr
r 1 aa A g
| T11'u v 13"4"¢
[K*.I J.Z 1 " "o dz { )
| = 0 ) A V..V 3.23
- 23"v%¢
v n "o 112
SELA Vit “szty
L
*.’ : _4
{£*} i aywv dz '
\ '('.f
z‘¢ 7 -

Jednaline (3.21) su u potpunosti ekvivalentne sa jednaCinama (3.15)
za krutu plocu na s1.3.1., ukolike je
(- A

m* = | m(z) wi dz = [ m(z) wj dz
0 o

{3.24a)
> 2
2 Of J, Vyda

A .

k - f

x~  T1gly &

< kxyk = OJ kzgwuwv dz
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|’: Y TR
2 | kge VI da (3,24b}
I o)
klf,:of Ky ; dz
[/
F. = f q, v, dz
o)
l
3,230
A
M, = f mz¢¢ dz
Qo
Ako se usvoji da je
'Pu - wv =\, I - cos (21 == (3.25)

§to je prihvatljiva aproksimacija za prvi ton konzolnog nosada, dobija se

[ wi(z)dz = 0.228 1
o

2 =
[ v°(z)ds = ——

f. 1% 2(3) dz = E?

A
[ w(z) dz = 0,364 1
0

tako da se, za zgradu sa konstrantnim karakteristikama po visini, integrali da-
ti sa (3.24) lako odredjuju.

OCigledno je da se racCunski model sa tri stepena slobode kretanja,
prikazan na s1.3.1, odnosi na zgrade nesimetricne osnove. U specijalnim sjula-

Jevima se dolazi do racunskih modela sa dva, ili sa jednim stepenom slobode
kretanja.
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Ako je osnova zgrade sa jednom osom Simetrije, na primer u odnosu na
osu x, onda je ekvivalentan racunski model prikazan na s1.3.2.

s

ST1. 3.2. Zgrada sa jednom osom simetrije {(x-osa)

U ovom slucCaju je z, 203y, =0, tako da matrica krutosti data sa (3.13)

postaje
k 0 0
X
[k* =10 ky kyxk (3.27)
‘ 0 kyxk kw+ky:k

Kako je matrica mase dijagonalna, jednaline |
Jjednainu za pravac ose simetrije:

3.13)

| se svode na jednu nezavisnu

miu + ku="F
Q0 G

(3.28)
i na dve spregnute jednacine
0419 (ky k ‘ v‘ Fy‘
[« | : - ) : (3.29)
AR | 2
Lo sz o | ky:ck k¢+ky:rk l | ’ { MzJ

U slucaju zgrade koja je simetricna u odnosu na dve ose, centri mase
i krutosti se poklapaju (, = 0), tako da se jedn. {3.13) svode na tri
nezavisne jednacine:
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m*u + ku-F
4%

(3.30)

b
ry

m*s + kv
=

J;ll(.)'f' kq]t]o—’ Mz

2.1.2. Formiranje ekvivalentnog racunskog modela
za dimnjake 1 tornjeve

U sluCaju rotaciono-simetricne konstrukcije, kao 3to je na primer
dimnjak, diferencijalne jednaline kretanja (u kontinualnoj formulaciji) su me-
djusobno nezavisne. Na s1.3.3. Je prikazan popreéni presek dimanjaka posmatra-
nog kao tankozidni Stap.

S1. 3.3. (a) Poprecni presek dimnjaka,

(b) Ekvivalentni dvodimenzionalni racCunski model

KoriS¢enjem oznaka uobicajenih u teoriji tankozidnih 3tapova, moiZe
da se pokaZe da se dobijaju sledece nezavisne jednacine poprelnih i torzionih
vibracija tankozidnog kruznog cilindra:

EJ:cxp + pFEp_px

iy (3.31)

GKTO;—DK'IOP_" '



Ako se parametri pomeranja ¢ , v 1w  prikaZu u obliku:

EP(Z,U = ¢u{'2) u(t)

np(z,t) = wv(z) v{t)

w ) =

pt 1 I w»
= 8, Bii= Y (s

jednacine (3.31) mogu da se transformidu na oblik:

gde je:

m*u + ku=F
4% 48
m*t + kv =F
Y Y
J.‘*LF-P Krblf):
A 7

m* = [ pF y? dz = [ pF wi dz
0 0

Jr= ) ek b dz

Z o
k:r = J E‘J:m: lpu ¢
o]
k, = J"GK W da
L - |
7
P * f Y, P, dz
)
l
F =
y= ) by, d

51.

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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U zakljucku, dinamicko ponasSanje visokih fleksibilnih objekata moZe
da se pribliZno analizira pomocu odgovarajuceg dvodimenzionalnog racunskog
modela. Ovakav dvodimenzionalan model poseduje tri stepena slobode kretanja
i jednaline kretanja u matri¢nom obliku su date sa (3.21):

(4] {a} + [&k*] {u} = {£*) (3.21)

Kao $to je reCeno, matrica mase je dijagonalna, dok matrica krutosti moie, ali
ne mora da bude dijagonalna. U odredjenim slucajevima tri spregnute jedna&ine

(3.21) mogu da se svode na “dve + jednu" jednainu ili na tri nezavisne jedna-
&ine.

2.2. ReSavanje jednalina kretanja ekvivalentnih
dvodimenzionalnih racunskih modela

Sistem od tri obicne diferencijalne jednaline (3.21) moZe da se re-
Sava na razne naine, na primer primenom modalne analize i1i metodom direktne
integracije. Ovde se koristi ovaj drugi pristup. To znadi da se trazi reZavanje
JednaCina (3.21) u diskretnim vremenskim trenucima t,, a ne za bilo koje (kon-
tinualno) vreme ¢. Takodje se unapred usvaja promena.ubrzanja, brzina i pome-
ranja unutar svakog intervala vremena At {izmedju dva diskretna trenutka t. i
tpe7)- 0d raznih moducih postupaka direktne integracije, bice prikazana dva:
diferencni postupak i metod Wilson 6.

2.2.1. Diferencni (eksplicitni) postupak

Od raznih diferencnih izraza kojima se aproksimiraju brzina i ubrza-
nje, najtedce se koristi metod centralnih razlika. Unutar dva susedna interva-

la vremena se usvaja paraboli¢na raspodela nepoznatog vektora pomeranja, si.
3.4.

a Z)

51. 3.4. Paraboli¢na raspodela pomeranja unutar intervala vremena
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Prvi i drugi izvod po vremenu nepoznatog pomeranja u trenutku vremena t = ty,

su dati pribliZzno sa:

0 :

) - ([u - &= g
tk 2A¢ tk+ﬂt 2

(3.35)

Kako je u jednaCinama (3.21) zanemareno priguSenje, to diferencna aproksimacija
brzina nije potrebna u ovoj fazi - potrebna je u razmatranju interakcije sa

fiuidom. Ako se (3.35/2) unese u jednaline (3.21), napisane za trenutak vreme-
na t = 7 dobija se:

L e, b= e - R (), 3 = —— 0]

X 7 (At)* % (hE) %

111 skraceng

\ ; - :{}:‘;@} i x7)
{At;z k- tk

Kako je matrica mase dijagonalna matrica, reSenje jednalina (3.37) se direktno
dobija

. . %
() _ 7*z) , (bt)
Uy anr = Ty < (3.38)
k k m. .

gde je sa 7 (¢=1,2,3) obeleZena komponenta vektora odn. dijagonalni element
matrice mase. Desna strana jednalina (3.36) se lako formira mnoZenjem matrica

1 vektora. Vidi se da se vektor nepoznatog pomeranja u trenutku fkftr dobija iz
jednaCina kretanja u trenutku r. i da se izraZava preko prethodno odredjenih
pomeranja u trenutcima ¢

k i K



54,

2.2.1.1. PoCetak postupka

U poCetnom trenutku vremena, & = to = 0, poznati su poCetni uslovi:

{u(t=0)} = {uo}

(3.38)
{n(t=0)} = {zlo}

pri Cemu su U, i &o poznati poCetni poloZaj i poCetna brzina konstrukcije {naj-
ceS€e nultte vrednosti). Da bi se odredio vektor nepoznatog pomeranja (i brzine)
na kraju prvog intervala vremena, napi3u se jednaline (3.36) za trenutak ¢, = 0,
odakle se dobija

Znaci, potrebno je pomeranje u treautku -A¢. Ako se diferencni izrazi (3.35) na-

pisSu za tk = 0:

- 1
lu b = 55z (lupyd - lu_p, M

2
(3.40)
{ut=—— ({u., -2ul)+{u.b)
o (At)2 fe} At
onda se eliminacijom vektora w, iz dva izraza (3.40) dobija relacija koja se
reSava po nepoznatom ~As
¢ 1 2
={u Y-t {u} += (8t)° {u)} (3.41)
) 0 0

Pri tome je ubrzanje u poCetnom trenutku, vektor #_, odredjeno iz jednalina
(3.21):

Al {uo} + [K*]{uo} b {f;} (3.42)

koje se lako reSavaju po , Jer je 'M* dijagonalna matrica. Unodenjem vek-
tora {u_, J, datog sa (3.41) u rekurentnu relaciju (3.39) dobija se pomeranje
na kraju prvog intervala vremena.

ZapoFinjanje rekurentnog re3avanje je moguce i na alternativni nacin.

\J
.
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Naime, iz prve od relacija (3.40) se dobija

{u Y=—& {u .} +'(u,} (3.43)

Ako se ovo unese u {3.39) dobija se

4] tuy.} = (72 - (K] -
(AE)" s (At)”

] {u} + 52 (] () (3.44)

odakle se obet dobija nepoznato pomeranje na kraju prvog intervala vremena
{u,_ }. Ovaj drugi pristup, prikazan relacijom (3.44), je pogodniji za primenu

u stuéaju nehomogenih uslova.

U slucaju homogenih poCetnih usiova, 16 ] w1 = {0}, dobija se po-
meranje na kraju prvog intervala vremena u obliku:

2 5 [M*] [, ) = {£2) (3.45)
(At)

Sa dobijenim vektorom pomeranja na kraju prvog intervala vremena {u&f} mogu
da se u drugom, a dalje i narednim koracima, koriste rekurentne relacije
(3.36).

2.2.1.2. Stabilnost numericke integracije i
kritican interval vremena

Prikazan postupak centralnih razlika je jednostavan za primenu i zbeg
dijagonalne matrice mase odredjivanje nepoznatih pomeranja (i brzina) ne zah-
teva nikakvu dekompoziciju matrica (iako su reda 3), veC samo matrifna mnoZenja.

Medjutim, ovaj eksplicitni postupak je samo uslovno stabilan, pri
Cemu je za stabilnost postupka neophodno da je vremenski interval A¢ manji od
kritiCnog intervala vremena Ater. Ako se sa Thin obeleZi najniZi svojstveni pe-
riod. t.J. period koji odgovara najviSem svojstvenom obliku (sa frekvencijom
wmax)’ onda moZe da se pokaze da je uslov stabilnosti numericke integracije
dat sa
Tmin __2_ (3.46)

er T W
max

At < At
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Svojstvene frekvencije ekvivalentnog dvodimenzionalnog modela se

dobijaju re3avanjem odgovarajuce frekventne jednaline
* o X
Diw) =det [K -wM] =0

Kako su matrice mase 1 krutosti date sa

- 0 0'
(%] = { 0 0
0 0 I |
k. 0 —kxyk
(k%] = | 0 ky kyxk
=k 97, kyxk k

ako se uvede oznaka

dobija se frekventna jednalina u obliku

b
DS = A + BY +CQ +D =0

gde je
2
AL s e
— *
B = - m* [m*k‘9+ J2 (kx + ky)}
- Ak k- mroyE vk a

C—mkl’p(kx""ky)"‘brz xy_m(ryk"‘ymk)

D= - kxkykP + kxky(kxyy + kyxk)
ZnaCi, navidi koren frekventne jednacine Wi ocdredjuje, prema

granic¢nu, t.j. maksimalnu veliiinu intervala vremena ﬁtcr‘

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

relaciji (3.46),
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2.2.2. Wilson 6 (implicitni) postupak

Kod Wilson & postupka se usvaja predpostavka o linearnoj raspodeli
ubrzanja u intervalu vremena [t,t+eat], gde je 6 > 7.0, s1.3.5;

//’////////’//////”

5 et

: U, ont

t t+At t+0A¢

S1. 3.5. Linearna raspodela ubrzanja u postupku Wilsen @

Uvodjenjem lokalne vremenske koordinate T unutar intervala vremena
s oihe ], definisane sa © € [0,0At], zbog predpostavke o linearnoj raspodeli
ubrzanja sledi:

(upped = () + grz (uy,g,} = {u,}) (3.52)

Integracijom izraza (3.52) se dobija

2

{ut+t} - {ut} ’ {ut}T * o0t Mpsspe T {ut})
(3.53)
b= ) e G+l e e T (g b~ fu,})
zer] T g ugIT T WU T wene (Weroae Uy
odakle sledi za trenutak vremena ¢+0At (t.j. za 1=0A¢):
- . 1 | . ‘
(e popet = (u,} + 5 64t sapg !+ lu )
(3.54)
- . 1 (awegd o0 Iy
fo i = {u } o+ 06t {u ) + 2 (0 ({uyopsd * 2 T, )

Iz izraza (3.54) mogu da se vektori ubrzanja {u,,.,,} i brzine {&L'nd'} izraze

preko pomeranja {u, ., }:
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6

. p « - -
{u } = ———= ({u g — lu,!ﬂ - o lwyd - 2{ud
t+OAL UzutZ t+0AE { BAE ¢ t
(3.55)
{ut+8&t} e ({ut+9&t} - 151' - 2{ut} -3 Eit!u:f

Da b1 dobili reSenje za pomeranja, brzine i ubrzanja u trenutku vre-
mena t+At, jednalina (3.21) se pise za trenutak vremena t+8At, pri Cemu se
smatra da se 1 vektor opterecenja {f*(¢t)} menja linearno tokom intervala vre-
mena;:

b= (3.56)

t+oit

:.‘."’_‘.‘.Zl a7 [K*]{ut'f'eﬁt

gde je

X = [ 24} * — [*e]

(Fhiongd = 1£20 + 00052\, ) - U5} (3.57)
Unosenjem izraza (3.55/1) u jednalinu (3.56) se dobija:

: M*] + [Kk*)) {ut+8at} = {?;+86t] + 27%7? [M*}{ut} ;

+ = [M*)u) b o+ JLNe] Eu ] (3.58)
111 skraceno u obliku

[&] {u } o= {f} (3.59)

t+0AE

gde je

k] = ]+ [
0%at?

£l = )+ 005r,,) - {F8h) + =
N Y

——
pou)
ti

t+AL 5 [M*]{“t} + (3.80)

ReSavanjem jednalina (3.53) se dobija vektor pomeranja CIOPINE

tim uno¥enjem redenja u relaciju {3.55/1) se dobija vektor @brzanja~ﬁt+8&ﬁ.
Najzad, unodenjem u relacije (3.52) i (3.53), za t=Af dolazi se do ubrzanja,

3l @)=
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brzine i pomeranja u trenutku +#it:

| Ve )
gl = W1+ g (18 g0}
[0, pp ! = () # ST 1+ g5 (Ulyygpyd — M) (3.£1
7 . 2 [ 2
{ut-f-&t} = {ut} + azfu) + 5 (AE) {ﬁt}+ ":.‘.,.-,‘~:;,-,-" _ {ﬁt})

Prikazan postupak Wilson & postupak je implicitni postupak, jer u
svakom koraku uz nepoznat vektor pomeranja figuriSe i matrica krutosti kao
matrica koeficijenata. MoZe da se pokaze da je Wilson 6 postupak bezuslovno
stabilan za 8 > 1.37, kao i da se optimalna tatnost numeriCke integracije do-
bija za 8 = 1.40.

Zbog bezuslovne stabilnosti postupka (za 6 > 1.37), moZe da se vrdi
integracija za znatno veéi interval yremena A¢, nego S$to je to siucdaj sa pos-
tupkom centralnih razlika. Medjutim, u svakom koraku je potrebno da se rela-
vaju jednadine (bez obzira $to ih ima najviSe tri), Sto u sluCaju diferenchneg
postupka, za dijagonalnu matricu mase, nije tako.

Vidi se iz izraza (3.61) da se pomeranja, brzine i ubrzanja u trenut-
ku t+At izraZavaju preko istih veli€ina u trenutku ¢ (kao i preko ubrzanja u
trenutku £+64¢, do kojih se dolazi re3avanjem jednalina (3.59)). Drugim redima,
u Wilson 6 postupku nema potrebe za posebnim postupkom zapolinjanja integracije,
jer su pomeranje i brzina u trenutku £ = 0 poznati poletni uslovi, dok se po-
¢etno ubrzanje dobija iz jednaCina kretanja (3.42).
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[V, MEDJUSOBNA INTERAKCIJA FLUIDA I KONSTRUKCIJA

1, GRANICNI USLOVI NA KONTAKTU FLUIDA I KONSTRUKCIJE

Pod pojmom "interakcija" se podrazumeva, kac 3to je ve¢ refeno, me-
djusoban uticaj jednog medijuma (fluida) na kretanje drugog medijuma (kons-
trukcije) 1 obrnuto. Prema tome, interakcija sa fluidom moZe da postoji samo
kod fleksibilnih konstrukcija. Kako su sve konstrukcije deformabiine, teoret-
ski Je kod svih konstrukcija prisutna interakcija sa fiuidom koji ih opstruja-
va, Medjutim, deformabilnost je kod nekih konstrukcija viSe izraZena, a kod
nekih manje, i1i je Cak 1 zanemarljiva, tako da, u smislu podele konstrukcija
na krute i fleksibiine, kod krutih konstrukcija interakcija sa fluidom ne pos-
toji (zanemaruje se).

Na konturi Fo na kontaktu konstrukcije i fluida moraju da budu zado-
voljeni esencijalni granicni uslovi po brzinama (videti (2.4)):

(4.1)
{na konturi T

<
1y
<

3)

gde su u i v, brzine fluida u pravcu normale i tangente na konturu I dok su
i v_ odgovarajuce brzine konstrukcije.

Z. SILE KOJIMA FLUID DELUJE NA KONSTRUKCIJU

Povr3inske sile na konturi T'. kojima fluid deluje na konstrukciju su,
za posmatrano dvodimenzionalno strujanje, date sa (3.4):

Fn=-p oo

M . (4.2)

s 5 ) (na konturi Fs)

f

s M (

Ovo su povriinske sile u pravcu normale n i tangente s na konturu
I' . Ako je vektor normale n dat u odnosu na dekartov sistem zy sa ﬁ:{nx,ny} i
ako se u povrSinskim silama (4.2) razdvoje delovi koji potidu od pritiska fluida
i gradijenata brzina (t.j. od sfernog i devijatorskog dela tenzora napona),
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dobijaju se sledece rezultujuce sile u pravcima osa ¢ i y:

g}

(4.3)

- H § [2 gx ?‘.’.x + - F _:II ?’ly] dar
(4.4)
r 4 oV v
Fozusg§ [/ — +— + 4 =—n | dr
RSt 3y )

U integralima (4.4) su u i v komponente brzine fluida u pravcima o 1 y duZ
stranice elementa fluidne sredine na konturi T...

Rezultujuée sile kojima fluid deluje na konstrukciju su izrazima
(4.3) 1 {4.4) naCelno napisane. Nalin numericke integractje ovih izraza Ce
biti detaljnije prikazan kasnije. U ovoj fazi moZe da se kaZe da se duZ odgo-
varajuce stanice svakog elementa na konturi I, Gausovom integracijom odredju-
ju rezultante Fi, Fi. Fg. F;, kao i njihov poloZaj prema izrazima (3.11),
sl. 4.1,

Fluid

Element e na
Konstrukcija konturi FS

M
Kontura T3

S1. 4.1. Sile na kontaktu fluida i konstrukcije (usled pritiska fluida;
analogno za gradijente brzina fluida).

Redukcijom rezultujucih sila svakog elememta, na konturi Fg: Eie,

v v . . . .
, F_, Fna talku ¥ {centar mase ekvivalentnog dvodimernzionalnog racun-

ye' “xe
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skog modela konstrukcije| dolazi do rezultujuceg opterecenja konstrukcije:

é e Rx Ry
(4.5)
Mﬁrgpex Fe_MRZZ

VeliCine ¥ , F i M_predstavljaju vektor opterecenja za dvodimenzionalni
racunski m&de]Jkonsfrukcije.

Osim odredjivanja vektora opteredenja konstrukcije, moie da se odredi
1 tzv. aerodinamicki centar konstrukcije u posmatranom trenutku. To je ‘napad-
na tacka rezultujuce sile kojom fluid deluje na konstrukciju u datom trenutkyu
vremena, sl. 4.2,

Konstrukcija

S1. 4.2, Aerodinamic¢ki centar konstrukcije (A)
3., FORMULACIJA MEDJUSOBNE INTERAKCIJE FLUIDA 1!
KONSTRUKCIJE
Diskretizovane jednaCine kretanja fluidne sredine su date sa (2.44)
lay + [k (a)] {a}} = {d,} (4.6)

za sluaj nestacionarnog strujanja, dok je za stacionarno strujanje lokalno
ubrzanje fluida jednako nuli, tako da su jednac¢ine kretanja date sa

(4.7)

U sTuCaju nestacionarnog strujanja, jednaline (4.6) se svode na redavanje ne-
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Tinearnih algebarskih jednadina oblika
[k(@)] la;} = {d,}} (4.8)

u svakom intervalu vremena. Znai, nestacionarno i stacionarno strujanje flui-
da se svodi na reSavanje sistema nelinearnih jednaCina oblika (4.8) 111 (4.7).

Sa druge strane, jednaline kretanja konstrukcije, odnosno ekvivalen-
tnog dvodimenzionalnog ralunskog modela, su date sa (3.21):

(*] {a}y + (k%] {u} = (£%} (4.9)

Ove jednaCine se, primenom nekog od postupaka direktne numerifke integracije,
svode na reSavanje algebarskih jednadina oblika

2 {uw) = 4P (4.10)

za svaki interval vremena. U sluCaju eksplicitnog postupka metodom centralnih
razlika matrica koeficijenata je dijagonalna, dok u implicitnom postupku inte-
gracije nije {ali je reda 3 u najopitijem sluaju). Slobodan &lan u jednalinama
(4.9) je dat sa izrazima (4.5), zna&i zavisi od kretanja fiuidne sredine.

Dakle, ponaSanje jedinstvenog sistema: fluida u racunskom domenu
strujanja © i konstrukcije keoja se nalazi unutar demena Q definisana je sa dva
skupa jednac¢ina. To je sistem jednalina (4.6) za fluidnu sredinu, u kome broj
jednacina zavisi od usvojene mreZe 1 tipa konalnih elemenata, i sistema {4.9)
od maksimalno tri jedna&ine koje se odnose na konstrukciju. Pri tome moraju
da budu zadovoljeni granini uslovi po brzinama (4.1) na kenturi 'z, koja Je
kontaktna povrs fluida i konstrukcije.

Medjusobna interakcija fluida i fleksibilne konstrukeije se ogleda
u tome Sto u svakom trenutku vremena resenje kretanja fluida odredjuje optere-
Cenje koje deluje na konstrukciju (preko pritisaka i gradijenata brzina fluida
na konturi T}, dok sa druge strane odgovarajuce kretanje konstrukcije utice
na ponasanje fluida zbog nametanja graniénih uslova po brzinama {4.1) na kon-
taktnoj povrsi PS.

Kao Sto je recenc, u slu€aju krute konstrukcije, koja ne vr$i nikak-
vo kretanje u struji fluida, konturni uslovi (4.1) se svode na uslove (3.3):

(4.11)
v, =0 na konturi T )
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Za konturne uslove (4.11}, kao i za konturne uslove na spotjadnjoj konturi TI
i odgovarajuc€e poCetne uslove, jednaline kretanja fluida (4.6) i1i (4.7) mogu
da se rede. Ukoliko Zelimo da odredimo statiCko pomeranje konstrukcije (jer su
1 uslovno govoreci krute konstrukcije ipak deformabilne), sa dobijenim pritis-
cima 1 gradijentima brzina fluida na konturi Fé se odredi vektor opterefenja
konstrukcije {f*}, pa se rede jednaline ravnoteie

(k] {u} = {4 (4.12)

{f, NACIN NUMERICKOG RESAVANJA PROBLEMA INTERAKCIJE FLUIDA I
KONSTRUKCIJE

4,1, Zadovoljavanje granicnih uslova po brzinama

Ovako definisan problem medjusobnog sadejstva fluida i konstrukcije
neminovno namece iterativno naizmeniéno reSavanje jednog i drugog skupa jedna-
¢ina, u svakom posmatranom intervalu vremena, sve do postizanja prihvatljivog
zadovoljenja graniénih uslova po brzinama na konturi Fo.

U posmatranom intervalu vremena se zapoCinje prvo sa reSavanjem jed-
naina kretanja fluida. Kako su ove jednaline nelinearne, redavanje se vr3i
kao 3to je to prikazano u delu II.6, pri Cemu se za poliazne vrednosti usvajaju
konacne vrednosti brzina i pritisaka dobijene na kraju procesa redavanja u
prethodnom koraku vremena.

Kada se postigne konvergencija u vrednostima brzina 1 pritisaka flu-
ida na kraju posmatranog intervala vremena, razmatraju se jednaCine kretanja
konstrukcije (4.9) za Zst? interval vremena. Ako se koristi diferencni postupak

onda se formira vektor opterecenja {f* }, dat sa desnom stranom jednaCina
(3.36): K

{fLY = {72} - ([x*] =

> [M*]) {w, } - s [ (w, _.,} (4.13)
(At) k (At) A

Znai, u ovom vektoru figuride opterecenje na poletku posmatranog intervala,

{f* |, kao i vektori pomeranja na pofetku intervala vremena, {“t,}’ a takedje’

1 na poCetku prethodnog intervala vremena {u, _ h
Kada se re3e jednaline (3.37): L

~—— [M] u, ) = (2} (4.14)
K
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koje se lako reSavaju, jer je matrica mase [M*] dijagonalna, dobija se vektor
pomeranja konstrukcije na kraju posmatraneg intervala vremena:

o -1 .-
{utk,_.lt-:(,ﬁt) i {f;k} (4.15)

Sa ovim reSenjem se odredi vektor brzine konstrukcije na kraju intervala vre-
mena prema diferencnoj relaciji

1

k' il K

Relacijom (4.16) su date samo brzine generalisanih koordinata ﬁ, é, 3, tako da
Jje potrebno da se odrede brzine onih taaka na konturi konstrukcije Té koje se
poklapaju sa Cvornim taCkama elemenata fluidne sredine. Ako je P. neka od &vor-

nih tacaka na konturi [z sa koordinatama Xy 0 Yy s s1. 4.3,
7 ¥

o P-—-=0----0 ¢
E —+——— Element fluidné
9 b sredine

é 5 é @

2

7
z
M 4 T ff
Konstrukcja 2
DU vy s v ////%

7.

N

NN

<—— Kontura Fs

N

A H BRI \\
N

N

S1. 4.3. Pomeranja i brzine konture konstrukcije

onda su komponente pomeranja i brzine tacke Pi' na kraju posmatranog intervala
vremena, date sa:

u 1 0 - ) /u
ypi
< vy (4,17)
¥ 0 1 2 )
t, P, t, 0t
odnosno )
u 7 0 - Uu
Z/pi i
[ v
Uole e b0 2w | i
w) &y HhE Py it
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U slucaju da se jednaline kretanja konstrukcije (4.9} redavaju impli-
citnim postupkom Wilson 6, odgovarajuce jednaline su date sa (3.59):

[K] {ut'f'e&t} = {7% (4.18)

gde su [x] i {f} dati sa (3.60). Treba uoCiti da je za odredjivanje vektora ek-
wivalentnog opterecenja {f} potrebno da se odrede opterecenja kako na pocetku
posmatranog intervala vremena, {f*}, tako i na kraju posmatranog intervala,

A '. Ova] vektor ne moZe da se odredi tatno sve do uspostavijanje konver-
gencije u posmatranom intervalu vremena, tako da se izracurnava na bazi trenut-
no dobijencg re$enja za pritiske i brzine fluida. i

Redenjem jednalina (4.19), pri Cemu matrica i; nije vide dijagonal-
na, jer u njoj figuride i matrica krutosti konstrukcije, prema relacijama
(3.61) se dobijaju vektori pomeranja, brzine i ubrzanja na kraju intervala
vremena. Sa vektorima pomeranja i brzina se, prema relacijama (4.17) i (4.18)
dobijaju pomeranja i brzine vornih taaka na konturi konstrukcije. Sa ovim je
zavrSen prvi krug u iterativnom reSavanju jednaCina unutar svakog intervala
vremena.

Sada je potrebno da se utvrdi da 711 su granicni uslovi po brzinama
(4.1) zadovoljeni i1i ne. Uporedjuju se brzine &vornih talaka na konturi T, na
kraju posmatranog intervala vremena koje su odredjene, sa jedne strane itefativ-
nim redavanjem jednalina kretanja fluidne sredine, a sa druge strane dobijene
relacijama (4.18)}, znaCi reSavanjem jednalina kretanja konstrukcije. Ukoliko
su razlike u brzinama u granicama usvojene tolerancije, debijena reSenja za flu-
id 1 konstrukciju na kraju posmatranog intervala se smatraju, uslovno reeno,
konanim, pa se prelazi na naredni interval vremena, a u suprotnom sluaju se
ponevo posmatra £st? interval vremena i zapoCinje se naredni ciklus iterativ-
nog reSenja.

Sada se brzine na konturi Tgs dobijene reSavanjem jednaCina kretanja
konstrukcije, unose kao grani¢ni uslovi pri reSavanju jedna&ina fluidne sredine.
Jednaline se svode na oblik (2.74)

7 1 ey = {x ) = {0y - [ax )] {x) (4.20)
PJ p [ p { p

znali Newton-ov postupak u jednom koraku. U jednalini (4.20)} je [7.] Jacobi-
eva matrica zasnovana na dobijenom reSenju u prethodnom ciklusu istog interva-
la vremena i data je relacijama (2.76)-(2.78). Sa {X} je obeleien vektor &vor-
nih nepoznatih, koji se odredjuje redavanjem jednalina 4.20):
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a
{x} = { } (4.21)
L 2

dok je {x_} vektor ¢vornih brzina i pritisaka fluida dobijen u prethodnom cik-
lusu. '

Redavanjem jednatina (4.20) se dolazi do korigovanih brzina i priti-
saka fluida na kraju istog intervala vremena, pa se zatim, na prethodno opisan
natin, ponovo redavaju jednaline kretanja konstrukcije i vr3i uporedjivanje
brzina &vornih tacaka na konturi I3 ReCeno je veé da ako su razlike u ovim
brzinama u granicama tolerancije, da su dobijena redenja uslovno receno konacna
u posmatranom intervalu vremena.

Ovaj termin “uslovno konaéna" je upotrebljen zbog toga 5to ne treba
da se zaboravi da se jednadine kretanja fluidne sredine 1zvode u tzv. prostor-
nim koordinatama (Euler-ova formulacija), dok se jednaline kretanja konstrukcije
odnose na materijalne koordinate (Lagrange-ova formulacija}.

4.2. Ponovno definisanje mreZe konaénih elemenata
fiuidne sredine

Obzirom na formulaciju u prostornim (Euler-ovim) koordinatama jedna-
Zina kretanja fluidne sredine, konaéni elementi fluidne sredine se ne krecu
zajedno sa ¢esticama fluida, veé predstavlijaju fiksne oblasti (odnosno tacke)
u prostoru u kojima se odredjuju osobine fluida {brzine i pritisci).

Kako se konstrukcitja oko koje struji fluid kreée - deformide, onda
je potrebno da se i konadni elementi fluida oko konstrukcije deformisu da bi
pratili kretanje konstrukcije, odnosno da bi fluid bio stalno u kontaktu sa
konstrukcijom. Znali, jedan deo mreZe kona&nih elemenata oko konstrukcije se
sabija, drugi se izduZuje i ovakva situacija predstavlja veoma ozbiljnu teSko-
¢u u prakti€noj numeriékoj simulaciji procesa interakcije fluida i konstruk-
cije.

Svaka promena oblika konalnih elemenata, $to se konstatuje registro-
vanjem pomeranja Cvornih tacaka na konturi Fo - relacije (4.17), neminovno
iziskuje ponovno izrafunavanje svih matrica vezanih za deformisane konalne ele-
mente. fluidne sredine. Zbog toga je i receno da su re3anja dobijena posle
zadovoljavanja grani€nih uslova po brzinama u posmatranem intervalu vremena
uslovno kona€na. Sve zavisi od toga kolika su dobijena pomeranja konstrukcije,
odnosno kolika je promena obiika konalnih elemenata oko komstrukcije u odnosu
na njihove prvobitne dimenzije (koje se odnose na konstrukciju u svom ravnotez-
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nom polozaju).

Ukoliko je realna konstrukcija korektno koncipirana i konstruisana,
ne bi trebalo olekivati da ¢e pomeranja, odnosno oscilovanja konstrukcije u
struji fluida da budu sa velikim amplitudama. Sa druge strane, da bi se Sto
potpunije numeric¢ki obuhvatile promene u strujnom toku fluida, u bliZoj oblas-
t1 oko konstrukcije, potrebno je da mreZa konalnih elemenata bude gqu3da. Prema
tome, i globalno gledano manja pomeranja konstrukcije mogu da budu znalajna u
odncsu ra prvcbitrne dimenzije i otlik koradérifF elemerzta neposredno oko kon-
strukcije.

Da bi se opisana situacija obuhvatila, potrebno je da se u tstom pos-
matranom intervalu vremena zapoCne ponovni ciklus naizmenilnog iterativnog re-
Savanja oba sistema jednacina (4.6) 1 (4.9). Razlika u odnosu na proces zado-
voljavanja graniénih uslova po brzinama je u tome 3to je prvo potrebno da se
ponovo izraCunaju sve matrice vezane za deformisane konalne elemente fluidne
sredine. Kada se, na prethodno opisan nacin, postigne prihvatijivo zadovolje-
nje graniénih uslova po brzinama, potrebno je da se izvr3i uporedjivanje novo
dobijenog pomeranja konstrukcije sa prethodnim, odnosno da se utyrdj da 11 se
opet dobila prihvatljivo ista deformacija mreZe konacnih elemenata. Ukoliko
jeste, moze da se smatra da su dobijena reSenja za fluid i konstrukciju konaéna
za posmatrani interval vremepa i da se zapolne analogno redavanje za naredai
interval vremena: prvo se iterativno postigne zadovoljavanje graniinih uslova
po brzinama, a zatim kompatibilnost pomeranja.

U sluCaju da su novo-dobijena pomeranja konstrukcije neprihvatijivo
razli¢ita od prethodno dobijenih, potrebno je da se opet, na osnovu novog
geometrijskog poloZaja Cvornih tacaka, odrede nove matrice elemenata i postu-
pak ponovi.

Ovo ponovno definjsanje mrezie odredjenog broja kenanih elemenata u
svakom intervalu vremena, kao uostalom i celokupan iterativan proces re3avanja
vezan za zadovoljenje graniénih uslova po brzinama na konturt T, jasno ukazuju
da je to, u slu€aju trodimenzionalne analize sa veoma velikim brojem jednacina,
izuzetno sloZen numericki posao ¢ak i u sluCaju trenutno najmoénijih racunara
tipa CRAY-1 111 Cak CRAY-2. Pre nego $to se i pomisli na trodimenzionalne nume-
ricke simulacije procesa interakcije fluida i konstrukcije, neophodno je, osim
velikog ralunara, posedovanje bogatog iskustva sa dvedimenzionalnim problemima.
To se odnosi kako na optimalnu formulaciju problema, jer, kao Sto je reéeno
integrisana "u, v, p formulacija“ kretanja fluida nikake nije i jedina, tako i
na optimalan izbor tipa elemenata, naCin reSavanja jednalina, optimalan izbor
vremenske integracije jednacina, itd.
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V. NUMERICKA REALIZACIJA INTERAKCIJE FLUIDA
I KONSTRUKCIJA

1, DIFERENCIRANJE BRZINA I PRITISAKA FLUIDA

Za diskretizaciju oblasti strujanja fluida su predvidjena Cetiri
tipa konaénih elemenata {(uz mogucnost da se u programski paket unesu i drugi
elementi). To su linearni kruZno-segmentni element, linearni Cetvorougaoni ele-
ment, paraboliéni Cetvorougaoni element i Lagrange-ov cetvorougaoni element sa
9 taCaka {videti s1. 2.2 do 2.5). Interpclacione funkcije ovih elemenata su
zavisne od prirodnih koordinata 7, n.,dok u koeficijentima matrica elemenata
figurisu izvodi interpolacionth funkcija po dekartovim koordinatama :, y,

tako da ¢e da se ukratko prikaZu potrebna diferenciranja.

t.1. Diferenciranje u sistemu polarnih koordinata

Linearni kruzne segmentni element (element tipa 1) je definisan u
sistemu polarnih koordinata p, ¢ (videti relacije (2.16)),
Neka su dati operatori diferenciranja po prirodnim koordinatama
, n 1 polarnim koordinatama p, & sa:

| (.3

1 | o

i ? H= (5.1)
2 | 4 |

i neka Je LJ ] Jacobi-eva matrica koja povezuje izvode po prirodnim i polarnim
koordinatama:

| 3p a9
13 3g
] = (5.2)
3p )
an on

Tada vaZze oCigledne relacije diferenciranja
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\Y = |J v
{ g} [ p] { p}
(5.3)
=i
= |J
2]
koje predstavljaju posredno diferenciranje sleZenih funkcija.
Obzirom na izraze (2.16):
4 4
p= ¢ h.(&nlo. $= T h.(Em)d. (5.4)
=1 * ‘ (=t

kojima su definisane polarne koordinate bilo koje talke unutar kruZno-segmen-
tnog elementa, elementi Jacobi-eve matrice (5.2) su dati sa:

a_D - o ; ( 2 b p—— ;;
o ’L:I 1 ! : J
(6.5)
a_ = g i _-:_I | S————
n g M 3 T T

gde je, obzirom na definiciju interpolacionih funkcija %./%;n/ datu sa (2.17):

i S T
E 4 oan 4

o S Al gy 3 (
T= 4 | ﬁ""‘é‘j_g)
?h ==L 7~ 3?: =-L-g
9 4 an 4

Imajuéi ovo u vidu, Jacobi-eva matrica [Jp], koja pevezuje izvode po prirodnim
1 polarnim kaordinatama moZe da se pise u obliku:

P i
| 1
p m ] [T M M %

5% o .l A YA Py 9y (
. - . 5.6)
EEIEEEEIE

an on | an on on an
P ¢
4 4 -
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1.2. Diferenciranje u sistemu dekartovih koordinata

Neka je operator diferenciranja po dekartovim koordinatama dat sa

_a]
(v} = oL
K |
%Y

i neka je [J ] Jacobi-eva matrica koja povezuje diferenciranje po dekartovim

(6.8)

i polarnim koordinatama:

& 2y
0 ap
.'_l = (5.9)
‘ 3% 2i
9P o
Tada vaZe relacije diferenciranja:
{vp} = 7,1 {9}
(5.10)
W =[] 9
Obzirom na retacije (2.18):
x = p cos 4 y - psin ¢ (5.11)
Jacobi-eva matrica [/,] Jje data sa:
cos ¢ gin ¢ ’
det(s,] = (5.12)
| - p sin i p cos 1 l
dok je inverzna matrica data sa:
| p cos ¢ - sin ¢
[ = det[7.]70 = L (5.13)
1 0 1 ) '
P otn cos ¢




Diferenciranje po dekartovim koordinatama x, y je povezano sa dife-
renciranjem po prirodnim koordinatama 7, n na sltededi nacin:

{v}

~1 - -1 -1
v, {vp} = [7,] [Jp] {vg} (5.14)
111 skraceno

W = z,)7F ) (5.15)

g

gde je

-1 _ §,q=1 -1
[2,] 7 = [v.] [Jp] (5.16)

Sve ove relacije se odnose na kruZno-segmentni element - element
tipa 1. U sluaju linearnog Cetvorougaonog elementa (elementa tipa 2) je geo-
metrija opisana ne viSe u polarnim, veé u dekartovim koordinatama prema rela-
cijama (2.18):

4 4
x = L h{E,nlx. y= I h.(&n)y. (5.17)
=1 "* i=1 * ‘
Ako se sa [Js] obeleZi Jacobi-eva matrica koja povezuje izvode po dekartovim
1 prirodnim koordinatama

ox !
-1 3k
(5.18)
Ax 3
on on
onda vaZe relacije diferenciranja
(v} = [7,] {9}
(5.19)

W = )7 vy

Obzirom na relacije (5.17) Jacobi-eva matrica [J.] je data sa

72.
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- . oh, oh. k. OR, *1 Yy
s 1 P ) =
. 5% l °f 9§ 9f 93¢ Zo Yy
FAEE 5 "y < = (5.20)
& dh. I, 3 %,
o Yy | 2 o = T Yz
| on  3n an 9n  an oM
Ty Yyl
dh. o
pri Cemu su izvodi —— 1 — (4=1,...,4) dati sa (5.6).

1] siuéaju»éaraboliénog Cetvorougaonog elementa (elementa tipa 3) ge-
ometrija je opisana sa relacijama {2.20):
8 8

2= L g.&n m y= L g;Eny, (5.21)
1=1 =7

Ako je |v,| Jacobi-eva matrica

3L
A (5.22)
A
onda je diferenciranje definisano relacijama
(V) = 5]
(5.23)
7y ¢
dok je Jacobi-eva matrica LIU] data sa
L Y
r 1 1
|;_° éy_ ag_l i%g e o3
= | 9& 93¢ 38 B¢ 7T ¥ 2 Y
B : . (5.84)
}‘gx 3 (I g
an 3n on on "7 9n
Tg Yg.

Obzirom na definiciju parabolignih interpolacionih funkcija g.(£,n) datu sa
{z.21), dobija se:

ag? ;

g (N #3810 -1 1))
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625:-%r1+r1:'+3.~:(1+n)+§(z-r.2,-
:—?—=—%(1-n)+%(1—n2)+%£(l—n)
;Z"-—;l(zwn%g(z—n)—;—(z—ng)
%;‘:~gr1+nj

-ag—"--%(z-nz)

2%3 =~-&(1-n

3€€ = ; (1= 1)

{5.28)
g'—];-;:%(z+g)—érz-52)+%nrz+zs
a;i:é(z_. - tu-Hegna-p
Lol einn-n+ia-ed

-7 (1 + &) + ? (1 - 52) * %-n (1 + &)
ff_s_ 7 =2
Zg%»-n(z-g)
z% -La-¢)
Ei— =~ (1+§&)

Kod elemenata tipa 4 (Lagrange-ov element sa 9 Cvornih talaka) je
geometraja definisana relacijama (2.20):
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% 9
= 7:21 e (E;nlx, y = 7:51 e (& ny, (5.21)
gde su «. 7,7 interpolacione funkcije date sa (2.21)". Ako je [J;: odgovara-
juca Jacobi-eva matrica:
1 Y1
; -3‘? g}z { 331 Bez Be'.. x, Yy
[7,) e il (5.24)
I, = = : : 5.24) "
¢ 3 2 de, e, de ‘ :
9 on on  an an
I

onda je diferenciranje kod elemenata tipa 4 definisano relacijama

{VE}

1

v,
(5.23) "
{v}

it

-1
[J4] {vg}

Obzirom na definiciju interpolacionih funkcija o (& datu sa (2.21)7, dobija

se

= (28 + 1)(n2 + 1)
b 1 2
de
3 _ 1 2
‘a—é——4 (285 = 1)(n - nJ
Je
=l na -
Je

5 5
< Em -n)

D

4
5% (85 + 1}(1 - n°)

L

de, ;
(26 - 1)(1 - n")

Do s



de X
— = - 28(1 - n7)
2.1 .2

=7 (85 -&en+ 1)
;;3:%(5;2—5)(%—1)
2%:%(;;2-@)(2]—}-1)
T:-;f—(;r- - 1)
z:."f 2 + £)n
ji7 E % (1 - 52)(2n + 1)
;%9 - 2(1 - Eg)n

(5.25)°

1.3. Diferenciranje brzina po dekartovim koordinatama
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Komponente vektora brzina fluida u osnosu na dekartov sistem se za

prva tri tipa elemenata izraZavaju na isti nafin - relacijama (2.22):

8

u= I g;(E,n)u& v

1=]
dok je za elemente tipa 4:

9

u= I e-(E,nu, v

1=]

Izvodi komponenata brzine fluida u i

v

8

T g.(g,nlv. (5.26)
?:_1 [ &

g

r Q,L'(E,rl)v‘: (5.26)'
=

po dekartovim koorginatama su dati sa
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u
9z -]
{Viu = = {z] {Vg}u
du
; (5.227)
kS
7 .
{Viv = = [z] {Vg}”
v
i1i u razvijenom obliku :
“g
Yy
U
A 17 5. 2
ou =& 0 332 0 == 0 v
ax (o) Y 3 13 2
- Ig ~ T
u Bgz 3g2 ag&'
2 = 0 = 0 — 0
Y on on on
U
8
Vg |
7 (5.28)
Y1
U
w | , o, w0
o | o af x 13 2
!a.vi ; %, Y, %7
Yy an an an "
08 j
111 takodje i kao
8
Bi.l Z -a—g—u-
1 I'-Z]‘-I 1=1 )
' 8 dg.
ou (A
o D s u
| (5.29)
w s %
ox -] i1 .13 !
l [Z] 8 N\
L ] L ey {
.Y =1 oM |

gde je [Z]_I odgovarajuca inverzna Jakobijeva matrica. U relacijama (5.27) do
(5.29) je sa matricem (7] obelezeno sledece:
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za elemente tipa 1 (kruZno segmentne elemente)

(237 = [z,)7 (5.30a)

za elemente tipa 2 (1inearne Cetvorougaone elemente)

[2)7F = (g,]7 (5. 30b)

za elemente tipa 3 (paraboliine Cetvorougaone elemente)

[2]7% = [7.17° (5.30¢e)
5}

za elemente tipa 4 (Lagrange-ove elemente sa devet talaka)
(2] = [s,17 (5.30d)

Pri tome su za elemente tipa 4 relacije diferenciranja brzina analogne sa re-
Tacijama (5.28) odnosno (5.29), jer ima devet &vornih taaka i interpolacio-
ne funkcije su ei(ﬁ,n). U daljem tekstu se nece posebno pisati odgovarajuci
izrazi za elemente tipa 4, ve¢ ¢e da se podrazumeva odgovaraju€a promena

(g. = e.; 8+ 9). Takodje, u programima je inverzna Jacobi-eva matrica [2]
obelezena sa [2].

1.4. Diferenciranje pritisaka po dekartovim koordinatama
Raspodela pritisaka unutar sva Cetiri tipa elemenata je data na isti
naCin-relacijama (2.23):
4

p= X h.(En)p. (5.31)

tako da su izvodi pritiska po dekartovim koordinatama dati sa:

{vlp = J J [z]'I {vg} D (5.32)

odnosno u razvijenom obtiky
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( 4 o,
ot L o= p.
mlin' } el fam BOE
2 I =—np.
i i | L =1 an (2

1.5. Diferenciranje interpolacionih funkcija
po dekartovim koordinatama

Imajuéi u vidu izraze (2.35)-(2.40)za koeficijente pojedinih matri-
ca konaénih elemenata, potrebno je da se izraCunaju izvodi po dekartovim koor-
dinatama interpolacionih funkcija 72 L, i k;(i,n). Ovi izvodi se odredjuju
na isti nadin kao 1 izvodi brzina i1i pritisaka.

Tako je za interpolacione fukcije gi(E,n)

"

: = [2}” * (1=1,2,...,8) (5.34)
= : |
Y 3
dok je analogno i za funkcije hi(ﬁ,n):
o8
ox | -3
: akif = (2] .ah. , (2=1,...,4) {5.35)
==" S
| oy | an J

. -7 . . B . .
gde je [z] ° odgovarajuca inverzna Jacobi-eva matrica.

7, NUMERICKA INTEGRACIJA MATRICA T VEKTORA
2.1. Integracija po oblasti elemenata

Matrice konaénih elemenata fluidne sredine su definisane relacijama
(2.35) do (2.39). Sve ove matrice su date u obliku

(4] = | [A.f] an (5.36)

e

gde su elementi matrica zavisni od interpolacionih funkcija i njihovih izvoda
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po dekartovim koordinatama. Kako su interpolacione funkcije izraZene preko
prirodnih koordinata £,n dok je oblast konalnog elementa ¢ u x, y ravni, to
je potrebno da se izvr$i smena promenljivih u integralu (5.36). Dobija se

dQ = dedy = |det [2] | dEdn (5.37)
gde je [Z] odgovarajuca Jacobi-eva matrica. Za elemente tipa 1 je

(2] = [z,] = [v.] [v.] (5.38)

dok je za elemente tipa 2, 3 i 4:

[2] = Lng (5.39)
odnosno

(2] = [ ] (5.40)
odnosno

(2] = [4,] (5.40)

Sa ovom smenom promenljivih integral (5.36) postaje

+1 +1
A = [ [ [4..76,00] | det[z] | d&dn (5.41)
-1 ~7 5
il1 skracdeno
+1 +1
[4] = [ [ [2.:06,0)] d&dn (5.42)
-1 -1 '
gde je
[7,.] = [4;5] 1 detfz] | (5.43)

Integracija naznacena sa (5.42) se vrdi numerilkim putem, primenom
Gauss-ove integracije sa uxn tacaka, gde je n broj Gauss-ovih talaka. Za dvo-
dimenzionalne oblasti je dovoijno da je n=2 ili »n=3, dok je u programe uneta
mogucnost jzbora od n=1 do n=4. Ako su _ i rn_ prirodne koordinate Gauss-ovih
taCaka 1 ako su h% i w& odgovarajuci tezinski brojevi, onda se numericka
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(Gauss-ova) integracija integrala (5.42) svodi na

n
[4] = ¢ z A [F..(E ,n /] (5.44)
p:] q—»] P49 L p np
gde je . (L ;7 /) element matrice [Fij] izracunat u odgovarajucoj Gauss-ovoj
tacki.

2.2. Integracija po konturi elemenata

Vektor slobodnih ¢lanova u jednalinama kretanja fluidne sredine je
definisan preko integrala po konturi elemenata (videti {2.40). Takodje, kada
se vrdi odredjivanje rezultujuceg opterecenja kojim fluidna sredina deluje na
konstrukciju, potrebno je da se izraCunaju integrali po konturi elemenata u
kontaktu sa konstrukcijom (kontura Fa). Pri tome je potrebno i da se odrede
izvodi u pravcu spoljadnje normale 111 tangente na konturu elementa. Samo od-
redjivanje integrala duz konture se vr$i jednodimenzionalnom Gauss-ovom integra-
cijom.

Na s1. 5.1, su prikazana sva Cetiri tipa elemenata sa uvedenim ozna-
kama stranica elemenata i naznatenim vektorima spoljadnje normale n i tangen-
te s. Pri tome n i s imaju desnu orjentaciju (koordinata s se meri u smeru
suprotnom od kazaljke na casovniku),

Element tipa 1

{linearni kruino-
segmentni element)
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cr

Element tipa 2

(Tinearni Cetvorougaoni
element)

Eiement tipa 3 ili 4
(paraboli¢ni i Lagrange-ov

Cetvorougaoni element)

S1. 5.1. Obelezavanje kontura kod konaénih elemenata:

@, @t=21; @,@ n=¢1

Vektori spoljaidnje normale n i tangente s na konturu elementa su
dati svojim koordinatama u odnosu na dekartov koordinatni sistem:

n = v, n )} = {cos a, sin o}
(5.45)

s -{s, s} =1{-sitna, cosa}

gde je a ugao izmedju ose x i normale n
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o=t (1,n) i

Izvodi neke funkcije u pravcima normale i tangente na konturu su dati sa

e
m  wox dy Yy
(65.47)
P 9

— = = 5 +-—8

3s dx x dy Y

Stranice (?) i (5) su definisane sa £ = £ I, odnosno & = const, ta-
ko da je element luka ovih stranica elementa dat sa

af =ds =/ ( £ +(%§‘]—)L'dn (5.48)

dok je za stranice (3) i (@) n==*1{t.j. n - const), tako da je

. _ dx 2 oY 2
dr_ds_/(as)uaa)dg (5.49)
Retacije (5.48) i (5.49) predstavljaju transformaciju promenljivih u elementu
luka konture, kao $to relacija (5.37) predstavija transformaciju koordinata
u elementu povrSine.
Takodje je duz stranica (?) i (E)

dx = —= dn dy = —~ dn (5,50)
dok je duz stranica (3) i (4)

dx = 55 dE dy = 4 (5.51)
Imajuéi u vidu relacije

cos O = %% gitn a = - g%

dobijaju se slede¢i izrazi za dekartove koordinate vektora spoljadnje normale
n, a time i vektora tangente s na konturu elementa:
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- za konturu (E)

() . S
nx = co8 O = an n = s8int = ol {(5.52a)
.8 i .2 ‘ _3_:17 2 Eﬂ a
/(ﬁ Ny /(an)+(3n)
- za konturu (:)
cos o on sin o = il (5,52b)
BN 9y 4,2 JE ) oop Ok
“/( an )t an / A on
- za konturu (5)
- A ox
elaks) (0 = 9% sin o = k14 (5.52¢)
S 5 2 /o 2 By ,2
- 9 13 9f 13
- za konturu @
2y _ o
cos o = 14 sitn o = 11 (5.524)
/ ; o% Y e d d |
¥ e 3 / il SR 1+

Izvod1 koji figuridu u relacijama (5.52) su elementi odgovarajuce Jacobi-eve
matrice

’ ‘ (5.53)

gde [J] stoji umesto matrica (7.1, [JO] ili [J4], u zavisnosti da 1i se posma-
tra element tipa 2, 3 i1 4. Relacije (5.52) se odnose na elemente tipa 2, 3
111 4, dok se kod elemenata tipa 1 vektor spoljagnje normale moZe i drugacije
da odredi (mada i za element tipa 1 vaZe relacije (5.52)).

Kod kruZno-segmentnog elementa je za konturu (T), za koju je
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¢ =¢ = h.(n)dbI + hy(n)d, (5.5¢4)
pri Cemu je

B =11 en Ry =ho=0 RALW =% (1-n) (5.55)
tako da je

n_ = cos o = cos ¢, ny - gin a = stn ¢ (5.56)
Za konturu (é) je

a = ¢ + 2u (5.57)
10k 4@ I ‘senturu

a =4, ¢ /2 = const (5.58)
odnosno za konturu (:)

o = ¢3 + g T = eonst (5.58)

samo izracunavanje raznih integrala duZ konture elementa se vrsi

Gauss-ovom jednodimenzionalnom numerickom integracijom. Na primer, neka se

odredjuje rezultujuca sila fluida na konstrukciju usied sfernog dela tenzera
napona fluida, data sa (4.3):

P =- §pn dr (5.60)
xr T X

3
Oko ukupne konture konstrukcije I‘(j se nalazi odredjen broj konaénih elemenata
fluidne sredine i svaki daje svoj udeo u ukupnom integralu (5.6). Ako je, na
primer, za jedan od tih elemenata kontura (:) u kontaktu sa konstrukcijom
(predstavlja deo ukupne konture I',), onda je odgovarajuCi integral dat sa

(5§.61)

Kada se unesu relacije {5.48), (5.52}) i (5.33) za pritisak v bilo kojoj tacki
elementa, dobija se, simboli¢no napisano,
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+1
F° = [ f(n) dn (5.62)
-1

Ako se vrdi integracija u n Gauss-ovih tacaka (n = 2 i1i 3) 1 ako je poloZaj
Gauss-ovih taCaka dat sa | (na konturi (I) za koju je & = +1), onda integral
(5.62) postaje

. n

= }E Wpf(n) (5.63)

p=1 =

3. UNOSENJE GRANICNIH USLOVA U JEDNACINE

3.1. Esencijalni graniéni uslovi

Esencijalni graniéni uslovi su dati sa zadatim vrednostima brzina
na konturama I' i T

4 o
(5.64)

v, =0 {na kontiri r. i FJ)
UnoZenje ovakvih graninih uslova (zadate vrednosti promenljivih) moZe da se
praktiéno izvr3i na nekoliko na¢ina. Neka se, kao ilustracija, posmatra sis-
tem od, recimo, Cetiri jednaline:

(4. (x.} = {p.) (3,§51,.0.,4) (5.65)

i neka je esencijalni grani¢ni uslov dat sa x. = X. Tada jednaline (5.65) mogu
da se napisu kao

@17 %2 %13 914 : b,
g 7 0 0 X, A
= (5.66)
Az7 932 933 934 L3 bs
i
%1 g2 %4z %44 | %g) | by

a takodje je moguce 1 kao



ili u obliku
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Alternativno, moguce je

i u obliku:

Q
Do
[
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%Y

a
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33

43

12

22

32
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o
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da se graniéni uslov =
(7]
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(5.67)

(5.68)

~ X unese u jednagine (5.65)

(5.689)

pri Cemu je a neki veliki broj, recimo a = 100. Pristupom (5.69) se zadrZava

isti ukupan broj nepoznatih, bez obzira na broj graniénih uslova.

U ovom radu se koristi pristup naznalen sa (5.66), to znali da se

u jednacini koja odgovara nepoznatoj Cija je vrednost zadata graniénim uslovom

anuliraju svi koeficijenti osim dijagonalnog, koji postaje jedinica, dok se

sama zadata granicna vrednost unese u slobodan &lan. Posebnim vektorima se

evidentiraju Cvorne tacke i ¢vorne nepoznate koje su zadate granic¢nim usloyvima.
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3.2. Prirodni graniéni uslovi - formiranje slobodnog
¢lana u N.S. jednaCinama

Obzirom na tzy. "slabu formulaciju" u Galerkinovom postupku metode
tezinskih ostataka, odnosno na parcijalnu integraciju viskoznih ¢lanova u
Navier-Stokes=-ovim jednalinama, Neumann-ovi graniéni uslovi (zadati gradijenti
brzina fluida) formiraju vektor slobodnih {lanova, odnosno “"prirodno" se jav-
1jaju u jadnaZinama kao vektor fluksa. To su integrali dati sa (2.40):

1} = ¥ (5.70)

gde su gradijenti brzina zadate vrednosti:

= KL (5.71)
on v

Ove vrednosti su zadate u &vornim talkama elemenata na kontiri [, dok se na

poseban naZin registruje koji su to elementi &ija jedna (i1i vi3e) stranica

predstavlja deo ukupne konture F2, a takodje i koja je to stanica elementa u

pitanju (@: ®, @ ild ). Kako je

U _ du |
M ey Tu
(5.72)
w_w, W
o Bz x ay Tty T v

to ge moguce da umesto %% i %% budu zadati gradijenti po dekartovim koordinata-
ma 3% > eeials 22 , pa da se gradijent po normali formira prema (5.72). Cesto su
konture objasti .. u pravcima globalnih koordinata =, y, pa se gradijenti po
normali poklapaju sa nekim od gradijenata po dekartovim osama.

Samo izracCunavanje integrala (5.70) se, za svaki element na konturi

Tys vrsi Gausovom numerickom integracijom, na primer

7n

Vv §gi dlr = ¥ W_f{n) (5573)
U -7 PP

Loe p=l
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ukoliko je F2e kontura data sa £ = + 1.

4. RESAVANJE SISTEMA LINEARNIH ALGEBARSKIH
JEDNATINA FRONTALNIM POSTUPKOM

4.1. Uvod 1 osnovna ideja frontalnog postupka

Cak 1 u najjednostavnijem slutaju ustaljenog strujanja oko krute
{stacionarne) konstrukcije, zbog nelinearne prirode jednalina kretanja fluidne
sredine, potrebno je iterativno (znali ponovljeno} reSavanje sistema linearnih
algebarskih jednaCina. U svim ostalim sluajevima, posebno kod onih fleksibil-
nih konstrukcija gde je vide izloZena interakcija sa fluidom, proces numerickog
re§avanja se svodi na videstruko ponovljeno reSavanje jednalina. OCigledno da
je u celokupnom procesu bitan, kako optimalan izbor vremenske integracije 1
postupak tretiranja nelinearnih jednaina, tako i sam nalin reSavanja sistema
Tinearnih atgebarskih jednalina.

Nagelno, postoje dva pristupa reSavanju sistema linearnih algebar-
skih jednac¢ima: direktni postupci i jterativni postupci. 0d direktnih postupaka
najvise su u primeni postupci na bazi Gausove eliminacije. Frontalni postupak
je jedna od takvih metoda. Kada ukupan broj jednalina nije preterano velik,
tako da celokupna (globalna) matrica koeficijenata i vektor slobodnih Clanova
mogu da stanu u memoriju centralnog procesora raCunara, nema posebnih problema.
Medjutim, kada to nije slu€aj, zbog velikog broja jednalina, re$avanje jedna-
cina postaje prilican praktican problem.

U sluCaju velikog broja jednalina je razvijen priliCan broj aigorita-
ma za njihovo re$avanje na bazj Gausove eliminacije, posebno u slu€aju simetric-
nih matrica u teoriji konstrukcija i imajuéi u vidu trakastu strukturu matrica
(takozvani "band" i “skyline solvers"). U slucaju kada i manipulisanje samo
sa ne-nultim elementima iznad glavne dijagonale globalne matrice koeficijenata
prevazilazi centralnu memoriju, vrii se razbijanje globalme matrice na blokove.

Alternativan pristup resavanju velikog broja jednaCina u metodi konac-
nih elemenata je frontalni postupak, koji je (za simetriCne matrice) predloZio
B. Irons 1970, god. SuStina jdeje frontalinog postupka je da se posle formira~
nja samo odredjenog broja jednaCina (t.j. sabiranja doprinosa samo izvesnog
broja kona¢nih elemenata) vrsi Gausova eliminacija nepoznatih iz onih jednalina
koje se nefe menjati sabiranjem ostalih konaénih elemenata.

To znaci da se nikad i ne formira globalna matrica koeficijenata,
jer se, takoreci, paralelno sa formiranjem dela globalne matrice vr$i Gausova
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eliminacija. U zavisnosti od dodeljenog dela memorije centralnog procesora

vrii se sabiranje po elementima i formiranje dela globalne matrice. Ukupan

broj elemenata Cije se matrice mogu da saberu dok se ne popuni predvidjen pro-
stor centralnog procesora se naziva front. Zatim se vr3$i eliminacija onog bro-
Ja nepoznatih koje mogu da se eliminiSu. Posle eliminacije i smedtanja na disk
se oslobadja predvidjen prostor memorije i omogufava Se sabiranje naredne grupe
elemenata, nakon Cega se opet eliminiSu nepoznate, sabiraju naredni elementi
itd., sve dok se ne jscrpe svi elementi, odnosno ne eliminiSu sve nepoznate.

4.2, Osnovne faze frontalnog postupka

Celokupan proces redavanja sistema linearnih algebarskih jednacina
frontalnim postupkom moZe da se podeli na Cetiri osnovne faze:

a) prefrontalne operacije
b) sabiranje elemenata

c) eliminacija nepoznatih
d)

rekurzija, odnosno nalaZenje reSenja,

U frontalnom postupku je evidentiranje elemenata, {vorova, broja
nepoznatih u svakom ¢voru, brojeva jednaCina, poloZaja nepoznatih u globalnim
matricama, itd. znatno sloZenije nego kod uobicajenog redavanja Gausovom eli-
minacijom. Zbog toga je osnovni zadatak u prefrontalnoj fazi, koja se vr$i
samo jednom (na pocetku), da se izvr3i evidentiranje u kom se to elementu (po-
Cevii od prvog) poslednji put javija svaki od globalnih Cvorova date mreZe.
Time se omogucava odlu¢ivanje da 1i je u nekom trenutku odgovarajuca jednalina
kompletirana i11 nije, u odnosu na sabiranje novih elemenata, a time i odluci-
vanje koje nepoznate iz kojih jednacina mogu da se eliminiSu u datom trenutku.

Odgovarajuce matrice svih eljemenata su smeStene na spoljasnju memo-
riju (na trake odnosno odgovarajuce delove diska). U procesu sabiranja eleme-
nata se uitavaju matrice elemenata sa spolijasnje memorije i smedtaju se na
odgovarajuce lokacije dela globalne matrice. Ovo se vr3i automatski sve dok
se ne popuni za to predvidjen prostor centralnog procesora, odnosno dok se ne
dostigne tzv, kritina $irina fronta koja je programski definisana. Pri tome
treba imati u vidu da se jednadine, odnosno delovi globalne matrice, formiraju
prema redosledu sabiranja elemenata, a ne prema globalmim brojevima &vornih
taCaka elemenata. To prakti¢no znaci da je bitno da se elementi numeriiu na
optimalan nalin, tako da §irina fronta bude manja, dok globalni brojevi cvor-
nih tacaka nisu uopite od zmaaja. Ovo je razlika u odmosu na uobicajene pos-
tupke gde se glpbalna matrica u celini formira {"bamded type solvers") i gde
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bas globalni brojevi Cvornih talaka odredjuju Sirinu talke, odnosno poioZaj
koeficijenata u globalnoj matrici. Posiedica ovoga, a takodje i jedna od pred-
nosti frontalnog postupka je u tome $to je moguce da se u sluCaju potrebe vrdi
proguicavanje mreze dodavanjem novih elemenata, a da pri tome ne mora da se
vrii renumeracija svih &vornih talaka (da se ne bi dobila neprihvatljivo veli-
ka $irina trake).

Da bi se omogucilo pouzdano funkcionisanje frontalnog postupka, neo-
phodan je prilifno sloZen sistem raznih evidentiranja u samom procesu. Take na
primer, veoma su bitni takozvani vodeci vektor ("heading vector"} i vektor od-
redidta ("destination vector"), kao i vektor koji sadrZi pedatke o broju nepoz-
natih u svakoj Cvornoj tacéki. U dvodimenzionalnoj diskretizaciji Navier-Stakes-
ovih jednalina Cvorne tacke u ugiovima elemenata sadrZe tri nepoznate (brzine
w 1 v i1 pritisak p), dok su u Zvornim taCkama na sredinama stranica nepoznate
samo brzine u i v. Ova &injenica, razlilit broj nepoznatih u pojedinim Evorovi-
ma (u nekim Cvoroyima tri, a u nekim dve nepoznate), predstavlja jednu od pri-
Ti¢nih prakticnih tedkoca u frontalnom postupku.

Pomenuti vode¢i vektor ("heading vector") sluZi da evidentira koja
JednaCina odgovara pojedinom redu i1i koloni matrice u kojoj se formira deo
globalne matrice koeficijenata, a takodje i da se evidentira kada je kompleti-
rana pojedina jednalina, Vektor odredi3ta (“"destination vector") evidentira
redove i kolene matrice u koje se smeStaju matrice elemenata. Postoji jo$ niz
pomocnih vektora koji sluZe za razna evidentiranja u funkcionisanju frontalnog
postupka, no svi ovi vektori su sa celobrojnim elementima, tako da su sve racu-
nske operacije brze,

Proces eliminacije se obavlja uobiCajenim Gausovyim postupkom. Za vo-
de€i koeficijent u eliminaciji ("pivot") moZe da se bira koeficijent na glavnoj
dijagonali, ali i ne mora.

U ovom radu se, zbeg nesimetri¢nih matrica, koje nisu pozitivno de-
finitne i dijagonalno dominantne, koristi tzv. totalna pivotjzacija. Naime,
saberu se doprinosi odredjenog broja elemenata (u zavisnosti od usvojene veli-
Cine fronta) i time se formira dogovarajuéi deo globalne matrice., Zatim se, u
okviru svih kompletiranih jedna&ina, koje se trenutno nalaze u centralnoj memo-
riji raCunara, vr3i pretraZzivanje najveceq koeficijenta koji postaje pivotni
¢lan ("stozerni koeficijent"), a red u kome se pivet nalazi - pivotni red. Ovak-
va totaina pivotizacija svakako zahteva duZi rad racunara u odnosu na dijagena-
Inu 111 neku delimi¢nu pivotizaciju, ali je neophodna zbog toga $to matrice
koeficijenata nisu simetriéne i pozitivno definitne i Cesto su vandijagonalni
elementi vedi od dijagonalnih.

Posle eliminacije svake od nepoznatih, koja moZe da. se eliminige,
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vréi se kontrakcija matrice u koju se smedtaju delovi globalne matrice i time
se oslobadja prostor za sabiranje novih elemenata. Paralelno sa tim se vrsi
upisivanje normalizovanih (eliminisanih) jednaCina na disk i proverava se da

1i moZe da se eliminige jo$ neka nepoznata, ili da se vr3i sabiranje novih ele-
menata, 1137 je eliminacija zavrSena, pa moZe da se pone rekurzija i time odre-
de nepoznate.

U sltucaju da se re3avaju jednaline sa istim koeficijentima, a sa
vise razlicitih vektora slobodnih &lanova, moguce je da se nadju nova reSenja
bez ponovne Gausove eliminacije koeficijenata, jer su sve normalizovane jedna-
Zine ("pivotal equation") zabeleZene na disk. Na taj nacin se samo vrse odgo-
varajuce operacije sa koeficijentima novog vektora slobodnih &lanova 1 vrdi
rekurzija {"resolution”}. Ovo je posebno od znalaja pri koriScenju modifikova-
nog Newton-Raphson-ovog postupka.

Svako detaljnije opisivanje primenjenog frontainog postupka bi izis-
kivalo neuporedivo vise prostora. Na kraju ovog kratkog prikaza Ce da se kaze
da je ceo proces reSavanja linearnih algebarskih jednaCina sadrzan u tri pod-
programa: FRONT, BACSUB i RESOL i da predstavlja modifikaciju programa za fron-
talni postupak redavanja nesimetritnih jednalina, €iji je autor P. Hood (vide-

\

ti [11.1.1]).
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5, OPIS PROGRAMSKOG PAKETA ZA REZAVANJE INTERAKCIJE
FLUIDA T KONSTRUKCIJE - PROGRAM "VETAR"

5.1, OpSte karakteristike i moguénosti
programa "VETAR"

U skladu sa podelom konstrukcija na krute i fleksibilne, ceo postu-
pak prorafuna se sastoji iz dve osnovne grane. U slu€aju krutih konstrukeija
interakcija sa fluidom ne postoji (u razmatranom smislu), veé se problem svo-
di na redavanje strujanja fluidne sredine oko nepokretne konture koja ima oblik
poprecnog preseka konstrukcije.

Medjusobna interakcija fluida 1 konstrukcije je izraZena kod fleksi-
biinih kenstrukcija i oyo predstavlja drugu osnovnu granu postupka proracuna,

U oba sTucaja, kako krutih tako i fleksibilnih konstrukcija, strujanje fluida
moze da bude ustaljeno (stacionarno) i11 neustaljeno (nestacionarno). Zbog
ovoga se dve osnovne grane proraCuna (krute i1i fleksibilne konstrukcije) raé-
vaju svaka na po dve grane (staciomarno i1i nestacionarno strujanje fluida),
tako da postoje Zetiri osnovne moguénosti proracuna.

Sto se tife nadina reSavanja nelinearnih jednadina kretanja fluidne
sredine u sluCaju stacionarnog strujanja, u programski paket su ugradjene tri
osnovne mogucnosti. To su metod sukcesivne zamene, Newton-Raphson-ov postupak
1 modifikovan Newton-Raphson-ov postupak kod koga se posle svake trece itera-
cije odredjuje nova Jacobi-eva matrica. Pri tome je u svakom od ova tri nacina
iterativnog resavanja nelinearnih jednadina moguce da se utile na konvergenciju
izborom pominjanog faktora relaksacije. Samo redavanje algebarskih jednaCina u
svakom iterativnom koraku se vrj frontalnim postupkom Gausove eliminacije.

Kod redavanja jednaCina nestacionarnog strujanja fluida, u programe
su ugradjene dve moguénosti vremenske integracije. To su prediktor-korektor
(eksp]icitno-implicitni) postupak 111 (implicitni) Wilsen 6 postupak.

Pri svemu ovome, kao $to je releno, za diskretizaciju fluidne sredi-
ne mogu da se koriste Cetiri tipa kona&nih elemenata.

U sluCaju fleksibilne konstrukcije, koja je, zbog dvodimenzionaine
formulacije cele problematike, predstavljena sa ekvivalentnim dvodimenzionalnim
modelom, reSavanje jednaina kretanja se vridi pomocu implicitnog Wilson & pos-
tupka, 111 pomocu eksplicitnog diferencnog postupka (centralna razlika}.

Kao Sto se vidi iz ovog kratkog pregleda, moguénosti programskog pa-
keta "VETAR" su dosta raznovrsne.
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5.2. Opsta struktura programa "VETAR"
5.2.1. NaCelrna $ema organizacije programa

Celokupan programski paket je nazvan "VETAR i sastoji se iz glavnog
programa i 51 podprograma koji ¢ine jednu celinu. Ovo je nalelno prikazano na
s1. 5.2. Program je pisan na jeziku FORTRAN i instaliran je i testiran na ra-
cunaru DIGITAL DEC 20/40 na Gradjevinskom fakultetu u Beogradu.

5.2.2. Struktura i 1isting glavnog programa

U glavnom programu se rukovodi funkcionisanjem celog programskog pa-
keta. Posle uCitavanja svih potrebnih kontrolnih parametara i informacija,
pozivaju se podprogrami za u¢itavanje i obradu ulaznih podataka u &vornim tag-
kama, elementima, kao 1 granicnim i poletnim uslovima fluidne sredine.

Zatim se pozivaju podprogrami kojima se izraunavaju sve potrebne
matrice elemenata fluidne sredine. U sluaju ustaljenog strujanja oko krute
konstrukcije formiraju se odgovarajuce jednadine kretanja fluida 1 iterativno
reSavaju na Zeljeni nain (direktnom iteracijom sukecesivnom zamenom i1i Newton-
Raphson-ovim postupcima). Po dobijanju konvergentnog redenja se ucitava infor-
macija da 17 se odredjuje i opterecenje kojim fluid deluje na krutu konstrukci-
Ju 111 ne. Ako se tako Zeli, odredi se i opterecenje kojim fluid deluje na kon-
strukciju i time je zavrden prorafun ustaljenog strujanja oko krute konstrukci-
Je.

U stuCaju neustaljenog strujanja oko krute konstrukcije se uéitava
1 informacija o ukupnom vremenu trajanja strujanja, kao i maksimalnom broju
intervala na koje se ukupno vreme deli. Pre zapolinjanja vremenske integracije
odgovarajuc¢ih jednalina neustaljenog strujanja fluida, formiraju se i refavaju
jednaline (2.67). Time se dobijaju ubrzanja 1 pritisci fluida u poéetnom tre-
nutku vremena., U zavisnosti od Zeljenog izbora, integracija jednacina neusta-
1jenog strujanja fluida se vrEi i}i prediktorkorektor postupkom i1i postupkom
Wilson 8. Na kraju svakog diskretnog intervala vremena moze da se odredi opte-
recenje na krutu konstrukciju, ukoliko se tako Zeli. Sa dostizanjem ukupnog
vremena posmatranja strujanja zavrsen je proracun neustaljenog strujanja oko
krute konstrukcije. .

U sluCaju fleksibilne konstrukcije u&itavaju se sve potrebne infor-
macije o konstrukciji, kao $to su poloZaji centra mase i krutosti, inercioni
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i elasti¢ni koeficijenti, pocetni uslovi konstrukcije, itd., tako da se formi-
raju matrice mase 1 krutosti konstrukcije. U zavisnosti od Zeljenog izbora,
resavanje jednacina kretanja konstrukcije se obavlja metodom Wilson 6 il di-
ferencnim postupkom. Naizmenic¢no iterativno reSavanje jednalina kretanja flui-
da i konstrukcije se vr3i do ostvarivanja konvergencije u svakom intervalu
vremena 1 po dostizanju ukupnog vremena posmatranja medjusobne interakcije pos-
tupak je zavrsen.

U programu se koriste i1 sistemski podprogrami DATE I TIME za eviden-
ciju datuma i vremena kada se proraun obavlja, a takodje i posebno napravlje-
ni podprogrami SECOND i VREME koji su namenjeni da se precizno registruje
utroSeno vreme rada centralnog procesora {(CPU time) za pojedine faze proraluna.

U nastavku se daje listing glavnog programa.
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PROGRAM VETAR

t".t"."l.:.l"l”l.l‘.‘.'!ltlQ‘ll#ltOl.l‘C"."l"l."ﬁ't‘ﬂl.‘

* % 5%
* ¥ DINAMICKO PONASANJIE KONSTRUKCIJA U FLUIDNOJ SREDINI *¥%
¥ % X %
%% GLAVET PROGRAM v & T AR £
* ¥ X%
¥ % MIEMERTCKO RESENJE PROBLEMA INIERAKCIJE KONSTRUKCIJE X%
L 1 ELUIDA METODOM KONACMIH ELEMENATA XK
¥ L 3
X S.BRCIC ~ DOKTORSKA DISFRTACIJA Xk
¥x GRADJEVINSKT FAKULIET 0 BEQGRATU, 1986, Wi
X ¥ x¥

EAREEF XY R R ERR R KA KR AR R KRR AR RFFR R A S IR KRR RN RS R XA KN R RKEN R

COMMON /JUNK/ TITLE(16)
COMMON /CONTRO/ NPAR(I€),LPAR(6),1ND
COMMON /FLPAR/ NPU,NPP,NP,NBN,NCN,NFIKST,NLAST,

1 - MIDEST,MAXEST

COMMON /DIMEN/ MTOT,Ni,N2,N3,N4,NS,N6,NT7,NB,NT,

1 N1, N11,N12,N13,NY4,N15,N16,NLT7,N18,N19,
2 N2G,N21,N22,N23,N24,N25,N26,N27,N28,N29,
3 N3%,N3I1,N32,N33,0634,N35

COMMON A(11700)
COMMON /FRONS/ NDI1,MWGA,NTRA,NELL,ICOUNT,NMOD,NPCVO,NPJED
COMMQON /FRONZ2/ SKC17p .a),ESTIFM(22,22),GLSH(262),INTEG(680),

} Ak1{(22,22)

COMMON 7STRU3Z TITVKO(16), IVREME,I1POCET,UTIME ,NOELTA,DETMAX,
1 I1S1LE

COMMUN ZSTRU2/ XM(25),YM(25),DMAS8(3,3),DKKUC(3,3),DPRE,

1 UL (3),Bu(3),A6(3),k16(3),XMA,YMA

DIMENSION SEC(7),2UV(18),REZUL(S®¢¥),DAN(2) ,REZPO(568),

i UBPPOCSL¢ ) ,RLZDEL(SEEG) ,UBRDEL (50¢) ,POU(25),

2 PCV(25),P0M(2%),BRU(25),BRV(23)

NAPOMENAS QVF UDIMENZLIJF ODGOVARAJULU PARAMLTRIMA
MP(MAXY)=S56 1 AINT(MAX)=25

TQUIVALENCE (NPAR(1),NH),(NPAR(Z),NE), (NPAK(S),LL)

f QUIVALENCE {(NPARR(9),NRESAV), (NFARK(1€),NVREME)
FAQUIVALENCE (LPARCL),NEXT),(LPAER(2),NGRAD), (LPAR(3),NINT)
ENUTVALENCE (LPAR(E) ,NINTFL)

OP*H(UNIT=5,VEVICE='DSK:"*  FILE='0LAZV,DAT') | ULAZNI PODACI
OPEN(UNIT=6,DEVICE='PSK: ,FILE="12LAZV,DAT') | GLAVNI REZULTATI
OQPEN(UN1T=12,DFVICE="DSK: ' ,FILE="FOMOCV.DAT') L1POMOCN1 REZULTAT.
OPEN(UNIT=2,DEVICE='NDSK: ") ! PODACYI O ELEMELNTIMA
OPEM{UNIT=15%,DEVICE="NDSk: ")

OPEH(UNIT=20 ,DEVICE="DSK:")} ! MATRICE MASA
OPEN(UNIT=21,DEVICE="DSK: ") ! MATRICE VISKUZNOSTI
OPEN{UNIT=22,DEVICE="0DSK: ") ! MATRICE PRITISAKA
OPEN(UNLT=23,DEVICE="'DSK: ') ! MATRICE KONVEKTIVNOSTI
OPEN(UNTIT=24,DFEVICE="DSK:") ! MATKICLE DIVERGENCIVE
OQPEN(UN]IT=25,0EVICE="'DSK: ") ! FRONTALML POSTUPAK
OPFH(UNIT=26,DLVICE="NSK:*) ! JACOB)=EVE MATRICE (NEWTON=-RAPHSO!

OPEL(UNTT=32 DEVICE='DSK ") ! MATKRICE K1 (NEWTON-RAPHSCN)
¥ JCITAVANRIE KONTROLNIH INEFORMACTIIA
* - P T A R Y P L L T

HTO1=1t1

MAXEST=



CALE TaTr (DAR)
CRLI. TIME(X,Y)
READ(S,1 ) TLluy
EEAD(S5,$1e.) (NPAR(CID,I=1,1is)
PE&&(S,S?rik (LPAF(I),T=1,6)
IF(NB, G . ) S&TOP

WRITE(S, 2000 ) DAN,X,Y,TTTLF
WRITE(E,23(1) (NPAR(CIY,I=1,10)
ARITE (0,70 "2) (LPAR(I),T=1,06)

UCTTAVANJIE PODATAKA N CVORNIM TACKAMA

T T e M e e T P o Y A i e T A T ey WY e e WP e R M G W b o
- e T et . T We e T s e v A o oy P e m e . e v -

Ni=1

N2=H{4Wwne3

WYISND4NH

Hi=M3+ MR

NS4 i

NA=NS+ A

NTZRéES MR

IF(H?7.GT ¥“TOT) CALL FRROR{NI=MTGT)
CALL SFCOND(SFC(t))

CALL TNPOTEAINT) ,A(N2),A(N3),A(NE), A (NS},
i A(Nd),NH,NPU,NPP,KP)
CALL SrCOND(SEC(2))

UCTIAVARNJIF PODATAKA O FLEMFNTIMA

CAaLL ZECALL
CALL SFCOGND(SEC(3))

ICITAVANF PODATAKE O GRANICMIM USILOVIMA

I I I N I N AT s o o m s e m e e A e m . -

HZ2A=0 344D

BZ5=M24¢ NP

MZOESNZHENGRAU

MN27=NZ2E+NGRAM ¥ 4

NP2B=MZTENINT

M2I=N2&4NINT*2

NIT=NZI4NP

IF(M3¢ . GT.MTUT) CALL ERROR(H3%=MTOT)

CELI BOUNDCA(NT) ,A(N23) ,A(N24) ,A(N25),A(N26),A(N27),A(N2E),
1 NH, NE,AGRAD)

UCITAVARJE PODATAKA 0 POCFTNIM USLOVIMA

B e gaiieip=asd-nfanip=uniagaip P T 1 il o e

N3ISh3i + MHX?Q

N3I2=M3) + NP

IF(N32,GT,MTUuT) CALL ERROR(NIZ=MI0T)
CALL POCFTC(A(N3Y)Y,NH)

CEFINTISAMIE BROJA GRUSOVIH TACAKA

b~ i e e e e e el Dl P I

ZA HUmb &« TICKD IMNTEGRACIJY MATRICS
WAL= ?

[ZRACULAEVANGE POTREBNTH MATPICA 2A SVAKI ELEMENT

T e e E R D e T T m s m s == o o0 ot B v 0l oy A o o e o v e B e S P e e A o e aa W W e

1KOKE( =



CALYL, RATFORCA(NT I, A{NS),A(NS), A {NI®),A(N3E),NGAUS, NH,NE)
[E(LKONPO . EQ.1W) CALL SECOMD(SEC(4))
IF(IKONPO.GE,.1) GO TO 25

R R R R R e N N e N A e R R R RS S R RS
4

% X
* USTALJFNO STRUJANJE FLUTPNE SREDLINE *
* *

S I S A SN PR 2 222 T R s AT TSI IIITITIIIY

¥ T7ZBOR NACINA RESAVANJA NELINEARNIH JEDNACINA
¥ e et f e o oo o Eor o e o o e e e bt o s Lo o B e e o e e o e e e e
GO TC (5 ,6C,60) NRESAY
LDIRE¥TNA J1FRACI IR SUKCESIVNOM ZAMENOM (SA RELAKSACLJGM)
ok CALEL HNSITER(A(NL),ACN9),A(M1E) ,A(N2Z23),A{N24) A(N3&),
i AUV ,REZPO,RIZUL,NH, ME ,NF,NELL,NGAUS,
2 TUKUP,IDELTA)
CALL SECONDISEC(S))
GC TG 25
¥ NMEWTONRAPHSON=(OV TLI MODITFIKOVAN NEWTON=KAPHSQONOV POSTUPAK
¥ e = e e e IS S e B i = R e S I O Lo (5 i D S B S = o 2 S8 8888 e
6C CALL NUWTON(CA(N]),A(N9)Y,A(NL1D), B (N23),A{N24),A(N3G),
1 AUV ,RFZPO,REZDIL,,NH,NE, NP, NELL,NGAUS,
2 TUKUP, IRDELTM)
CALL SeCOnD(SEC(S))
* ODDRECJIVANIE OPIERECTNIA NA KRUTU VONSTRUKCIJU
¥ HeEEE2RR s 0E Rl s RS R=En R ER8EESEE S8R RS
35 CONTINUL
TURUP=
IDELTA=
REAL(S,12.-) ISIuLE
IF(LL,GF.3 AND, ISILE EO.2) ISILE=1
IF(LISILE£Q0.1) READ(S,17a:,) TITKQ
TF(ISITE  EG,1) RFEAD(S,18¢ 0 ) XMA,YMA
AFCLL FO.Y JAMD. ESINE EQ_¢) GG TO 123
VE(LT e9.% ,anb, 1S8SYILE . [O.1) CO IO 39
R e N N N N R R T R T R RN R E R
* &
: REFUSTAL JEND STRUJANIE FLUIDME SREDIME
*
R R N N N T N R S R IR R SRR S B
REAL(S,13.{) UILLME,NDFLTA
IF(ISTLE EQ.2) GO TO 3¢
¥ ODPERJIVANILE POCETNIH IBRRZANIA 1 PRITISAKA FLUTORA
X SR N T s S T S R S e s e e s T R e e S eSS S s s T
s CONTTYYNE

H32=[N324aP

N34=N334nP

H3IS=NI44 NP

IF(N3E  GE MTOYT) CALL ERROR(N3S«¥1CT)

CALL UBFZA(A(NT), 8(h9) 2(M3v),A(N29),REZUL,
1 AN32),A(M34) , NGAUS ,MH, KL NP, NEN,



AV

¥ TZBOR NACINA VREMENSKE TNTEGRACIJL

b 3 EEEEEE R E B e e S e e g e e e ]

ag GO TO (83%,9%9%) NVRLEMF

¥ INTRGRACTIA JYDNACINA METONPOM wlLSOM~TETA
X :::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

CALL wILSO1CA(WL), A(ND),A(NLE),A(NZ3),A(N24),A(N29),
L “E2Z0L,A(M33),A(N34) ,REZCEL,UBRDEL,
Re 4P0,UBRPO, MR, NE, NP, NGAUS , TUKUP, 1DELTA)

TE(TUKOP QE,UTIMEF JAND . TSILELEQ.E) GO TO 1€
1FELL RG .2 JANMD, ISILE £Q_¥) GC 10 a¢

¥ TWEEGRACIIA JEUNACINA MLTODOM PRFDIKIQOR-KOKEKTOR
L3 IETECoSS SIS CoTEIZCEIISCE=CSSoCISSonESSTIooSSoS—o=z=ss==-=
P CALL ADAMS

TFCTURKUP CR UFIME JAND. YSILELLG.L) GO 10 10%
FF{LL.EQ . ¢ .AND, ISILE_EQ.#) GO TU 4%

SRR E R R R R R R R R R TR R R R R TR B R S P e S T R T L T

X X
’ KRUT? TLT FLEKSTBILNA KONSTRUKCIJA (INTERAKCIJA) ¥
¢ ¥

0"‘.!0'00100100..‘.00080!000.l.lll'l."'.0."'.l.‘ll‘.l"‘.'ll""“‘

CALL KONST(A{NT), A(NG),A(NS),A(NT7),A(NB),A(NLE),

H ACMET) ,A(N2G) ,ACHR2),A(N27),A(N28B),A(N34),
2 KEZUL,REZNDEL,FT,NGAUS, TUKUP,NH, NINT,NINTEL,
3 XHA,YHA)

IF(LL _FO,.% JAND, ISILE<EQ.1) GO 10 166
JF(LL. Ewv.? JAND, TUKUP.EQ.L.) GO 10 45
IF(LT EGLZ JAND, TUKP.LT_UTIME) GO T0 46
TFCLL FQ.?2 AND,TOKUP,GE_ UTTME) GO 10 16¢
IFCLL EG,4 ,AMD, TUKUP FO.¢.} GC TC 45

A R S R R e s Y S RN RS SR RS PR RS S PR SRS

b 4

INTERAKCIJA FLULOA I FLEKSEIBILNE KOMSTIRUKCIJE *
(SLUCAIEVT LEL=3,4) *

- %

AR R AR R R R Ry N P E R AR TR RN L WS e B R S S T T

25¢ CORTInIF
CALL INTFRACA{NLY,A(N23),A(N24),A(N27),A(N2B),RFZPU,
1 FFZUL,REZDL L., POU,FOV,FGM,BRU,ERY, IKONPO,
2 LTERPO, IKONRR, ITERR, 1UKUE, IDELTA,NH,NE,
3 NP, HINT,NGAUS)

TFCIKONPO,EQ,1) GO TO 24¢

3 COMNTINMUE
IF(LL . GT.1) CALL SECOHD(SFC(5))
CALL SECOMD(SEC(6))
CALL SECNHORO{SEC(T))

% TZERCURAYENIE. VREAFNA AR CURIRALMGG PROCESCOKA
¥



SEC(I=SECt1+1)=SECCL])
15¢ SS=58456CL1) 101.
QEON=SEC(Y)
no 155 1=1,7
SEC{TY= | .

155 CONTTIMUR
GO T0 (1éev,17y,180,19%) LL
M SFC(4)=5FP0M
GO TO 2+
174 S&EC(5)=SPOM
GO TC 7
18¢ SEC{6)=SPOH
GO TO 274
19¢ SFC(7)=8PGw
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5.2.3. U&itavanje i obrada ulaznih podataka

Svi podaci o Cvornim tackama elemenata fluidne sredine se ucCitavaj-
u podprogramu INPUT. Pri uno3enju podataka o ¢vornim taCkama moguce je automat-
sko generisanje ¢vornih taCaka na ekvidistantaim rastojanjima duz prve linije.

Podaci o elementima fluidne sredine se uc¢itavaju i obradjuju u pod-
programima ELCALL, ELTYPE, ELEM@1, ELEM@2, ELEM@3, ELEM@g4, POLAR, PAREL, LAGEL.
Pri tome se ELEMg1, ELEM@Z2, i POLAR odnose na elemente tipa 1 i 2, dok se
ELEM$3 1 PAREL, odnosno ELEM@4 i LAGELodnose na elemente tipa 3 i 4. Pri unoSe-
nju podataka o elementima i materijalnim konstantama (gustini i kinematickoj
viskoznosti), moguée je da se vr3i automatsko generisanje elemenata. U podpro-
gramima POLAR, PAREL i1i {AGEL se formiraju i1 globalni brojevi jednalina za
cvorne nepoznate u svakom elementu. Takodje se uCitavaju i podaci o Cvornim
tackama i elementima na konturama I',, I', i T..

Podaci o granicnim us1oviha sé uEi%avaju i obradjuju u podprogramu
BOUND. Unose se podaci o esencijalnim uslovima na konturj T', {zadate brzine
fluida), a takodje i prirodni uslovi na kontiri Iy (zadati éradijenti brzina}.
U sTu€aju strujanja fluida oko krute konstrukcije se automatski anuliraju brzi-
ne na konturi I', ( kontakt fluida i konstrukcije) i dalje se tretiraju kao
esencijalni uslovi na konturi FI. Za sluaj strujanja oko fleksibilne konstruk-
cije, brzine fluida na konturi FQ su jednake nuli samo u poletnom trenutku

(ukoliko su pocetni uslovi kretanja konstrukcije homogeni).

U podprogramu POCET se ucitavaju podaci o pofetnim brzinama fluida u
celoj posmatranoj oblasti @, uklju€ujuéi i granice. Pri unoSenju poletnih uslo-
va po brzinama fluida moguce je da se automatski generiSu isti poletni usiovi
u vise taCaka (i1i u svim tackama). Ovi poCetni uslovi po brzinama fluida se
unose bez obzira da 11 je strajanje fluida stacionarno i1i nestacionarno. U
slutaju stacionarnog strujanja su poletni uslovi po brzinama matematiki gleda-
no nepotrebni, ali predstavljaju poCetnu jteraciju u redavanju nelinearnih
JednaCina kretanja fluida. Zbog brZe konvergencije je povoljnije da se unesu
Sto pribliZnije 1 realnije potetne vrednosti, a ne nule kako se &ini najprakti-
énijim. To znaCi da se ve¢ u provoj iteraciji izradunavaju i uzimaju u obzir
i matrice konvektivnih ubrzanja {odredjene sa ovim podetnim brzinama). Ovo je
svakako povoljnije nego da se u prvoj iteraciji kovektivna ubrzanja zanemare
{u slucaju nultih pocetnih brzina). U slucajevima strujanja gde su konvektivna
ubrzanja znacajna, re3avanje jednaCina moZe lako da bude divergentno ukolike

se u prvoj iteraciji zanemare konvektivna ubrzanja {kao 3to su neki radjeni
primeri i pokazali).



104.

5.2.4. Formiranje odgovarajuéih matrica i vektora

Potrebne matrice za svaki element fluidne sredine se formiraju po-
zivanjem podprograma MATFOR, odnosno podprograma MASA, MAVISK, MAPRIT, MAKONYV,
SLOBCL, KONTUR i NJACOB. Ovim podprogramima se izradunavaju matrice mase, ma-
trice viskoznih Clanova, matrice gradijenata pritisaka, matrice divergencije,
matrice konvektivnih ubrzanja, kao i vektori slobodnih &lanova za sve elemente
fluidne sredine. U sluCaju koriiZcenja Newton-Raphson-ovog postupka 411 modifi-
kovanog Newton-Raphson-ovog postupka u podprogramu NJACOB se za svaki element
odredjuje deo odgovarajuce Jacobi-eve matrice |k#*|. Podprogram KONTUR je name-
njen za izralunavanje vektora spoljadnje norma]e'na odgovarajucu konturu ele-
menta. Ove matrice se sme$taju u spoljasnju memoriju (na disk) za svaki ele-
ment.

IzraCunavanje odgovarajuc¢ih integrala po povrdini i1i konturi ele-
menata se vr$i Gausovom numerickom integracijom sa 3x3 take (odnosno 3 za
konturu). U glavnom programu se definie broj Gausovih tacaka, dok se pod-
programu GAUSSQ formiraju odgovarajuce abscise i teZinski brojevi u Gausovoj
integraciji. Ostavljena je moguénost izbora od jedne do Fetiri Gausove talke.
U podprogramima SHPH, SHPG i SHPE se izraCunavaju interpolacione funkcije
@igg,v/, g,(En) 1 ei(E,n), kao i njihovi izvodi po prirodnim koordinatama,
dok se u podprogramima JACOB, JACOB8 i JACOB9 izracunavaju odgovarajuce Jaco-
bi-eve matrice, njihove inverzne matrice i determinante potrebne za transfor-
maciju koordinata u izracunavanju integrala.

5.2.5. Formiranje i reSavanje jednadina

Samo formiranje i refavanje odgovarajucih jedna&ina fluidne sredine
se vrsi pomoCu podprograma ABFIND, FRONT, BACSUB i RESOL. Pri tome se u pod-
programu FRONT vr$i formiranje jednaina po redosledu elemenata, uno$enje esen-
cijalnih grani¢nih uslova, kao 1 dekompozicija globalnih jednacina na trougao-
ni oblik, dok se u podprogramu BACSUB vrii odredjivanje reSenja rekurzijom u
nazad. U podprogramu ABFIND se iz spoljasnje memorije, za svaki element poseb-

0, vr5i uCitavanje odgovarajucih matrica i formiranje jedna&ina na nivou ele-
menta, dok se u FRONT-u vr$i razmestanje jednadina u globalne pozicije. Pri
tome se u ABFIND-u formiraju odgovarajuce matrice na nivou elementa u svim slu-
Cajevima koji se razmatraju. U slucaju stacionarnog strujanja to su matrice
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jxll date sa (Z.42), ako se jednaline re3avaju direktnom iteracijom sukcesiv-
nom zamenom. U slucaju Newton-Raphson-ovog postupka formiraju se Jacobi-eve
matrice |/ date sa {2.58) i1i se vr3i njihovo ponovno izraduvanje posle
svake treCe iteracije u sluCaju modifikovanog Newton-Raphson~ovog postupka. U
ovom siucaju se, za nepromenjenu Jacobi-evu matricu ne vridi ponovna dekompozi-
cija jednacina (koja i oduzima najveéi deo vremena rada radunara}, vec se
Jednacine reSavaju koristeci podprograme RESOL i BACSUB, gde se vr&i odgovara-
Juca transformacija slobodnog &lana i rekurzija.

U sluCaju nestacionarnog strujanja u podprogramu ABFIND se formiraju
odgovarajuce matrice koeficijenata i za prediktor-korektor postupak i1 za postu-
pak Wilson 6, date sa (2.73) odnosto (2.94), a takodje i matrica koeficijenata
(2.67) u slu€aju odredjivanja poCetnih ubrzanja i pritisaka u trenutku ¢ = 0.

5.3. Stacionarno strujanje oko krute konstrukcije
5.3.1. Direktna iteracija sukcesivnom zamenom

Jedna od moguénosti reZavanja nelinearnih algebarskih Navier-Stokes-
ovih jednacina (u diskretizovanoj formi) je direktna iteracija sukcesivnom
zamenom. Ovo se vr$i u podprogramu NSITER. Uzimajuéi u obzir i matrice konvek-
tivnih ubrzanja, odredjene ranije sa poetnim brzinama fluida, formiraju se i
rese jednaline. Dobijena redenja posle prve iteracije se uporedjuju sa pretho-
dnim reSenjem. Pri tome se u prvoj iteraciji pod prethodnim reSenjem podrazume-
vaju zadate vrednosti pocetnih brzina, dok su pritisci inicijalno jednaki nuli:
Jedino je u jednoj &vornoj tacki zadat referentan pritisak (kao esencijalan
granicni uslov). Dobijene brzine u &vornim tackama posle prve iteracije se
direktno (bez ikakve relaksacije) koriste za ponovno izracunavanje matrica kon-
vektivnih ubrzanja, koje se zatim unose u jedna&ine u narednoj iteraciji.

Postupak ponovnog izradunavanja modifikovanih matrica konvektivnih
ubrzanja, formiranja i re3avanja jednalina se zatim ponavija sve do uspostav-
ljanja Zeljene tolerancije u normiranoj razlici redenja u dve susedne itera-
cije, ili do prekoraenja propisanog broja iteracija. Pri tome se u jzracuna-
vanju novih matrica konvektivnosti mogu da koriste vrednosti Evornih brzina
dobijene u prethodnoj iteraciji, ili njihove relaksirane vrednosti - prema re-
facijama (2.50), gde je « propisan faktor relaksacije (vrednost definisana
ulaznim podacima).
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5.3.2. Newton-Raphson-ov i modifikovan
Newton-Raphson-ov postupak

Ove dve moguénosti reSavanja nelinearnih Navier-Stokes-ovih jednali-
ha za stacionarno strujanje fluida su (po izboru) predvidjene u podprogramu
NEWTON. Kao i u podprogramu NSITER, u prvoj iteraciji se Jacobi-eve matrice,
date sa {2.58), izraCunavaju sa uCitanim pofetnim brzinama. Reéavanjem jedna-
¢ina (2.53) se dobijaju prvo priradtaji na pofetne vrednosti nepoznatih, a
zatim i nova reSenja prema relaciji (2.52). U Newton-Raphson-ovom postupku se
sa dobijenim novim brzinama izracunavaju nelinearne matrice konvektivnih ubrza-
nja, odn. Jacobi-eve matrice, kao i novi korigovan slobodan &lan, dat sa (2.57),
pozivanjem podprograma NOVISC. U modifikovanom Newton-Raphson-ovom postupku se
zadrZavaju, potetne Jacobi-eve matrice, ali se odredjuje korekeija slobodnog
¢lana.

Postupak reSavanja jednaCina, dobijanja priraitaja na prethodna re-
Senja, odnosno dobijanja novih reenja se zatim ponavlja sve do postizanja
Zeljene tolerancije u normiranoj razlici resenja u dve susedne jteracije, ili
do prekoracenja propisanog broja iteracija. Pri tome se u modifikovanom Newton-
Raphson-ovom postupku posle svake trece iteracije vr$i novo odredjivanje Jaco-
bi-evih matrica. Kao i u direktnoj iteraciji sukcesivnom zamehom, u odredjiva-
nju novog redenja, dodavanjem dobijenih prirastaja nepoznatih na prethodna re-
Senja, uveden je faktor relaksacije o prema relaciji (2.63).

5.4. Nestacionarno strujanje oko krute konstrukcije
5.4.1. Prediktor-korektor postupak

ReSavanje jedna€ina nestacionarnog strujanja fluida, datih sa (2.64),
postupkom prediktor-korektor se obavlja u podprogramu ADAMS. Pre pozivanja
podprograma ADAMS {311 WILSO1 - videti 5.4.2.), u glavnom programu se pozove
podprogram UBRZA, kojim se formiraju i rede jednadine (2.67). Time se dobijaju
ubrzanja i pritisci fluida u pocetnom trenutku vremena ¢ = 0.

Prediktorski korak za brzine u prvom intervalu vremena ne moZe da se
obavi, jer su, prema relaciji (2.69), potrebna i ubrzanja iz prethodna dva ko-
raka. Zato se u prvom intervalu vremena odmah prelazi na korektorski korak:
prvo se formira slobodan ¢lan, dat sa desnom stranom jedna&ina (2.73), u kome
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figuridu brzine 1 ubrzanja fluida u trenutku ¢t = 0. Zatim se formiraju i koe-
ficijenti uz nepoznate u nelinearnim jednalinama (2.73), pri Cemu su nelinear-
ne matrice konvektivnih ubrzanja odredjene sa poéetnim brzinama fluida. Same
jednaCine (2.73), u posmatranom prvom intervalu vremena, se iterativno re3avaju
sukcesivnom zamenom i1i Newton-Raphsonovim postupkom. Po dobijanju konvergen-
tnog reSenja za brzine i pritiske na kraju prvog intervala vremena, odredjuju
se 1 ubrzanja fluida na kraju prvog intervala, prema relacijama (2.71).

Tek poSto je dobijeno reSenje za brzine, pritiske i ubrzanja na kra-
Ju prvog intervala vremena, moZe da se koristi prediktor-korektor postupak.
Prema relacijama (2.69) se formiraju prediktorske vrednosti za brzine na kraju
drugog intervala vremena. Sa prediktorskim brzinama se odrede nove matrice
konvektivnih ubrzanja, formiraju korektorske jednaine (2.73) i reSe postupkom
sukcesivne zamene. U slu¢aju reSavanja jednalina Newton-Raphson-ovim postupkom,
sa prediktorskim brzinama se odrede Jacobi-eve matrice date relacijama (2.76)-
(2.78) 1 formiraju i reSe korektorske jednaéine u obliku (2.74). Pri tome se
koristi Newton-Raphson-ov postupak samo u jednom koraku, jer su prediktorske
vrednosti brzina {na kraju posmatranog intervala) znatno bliZe re3enju na kraju
intervala vremena nego redenja za brzine na poCetku posmatranog intervala. Sa
dobijenim konalnim reSenjem za brzine i pritiske se odrede ubrzanja na kraju
intervala prema relacijama 2.71), Zatim se odredjuje normirana razlika izmedju
korektorskih i prediktorskih brzina na kraju intervala vremena, pa se, prema
relaciji (2.85) izracunava duZiina narednog intervala vremena At 41
na Tokalnoj proceni greske u intervalu At . Ako se dobije da je At ., > At
onda se u narednom koraku rauna sa poveéénim intervalom vremena. Akb se dobije

zasnovana

da je o=@ bt pri Cemu je o ©|0.75,1.0| onda se prihvata prethodno
dobijeno reSenje (na kraju intervala vremena Atn), ali se u narednom intervalu
zadrZava isti interval vremena: At . = At . U sluCaju kada je o < 0.75, pret-

hodni interval vremena Atn se smanji na vrednost o + A¢_ 1 ponovi se proracun
za prethodno posmatrani interval. Ceo postupak se rekurzivno obavlja dok se
ne iscrpi ukupno posmatrano vreme trajanja neustaljenog strujanja fluida.

5.4.2. Wilson 9 postupak

Druga od moguénosti reSavanja jednaina nestacionarncg strujanja
fluida je Wilson 8 postupak. Ovo se vrii pozivanjem podprograma WILSO1. Prvo
se formira odgovarajuc¢i slobodan &lan, dat sa (2.96). Kako je on zavistan od
brzina i ubrzanja na pocetku posmatranog intervala vremena, u prvom jntervalu

vremena se koriste ucitane pocetne brzine fluida i izracunata poetna ubrzanja
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(prethodnim pozivanjem podprograma UBRZA i re3avanjem jednadina (2.67)).

Sa izralunatim slobodnim ¢lanom u posmatranom intervalu vremena, iz-
racunavaju se nelinearne matrice konvektivnih ubrzanja i formiraju jednaline
(2.93) €ijim reSavanjem se dobijaju resenja u trenutku tn+9ﬂt. Kako su ove
Jednacine nelinearne, njihovo redavanje se, za sada, vrsi direktnom iteracijom
sukcesivnom zamenom, ali je ostavljena moguénost i koriscenja Newton-Raphson-
0v0og postupka.

U slucaju da se u predvidjenom maksimalnom broju ijterativnog resa-
vanja dobije konvergentno re3enje za nepoznate u trenutku t +0At, prelazi se
na odredjivanje brzina, pritisaka i ubrzanja fluida na krajd posmatranog jnter-
vala u trenutku ¢ . = ¢ + At (prema relacijama (2.98) i (2.99). Postupak se
zatim ponavlja, preiaskom na naredni interval vremena, sve dok se ne dostigne
ukupno vreme trajanja neustaljenog strujanja. Pri tome se konaéna redanja do-
bijena na kraju prethodnog intervala vremena koriste u narednom intervalu:
brzine: ubrzanja za odredjivanje novog slobodnog &lana, a brzine jo§ i za po-
Cetnu iteraciju u refavanju nelinearnih jedna&ina (2.93).

5.5. Stacionarno strujanje oko fleksibilne konstrukcije
5.5.1. Osnovne informacije o fleksibiinoj konstrukciji

U sluCaju razmatranja strujanja oko fleksibilne konstrukcije poziva
se prvo podprogram KONST u kome se uditavaju i obradjuju sve osnovne informa-
cije o konstrukciji (odnosno o dvodimenzionalnom modelu konstrukcije). Unose se
prvo pocetni usloyi kretanja konstrukcije - poletni poloZaj centra mase i poCet-
ne brzine. Pri tome se homogeni poetni uslovi automatski generisu, dok se
uéitavaju samo nehomogeni uslovi.

Zatim se unose podaci o globalnim poloZajima centra mase i krutosti
(u ravnoteznoj konfiguraciji konstrukcije), kao i potrebni inercioni koefici-
Jenti (ekvivalentna masa i momenat inercije mase dvodimenzionalnog modela kon-
strukcije), a takodje i elastiéni koeficijenti (ekvivalentne krutosti dvodimen-
zionalne konstrukcije). Sa ovim informacijsma se formiraju matrice mase i kru-
tosti konstrukcije.

Unose se takodje i informacije o Zeljenom na&inu integracije diferen~
cijainih jednalina kretanja konstrukcije. Mogu¢ je izbor izmedju eksplicitnog
diferencnog postupka (centralne razlike) i implicitnog postupka Wilson 6. U
sluCaju izbora diferencnog postupka, poziva se podprogram JACOBI kojim se od-
redjuju svojstveni oblici i frekvencije dvodimenzionalnog modela konstrukcije.
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Time se odredjuje kritiéni (t.j. maksimalni) interval vremena Atar, dat sa
(3.46), koji moZe da se koristi u diferencnom postupku sa stanovista stabil-
nosti numericke integracije jednacina.

Takodje se u podprogramu KONST poziva podprogram OPTER kojim se od-
redjuje vektor opteredenja konstrukcije u poCetnom trenutku vremena.

5.5.2. Odredjivanje opterecenja na konstrukciju

Odredjivanje vektora opterecenja konstrukcije usled strujanja fluid-
ne sredine, u bilo kom trenutku vremena, obavlja se u podprogramima OPTER I
SILE. U podprogramu SILE se, za jedan konalni element fluidne sredine, koji je
u kontaktu sa konstrukcijom, vr3i integracija pritisaka i gradijenata brzina
prema relacijama (3.7)-(3.12) odnosno (4.3)-(4.4). Izralunavanje pomenutih inte-
grala se vr3i Gausovom numerikom integracijom po konturi i time se dobija
rezultujuce opterecenje na konturi jednog elementa u kontaktu sa konstrukcijom.

U podprogramu OPTER se vr3e pomenuta izralunavanja rezultujucih sila
za sve elemente fluidne sredine koji okruzuju konstrukciju. Zatim se vr3i od-
redjivanje ukupnih rezultanti, posebno usled pritisaka fluida, a posebno usled
jradijenata brzina, kao j sumarno. Najzad, redukcijom ukupne rezultujuce sile,
koja deluje u tzv. aerodinamickom centru u datom trenutku, na centar mase kon-

strukcije, dobija se vektor opterecenja konstrukcije u posmatranom trenutku vre-
mena.

5.5.3. ReSavanje jednalina kretanja konstrukcije
diferencnim postupkom

0d mogucih djferencnih postupaka koristi se eksplicitni metod central~-
nih razlika pozivanjem podprograma CENDIF. Obzirom da je matrica mase konstruk-
cije dijagonalna matrica i da ona €ini matricu koeficijenata uz nepoznate u
posmatranom intervalu vremena, samo reSavanje algebarskih jednalina i ceo pos-
tupak vremenske integracije diferencijalnih jednaina je veoma brz i "jeftin".

U prvom intervalu vremena se iz jednaCina {3.44) i1i (3.45) odredi
vektor pomeranja {ub } na kraju prvog intervala. U drugom i dalje narednim in-
tervalima vremena, vektor pomeranja na kraju posmatranog intervala {uy o 2] se
dobija reSavanjem rekurentnih jedna&ina (3.36). .

Medjutim, problem u vezi primene ovog jednostavnog postupka central-



110.

nih razlika je vezan za odredjivanje brzina konstrukcije, koje su opet neop-
hodne u celom procesu interakcije fluida i konstrukcije. Problem se sastoji u
tome Sto se vektor brzina konstrukcije u trenutku ¢ jzraZava preko vektora po-
meranja u trenutku ¢+At - relacije (3.35):

it _ ,
L (5.74)
0 ovome Ce biti redi u prikazu medjusobne interakcije fluida i konstrukcije i
zadovoljavanju grani¢nih uslova po brzinama na konturi T

5.5.4. ReSavanje jednaina kretanja konstrukcije
postupkom Wilson 6

Ukoliko se Zeli reSavanje jednalina kretanja konstrukcije postupkom
Wilson 6, koristi se podprogram WILS02. Prvo se formiraju matrica koeficijenata
i slobodan Clan datj relacijama (3.60). U slobodnom &lanu figuridu i vektori
pomeranja, brzina i ubrzanja konstrukcije na poCetku posmatranog intervala. Zna-
¢1, nema nekih posebnih postupaka zapofinjanja integracije, osim $to je potreb-
no da se iz jednalina kretanja konstrukcije napisanih za po&etni trenutak =0
odredi vektor ubrzanja u poletnom trenutku, dok su vektori pomeranja i brzina

zadati poCetnim uslovima.

ReSavanjem jednadina (3,59) se dobija vektor pomeranja u trenutku
t+0A¢. Prema relacijama (3.55) se odredjuju i vektori ubrzanja i brzine u tre-
nutku ¢+6At, dok se zatim, prema izrazima (3.61), dobijaju vektori pomeranja,
brzine 1 ubrzanja na kraju posmatranog intervala, u trenutku t+At.

5.5.5, Zadovoljavanje graniénih uslova po brzinama i
medjusobna interakcija fluida i konstrukcije

Na zavrietku proracuna u posmatranom intervalu vremena, kako za fluid
tako 1 za konstrukciju poziva se podprogram KONVER. U ovom podprogramu se prvo
sa vektorom brzina konstrukcije, na kraju posmatranog intervala vremena izra-
Cunavaju brzine u i v, prema relacijama (4.18), onih tacaka na konturi konstruk-
cije F3 koje se poktapaju sa &vornim tackama elemenata fluidne sredine koji su
oko konstrukcije. Zatim se ove brzine tacaka na konturi konstrukcije uporedjuju
sa dobijenim brzinama tih istih tacaka elemenata fluidne sredine,

Ukoliko je normirana razlika u brzinama &vornih tacaka na konturi T
i
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u granicama usvojene tolerancije, koja je ista kao 1 u sluCaju iterativnog re-
Savanja Navier-Stokes-ovih jednacina, smatra se da su zadovoljeni graniéni
uslovi po brzinama na konturi I', u posmatranom intervaiu vremena. Ukoliko brzi-
ne zajednickih taCaka na konturi T. nisu prihvatljivo iste za fluid i za kon-
strukciju, pristupa se 1terat1vnom.zadovo1jenju grani¢nih uslova po brzinama.
Ovo se odvija u okviru podprograma INTERA.

Kako je re¢ o ustaljenom strujanju fluida oko fleksibilne konstrukci-
Je, to samo vreme, odnosno intervali vremena, nisu od znaCaja za fluidnu sredi-
nu. U zavisnosti od Zeljenog nacina, jednacine ustaljenog strujanja fluidne
sredine se reSe pozivanjem podprograma NSITER (sukcesivna zamena) 11 NEWTON
(Newton-Raphson-ovi postupci). Pri tome su, u zavisnosti od poetnih uslova
kretanja konstrukcije (pocetnih brzina), uneti odgovarajuéi grani¢ni uslovi
po brzinama fluidne sredine na konturi T.. ReSavanjem jednacina kretanja kon-
strukcije, postupkom Wilson 9, dobija se redenje na kraju prvog intervala
vremena.

Dobijene brzine konstrukcije u &vornim tackama na konturi I' . se upo-
redjuju sa brzinama tih tadaka fluidne sredine (u podprogramu KONVER). Kako su
brzine Cvorova fluidne sredine na konturi odredjene na bazi pocetnih brzina

konstrukcije i unete kao granicni uslovi za fluidny sredinu, uporedjuju se, u
stvari, vektor poletnih brzina konstrukcije 1 vektor brzina konstrukcije na
Kraju prvog intervala vremena. U slu¢aju neprihvatljive razlike, vektor brzina
konstrukcije na kraju prvog intervala vremena se sada koristi da bi se odredili
novi (korigovani) graniéni uslovi po brzinama za fluidnu sredinu. Sa izmenje-
nim grani¢nim uslovima na konturi [, fluidne sredine ponovo se iterativno re-
savaju jednaline ustaljenog strujanja fluidne sredine. Pri tome su, u odnosu
na prethodno resavanje Navier-Stokes-ovih Jednalina, izmenjeni graniéni uslovi
na konturi I',, a takodje 1 matrice konvektivnih ubrzanja onih elemenata fluij-
dne sredine koji su u kontaktu sa konstrukcijom. _

Po dobijanju reSenja kretanja fluidne sredine ponovo se odredi kori-
govan vektor opterecenja konstrukcije i reée se Jednaline kretanja konstrukcije
za isti (prvi) interval vremena. Postupak uporedjivanja brzina na konturi
se ponavlja i, po potrebi, opet se fluidnoj sredini namecu novi (korigovani)
granicni uslovi po brzinama. Sutina iterativnog naizmeniénog regavanja jednih
1 drugih jednacina je da se fluidnoj sredini nametnu kao grani¢ni uslovi po
brzinama na konturi one vrednosti koje se dobijaju reSavanjem jednacina
kretanja konstrukcije na kraju posmatranog intervala vremena. Po postizanju
prihvatljive konvergencije, prelazi se na naredni interval vremena.

U stuCaju resavanja jednaéina kretanja konstrukcije metodom central-

I'razlika, brzine konstrukcije na kraju prvog intervala vremena se dobijaju
tek posto su resene jednadine kretanja u drugom intervalu vremena (relacije
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(5.74)). Zbog toga se postupak iterativnog zadovoljavanja graniénih uslova na
konturt na kraju posmatranog intervala vremena, u slucaju diferencnog pos-
tupka vréf ponovljenim redavanjem jednatina kretanja konstrukcije u narednom
intervalu vremena.

5.6. Nestacionarno strujanje oko fleksibilne konstrukcije

Postupak redavanja je isti kao i u slufaju ustaljenog strujanja flu-
ida. Razlika je u tome $to se re3avaju jedna&ine neustaljenog strujanja fluid-
ne sredine. Pri tome se koristi postupak Wilson 6, podprogram WILSO1, a ne
prediktor-korektor postupak (podprogram ADAMS), jer je zbog interakcije sa
konstrukcijom pogodnije da svi intervali vremena budu iste duZine.

5.7. Ponovno definisanje mreie konaénih elemenata
fluidne sredine

Kada je dostignuta prihvatljiva konvergencija po pitanju graniZnih
uslova po brzinama na konturi FS na kraju posmatranog intervala vremena, u ok-
viru podprograma KONVER se prema relacijama (4.17) odredjuju i pomeranja onih
taCaka konstrukcije koje se na konturi FO inicijalno poklapaju sa ¢vornim tac-
kama elemenata fluidne sredine. Ukoliko su ova pomeranja relativno mala, do-
bijena redenja na kraju posmatranog intervala vremena, kako za konstrukciju,
tako i za fluid, smatraju se kao konacna i prelazi se na naredni interval vre-
mena.

Ukoliko dobijena pomeranja nisu dovoljno mala onda se pomeranja kon-
strukcije koriste za korekciju koordinata odgovarajuéih Cvornih tacaka okolnih
elemenata fluidne sredine. Sa izmednjenim koordinatama &vornih tacaka elemena-
ta fluidne sredine koji se nalaze oko konstrukcije, ponevo se odredjuju matri-
ce elemenata. Za razliku od prethodne situacije iterativnog zadovoljavanja
granifnih uslova po brzinama na konturi I',, gde su se izratunavale samo matrice
konvektivnih ubrzanja, jer su one zavisne od brzina, sada se, sa novom geome-
trijom okolnih elemenata, izracunavaju sve matrice fluidne sredine, naravno
samo onih elemenata kojima se geometrija izmenila. Ovo se obavlja u okviru
podprograma REDEF. Sa novim matricama elemenata, ponovo se posmatra isti, pret-
hodno razmatran, interval vremena i ponovo se, naizmeniénim redavanjem jedna-

Cina kretanja fluida i konstrukcije, iterativno namece zadovoel javanje granic-
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nih usiova po brzinama na konturi T_ u okviru istog intervala vremena. Kao
$to je refeno, tek kada se postigne‘da su granicni uslovi po brzinama na kon-
turi TS prihvatljivo zadovoljeni, a da se pri tome konstrukcija ne pomeri to-
1iko da bitno remeti prethodnu geometrijsku konfiguraciju elemenata fluidne
sredine, prelazi se na naredni interval vremena.

Ostaje jo$ da se objasni $to se podrazumeva pod neprihvatljivo veli-
kom promenom prethodne geometrije elemenata fluidne sredine u okolini konstruk-
cije. Na s1. 5.3. je prikazana konstrukcija, na primer, kvadratnog poprecnog
preseka i moguca okolna mreZa konalnih elemenata fluidne sredine. Punom lini-
jom je prikazana referentna ravnotezna konfiguracija konstrukcije, a ispreki-
danom Tinojom mogu¢i trenutni poloZaj konstrukcije na kraju posmatranog inter-
vala vremena, kao i nova (deformisana) geometrijska konfiguracija elemenata
fluidne sredine.

p S
- -

—

ST. 5.3. RavnoteZna i deformisana konfiguracija konstrukcije
i konacnih elemenata fluidne sredine

Za svaki element koji je u kontaktu sa konstrukcijom (konturom Fs) se
odrede pomeranja Evorova u odnosu na konacno stanje na kraju prethodnog inter-
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vala vremena (vektor d na sl. 5.3.). Zatim se intenzitet pomeranja &vornih
taCaka uporedjuju sa najkracom stranicom elementa kome pripada posmatrani Cvor.
U sluCaju krivolinijskih stranica (za elemente tipa I, 3 i ¢4) uporedjivanje se
vrsi sa tetivom koja povezuje ugaone tacke elementa. Neka je Zmin najkraca
stranica (111 tetiva) elementa, a 4 _ najvece pomeranje &vora posmatranog ele-
menta 1 neka je |

d" IR 4
E=5

mn

UkoTiko je za sve elemente koji okruZuju konstrukciju odnos najveceg pomeranja
c¢vora 1 najkrace stranice manji od graniéne vrednosti:

(i=1,2,...,NINTEL) (5.76)

L

(gde je NINTEL ukupan broj elemenata koji okruZuju konstrukciju), onda se sma-
tra da Je geometrijska deformacija elemenata oko konstrukcije relativno mala i
da moze da se zanemari. Pri tome je za grani&nu vrednost dozvoljenog odnosa
najveceg pomeranja 1 najkrace stranice usvojeno:

Bgr = 0.10 (5.77)

Ukoliko se makar za jedan element oko konstrukcije ustanovi da je g » B,.» on-
da se za sve elemente oko konstrukcije vrdi ponovno izraunavanje svih matrica
1 prelazi se na iterativno zadovoljavanje graniénih uslova po brzinama na kon-
turi T'. za isti (prethodno posmatran) interval vremena.

5.8. Program "VETAR" - opis ulaznih podataka

Posmatrani problem je definisan sa Sest i11 viSe grupa ulaznih poda-
taka, koje se u daljem tekstu detaljno prikazuju.

5.8.1. NASLOV

Jedna kartica, FORMAT (16A5)
Kolona Promenljiva Opis

1-80 TITLE - Naziv problema



Kolona

6-10
i1-15
16-20
21-25

41-50

51-55

56-60
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5.8.2. KONTROLNE INFORMACIJE

1. Prva kartica: op3te 1nformacije,

FORMAT (615, 2F10.0, 2I5)

Promenljiva
NPAR(1)=NH
NPAR(2)=NE
NPAR(3)=NELTYP
NPAR(4)=NUMAT
NPAR(5)=LL

NPAR (6 )=NITER

NPAR(7)=TOLER

NPAR(8)=RELAX

NPAR(9)=NRESAY

NPAR(10)=NVREME

Opis

Ukupan broj &vornih tacaka
Ukupan broj elemenata

Broj razlicitih grupa elemenata
Broj razlilitih grupa materijala

Indikator vrste analize:
LL=1

Ustaljeno strujanje oko krute
konstrukcije
LL=2 - Neustaljeno strujanje oko krute
konstrukcije
LL=3 ~ Ustaljeno strujanje oko
fleksibiine konstrukcije (interakcija|
LL=4 - Neustaijeno strujanje oko
fleksibilne konstrukcije (interakcija)

Max broj iteracija u reSavanju NS

jednalina

Tolerancija za konvergenciju u redavanju

NS jedna€ina

Faktor relaksacije u iterativnom redavanju

Indikator nac¢ina reSavanja nelinearnih

jednaéina:

=1 - Direktna iteracija sukcesivnom
zamenom sa relaksacijom

=2 - Newton-Raphson-ov postupak

=3 - Modifikovan Newton-Raphson-oy postupak

Indikator za naéin vremenske integracije

diferencijalnih jednacina fluidne sredine

=1 - Prediktor-korektor (eksplicitno-
~implicitni) postupak
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=2 - Wilson 6 (implicitni) postupak

2. Druga kartica: informacije o granicnim uslovima,

FORMAT (615)

Promenljiva Opis

LPAR{1)=NEXT - Broj &vornih taaka na konturi I', (esenci-
jalni uslovi)

LPAR(2)=NGRAD - Broj Cvornih tacaka na konturi T, {prirodni
uslovi)

LPAR(3)=NINT - Broj €vornih tacaka na konturi A {(kontakt
sa konstrukcijom)

LPAR(4)=NEXTEL - Broj elemenata na konturi T,

LPAR(5)=NELGRD - Broj elemenata na konturi Ty

LPAR{6)=NINTEL - Broj elemenata na konturi L.

5.8.3. PODACI O CVORNIM TACKAMA

Potreban broj kartica.
1. Jedna kartica, FORMAT (A5)

IT - Indikator vrste koordinata:
= DEK - dekartove koordinate
= POL - polarne koordinate

2. Potreban broj kartica, FORMAT (415, 2F10.0, I5).

Za svaki Cvor se daje po jedna kartica.
Promenljiva Opis

- Broj cCvorne tacke

IB(N,1) - Indikator za definisanje stepena slobode
ID(N,2) cyorne tacke:

ID(N,J)=0 - postoji stepen slobode
ID(N,J}=1 - sprelen stepen slobode

J=1 - brzina u (z osa)

ID(N,3)

J=2 - brzina v (y osa)

J=3 - pritisak p
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21-30 RO(N) i1 - Koordinata Zvora ¢ ili «

X(N)
31-40 FI{N) i1 ~ Koordinata Cvora | ili y
Y(N)
41-45 KN - Parametar za automatsko generisanje
podataka
Napomene

1. Koordinate ¢ se unose u decimalnim stepenima

2. PomoCu parametra XV mogu da se generi$u Cvorne tacke na ekvidistantnim
rastojanjima na prvoj 1iniji. Parametar XN Se unosi na drugoy kartici. Pri
tome svi generisani Cvorovi imaju iste stepene slobode kao prvi i posied-
nji u grupi. Parametar k¥ predstavlja priradtaj u broju &vorne talke pri
generisanju. Ukoliko je xw¥=1, ne mora da se unosi.

5.8.4, PODACI O ELEMENTIMA

Potreban broj kartica.

1. Jedna kartica sa oznakom tipa elementa,
FORMAT (I5)

1- 5 IND - Indikator tipa elementa:
IND=1 - kruZno segmentni element
IND=2 - linearni Cetvorougaoni element
IND=3 - parabolitni Eetvorougaoni element
IND=4 - Lagrange-ov Cetvorougaoni element
sa 9 tacaka

2, Podaci o materijalnim konstantama. Broj kartica
jednak broju NUMAT,
FORMAT (I5, F10.0, E15.0)

KoTona  Promenljiva Opis
1-5 N - Broj grupe materijalnih konstanti
6-15 GUST(N) - Gustina mase fluida p

16-25 VISK(N) ~ Kinematicka viskoznost fluida v
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3. Podaci o elementima, FORMAT (1215), Za svaki element se

daje po jedna kartica

Promenljiva

NELL
NNP(1)
NNP (2)

NNP(8)
NNP (9)

MTYP
KG

Nanmene

Opis

- Broj posmatranog elementa

- Globalni brojevi Evornih tacaka elementa:
I=1,...,4 - ugaone taCke; I=5,...,8 - tac-
ke na sredinama strana; I=9 - tacke u sredi-
Stu elementa (za elemente tipa 4).

- Broj grupe materijalnih konstanti

- Patametar za automatsko generisanje

elemenata

'. Cvorne taCke elemenata se unose u smeru suprotnom od kazaljke na satu.

2. Ako se indikator grupe materijala ne unese (MTYP=0), automatski se
uzima MTYP=1

3. Parametar za generisanje elemenata XG se unosi na prvog kartici u grupi

elemenata. Pri tome se brojevi generisanih elemenata povecavaju za jedan,

dok se brojevi ¢vornih tacaka generisanih elemenata dobijaju dodavanjem

parametra KG. Ukoliko se parametar za generisanje ne unese (KG=0), uzima

se da je KG=1. Podaci o zadnjem elementu se unose bez obzira na mogucénost
generisanja,

4. Samo za kruZno-segmentne elemente (IND=1) se unose dve kartice za korekciju
koordinate ¢. Naime, za elemente u Cetvrtom kvadrantu ¢ija se jedna stra-
nica poklapa sa x osom, potrebno je da se izvrdi korekcija koordinate ¢:
treba da bude $=360°, a ne $=0° kao ito je to za naspramne elemente u prvom
kvadrantu.

Kolona

1- 5

Prva kartica, FORMAT (I%)

Promenljiva

IVICA

Opis

- Ukupan broj elemenata za korekciju
koordinate ¢ (max 10)
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1- 5
6-10

46-50

Kolona

6-10

76-80

Xolona

6-10

Druga kartica, FORMAT (1015)

Promenljiva Opis

NIZ(1) - Brojevi elemenata kod kojih se vr3i
NIZ(2) automatska korekcija koordinate ¢
NIZ(10)

5. Brojevi elemenata na konturi I', gde su zadati esencijalnij
granicni uslovi, FORMAT{1615)

Promenljiva Opis
MLEXT(1) - Brojevi elemenata na kontiri T,. Ukupan
MLEXT(2) broj ovih elemenata je NEXTEL. Ako je ovaj

broj veéi od 16, unose se podaci na

narednim karticama.
MLEXT(16)

6. Brojevi elemenata na konturi 'y, gde su zadati prirodni
granicni uslovi, FORMAT (215)

Za svaki element se unosi po jedna kartica.
Ukupan broj kartica je jednak NELGRD

Promenljiva Opis
MGRAD(N) - Broj posmatranog elementa na konturi r,
[SIDE(N) ~ Indikator za stranicu elementa koja

¢ini konturu T

=

=1 - stranica broj 1

=2- 2
=3- 3
-4 - 4

Napomena

Za oznake stranica elemenata videti s1.5.1%.
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31-40
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7. Brojevi elemenata na konturi FO, koja predstav]ja kontakt sa
konstrukcijom, FORMAT (215},

Za svaki element na konturi Fo se unosi po jedna kartica. Ukupan
brod kartica je NINTEL.

Promenljiva Opis
MLINT(N) - Broj posmatranog elementa na konturi Fo
ISTRA(N) - Indikator za stranicu elementa na konturi

I Oznake stranica su prema s1.5.1.
5.8.5. PODACI O GRANIZNIM USLOVIMA

Potreban broj kartica

1. Grani¢ni uslovi na konturi T, (esencijalni granini uslovi),
FORMAT (415, 3F10.0). Za svaki &vor u kome je zadat esencijalan

granicni ustov se daje po jedna kartica. Ukupan broj kartica
Je NEXT.

Promenljiva Opis

NGDE - Globalni broj Cvora u kome je zadat
granicni uslov

TID{NODE, 1) - Indikator da 1i je zadat granicni uslov

11D(NODE ,2) i1 ne;
IID=1 - Zadat uslov

TTD(NODE ,3) 11D=0 - Nije zadat usloy

Pri tome je za IID({NODE,J):

J=1 - uslov za brzinu u

J=2 -~ uslov za brzinu v

J=3 - Uslov za pritisak p
BBC(NODE, 1 - Vrednost zadatog granickog uslova:
BBC (NODE , 2 J=1 - za brzinu u (z osa)

J=2 - za brzinu v (y osa)
BBC(NODE, 3

J=3 ~ za pritisak p



Koilona

Kolona

11-20

Kolona

-
6-10

76-80
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2. Grani¢ny uslovi na konturi T'. (priredni grani¢ni uslovi},
potreban broj kartica
Prva kartica, FORMAT (I5)

Promenljiva Opis

NIGRAD - Ukupan brej zadatih gradijanata brzina
u ¢vorovima na konturi T2

Potreban broj kartica, FORMAT {2I5, F10.0).

Za svaki Cvor 1 svaki zadat gradijent brzine
(prema broju NIGRAD) po jedna kartica.

Promenljiva Opis
NODE - {vor u kome je zadat uslov
[GRAD - Indikator koji je gradijent zadat
u Cvoru:
= 1 - zadato ;1
ax
= 2 - zadato —
= 3 - zadato -—
ox
= 4 - zadato 37
GRADBC { NODE , IGRAD) - Vrednost zadatog gradijenta brzine

3. Grani¢ni uslovi na konturi Fo, koja je kontakt sa konstrukcijom,
Potreban broj kartica, FORMAT (16I5)

Promenljiva Opis
INTER(1) - Broj ¢vorova na konturi I' , ukupno ih ima
INTER(2) NINT. Ako je NINT>16, podaci se unose nha

sledecoj kartici,

INTER(16)
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5.8.6. PODACI O POCETNIM USLOVIMA

Potreban broj kartica, FORMAT (I5, 2F10.0, I5)

Kolona  Promenljiva Opis

—_—
)
o
=

1

Broj Cvora u kome se zadaju pofetne
brzine

6-15  POBRZ{N,1)

PoCetna brzina U, u ¢voru N

16-25 POBRZ(N,2) Poletna brzina v, u ¢voru ¥

26-30 KN

Parametar za automatsko generisanje
podataka

Napomene

. PomoCu parametra X¥ mogu da se generidu qiste vrednosti poletnih brzina
i v, u narednim cvorovima. Parametar XV se unosi na drugoj kartici u
grupi Cvorova sa istim poCetnim brzinama 1 predstavlja priradtaj u broju
cvorne taCke pri generisanju. Ukoliko je X¥=I, ne mora da se unosi
(ostavlja se blanko polje).

2. PoCetnim uslovima se definige poCetno polje brzine fluida u celoj posma-
tranoj oblasti. Znali, ukoliko se ne vr3i generisanje (u slu¢aju svuda

razliCitih poetnih brzina), moraju da se unesu podaci za svaku od
¢vornih tacaka.

3. U sjuCaju ustaljenog strujanja fluida (LL=1 i LL=3), opet se unose podaci
o "poCetnim uslovima", ali sa drugacijim znalenjem, jer jednaline ustalje-
nog strujanja ne zahtevaju nikakve pofetne uslove. U ovom slucaju se
uneti podaci o "poletnim brzinama" koriste da se ve¢ u nultoj iteraciji
u redavanju jednadina izracunaju i unesu u jednacine i &lanovi matrica
konvektivnih ubrzanja (nelinearni &lanovi). Ovo je u cilju poboljsanja
konvergencije: da se definife "bolje" polazno redenje u iterativnom re-
savanju jednadina.

U sTucaju ustaljenog strujanja oko krute konstrukcije (LL=1), unosi
se informacija o odredjivanju optereéenja na konstrukciju.



Kolona

1- 5
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5.8.7. PODACI O ODREDJIVANJU OPTERECENJA NA KRUTU
KONSTRUKCIJU (SLUCAJEVI LL=1 ILI LiL=2)

Jedna kartica, FORMAT (15)
Promenljiva Opis

ISILE - Indikator da 11 se odredjuje opterecenje
na krutu konstrukciju il19 ne:
ISILE=¢: ne odredjuje se opterelenje
na konstrukciju
ISILE=1: odredjuje se opterecenje na
konstrukciju

U stuCaju da se odredjuje opterecenje u sluCaju ustaljenog strujanja

oko krute konstrukcije (ISILE=1), unose se slede¢i podaci o konstrukciji.

Kolona

1-80

Kolona

5.8.8. PODACI O KRUTOJ KONSTRUKCIJI (SLUZAJEVI LL=1 ILI LL=2)

1. Jedna kartica sa naslovom, FORMAT (16A5)
Promenijiva Opis

TITKO - Tekst sa opisom konstrukcije

2. Jedna kartica sa podacima o poloZaju centra mase
krute konstrukcije, FORMAT (2F10.0)

Promenljiva Opis

XMA - Globalni polozaj centra mase konstrukcije-
~koordinata x
YMA - Globalni poloZaj centra mase konstrukcije-

-koordinata y

Sa ovim je zavr3eno unosenje podataka u slufaju ustaljenog strujanja

oko krute konstrukcije (LL=1). Pri tome treba imati u vidu da se podaci iz

grupe 5.8.8. ne unose ukoliko se ne zeli odredjivanje opterecenja na konstruk-

ciju (ISILE=0). U stucaju neustaljenog strujanja oko krute konstrukcije
(LL=2), unosi se podatak o vremenu trajanja strujanja.

-
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5.8.9. PODACI O TRAJANJU NEUSTALJENOG STRUJANJA FLUIDA
(SLUGAJEVI LL=2 ILI LL=4)

1. Jedna kartica, FORMAT (F10.0, I5)
Kolona  Promenljiva Opis
1-10 UTIME - Ukupno vreme trajanja neustaljenog struja-

nja fluida (u sekundama)

11-15 NDELTA - Ukupan broj vremenskih intervala u kojima
se vrs$i integracija jednaCina

Sa ovim je zavrSeno unoSenje podataka u sluCaju neustaljenog struja-
nja oko krute konstrukcije (LL=2).

U sTuCaju fleksibilne konstrukcije {(LL=3 ILI LL=4), unose se podaci
0 konstrukciji.

5.8.10. PODACT 0 FLEKSIBILNOJ KONSTRUKCIJI
(SLUCAJEVI LL=3 ILI LL=4)

1. Kontrolne informacije, FORMAT (215, F10.0)
Kolona  Promenljiva Opis

1- 5 TVREME - Indikator za nalin vremenske integracije
jednadina kretanja konstrukcije:
=1 - diferencni postupak
=2 - Wilson 6 postupak

6-10 IPOCET - Indikator za poletne uslove
=0 - homogeni pocetni uslovi
=1 - nehomogeni pocetni uslovi

11-20 UTIMEK - Ukupni vremenski period razmatranja

interakcije {(u sekundama}

2. Dve kartice sa podacima o poletnim uslovima konstrukcije
(samo za nehomogene uslove, IPOCET=1), FORMAT (3F10.0)

3) Prva kartica sa pocetnim pomeranjem (u odnosu na centar mase
u ravnoteznoj konfiguraciji)



Kolona

1-10
11-20

21-30

Kolona

21-30
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Promenljiva Opis

Ug(1) - Pogetna translacija centra mase u pravcu x
Ug(2) - Pocetna translacija centra mase u pravcu y
Ug(3) - Poletna rotacija centra mase oko ose z

b) Druga kartica sa poCetnim brzinama konstrukcije
Promenljiva Opis
Ba(1) ~ Pocetna brzina translacije centra mase u

Dravcu o0s€e x

Ba{2) - Pocetna brzina translacije centra mase u
pravcu ose y

Bp(3) - PoCetna brzina rotacija centra mase oko
ose z

3. Jedna kartica sa koordinatama centra krutosti (u odnosu na
globalni koordinatni sistem), FORMAT (2F10.0)

Promenljiva Opis
XKR - x koordinata centra krutosti
YKR oy -

4. Jedna kartica sa inercionim koeficijentima FORMAT (2F10.0)

Promenljiva Opis
M - Ekvivalentna masa konstrukcije (m*)
Z1 - Ekvivalentan momenat inercije mase oko
0se z (J*)
<

5. Jedna kartica sa koeficijentima elsticnosti, FORMAT (3F10.0)

Promenljiva Opis

ZKX - Ekvivalentna krutost za translaciju u
pravcu ose x (k )
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11-20 ZKY - Ekvivalentna krutost za translaciju u
pravcu ose y (ky)

21-30 ZKF1 - Ekvivalentna krutost za rotaciju oko
ose z u centru krutosti (k)

¢

Sa ovim je zavrieno unodenje svih ulaznih podataka.

5.9. Organizacija ulaza i izlaza i nalin prenosenja

informacija kroz program

Svi ulazni podaci su smedteni u datoteku ULAZV.DAT na nalin prikazan
u 5.8. Izlazni podaci se smedtaju u dve datoteke: IZLAZV.DAT i POMOCV.DAT. U
prvoj datoteci su reprodukovane i obradjene ulazne informacije i dati su samo
glavniji rezultati proraiuna, na primer brzine i pritisci fluida tek posie
ostvarene konvergencije u redavanju nelinearnih jednacina. Datoteka POMOCV.DAT
sluZi za registrovanje svih pomoénih informacija (u cilju kontrole funkcioni-
sanja programa), kao i svih Zeljenih medjurezuitata, na primer matrica odredje-
nog broja elemenata, dobijena re3enja u svakoj iteraciji itd.

Prenos informacija iz glavnog programa u podprograme, kac i iz jed-
nog podprograma u drugi, obavlja se na razne (praktiéno sve) naCine: preko
liste argumenata, preko zajedni&kih podruCja {COMMON BLOCKS) i preko jedinica
spoljadnje memorije ra¢unara. Zbog racionalnijeg koriscenja memorije racunara
koristi se tzv. dinamicko dimenzionisanje prakti¢no svih nizova. To znali da
nisu eksplicitno definisane dimenzije pojedinih nizova, ve¢ se pojedine matri-
ce i vektori smeitaju u jedan zajednicki jednodimenzionaini niz (niz A(MTOT)).
Pri tome su dimenzije pojedinih nizova problemski definisane, znai u zavis-
0sti od usvojene diskretizacije (broja évornih tacaka, tipova elemenata itd.),
dok se preko odgovarajucih registara (N1 do N35) definise koji deo zajednickog
(gtobainog) vektora zauzima neki posmatrani niz. U glavnom programu je defini-
sana ukupna duZina tog globalnog vektora (MTOT) i posle unoSenja pojedinacnih
nizova u taj zajedni¢ki vektor, pozivanjem podprograma ERROR se proverava da
11 je prekoraena definisana duZina MTOT. Ovaj globalni vektor je definisan kao
jedno od zajednickih podrucja (COMMON) u glavnom programu i odgovarajucim pod-
programima. 0sim ovog neimenovanog zajednilkog podru¢ja koristi se jo$ osam
imenovanih zajedniékih podrucja (COMMON BLOCKS), kao 1 trinaest definisanih
jedinica spoljasnje memorije (DISK}.

U svakom kompleksnijem programskom paketu, pa i u programu "VETAR",
znatno je sloZeniji problem organizovanja odgovarajuce zajedniCke celine prog-

rama, nego formulisanje samih algoritama za pojedinacna izralunavanja.



VI, NUMERICKI PRIMERI

1. STRUJANJE FLUIDA IZMEDJU DVE PARALELNE PLOCE

t.1. Analitiéko redenje ustaljenog strujanja fluida

izmedju dve paraleine ploce

127.

Kao prvi primer se posmatra ustaljeno laminarno strujanje fluida
izmedju dve beskonaéne paralelne ptole, sl1. 6.1,

h/2

h/2

Y
Z%$7 AN,
= u=u(y)
I

ST. 6.1. Strujanje fluida jzmedju dve paraielne ploce

Strujanje fluida se odvija samo u pravcu ose x, tako da je v =

Cine kontinuiteta

du . -0
siedi

au .

SO
odnosno

u - u(y)

Jer je strujanje ustaljeno {nezavisno od vremena),

se svode samo na jednadinu u pravcu ose x u obliku

0, pa iz jedna-

(6.1)

(6.2)

(6.3)

Navier-Stokes-ove jednadine
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- . 2 L
0=-5 4 — (6.4)
dok iz druge Navier-Stokes-ove jednaline sledi
== odn. p = pix) (6.5)
oY
Kako su grani¢ni uslovi strujanja dati sa
uly = + %-) =0 (6.6)

to se integracijom jednaline (6,4} dolazi do re3enja u obliku:

gde je u-pv koeficijent dinamicke viskoznosti fluida. Znadi, u ovom sluéaju
Jednodimenzionog strujanja fluida izmedju dve paralelne ploge, brzine fluida
su u svim presecima iste i menjaju se po paraboliCnom zakonu, sa najvecom or-
dinatom u sredini izmedju ploca.

Ovo je klasifan i jedan od retkih primera integracije Navier-Stokes-
ovih jednalina u zatyorenom obliku, Vidi se iz re3anja (6.7) da se za negati-
van gradijent pritiska strujanja odvija u pozitivnom smeru ose z, u(y) > 0,
kao na sl. 6.1.
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1.2, Numericko resenje ustaljenog strujanja fiuida
izmedju dve paralelne ploCe

Razmatrani problem ustaljenog strujanja jzmedju dve paralelne ploce
je reden koriScenjem programa "VETAR, jako u posmatranom primeru nema struja-
nja fluida oko konstrukcije. Na s1.6.2. je prikazan raunski domen strujanja
i graniéni uslovi.

i H=0=0
7
-
Y =
V=0
= i x p B2 0 RIS
o 7.):0 am - "
,i uly
Py Py p=1.0 v=1.0
o ZZC// // /VV /C%
( (pn=pv=1.0)}
u=0=0 1
1 2

S1. 6.2, Radunski domen strujanja 1 graniéni uslovi

U celoj razmatranoj oblasti su brzine v jednake nuli. Gradijent pritiska je
definisan unoSenjem zadatih pritisaka u presecima 1 i 2, a u preseku 1 su une-
te 1 vrednosti brzina v prema relaciji (6.7). Nepoznate su brzine u u preseku
2. Kao potetne vrednosti brzina u i v u celoj oblasti su unete nulte vrednosti.
Prvo je formiran model sa tri parabolitna elementa (tipa 3), poka-

zan na sl. 6.3. Cvorne talke u kojima se odredjuju brzina u (nije zadato gra-

4 15 8

2 7

0.15625
—— Talno redenje

o 0.2500 0 Program "VETAR"

= 2010 28125
e 0.2500

s 0.15625

7%

ST. 6.3. Model sa tri paraboli¢na elementa
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niénim uslovima) su prikazane zatamnjeno. Dobijene diskretne vrednosti brzina
u évornim tackama se u potpunosti slaZu sa analitickim reSenjem (6.7}. U nas~-
tavku se prikazuju ulazna i izlazna datoteka za razmatran primer.
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VREME PRORACUNA U S EC

ZA PROBLEM:

£ 92 PRIMER 1: STRUJANJE IZMFODJU DVE PARALELNE PLOCE (3 ELEMENIA) **

—._...._.-.._........z___..._..-__..-.-__.___-.._....._-—-—-——..-~.--_--.-....-_—_-.._._--—-__--—-—--.
. == —.__._._.—-_-.-.._....—..—_-—-....—--—.—-_-_-—.._...-.-——.....-———-—.__—_--.._.—--—--—-

VREME UTROSENO ZA:

-ULAZ PODATAKA O CVORMIM TACKAMA = ¢,.30
-ULAZ PODATAKA O ELEMENTIMA = #.89
=FORMIRANJE MRTRICA ELEMENATR = 874
=STALJENO STRUJANJIE = NEPOKRETHNA KONTURA = 16.46
=NEUSTALJENG STRUJEINJE = NEPOKRETNA KONTUKA = Sy ne
«USTALJENO STRUJANJE - INTERAKCIJA = i &0
-NEUST2LJENO STRUJANJE - INTCRAKCIJA = 3, 8¢

U KUPNDO UTROSENDO VREME J E 23.39 s EC
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Isti primer strujanja fluida izmedju dve paraielne plole je reSen
i samo sa jednim paraboli¢nim elementom, s1. 6.4, kod koga je nepoznata samo
brzina u ¢voru 7. Dobijeno redenje se u potpunosti poklapa sa analitickim.

& 8 27
O——— S S
1

SE |

I~

(=
Do
(@5
Qo
O

~— Talno redenje
o Program "VETAR"

/A

~ [0
So——

S1. 6.4, Model sa jednim paraboli¢nim elementom

U nastavku se prikazuju ulazna i izlazna datoteka i za ovaj primer sa jednim
elementom. Razmatrano ustaljeno strujanje izmedju dve paralelne plole nikako
nije reprezentativan primer u problemu interakcije fluida i konstrukcije, jer
je to u sudtini jednodimenzionalan zadatak bez nelinearnih &lanova (konvektiv-
na ubrzanja su jednaka nuli). Medjutim, zbog svoje jednostavnosti, malog broja
nepoznatih i poznatog analitickog re3enja, ovaj primer je i posmatran samo kao
delimiCna kontrola funkcionisanja programa “VETAR".
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V RE ME PRORACURNA U S EC

ZA PRCRBLEM:

¥¥¥ PRIMER 1: STRUJANJE IZMEDJU DVE PARALELNE PLOCE (1 ELEMENT) ®%*
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2. STRUJANJE FLUIDA OKO KRUTOG KRUZNGG CILINDRA
2.1. Uvodne napomene

Drugi primer koji se razmatra je laminarno strujanje oko krutog ci-
1indra. Obzirom da je strujanje fluida oko dugalkog kruinog c¢1lindra izulava-
no od strane mnogih istraZivata, kako eksperimentalno, tako i numericki, ovaj
problem se razmatra kao dalja verifikacija i kontrola funkcionisanja programa
"VETAR". Pri tome je ovaj primer znatno kompletnija kontrola programa nego
slucaj strujanja jzmedju dve paralelne ploce, jer je problem dvodimenzionalan
i formiraju se i reSavaju kompletne jednaline ustaljenog strujanja oko krute
konstrukcije. Da bi kontrolisanje programa "VETAR" bilo 3to potpunije, barem
u nekim od moguénosti programa, razmatra se isti primer koji je prikazan u
knjizi |I1.2.1.1,

2.2. Racunski model ustaljenog strujanja oko
krutog kruznog cilindra

Kako se razmatra opstrujavanje fluida oko kruZmog cilindra pri malim
brzinama strujanja (laminaran reZim strujanja), to se, zbog simetrije, posmatra

samo jedna polovina. Na s, 6.5 je prikazana razmatrana oblast strujanja sa
graniénim uslovima.

v = 0L W =100

Iﬂ]
Vel I %_ =
| 1 g/ r2 on 0
I
' p=0
I’Ta S
SE
4y
v=0, ?}Z =0

S1. 6.5, Oblast ustaljenog strujanja fluida oko krutog

cilindra i granic¢ni uslovi
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Oblast strujanja i granicni uslovi su usvojeni isti kao u knjizi [I.2.1], a
takodje je izvrSena 1 ista diskretizacija oblasti na 73 parabolic¢na elementa
(elementi tipa 3), sa 264 Cvornih tafaka, sl. 6.6. MreZa konaénih elemenata
prikazana na sl. 6.6 je, zbog bolje preglednosti, nacrtana u deformisanoj raz-
meri.

= =
5 10 | 15 {20 129|34(39144| 53 [ 58 | 63 68 73
A 9 | 14|19 18[33]38(s3]| 52 |57 | 62 67 72
3 8 66 7 A
2 65 79 1
| 6 64 569 v
‘_3.3 . 5 6.0 ; 10.0
1 3 L |
9. ¢
_'_‘_V_ SR - e

S1. 6.6, Diskretizacija oblasti na parabolicne elemente

Usvojene su sledece materijalne konstante fluida: gustina p = 7.0 1
kinematicka viskoznost v = 0.1. Kako je brzina udaljenog dolazeceg strujanja

jednaka 7.0 i kako je pre&nik cilindra D = 2,0, to je Raynolds-ov broj u ovom
sluéaju jednak 20:

) ¥ —T-h = 20.0 (6.8)

Ukupan broj €vornih nepoznatih za usvojenu mredu i tip elemenata u
ovom primeru iznosi 624, od toga je 528 nepoznatih Cvornih brzina i 96 Cvornih
pritisaka. Kada se uzmu u obzir i zadati esencijalni graniéni uslovi, preos-
taje ukupno 490 nepoznatih &vornih brzina i pritisaka.
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2.3. Prikaz nekih dobijenih rezultata

Kao ¥to je refeno, ovaj primer ustaljenog strujanja oko krutog kruz-
nog cilindra je radjen prevashodno zbog kontrole funkcionisanja programa “VE-
TAR". U pomenutoj knjizi |1.2.1|, "Finite Element Programming of the Navier
Stokes Equations", dat je i listing programa za re3avanje Navier-Stokes-ovih
jednaéina u slu€aju ustaljenog strujanja, a takodje i ulazna datoteka i delimi-
éna izlazna datoteka za primer na sl. 6.6 ($to je i osnovni primer razmatran u
toj knjizi). Programi su implementirani na raCunar Gradjevinskog fakulteta u
Beogradu i koridceni su za komparativnu analizu sa programom "VETAR",

Alternativnim resavanjem primera sa s1.6.6. pomocu programa "VETAR"

i pomocu programa preuzetih iz knjige |I1.2.1| dobijaju se isti rezultati. Zbog
velikog obima se ne prilazu dobijeni rezultati u obliku izlazne datoteke. Kao
orjentacija, konvergentno re3enje se dobija posle Cetvrte iteracije u resava-
nju nelinearnih jedna&ina sukcesivnom zamenom, uz utro3ak vremena rada central-
nog procesora od oko 35 minuta. Pri tome, kao ilustracija numeriCke osetljivos-
ti samih jednacina, ako se kao poletne vrednosti brzina u celoj oblasti struja-
nja, pomocu kojih se izracunavaju konvektivni ¢lanovi, unesu nulte vrednost),
to znaci da ako se na poCetku zanemare matrice konvektivnih ubrzanja u jednali-
nama, uopite se ne dobija konvergentno resenje - posle svake iteracije je di-
vergencija sve veca. Potpuno zanemarivanje kovektivnih ubrzanja je "drastican®

primer lo3eg zapolinjanja reSavanja nelinearnih jednaCina. U razmatranom pr

meru kruznog c¢ilindra, ako se za poCetne vrednosti brzina, sa koiima se vec
u prvoj iteraciji formiraju matrice konvektivnih ubrzanja, unesu vrednosti
koje se od konaénih {taénih) vrednosti razlikuju za viSe od nekoliko procencta,
dolazi do divergencije. Znacéi, potrebno je da se unapred prili&no precizno
poznaje potetno polje brzina fluida, dok se, kao 3to je reCeno, samo u jednoj
c¢vornoj tacki oblasti zadaje referentan pritisak kao esencijalan granicni us-
Tov. Pri tome se odmah posle prve iteracije reavanja jednaCina dolazi i do
polja pritisaka fluida i do korigovanog polja brzina. U narednim iteracijama
se madjusobno uskladjuju i brzine 1 pritisci do konaéne konvergencije.

Kao jlustracija nekih od dobijenih rezultata, na sl. 6.7. se prika-
zuje konagan profil brzina u {u pravcu strujanja) u preseku x - 0.
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Si. 6.7. Profil brzina u u preseku « = 0

Na s1. 6.8. je prikazano dobijeno polje brzina u okolini cilindra
(brzine su prikazane vektorima nacrtanim u razmeri), dok je na s1. 6.9. data
uveliCana razmera polja brzina neposredno iza cilindra. Na sl. 6.9. se uocava
formiranje dva simetriéna vrtloga (simetrifan deo u odnosu na osu x nije pri-
kazan), Sto je karakteristika ustaljenog strujanja fluida oko cilindra pri
malim Raynolds-ovim brojevima. Na s1. 6.10, su 3ematski prikazani karakteristi-
¢nt reZimi strujanja fluida oko cilindra u zavisnosti od Raynolds-ovog broja.
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S1. 6.9. Polje brzina nepesredno i1za cilindra (uvelicana
razmera za brzine 5 puta u odnosu na sl. 6.8.)
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0 150<R <300
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300<R _<3x10

::::5;;;::;:::::: 3x205<Re<3,5x106

f) ::::2§§%%2§EK‘C> O 0 3,5x]06<Re

Strujanje bez odvajanja
od ¢ilindra

Formiranje dva simetriina
stojeda vrtloga
(Foppl-ovi vrtlozi)

Laminaran vrtlozni
trag (Kdrmdn-ovi vrtlozi)

VrtloZni trag turbulentan

Odvajanje vrtloga sa
dominantnom frekvencijom

Kritiéni rezim

Nadkritilan rezim

Ponovno uspostavljanje
vrtloga sa dominantnom
frekvencijom odvajanja

S1. 6.10. Glavni rezimi strujanja oke glatkog kruinog cilindra

Kao Sto se vidi iz s1. 6.10, kod strujanja sa malim Raynolds-ovim
brojem, t.j. pri malim brzinama fluida, ne dolazi do odvajanja struje od ¢ili-
ndra, slucaj a) na sl. 6.10. Pri nesto vecim brzinama t.j. B brojem dolazi do
formiranja dva simetrina nepokretna vrtloga iza cilindra, slucaj b). Posmatra-
ni primer strujanja spada u kategoriju b) na s1. 6.10, jer je R = 20, videtj
{6.8). Sa povecanjem R_broja, t.j. brzine dolazeceq strujanja fluida, ova dva
prvobitno stacionarna Qrt]oga se izduZuju i jedan od vrtloga se odvaja od
cilindra. Zatim dolazi do periodi¢nog aiternativnog odvajanja jednog i drugog
vrtloga i njihovog transporta niz struju uz istovremeno formiranje novih vrt-
loga iza cilindra. Time se formira laminaran Von Kdrmdn-ov. vrtloZni trag. Pri
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brzinama fluida za koje je RQEZ(ISO,SOO), vrtloZni trag postaje turbujentan i
dalje, sve do R, % 3 X 10° dolazi do alternativnog (periodiénog} odvajanja
vrtloga sa izraZenom dominantnom frekvencijom u skladu sa Strouhal-ovom rela-
cijom:

o (6.3)

U relaciji (6.9) je fg dominantna frekvencija odvajanja vrtloga (u hercima),
dok je § tzv. Strouhal-ov broj. Relacija (6.9) vazi za strujanje fluida oko
tela bilo kakvog oblika, tako da je S velilina zavisna od geometrije tela i

R, broja (t.j. reZima strujanja). Za gladak dugaCak kruzni cilindar Stouhal-ov
broj ima vrednost § = 0.20.

Strujanje oko kruZnog cilindra pri R, <3 x 10° se naziva subkriticno
(podkritiéno) strujanje. U subkritinom reZimu strujanja je vrtloini trag iza
cilindra turbulentan, ali je graniéni sloj na povrdini cilindra i dalje Jam<-
naran. Pri brzinama fluida za koje je R < 3 X 105 dolazi do prelaska pretho-
dno laminarnog graniénog sloja u turbulentan graniéni sloj 1 strujanje pri
Raynolds-ovim brojevima u pribliZnom intervalu (3x10°, 3.5x10:) se naziva kri-
ticno (111 prelazno) strujanje. Talke odvajanja strujanja od fluida se naglo
pomeraju u nazad, tako da se vrtloZni trag naglo suZava, dok je odvajanje vrt-
loga "neorganizovano", odnosno sa vrlo &jrokim intervalom frekvencija. U ovon
kritinom reZimu, zbog naglog suZavanja vrtloZnog traga, dolazi do naglog opa-
danja sile otpora u pravcu strujanja fluida. Pri vecim vrednostima R, broja.

> 3.5 X 106, u tzv. nadkritiénom il1i superkritiénom rezimu strujania, dolazi
opet do periodi¢nog odvajanja vrtloga sa dominantnom frekvencijom

Od dobijenih rezultata proracuna ustaljenog strujanja oko kruznog
cilindra, pomoc¢u programa "VETAR®, prikazace se jo3 raspodela dobijenih priti-
saka na povrSini cilindra. Pri tome ¢e pritisci da se prikaZu preko tzv. koefi-
cijenta pritiska Cp.

p é 5 {(6.10)

gde Jje p dobijeni pritisak, dok je g - Z o 2 tzv. zaustavni (i1i dinamicki)
pritisak. U posmatranom primeru je usvojeno da je p =1.0 i u_ = 1.0, tako da
je dinamicki pritisak jednak: ¢ = 0.5. Na s1. 6.11 je prikazana dobijena raspo-
dela koeficijenta pritiska €, po povr§ini cilindra.
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S1. 6.11. Koeficijent pritisaka Cb na povrdini cilindra

Kao §to je bilo reeno, ukoliko se Zeli, moZe da se, u okviru progra-
ma “VETAR", odredi opterecenje kojim fluid deluje i na krutu konstrukciju. Ovo
je uradjeno u posmatranom primeru i umesto same sile prikazuje se dobijena vre-
dnost bezdimenzionainog koeficijenta sile otpora:

e (6.11)

U izrazu (6.11) je F_. ukupna sila u pravcu strujanja izraCunata za ceo presek
cilindra, znaci dvostruka vrednost ukupne sile dobijene integracijom pritisaka
i gradijenata brzine po povr$ini polovine cilindra na s1. 6.6, dok je g dinami-
¢ki pritisak, a D precnik cilindra. Debijen koeficijent sile otpora . je pri-
kazan u tabeli 6.1 zajedno sa nekim drugim numerickim J eksperimental%o odre-
djenim vrednostima koeficijenta otpora ., prema podacima iz literature
({1.2.2', Chap. 2, P.Gresro et al, pp.27;81), za Rajnoldsov broj manji od 100:

Tabela 6.1. NumeriCke i eksperimentalne vrednosti koeficijenta
sile otpora za kruini cilindar.

Koeficijent
Referenca sile otpora
CD
Program “YETAR" (73 elem.) 1.31
. 5 ol P. Gresho (1920) 1.27
1 - %1 dordan 1 Frama (1972) | 1.8
I 2 5!Swansen 1 Spaulding (1978) 1.3
[ Smith i Brebbia (1978) 1.43
| &% Tritton (] 959) 1.27 ii
| 22
T lTmtton (1877) 1.33 "



5, STRUJANJE FLUIDA OKO FLEKSIBILNOG KRUZNOG CILINDRA

3.1.

Strujanje fluida oko fleksibilnog kruZnog cilincra

157.

U sTuéaju razmatranja neustaljenog strujanja oko krutog kruZnog ci-
lindra, i1i razmatranja ustaljenog strujanja oko krutog cilindra, ali pri ve-
¢im brzinama strujanja (Re brojevima), strujanje fluida viSe nije simetriéno,

tako da racunski model simetriénog strujanja prikazan na sl. 6.5 vide nije

prihvatljiv. Takodje, ukoliko se kruzni cilindar (111 neka druga konstrukcija)
tretira kao fleksibilan objekat i razmatra se medjusobna interakcija fluida i
konstrukcije, neophodno je da se posmatra cela oblast strujanja oko konstrukci-
Je, a ne samo simetriCna polovina. Na sl. 6.12. je prikazana posmatrana oblast

strujanja oko kruznog cilindra sa odgovarajucim graniinim uslovima.

Raynolds-ov broj:
. 9)
Fluid - uD
R =—
p=0. g N
V=0,
| D
\:1 1
) S
K o |co
| S0
= ™~
o7s =
Y
> =
/‘/, U [ / D =) : D=() [);Z'()
156D 15L
£ ¥ #
S1. 6.12. Oblast strujanja fluida oko kruZnog cilindra

1 grani¢éni uslovi

10D

10D

Imajuci u vidu prethodno razmatranje ustaljenog strujanja diskretiza-

cijom simetriCne polovine oblasti na 73 konacna elementa (videti s1. 6.6), uz
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prihvatijive dobijene rezultate, namece se kao prirodno da se oblast strujanja
prikazana na si. 6.12. diskretizuje pomocu 2x73=146 kona&nih elemenata. Medju-
tim, imajudi u vidu da je u stu€aju neustaljenog strujanja fluida i interakci-
je potrebno viSestruko iterativno reSenje jednadina u vide razligitih nivoa
iteracije, kao i obzirom na moguénosti raspoloZivog rafunara, usvojena je znat-
no skromnija diskretizacija prikazana na slikama 6.13. i 6.14.

Kao $to se vidi na s1. 6.13., oblast strujanja je predstavljena po-
mocu 36 parabolicnih elemenata {elementi tipa 3) sa ukupno 136 &vornih tacaka
i 322 &vornih nepoznatih (od toga 272 &vornih brzina i 50 &vornih pritisaka).
Ovakva diskretizacija oblasti strujanja je suviSe gruba da bi se dobili dovo-
1jno precizni rezultati, medjutim moZe da posluZi za prikazivanje numeriéke
simutacije iterakcije fluida 1 konstrukcije. Medjutim, kao 3to ¢e da se prika-
Ze kasnije, i ovako skromna mreza i relativno mali broj nepoznatih predstavlja-
ju "krupan zalogaj" za rasploziv racunar DIGITAL DEC 20/40.

Ovo je zbog toga $to su jednadine nelinearne, nesimetricne i numeri-
Cki osetijive, a zbog prirode problema je potrebno iterativno reavanje u ne-
koliko razli¢itih nivoa do postizanja konvergencije. Prvo, u svakom intervalu
vremena je potrebno da se dobije konvergentno re3enje Navier-Stokes-ovih jed-
na¢ina.

Kao Sto je refeno ranije, u objasnjavanju primenjenog frontalnog pos-
tupka, u procesu eliminacije nepoznatih pri izboru tzv. pivota (stoZernog ele-
menta u Gausovoj eliminaciji) pretraZuje se celokupna matrica koeficijenata uz
nepoznate koje mogu da se eliminidu u datom trenutku, znadi vrij se tzv. total-
na, a ne dijagonalna pivotizacija. Ovo je zbog toga 5to su matrice koeficije-
nata nesimetricne i nisu dijagonalno dominantne. Zatim je potrebno sve to vise-
struko ponoviti do postizanja iterativnog zadovoljavanja grani¢nih uslova po
brzinama na kontaktu fluida i konstrukcije. I najzad, ukoliko pri tome dolazi
do suvisSe velikih pomeranja konstrukcije, u odnosu na dimenzije okolnih eleme-
nata fluidne sredine, potrebno je da se odredi nova geometrija elemenata i da

ca

5€ ceo postupak iterativnog zadoveljavanja graniénih uslova po brzinama ponay-

'Ja dokonvergencije, a da se pri tome ostvari i prihvatljiva kompatibilnost ob-

lika elemenata fluidne sredine i trenutnog poloZaja konstrukcije, tako da bu-
de saCuvan kontinuitet kontakta fluida i konstrukcije.

Kao ilustracija nekih dobijenih rezultata sa prikazanom mreZom od
36 konacénih elemenata, za slucaj ustaljenog strujanja oko nepokretnog (kruinog)
c1lindra, na sl. 6.15 je prikazan profil raspodele brzina u pravcu strujanja
{ komponente u) u preseku kroz srediste cilindra, dok Je na s1. 6.16 prikazana
raspodela koeficijenta pritiska ¢ , datog sa izrazom (6.10}. Na obe slike su
punom linijom prikazani rezultati dobijeni sa mreZom od 36 elemenata oko celog

cilindra, a sa isprekidanom Tinijom prethodno dobijeni rezultati sa mreiom od
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S1. 6.13, Diskretizacija oblasti sa 36 paraboliénih elemenata
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73 elemenata za simetricnu polovinu oblasti strujanja oko cilindra.

161,
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0.8
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6.16. Raspodela koeficijenta pritiska oko ¢ilindra
(brojevi u zagradi - mreza sa 73 elementa)
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3.2. Dvodimenzionalan model fleksibilnog dimnjaka

Kao primer fleksibilnog objekta kruZnog popreénog preseka posmatra
se armirano-betonski dimnjak prikazan na s1. 6.17.

A Osnovne karakteristike:
D=20,0m
§ = 0,60 m

T’ ‘B H = 300,0 m
|

|

|

|

| 4

| m = 6,6 10 ko/m
i

E = 32:0 GPa

v =0,16

S1. 6.17. Armirano-betonski dimnjak visine 300 m

U vecini sluCajeva je dovoljno da se posmatra ucedce samo prvog tona
u ukupnom odgovoru konstrukcije. Takodje je usvojeno da su svojstveni oblici
poprecnih i torzionih vibracija dati sa prihvatljivom aproksimacijom:

=V (z) = = =1-cos (—) (6.12)

T2

KoristeCi pristup prikazan u delu 2.1.2., ponafanje dimnjaka se svodi na ekyi-
valentni dvodimenzionalan model prikazan na s1. 6.18;

JednaCine kretanja dvodimenzionalnog modela na s1. 6.18 su medjusob-
No nezavisne i date su jednaCinama (3.33):

m* | (i

<

x
F 8.

Y (6.13)
M

2
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S1. 6.18. Ekvivalentan dvodimenzionalan model dimnjaka

ETementi matrice mase su dati sa {3.34):

B
m* = [ m Y (z)dz = 0.228 mH
e, . ) (6.14)

Jp = [ ok ¢2(3)dz = 0.228 pKH
o

gde je p gustina mase, dok je ¥ torziona konstanta. Elementi matrice krutosti
su dati sa

H 4
k.=k = | E7 "(2)dz = BT -

3
0 , 32H (6.15)

H ) .
k- GK v~ (z)dz = GK
R 7

gde je J = O Jy momenat inercije popreénog preseka, dok je

gr= Lt , g=_E (6.16)
I-v 2(1+v)

Unose€i numeriCke vrednosti usvojene na sl. 6.17, dobijaju se slede-

¢1 koeficijenti matrice mase i matrice krutosti dvodimenzionalnog modela prika-
zanog na sl. 6.18:

It

—=
4.446 MN/m sec

1

. 51.751 MNm sec

(6.17)

kx - ky = 6.378 MN/m

k¢ = 196111.23 MN/m
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3.3. Medjusobna interakcija u sjucaju ustaljenog
strujanja fluida

Kao jlustracija medjusobne interakcije fluida i konstrukcije posma-
tra se sluaj ustaljenog strujanja fluida oko fleksibilnog kruinog cilindra.
Racunska obtast strujanja, granic¢ni uslovi 1 diskretizacija pomocu 36 konalnih
elemenata je prikazana na slikama 6.12-6.14, dok je model fleksibilnog cilindra
dat na s1. 6.18 sa inercijalnim i elastiCnim karakteristikama datim sa {6.17).

Kako je posmatrani primer samo ilustracija funkcionisanja medjusobne
interakcije, odnosno programa "VETAR", a ne simulacija i realnog inZenjerskog
problema, usvojeno je da se medjusobna interakcija posmatra u trajanju od 0.30
sekundi. Predvidjeno je da se jednaCine kretanja konstrukcije reSavaju diferen-
cnim postupkom sa podelom ukupnog vremena medjusobne interakcije na 5 jednakih
intervala, znaCi sa intervalom vremena od At = 0.06 seec.

Kao $to ¢e da se vidi iz dobijenih rezultata, predyidjen interval
vremena At - 0.06 sec je ve€i od odgovarajuceg kritiCnog intervala datog sa
(3.46). U ovakvom slu€aju je u programima predvidjen (u podprogramu CENDIF)
automatski izbor novog intervala vremena, tako da bude zadovoljen uslov At<At .

konkretnom primeru posmatranog fleksibiinog cilindra dobilo se da je potrebno
da se ukupno vreme interakcije od 0.30 sec podeli na 10 jednakih intervala vre-
lena u cilju obezbedjenja numericke stabilnosti u integraljenju jednadina kre-
tanja konstrukcije.

U nastavku se prikazuju ulazni podaci za ovaj primer, kac i deo iz-
lazne datoteke - konaéni rezultati za prva dva i posltednja dva intervala vreme-
na. Kao $to moZe da se vidi iz dobijenih rezultata, fleksibilna konstrukcija je
u ovom slu€aju dovoljno kruta, tako da su dobijena pomeranja konstrukcije dovo-
lino mala 1 nije bilo potrebe za ponovnim definisanjem mreZe kona¢nih elemenata
fluidne sredine u okolini konstrukcije.

Ukupno vreme rada centralnog procesora (CPU time) za ovih deset inter
vala vremena je iznosilo oko 2,5 sata. Pri tome je jo$ bilo potrebno da se sva-
kih 10-20 min zaustavlja izvrienje programa, bridu nepotrebni medjurezultati i
zatim nastavlja sa izvrdenjem programa. Inade, u programe je ugradjenc da se na
terminalu prati funkcionisanje programa u smislu prikaza trenutne konvergencije
rezuitata, trenutnog broja intervala vremena i sl.

Kao 3to je reCeno, razmatran primer je samo ilustracija numericke
simulacije medjusobne interakcije fluida i konstrukcije, tako da se ne vr3i ana-
liza dobijenih rezultata u ovom primeru.
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VII. ZAVRSNA RAZMATRANJA O INTERAKCIJI
FLUIDA [ KONSTRUKCIJE

1, NAPOMENE U VEZI SA TESKOCAMA U NUMERICKOJ
SIMULACTJI INTERAKCIJE FLUIDA I KONSTRUKCIJE

Ovaj rad se odnosi samo na jedan od aspekata medjusobne interakcije
fluida 1 konstrukcije. Naime, reC je o problematici opstrujavanja fluida oko
konstrukcije, pri Cemu je kretanje fluidne sredine opisano kompletnim Navier-
Stokes-ovim jednalinama 1 jednalinom kontinuiteta za nestidljiv fluid. Osim
ovog vida medjusobne interakcije fluida i konstrukcije postoje i drugi oblict
medjusobne interakcije, na primer problemi vezani za dinamiko ponaSanje rezer-

voara i vodotornjeva u uslovima zemljotresa, interakcija brane i akumulacije (uz
poiavu kavitacije) 1td. 0d posebnog znataja je uticaj reainog vetra na razne

konstrukcije, medjutim, ovaj vid interakcije fluida i konstrukcije je za sada
najudaljeniji od uspesne numericke simulacije metodom konacnih elemenata.

Praktiéno u svim radovima vezanim za interakciju fluida i konstrukci-
ja koriicenjem metode kona&nih elemenata, fluidna sredina (najfed3ce voda) se mo-
delira simplifikovano {zanemaruju se konvektivna ubrzanja, viskoznost itd), tako
da je najCed3ce samo pritisak fluida nepoznata koja definide fluid (na primer:

Ap = 0 za nestidljiv fluid).

Ovo, naravno, nije siucajno, jer je re3avanje kompietnih Navier-Stokes-
ovih jednaéina povezano sa nizom tedkoca o kojima je ve¢ bilo reli. JednaCine
ustaljenog strujanja su nelinearne, nesimetricne, nisu pozitivno definitne niti
dijagonalno dominantne i numericki su vrlo osetljive. U slu€aju neustaljenog
strujanja, kako u jednac¢inama ne postoje izvodi pritisaka fluida po vremenu, jav-
1jaju se singularne matrice uz izvod po vremenu vektora nepoznatih brzina i pri-
tisaka. Kako je i samo strujanje fluida fizicki gledano Cesto veoma nestabilno,
potrebno je da diskretizacija domena strujanja, posebno u zoni oko konstrukcije
i iza nje, bude dovoljno fina, Ovo neminovno namece veliki broj nepoznatih, tako
da je od vitalnog znacaja optimalan izbor kako na¢ina resavanja nelinearnih ne-
simetricnih jednaCina, tako i naCina vremenske integracije jednaCina. Naravno,
od znacaja je i pravi izbor tipa konaénih elemenata i interpolacionih funkcija,
integracije potrebnih matrica itd.

ReCeno je vec¢ da je izbor brzina i pritisaka fluida kao osnovnih ne-
poznatih samo jedna od moguénosti posmatranja jednacina kretanja fluida. Moguce
je da se iz jednalina kretanja eliminisu pritisci, tako da se dobiju samo jed-
naCine sa nepoznatim brzinama, dok se pritisci dobijaju posebnim re3avanjem od-
govarajuée Poasonove jednaline. Ovo je tzv. razdvojena u,v,p formulacija (“seg-
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regated formulation") gde se iterativno i altermativno redavaju jednaline po
nepoznatim brzinama, pa jednadine po pritiscima. U svakom koraku odredjivanja
brzina pritisci se smatraju poznatim iz prethodnog koraka, a s1ifno se kod od-
redjivanja pritisaka brzine smatraju poznatim. Umesto jednaCina sa brzinama
fluida mogu da se uvedu strujna i vrtlozna funkcija 11§ &ak i samo strujna funk-
cija (uz povecavanje reda diferencijalnih jednalina na biharmonijsku jednalinu),
pri Cemu se pritisak odredjuje posebno iz odgovarajucih jednalina Poasonovog
tipa.

Ovakvi pristupi imaju svoje prednosti ali i mane. Osnovna prednost
je §to se eliminidu sve te3koce vezane za pritisak - jednaline viSe nisu ne-
pozitivano definitne, interpolacione funkcije za pritisak ne moraju da budu je-
dan stepen nize od interpolacionih funkcija za brzine, Medjutim, brzine i pri-
tisci su osnovne nepoznate u strujanju fluida i obicno je od interesa poznava-
je ba3 brzina, a ne strujne funkcije (iz koje se numerickim diferenciranjem
dolazi do brzina). Takodje, 3to je u isto vreme i bitna poteSkoca u formulaciji
kretanja fluida putem strujne i vrtloZne funkcije, i1i samo strujne funkcije,
je pitanje adekvatnog formulisanja odgovarajucih granitnih uslova. Cak 3ta vise,
graniéni uslovi po vrtioZnoj funkciji se unapred i ne poznaju, tako da se u ova-
kvoj formulaciji alternativno i separatno odredjuju strujna funkcija i vrtloZna
funkcija. Imajuci u vidu jod i prisustvo fleksibilne (pokretne)} konstrukcije
u struji fluida, pitanje granicnih usiova bi stvaralo ozbiljne probleme. U sva-
kom slucaju, za sada se joS ne zna definitivan odgovor koja je formulacija jed-
nacina kretanja fluida najpogodnija.

7, MOGUCNOSTI DALJEG RAZVOJA U IZUCAVANJU INTERAKCIJE
FLUIDA T KONSTRUKCIJE

Pre svega, ukoliko je re o interakciji fluida i konstrukcije u pri-
kazanom smislu, znali posmatranje Citavog domena strujanja fluida i istovremeno
resavanje jednaCina kretanja fluida i konstrukcije, osnovna stvar je optimalan
1zbor formulacije jednalina kretanja fluida i sa tim u vezi i naCin reSavanja
Jjednalina. Zna€i, potreban je znatno prethodno iskustvo i znanje, a takodje i
odgovarajuci programski paketi koji omogucuju sticanje prakticnog iskustva. Sa
tim u vezi definitivno je potreban moéniji racumar. Na primer, u referenci
|11.2.7| se navodi numericka simulacija neustaljenog dvodimenzionalnog strujanja
oko nepokretnog kruznog cilindra pri R, < 400 i pracenje pejave odvajanja vrtlo-
ga. Za tu syrhu je formirana vrle fina mreza od 1760 elemenata sa 1852 &vorne
talke sa vremenskim korakem od ¢.0: gee, ali je koridcen jedan od najmocnijih
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racunara na svetu - CRAY-1.

Ako se posmatra interakcija fluida i konstrukcija u smislu opstruja-
vanja fluida oko konstrukcije pri veéim brzinama {pri velim 7 brojevima), zna-
¢i ako je krajnji cilj pokuSaj numericke simulacije uticaja vetra na konstruk-
cije, onda je put do takvog cilja jo§ veoma dugaak i neizvestan. Pre svega,
strujanje fluida pri vedim brzinama je turbulentno. Analitiki tretman turbu-
lentnog kretanja fluida je veoma razvijen (postoji Citav niz raznih modela tur-
bulencije), ali nikako nije do kraja i zadovoljavajuce definisan, dok je nume-
ricki pristup turbulentnom strujanju, primenom metode konaénih elemenata, prak-
tifno tek u zafetku. U svakom slu¢aju, bilo sa eksperimentalnog, bilo teorets-
kog 111 numerickog aspekta, razni problemi medjusobne interakcije fluida i kon-
strukcija su u sadasnjem trenutku otvoreno polje i aktuelni, obzirom na nesum-

"4

njiv praktic¢an znacaj poznavanja fenomena interakcije fluida 1 konstrukcije.



G -

—-—

240,

LITERATURA

[, KWJIGE

. METODA KONAENIH ELEMENATA - KONSTRUKCIJE

.1 Hinton,E., Owen,D.R.J.: "Finite Element Programming", Academic Press, 1977.

.2. Owen,D.R.J., Hinton,E.: "Finite Elements in Placticity - Theory and
Practice", Pineridge Press, 1980.

3. Owen.D.R.J., Hinton,E.: "Introduction to Finite Element Computations",
Pineridge Press, 1980.

4. Bathe,K.J., Wilson,E.: “Numerical Methods in Finite Element Analysis",
Prentice Hall, 1976.

5. Zienkiewicz,0.C.: "The Finite Element Method", Third ed., McGraw-Hill,
1977.

.6. Cheung,Y.X., Yeo,M.F.: "Practical Introduction to Finite Element
Analysis", Pitman Publishing, 1979.

7. Irons,B., Ahmad,S.: "Techniques of Finite Elements”, E111s Horwood Ltd.,
1980.

8. Sekulovié,M.: Metod konaénih elemenata", Gradjevinska knjiga, 1984.

9. Huebner,K.H.: "The Finite Element Method for Engineers", Wiley, 1975.

10, Zienkiewicz,0.C., Lewis,R.W., Stagg,K.G.(editors): "Numerical

Methods in Offshore Engineering", Wiley, 1978.

, METODA KONAZNIH ELEMENATA - FLUIDI

. Taylor,C., Hughes,T.6,: “Finite Element Proaramming of the Navier-

Stokes Equations", Pineridge Press, 1981,

. Taylor,C., Morgan,K. (editors): "Recent Advances in Numerical Methods

in Fluids", Vol.1, Pineridge Press, 1980.

. Taylor,C., Morgan,K. (editors): "Computational Techniques in Transient

and Turbulent Flow", Pineridge Press, 1981.



3.1,

4.1.

. Chung,T.J.: "Finite Element Analysis in Fluid Dynamics", McGraw-Hill,

1978.

. Gallagher,R.H., Oden,T.J., Taylor,C., Zienkiewicz,0.C. (editors):

“Finite Elements in Fluids", Vol.1, Vol.2, Vol.3, Wiley, 1975.

. Connor,J.J., Brebbia,C.A.: "Finite Element Techniques for Fluid Flow",

Butterworths, 1977.

. Girault,V., Raviart,P.A.: "Finite Element Approximation of the Navier-

Stokes Equations™, Lecture Nctes in Mathematics No 749, Springer-
Verlag, 1979.

. METODA GRANICNIH ELEMENATA

Liggett,J.A., Lin,P.L.F.: "The Boundary Integral Equation Method for
Porous Media Flow", George Allen & Unwin, 1983.

. Jaswon,M.A., Symm,G.T.: "Integral Equation Methods in Potential Theory

and Elastostatics", Academic Press, 1977.

3. Brebbia,C.A.: "The Boundary Element Method for Engineers", Pentech

Press, 1978.

. Cruse,T.A., Rizzo,F.J. (editors): "Boundary Integral Equation Method:

Computational Applications in Applied Mechanics", ASME, 1975.

. Brebbia,C.A. (editor): "Recent Advances in Boundary Element Methods",

Pentech Press, 1978,

. Brebbia,C.A. (editor): "Topics in Boundary Element Research", Volume 1:

Basic Principles and Applicationa, Springer-Verlag, 1984.

. Brebbia,C.A. (editor): "Topics in Boundary Element Research", Volume 2:

Time-Dependent and Vibration Problems, Springer-Verlag, 1985.

. MEHANIKA FLUIDA

Goldstein,S.: “Modern Developments in Fluid Dynamics", Vol.1, Vol.2,
Dover Publications, 1965.



o

A

aAE

. Temam,R.: "Navier-Stokes Equations - Theory and Numerical Analysis",

North-Holland Publishing Company, 1979.

. Hajdin,G.: "Mehanika fluida", Gradjevinski fakultet, Beograd, 1977.

. Bradshaw,P.: "An Introduction to Turbulence and its Measurement",

Pergamon Press, 1975.

. Launder,B.E., Spalding,D.B.: "Mathematical Models of Turbulence”,

Academic Press, 1972.

. Cebeci,T., Bradshaw,P.: "Momentum Transfer in Boundary Layers", McGraw-

Hill, 1977.

. Chang,P.K.: "Separation of Flow", Pergamon Press, 1970.

. UTICAJ VETRA NA KONSTRUKCIJE

Simiu,E., Scanlan,R.: "Wind Effects on Structures: ar Introduction to
Wind Engineering", Wiley, 1978.

. Blevins,R.: “Flow-Induced Vibration", Van Nostrand, 1577.
. Sachs,P.: "Wind Forces in Engineering”, Pregamon Press, 1978.

. Houghton,E.L., Carruthers,N.B.: "Wind Forces on Buildings and

Structures", Arnold, 1976.

. Lawson,T.V.: "Wind Effects on Buildings", Vol.1, Vol1.2, Applied Science

Publishers, 1980.

. Rosemeier,G.: "Wniddruck-probleme bei Bauwerken", Springer-Verlag, 1976.
. Diver,M.: "Calcul pratique des tours en béton arme", Dunod, 1972.

. BrZi¢,S.: "Uticaj vetra na konstrukcije", Savremeni problemi dinamike

inzenjerskih konstrukcija, Gradjevinski fakultet, Beograd, 1982.
(str. 581-699)

. Fung,Y.C.: "An Introduction to the Theory of Aeroelasticity", Dover

Publications, 1969.

.10. Bisplinghoff,R., Ashley,H.: "Principles of Aeroelasticity", Dover

Publications, 1975.

Kuethe,A.M., Schetzer,J.D.: "Foundations of Aerodynamics", Wiley, 1959,

242.



o

(=)

3.

. Faton,K. (editor): "Wind Effects on Buildings and Structures”, Proc,

4th Int. Conf., Cambridge University Press, 1977.

243.

Holand,I. et.al. {editors): "Safety of Structures Under Dynamic Loading™,

Vol.1, Vol.2, Tapir, 1978.

. NUMERICKA ANALIZA

. Nakamura,S.: “"Computational Methods in Engineering and Science With

Applications to Fluid Dynamics and Nuclear Systems”, Wiley, 1977.

. Jennings,A.: "Matrix Computations for Engineers and Scientists™, Wiley,

1980.

. Crandall,S.H.: “Engineering Analysis - a Survey of Numerical Procedures’

McGraw-Hi11, 1956.

. To%ié¢,D.: “"Uvod u numericku analizu", NauCna knjiga, 1978.

[T, CASOPISI [ SIMPOZIJUMI

{Navodi se samo manji broj radova)

1. NUMERICKI POSTUPCI U RESAVANJU JEDNACINA

1.1,

P.Hood: “"Frontal Solution Program for Unsymmetric Matrices", Int. Jour.
Num. Meth. Eng., Vol.10, pp379-399, 1976.

. C.Meyer: "Solution of Linear Equations - State-of-the-Art", ASCE,

No ST7, pp. 1507-1526, 1973.

. A.K.Noor: "Recent Advances in Reduction Methods for Nonlinear Problems",

Comp.&Struc., Vol. 13, No 1-3, pp. 31-45, 1981.

. M.Geradin et. al.: "Computational Strategies for the Solution of Large

Nonlinear Problems Via Qasi-Newton Methods", Comp. & Struc., Vol. 13,
No 1-3, pp. 73-83, 1981.

.5. D.C.Krinke, R.L.Huston: "An Analysis of Algorithms for Solving Differential



———— -

1

(%

7.

o

244

Equations", Comp. & Struc., Vol. 11, No 1-2, pp.69-75, 1380.

. H.A.Kamel, M.W.McCabe: "Direct Numerical Solution of Large Sets of

Simultaneous Equations™, Comp. & Struc., Vol. 9, No 2, pp. 113-125,
1978.

K,J.Bathe, E.Wilson: "Stability and Accuracy Analysis of Direct

Integration Methods", Earthqu. Eng. & Struc. Dyna., Vol. 1, pp.283-291,
1973.

. METODA XONAGNIH ELEMENATA U RESAVANJU NAVIER-STOKES-OVIH JEDNACTINA

. M.Kawahara et. al.: "Steady and Unsteady Finite Element Analysis of

Incompressible Viscous Flow", Int. Jour. Num. Meth. Eng., Yol. 10,
pp. 437-456, 1976.

. T.Bratanow, T.Spehert: "Numerical Modeling of Unsteady Viscous Flow

Past a Circular Cylinder", Applied Numerical Modeling, ond 1pt, Conf.,
Spain, 1978,

. C.A.Brebbia, S.Smith: “"Solution of Navier-Stokes Equation for Transient

Incompressible Flow", Finite Elements in Water Resources, ond Int. Conf.,
London, 1978.

. P.Gresho, R.Lee, T.Stullich: "Solution of the Time-Dependent Navier-

Stokes Equations Via FEM", Finite Elements in Water Resources, ond Int.
Conf., London, 1978.

. M.01son: “"Comparison of Various Finite Element Solution Methods for the

Navier-Stokes Equations™, Finite Elements in Water Resources, 2nd Int.
Conf., London, 1978.

. P.Gresho et. al.: "“A Modified Finite Element Method for Solving Time-

Dependent Incompressible Navier-Stokes Equations. Patr 1: Theory”,
Int. Jour. Num. Meth. Fluids, Vol. 4, pp. 557-598, 1984.

. P.Gresho et. al.: "A Modified Finite Element Method for Solving Time-

Dependent Incompressible Navier-Stokes Equations. Part 2: Applications"”,
Int. Jour. Num. Meth. Fluids, Vol. 4, pp. 619-640, 1984,

. C.Bosman et. al.: “General Considerations of Numerical Stability and

Accuracy in Inviscid Compressible Flow Calculations Employing Primitive
Variables", Int. Jour. Num. Meth. Fluids, Vol. 2, No 2, pp.123-151, 1982,



245.

2.9. A.C.Benim, W.Zinser: "A Segregated Formulation of Navier-Stokes Equations
With Finite Elements”, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering
pp. 223-237, 1986.

2.10. P.F.Galpin, G.D.Raithby: "Treatment of Nonlinearities in the Numerical

Solution of the Incompressible Navier-Stokes Equations", Int. Jour. Num.
Meth. Fluids, Vol. 6, pp. 409-426, 1986.

7. F.N.Van de Vosse et. al.: "A Finite Element Approximation of the Unsteady
Two-Dimensional Naveir-Stokes Equations", Int. Jour. Num. Meth. Fluids,
Yol. 6, pp. 427-443, 1986,

3 INTERAKCIJA FLUIDA I KONSTRUKCIJA

3.1, R.Dungar: “An Efficient Method of Fiuid-Structure Coupling in the Dynamic
Analysis of Structures", Int. Jdour. Num., Meth. Eng., Special Issue on
Fiui-Structure Interaction, Vol. 13, No 1, pp. 93-109, 1978.

3.2. C.I.Yang, T.J.Moran: "Finite Element Solution of Added Mass and Damping

of Oscillation Rods in Viscous Fluids", Jour. Applied Mech., Vol. 46,
pp. 519-523, 1979.

3.3. W.C.Muller: "Simplified Analysis of Linear Fluid-Structure Interaction”,
Int. Jour. Num. Meth. Eng., Vol. 17, pp. 113-121, 1981,

3.4, H.Neishols et. al.: "Stability of Some Explicit Difference Schemes for

Fluid-Structure Interaction Problems", Comp. & Struc., Vol. 13, No 1-3,
pp. 97-103, 1981.

o

. W.H.McMaster et. al.: "fluid-Structure Coupling Algorithm", Comp. & Struc.
vol. 13, No t-3, pp. 163-167, 1981.

3.6. J.E.Jackson Jr., T.L.Cost: "Finite Element Solution of Nonlinear Fluid-
Structure Interaction Problem Under Hydrodynamic Schock Conditions",
Comp. & Struc., Vol. 13, No 1-3, pp.167-171, 1981.

3.7. T.Hanson et. al.: "Numerical Modeling of Wind Flow Over Buildins in Two
Dimensions”, Int. Jour. Num. Meth. Fluids, Vol. 4, pp.25-42, 1984.

w
(o)

. T.Hanson et. al.: "A Three-Dimensional Simultation of Wind Flow Around
Buildings", Int. Jour. Num. Meth. Fluids, Vol. 6, pp.113-127, 1986.



246,

3.9. H.N.Abramson: "Dynamic Behaviour of Liquid in Moving Container®, Appl.
Mech. Reviews, Vol. 16, No 7, pp.501-506, 1963.

3.10. W.K.Liu, H.G.Chang: "A Method of Computation for Fiuid-Structure Interactions
Comp. & Struc., Vol. 20, pp. 311-320, 1985.

3.11. W.K.Liu, H.G.Chang: "On a Numerical Method for Liquid Filled Systems"”,
Comp. & Struc., Vol. 23, pp. 67%1-677, 1986.

w

12. D.Fisher: "Dynamic Fluid Effects in Liquid-Filled Flexible Cylindrical
Tanks®, Earthqu. Eng. & Struc. Dynam., Vol. 7, No 6, pp.587-603, 1979.

3.13, €.S.Portez, A.K.Chopra: "Dynamic Analysis of Simple Arch Dams Including
Hydrodynamic Interaction”, Earthq. Eng. & Struc. Dynam., Vol. 9, No 6,
pp. 573-599, 1981.

3.14. S.Bréi¢: "Three-dimensional Time Response of Thin-Walled Circular
Cylinder to Fluid Flow", Int. Conf. Num. Meth. for Coupled Probiems,
Swansea, 1981.

3.15, S.Br&ié: "Uticaj horizontalnog turbulentnog vetra na zgrade sa zidnim
platnima™, 16. Jug. kong. prim. i teor. mehanike, BeCicéi, 1984.,
“nase gradjevinarstvo", br. 5/1985.

3.16. S.Bréié: "Finite Element Simuiation of Fluid-Structure Interaction
Problem - Tall Building Response to Wind", Euromech 188, lLeeds, 1984.

oo

17, S.8réi¢: "Proralun uticaja vetra na visoke zgrade", Simp. Nova tehnilka
reqgulativa u gradjevinarstvu, Skoplje, 1986.

w
—_
Q

8. S.Br&ié: "Flutter Analysis of Cable-Stayed Bridges", Int. Conf. on
Steel Structures, Budva, 1986.




L
A
i

%

1
%

LI

S




