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TEORIJA REFLEKSIJE RENDGENSKIH ZRAKA KORI� ENIH U 
INDUSTRIJI I MEDICINI  

Dragomir  DAVIDOVI 1, Jovan VUKANI 1, Du�an ARSENOVI 2, Srboljub  
STANKOVI 1 

1) Institut za nuklearne nauke ,,Vin a'', Beograd 
2) Institut za fiziku, Zemun 

SADR�AJ 
Analizirani su uslovi pod kojima se prolazak i refleksija rendgenskih zraka, kori� enih u 

industriji i medicni, mogu uz visoku ta nost tretirati kao transport estica koje se 
mnogostruko rasejavaju, i to izotropno i bez gubitaka energije. Na jednostavan i fizi ki 
pregledan na in izvedena je integralna jedna ina koja opisuje refleksiju za taj slu aj, 
razja�njen fizi ki smisao njenih pojedinih lanova, kao i njena re�enja. Navedene su 
injenice koje potvr uju ovakav model transporta. 

1.  Uvodna razmatranja 
Pobolj�anje za�tite od jonizuju eg zra enja pri primeni u industriji i medicini, naro ito u 

uslovima materijalne oskudice, mo�e se posti i samo ako se najpre produbi razumevanje 
mehanizma refleksije i prolaska rendgenskih zraka kroz materijal, posebno onaj sli an 
tkivu. 

Sama priroda primene rendgenskog zra enja u pomenutim oblastima, ograni ava 
energetski opseg rendgenskih zraka, tako da od mno�tva procesa do kojih mo�e da do e u 
me udelovanju fotona i supstancije, od zna aja ostaju samo dva procesa i to: fotoefekat i 
Komptonovo rasejanje fotona. 

Fotoefekat predstavlja proces apsorpcije gama kvanta atomom supstancije. Energija 
kvanta predaje se jednom od atomskih elektrona, naj e� e sa unutra�njih ljuski. Pri 
energijama kvanta manjim od 0,2 MeV-a presek za fotoefekt opada sa energijom kao 

3/1 E . Postoji obilje pouzdanih podataka za presek za fotoefekat, kako merenih tako i 
ra unatih. 

U procesu me udelovanja sa elektronom, gama kvant se mo�e rasejati na elektronu 
predav�i mu deo svoje energije. Taj proces naziva se Komptonovim rasejanjem. Po�to je 
energija gama kvanta znatno ve a od energije veze elektrona mo�e se smatrati da elektron 
miruje. Pod tim pretpostavkama iz zakona o odr�anju energije i impulsa neposredno se 
dobija  veza izme u ugla rasejanja i energije kvanta pre i posle sudara: 

)cos1(1
'                                                          (1)      

gde je - energija upadnog kvanta, a ' - rasejanoga; obe izra�ene u jedinicama 

energije mirovanja elektrona MeV511,02
0cm  ( 0m - masa mirovanja elektrona) tako da 

je npr.: 
2

0/ cmE . Iz formule (1) se vidi da se pri rasejanju kvanta napred ( 0 ) 

njegova energija ne menja, ' . Energija rasejanog kvanta najmanja je pri rasejanju 

unazad i iznosi 
21

'  a kad je 1
2

0cm

E  promena energije pri sudaru mo�e se 
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zanemariti. Energija rasejanog kvanta nikad ne mo�e biti jednaka nuli, �to zna i da slobodni 
elektron ne mo�e apsorbovati foton. 

Diferencijalni presek Komptonovog rasejanja dat je formulom Klajna-Ni�ine-Tama, 
koja se mo�e napisati u obliku 

222
0

'

11

'

11
2

'

''

2

r
d
d                                      (2) 

gde je 22
00

2

0 4 cm

e
r - klasi ni polupre nik elektrona. O igledno je da se kad su  i 

'  blizu, �to je slu aj za male , ovaj presek ne razlikuje mnogo od izotropnog. 

Sve re eno pokazuje da postoji oblast upadnih energija fotona u kojoj se Komptonovo 
rasejanje mo�e smatrati izotropnim sa zanemarljivim gubicima energije. Po�to je pored toga 
za energije koje se koriste u medicinskoj fizici presek za fotoefekat u tkivu relativno 
nevelik, opravdano je modelovati proces transporta fotona u tim uslovima na slede i na in: 

1. Fotoni mogu u materijalu biti apsorbovani. Apsorpcija se karakteri�e presekom koji 
se mo�e smatrati slabo zavisnim od energije. 

2. Fotoni se mogu rasejati na elektronima, izotropno i sa zanemarljivim gubitkom 
energije. Elektroni u materijalu se karakteri�u samo totalnim presekom za Komptonovo 
rasejanje. 

3. Svi ostali procesi i precizniji opis fizi kog stanja materijala mogu se zanemariti. 
Ta nom analiti kom tretmanu takvog modela posve en je slede i odeljak. 

2.  Refleksija fotona od poluprostora pri  izotropnom rasejanju 
Izvedimo integralnu jedna inu koju pod navedenim pretpostavkama zadovoljava 

koeficijent refleksije od beskona nog poluprostora, koriste i fizi ku argumentaciju. 
U tom cilju razdelimo ceo materijalni poluprostor na infinitezimalno tanki ravanski sloj 

pri vrhu, toliko tanak da se u njemu de�ava samo jedan ili ni jedan sudar fotona sa atomima 
supstancije. Pod tim uslovima imamo slede ih 5 mogu nosti: 

1) Foton prolazi tanki sloj bez interakcije, odbija se od preostalog beskona nog sloja i u 
povratku ponovo prolazi tanki sloj debljine z  bez interakcije. Svemu tome odgovara 
verovatno a 

TT n
z

Rn
z

1),(1 0
0

                                                (3) 

gde su faktori napisani redom, kojim se u modelu taj proces i zami�lja i gde su 
0

 i  

kosinusi upadnog odnosno izlaznog ugla, merenih od normale, a T  ukupni presek za 

slabljenje snopa po atomu, n  gustina atoma, a ),( 0R  ugaona raspodela reflektovanih 

fotona. 
2) Foton se odmah rasejava u tankom sloju i izlazi iz njega. Verovatno a je 

2
2

4 00

rr n
z

n
z                                                             (4) 
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gde je r  totalni koeficijent rasejanja po atomu, delilac 4  poti e od pretpostavke o 

izotropnosti rasejanja, a 2  od integracije po azimutalnom uglu; n  je gustina atoma. 
3) Foton se pri ulasku rasejava i ide dalje u dubinu pa se odbija i izlazi bez novih 

rasejanja. Verovatno a je 

.),(
20

xx
r dRn

z
                                                        (5) 

4) Foton pri upadu kroz tanki sloj prolazi slobodno, zatim se odbija i u povratku 
do�ivljava jedan sudar i izlazi iz poluprostora. Verovatno a je sad 

.),(
2 0 y

y
y

r d
z

Rn                                                   (6) 

5) Foton prolazi slobodno kroz tanki sloj, odbija se, u povratku do�ivljava sudar u 
tankom sloju koji ga ponovo vra a u dubinu, odakle se odbija i izlazi iz poluprostora bez 
novih sudara. Verovatno a je 

.),(
2

),( 0 xx
r

y
y

y dRnd
z

R                                     (7) 

To su svi mogu i procesi linearni po z . Kada se ugaona raspodela izrazi kao njihov 
zbir, posle elementarnih transformacija dobija se integralna jedna ina za ),( 0R  u 

obliku 

'),'(1
2

1
),(

0
0 dRR ''

''

)'',(
1 0

0 d
R

        (8) 

Va�no je podvu i da karakteristike materijala ulaze u jedna inu (8) samo preko 
parametra 

,
ar

r

T

r                                                            (9) 

dakle preko odnosa ukupnog preseka za rasejanje r  i ukupnog preseka za slabljenje 

snopa T , a ne pojedina no od ovih preseka, �to je obi no slu aj u kineti kim 

jedna inama. 
Radi simetrizovanja integralne jedna ine (1) uvedimo pomo nu funkciju 

).,(
2

),( 0
0

0 RS                                                         (10) 

Ulaze i sa ),( 0S  u jedna inu (8) dobijamo simetri nu integralnu jedna inu za 

),( 0S : 

'
'

),'(

2
1),(

11
0

0

d
S

S .''
''

)'',(

2
1 0 d

S          (11) 

Uvedimo sad funkciju 

,'
'

),'(

2
1),( d

S
H                                              (12) 
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i u imo sa njome u (11). Dobijamo 

).,(),(),( 0
0

0
0 HHS                                 (13) 

Jednakost (13) predstavlja re�enje za funkciju ),( 0S izra�eno preko funkcije 

),(H . Uvr� avanjem (13) u (12) pokazuje se da funkcija ),(H  zadovoljava 

integralnu jedna inu 

'.
'

)',(
),(

2
1),( d

H
HH                                (14) 

Re�enje integralne jedna ine (14) je andrasekarova H -funkcija [1,2]. Ta funkcija je 
utabli ena za razli ite vrednosti promenljive  i parametra . 

Kombinovanjem jedna ine (13) i (10) dobijamo krajnje re�enje za ugaonu raspodelu 
reflektovanih fotona u analiti kom obliku izra�enom preko H -funkcije: 

).,(),(
2

),( 0
0

0 HHR                                     (15) 

Teorijski, izraz (15) uklju uje mogu nost neograni enog broja sudara. Prakti no, srednji 
broj sudara zavisi od parametra , ija vrednost le�i u intervalu 10 . Za velike 
vrednosti parametra  ( 1), apsorpcija je mala i srednji broj sudara koje do�ivi foton u 
materijalu pre refleksije je veliki. Obrnuto, za 1 , apsorpcija je velika, verovatno a 

rasejanja fotona mala u odnosu na apsorpciju, i sva refleksija u su�tini odre ena je 
jednostrukim sudarom. Taj slu aj 1  ne mo�e po prirodi stvari da se javi u 

rendgenskoj praksi, jer bi u tom slu aju rendgenska slika predstavljala samo zacrnjenu 
povr�inu. 

Detaljnija analiza pokazuje da se komplikovani izraz za ugaonu raspodelu mo�e dobro 
da aproksimira kosinusnom raspodelom, i za normalni i za kosi upad snopa fotona u 
poluprostor 

)(2),( 00 NRR                                                       (16) 

gde je ),(11)( 00 HRN
 koeficijent refleksije (ukupna verovatno a 

refleksije integrirana preko svih upadnih uglova). Analiza raspolo�ivih eksperimentalnih 
podataka dobijenih u laboratoriji ,,Za�tita'' u Vin i potvr uje kosinusnu aproksimaciju 
ugaone raspodele. 

3.  Literatura 
[1] S. Chandrasekhar, Radiative Transfer, Dover, New York (1960). 
[2] J. Kenneth Shultis, Richard E. Faw, Radiation Shielding, Prentice Hall PTR (1996). 
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ABSTRACT  

A THEORY OF THE REFLECTION OF ROENTGEN RAYS USED IN 
INDUSTRY AND MEDICAL PHYSICS 

Dragomir DAVIDOVI 1, Jovan VUKANI 1, Du�an ARSENOVI 2, Srboljub 
STANKOVI 1 

1) Vinca Institute for Nuclear sciences, Belgrade, Serbia 
2)  Institute of Physics, Zemun, Serbia 

Conditions under which the penetration and reflections of Roentgen rays, used in 
industry and medical physics, can be treated with a high accuracy as a monoenergetic, 
multiple collision type of particle beam transport with isotropic scattering, are analysed. In 
a simple an physicaly transparent way the transport equation describing the reflection of X-
rays, for this case, has been derived and the physical meaning of the separate terms of the 
equation have been discussed. The facts which confirm this physical picture are supplied. 
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