OBTENCION DE SOLUCIONES EXACTAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN MEDIANTE GRUPOS DE LIE
APLICACION A UN PROBLEMA DE MECANICA

José Alberto Sanchez (1) — Osvaldo Natali (2)
Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales — Universidad Nacional de Cérdoba
(1) Departamento de Fisica
(2) Departamento de Matematica
Avenida Vélez Sarsfield 1611 (CP 5000) Cérdoba. Argentina.
joseasanchez53@yahoo.com.ar , nataliosvaldo@hotmail.com

Resumen: La teoria de Lie a través de la teoria de grupos de transformaciones de Galois sirvié para
estudiar las soluciones de las EDO’s al ser estas invariantes bajo algunas transformaciones
uniparamétricas. Podran convertirse en ecuaciones a variables separables mediante cambios de
coordenadas, o exactas mediante el uso de un factor integrante, determinando asi un Unico fundamento
matematico para obtener soluciones exactas. Este articulo expondra el método del factor integrante de Lie
y el método de las coordenadas canonicas aplicado a un problema de la mecénica clésica.
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Introduccién

Las ecuaciones diferenciales de primer orden, especiales, que se ensefian son: a variables separables,
homogeéneas, lineales, exactas, de Bernoulli, entre otras, sin aparente relacion entre si. Sophus Lie (1842-
1899) utilizo la teoria de grupos de transformaciones de Galois para estudiar las soluciones de las ecuaciones
diferenciales. Lie descubri6 que las ecuaciones diferenciales eran invariantes bajo algunas transformaciones
uniparamétricas. De esta manera, podian convertirse en ecuaciones a variables separables mediante cambios
de coordenadas o en exactas mediante el uso de un factor integrante, determinando asi un tnico fundamento
matematico para obtener soluciones exactas de las ecuaciones diferenciales lineales, homogéneas, exactas y
de Bernoulli, entre otras.

Se expondra el método del factor integrante de Lie y el método de las coordenadas candnicas para obtener la
solucién de ecuaciones diferenciales lineales y no lineales de primer orden. Mediante el mismo se pretende
divulgar, de manera elemental, la teoria de los grupos de Lie de creciente importancia en distintos ambitos
investigacion, como por ejemplo en la teoria del control [8].

Descripcion del Método
Se establecerd un procedimiento que nos permita identificar, cudles las transformaciones que mantienen
invariante a una ecuacion diferencial.

Criterio de invariancia:
La EDO de primer orden

f(x,y,y)=0 1
es invariante bajo las transformaciones uniparamétricas,
X =p(XY,€)
Yo =p(X Y, ) @)

Y, =0(xY,Y,€)

si y solo si

f (><1 Vi yl')E f(xy.Y) ®)

Desarrollando la funcién f (Xl, Yir yl') en serie de Taylor, alrededor de & =0, obtenemos:
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Definiendo:
X, o¢
= = — = X!
86‘ £=0 ag =0 é:( y)
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o, Op
-1 =— = X,
66‘ £=0 ag =0 77( y)

Ademas, utilizando los respectivos desarrollos en serie de Taylor, alrededor de & =0 y aplicando la regla de
la cadena para la derivacion de funciones compuestas,

X () =X+ &(x,y)+0(&*)

Vi) =y +en(xy)+o(") ™
V(&)=Y +ed(xy.y)+o(e?)

obtenemos:
vy
Y, = dxll
_ Gy, dx
dx dx,
dy,
_ dx
dx,
dx
_ y'+‘9(77x+77vy’)+0(‘92)
CL+e(&+&,y ) +o(e?)
=y e[ no+(n, &)y -&y? |+o(s)
0 sea,
% =n+(my =&)Y =&Y =S (x YY) ®
&=0

reemplazando (6), (7) y (8) en (5) obtenemos:

ar :gfx+77fy+(77x+(77y_§X)y’_§yy'2)fy' ®

=0




Denominamos,

(YY) =n+(n,-&)y-&Yy? (10)

definiendo, el generador infinitesimal:

0 0 0
X =&f—4p—
§8x+nay+§ay' 11)
y
XE(x,y,y) =&, +nf, +(n+(n, &)Y -&y°) 1, (12)
reemplazando en (4),
2
f (Xl, Y, yl')z f(xy,y)+eXf +%X2f +... (13)
obtenemos:
N e X ,
f(xl,yl.yl)= gT=egxf(X’y.y) (14)
k=0 :

de la ecuacion (13) se desprende que Xf =0 es una condicion necesaria y suficiente para la invariancia de f
bajo el grupo de transformaciones  (2). Esto  significa que  debe  cumplirse

&t +nf, +(77X +(77y —§X) y'—fyy’z) f, =0 denominada condicién de invariancia infinitesimal, la

cual, conjuntamente con la ecuacion f (X, Y, y’) =0, permite obtener &y #;y, como consecuencia, el

generador infinitesimal X, el cual, a través de la serie de Taylor conduce al grupo de transformaciones que
deja invariante la ecuacion diferencial.

No existe una manera sistematica de resolver las ecuaciones anteriores para cualquier EDO de primer orden,
su solucion en todos los casos depende en mucho de la habilidad y la intuicion. Una estrategia, por ejemplo,
consiste en suponer nula una de las funciones y calcular la otra. En la actualidad existen varios programas
que permiten simplificar el procedimiento; por ejemplo Hereman [7]. El grupo que mantiene invariante la
ecuacion diferencial, transforma cualquier solucion de la misma en otra solucidn de esa ecuacion diferencial.

En la teoria de Lie se presupone que las funciones &y i son analiticas, 6 clase C”, y se equipa al conjunto
de transformaciones (2) con una estructura de grupo mediante la operacién de composicion, que se denomina

Grupo de Lie.
En este articulo s6lo damos un enfoque bésico de los grupos de Lie y no se pretende una definicién formal y
precisa de los mismos, para ello ver [1] y [3].

Ejemplo N° 1:
Consideremos como ejemplo la ecuacion diferencial lineal de primer orden;

y'+ p(X)y =a(x) (15)
entonces,

f(%y,y)=y+pX)y-q(x)=0
f,=p'(x)y-q'(x)

f,=p(x)

f, =1



Ademss, si Y’ =q(X)— p(X)y. Suponiendo £ =0 y reemplazando en la condicién de invariancia
infinitesimal, obtenemos: 77p(X) + 7, +177, (d(X) — P(X)y) =0. Suponiendo que 1 solo depende de x, es
decir »,= 0, obtenemos:

np(x)+1n, =0

77 _ e—j p(x)dx

. . -] p(x)dx . P
En consecuencia, con las funciones £ =0y 7=¢e J se obtiene un generador infinitesimal: X de esta

ecuacion diferencial. Varios autores (ver [2]) han desarrollado tablas en las que se relacionan diversas
ecuaciones diferenciales de primer orden con generadores de grupos bajo las cuales dichas ecuaciones son
invariantes. En estas tablas las ecuaciones aparecen en una forma general en la cual quedan incluidas la
mayoria de aquellas de las cuales se conoce solucion.

El siguiente teorema brinda un modo explicito para relacionar la solucién de una ecuacion diferencial de
primer orden, con las funciones & y n que permiten construir el generador de un grupo bajo el cual esta es
invariante.

Teorema del Factor Integrante de Lie
Supongamos que la ecuacion diferencial sobre un dominio simplemente conexo,

M (X, y)dx+N(x,y)dy =0 (16)

admite un grupo uniparamétrico G, con funciones ¢y » del generador infinitesimal del grupo. Entonces, la
funcién:

1
X, Y)=— M +7N #0 17
u(%,y) EM 27N con M+ (17)

es un factor integrante de la ecuacion diferencial dada. El teorema se demuestra mostrando que la condicion
de invariancia infinitesimal y la condicion que debe cumplir una funcion (X, Y) para ser un factor
integrante de la ecuacién diferencial son equivalentes.

Ejemplo N° 2:
Sea la ecuacion diferencial (X + y2 ) dx —2xydy = 0. La condicion de invariancia infinitesimal es:

X 2xy’

1(Uy—fx)(x+y2)_lé‘y(x+y2)2_5[ 1 _x+y2)_n[1 x+y2j:0

+_
L Xy 4 xy? 2xy  2x%y

Suponiendo 77 =0 obtenemos & = y el factor integrante de Lie es:

+y°
1 1 1
HEeM N~ @ d
(k)

2
X+y
y2
La solucion general de la ecuacion diferencial exacta resultante es: X =C e 2

Ejemplo N° 3:
Supdngase la ecuacion diferencial:



que se puede expresar también en la forma:
[y—x(x2 + yz)de—[x+ y(x* + yz)]dy =0
Puede probarse que la ecuacién diferencial es invariante bajo el grupo de Lie de transformaciones:

X, =XCO0S&—YSen &
Y, = XSen £+ ycose

utilizando las ecuaciones (6): £ =—Y, 77 =X y el factor integrante de Lie es:

11
EM +7N X2+ y?

1(%,y) =

resolviendo la ecuacidn exacta resultante, se obtiene:

Coordenadas Candnicas

La teoria de Lie da la posibilidad de transformar una ecuacidn invariante bajo un grupo de transformaciones
de la forma (2) en una de variables separables, siempre que la ecuacion diferencial admita un grupo de

simetria de traslacion. Las coordenadas que permiten este cambio, F =r(X,y), S=5(X,Y), se pueden
obtener a partir de los generadores & y | mediante las ecuaciones:

cxy)r+n(xy)r,=0

18
(% y) s +n(xy)s, =1 (18)

De acuerdo con el método de las caracteristicas, r es cualquier solucién de la forma r = ¢, de la ecuacion:

dx  dy 19)
s(x.y) n(xy)
y s puede obtenerse a partir de las ecuaciones:

dx dy 20)

= =ds
cxy)  n(xy)

y

Por ejemplo si tenemos la conocida ecuacion diferencial homogénea Yy’ = f (—j entonces resolviendo la
X

ecuacion que da la condicion de invariancia infinitesimal:

et +nf,+(n+(n,—&)y-&y?)f, =0



P 0
Obtenemos el generador infinitesimal: X = X—+Yy—

ox "oy
Enconsecuencia: £(X,¥Y)=X y n(Xx,y)=Y

El método de las caracteristicas conduce a las ecuaciones:

dX—ﬂ—ds

X Yy
Integrando, obtenemos I = y , s=In(x)
X

lo que conduce a la ecuacion diferencial a variables separablesenry s:

gs__ 1
dr f(r)-r

cuya solucion general es:

J.f(r)—r

Escribiendo r y s e funcion de x e y, obtenemos la solucidn general de la ecuacién diferencial homogénea:

In(x) = If()—r c con r=¥

PROBLEMA DE LA MECANICA CLASICA

Una embarcacion atraviesa un rio de ancho "a", partiendo desde la posicién opuesta al punto de llegada "O".
La velocidad de la embarcacion V, es constante, respecto del agua, y la del rio V, con respecto a la tierra

también es constante. Si la direccion del vector velocidad relativa debe estar siempre dirigida hacia "O";
determinar la trayectoria de la embarcacion.

Planteamos las siguientes ecuaciones diferenciales de la cinematica:

X =-V, Ccosd
y =-Vv, +v,send

que también se pueden escribir:

X = _Ve L
JX+ Y
Y=V +V, )
X2 +y?

Lo que conduce a la siguiente ecuacién diferencial de primer orden, homogénea:



2
y':v—r 1+(Xj Y
X

cuya solucién general es:

k+1 1-k
al( X X
y=—=[|—| -|— con k=-—+
2 (aJ (a] e

Conclusiones y Recomendaciones

El método del factor integrante de Lie y el método de coordenadas candnicas permiten obtener la
solucién exacta de la mayoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, que se ensefian en
los cursos regulares de grado, tanto lineales como no lineales.

< | <

Aunque la ecuacion de invariancia infinitesimal habitualmente implica calculos mas complejos y
extensos que los demés métodos de solucion, tiene la ventaja de que puede aplicarse para obtener una
solucion exacta en aquellos problemas para los cuales no exista un método tradicional.

El criterio de invariancia infinitesimal bajo grupos de Lie se utiliza también para reducir el orden de
una ecuacion diferencial ordinaria, EDO; y para reducir el nimero de variables independientes en una
ecuacion diferencial en derivadas parciales: EDP. (ver [4], [5], [6]). Muchos problemas de mecénica clasica,
tales como los que surgen de problemas de oscilaciones no lineales se pueden abordar con la teoria de Lie,
pero deben plantearse a través de ecuaciones diferenciales de segundo orden.
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