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Рассмотрены математические модели управления центрально ориентируемыми и нецентрально 
ориентируемыми поворотными колёсами мобильного робота. На основании анализа кинематики мобильного 
робота получены зависимости угла поворота заднего и переднего свободного колеса от угловых скоростей 
правого и левого дифференциально приводимого ведущего колеса. Для конкретного мобильного робота с 
определёнными кинематическими параметрами построены графики зависимостей угла поворота свободных 
колёс от радиуса поворота каждого колеса и графики зависимостей угла поворота свободных колёс от 
угловых скоростей ведущих колёс. Полученные результаты позволили установить закономерность между 
углом поворота кастор колёс и конструктивными характеристиками робота. Определённый диапазон 
угловых скоростей ведущих колёс в соответствии с предельными значениями углов поворота кастор 
колёс позволяет учитывать полученные математические модели для повышения устойчивости движения 
мобильного робота. 
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Введение

Мобильные роботы, включающие в себя ши-
рокий класс устройств автономного передвижения 
различного назначения, могут использовать в каче-
стве движителей разнообразные типы колёс, кото-
рые определяют методы управления ходовой частью 
робота. Тип применяемого колеса определяется за-
дачами, выполняемыми роботом, и средой его пе-
ремещения. Наиболее универсальны в этом плане 
всенаправленные колёса, однако их особенности, 
связанные со сложностью конструкции и худшей по 
сравнению с дифференциально управляемыми фик-
сированными колёсами устойчивостью [1], создали 
условия для использования традиционных колёс как 
альтернативы всенаправленным.

В случае применения колёс традиционного 
типа возникает вопрос о механизме изменения на-
правления движения робота при отсутствии рулево-
го управления и жёсткой фиксации колёс, которые 
обладают только одной степенью подвижности.  
В двухколёсном роботе поворот корпуса может из-
меняться путём регулирования скорости и направ-
ления вращения приводных колёс. В трёхколёсных и 
четырёхколесных роботах, где по технологическим 
соображениям невозможно использовать только два 
движителя, необязательно иметь дифференциаль-
но приводимые четыре колеса, а достаточно приме-
нить два независимо управляемых ведущих колеса, 
а остальные колёса – поворотные, которые могут ме-
нять своё положение относительно корпуса робота.

Поворотные колёса, также именуемые сво-
бодно вращающимися, не являются приводными,  

а служат лишь для силовой поддержки корпуса  
робота и изменяют своё положение в результате 
воздействия приводных колёс. В зависимости от 
конструктивного исполнения поворотные колёса 
подразделяются на центрально ориентируемые и не-
центрально ориентируемые. 

В центрально ориентируемом колесе верти-
кальная ось, вокруг которой может поворачиваться 
плоскость ролика, проходит через его центр (рису-
нок 1). В отличие от этого, нецентрально ориенти-
руемое колесо, известное как кастор колесо, также 
может изменять своё положение относительно кор-
пуса робота, однако плоскость поворота при этом 
проходит через вертикальную ось, не пересекающую 
центр колеса (рисунок 2). За счёт наличия расстоя-
ния между вертикальными плоскостями поворота и 
центра колеса, для описания кинематики кастор ко-
леса требуется большее число параметров, чем для 
остальных традиционных колёс.

Свободно вращающиеся неприводные пово-
ротные колеса очевидно влияют на управляемость 
мобильного робота при движении. Математическое 
описание их поведения при вращении является важ-
ной задачей для повышения управления ходовой 
части робота. Общие уравнения, характеризующие 
статическое положение поворотных колёс в про-
странстве, были представлены в статье [2]. Более 
развёрнутое математическое описание и экспери-
ментальное исследование нелинейной динамики 
при колебаниях кастор колеса содержится в иссле-
довании [3], а также в работе [4], где описан общий 
подход к анализу динамики гибких неголономных 
систем на примере свободно вращающегося колеса. 
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Вопросу анализа и оптимизации механической кон-
струкции крепления кастор колеса в ручной тележке 
посвящена статья [5]. Применительно к мобильным 
роботам, проблема управления по траектории робо-
тизированной трёхколёсной  платформы с учётом 
возмущающего воздействия, создаваемым отклоне-
нием угла поворота свободно вращающегося колеса, 
подробно рассмотрена в работах [6, 7]. Однако, для 
исследования планирования движения робота по 
траектории значимым этапом является анализ взаим-
ного влияния дифференциально приводимых колёс 
традиционного типа на поворотные колёса и, соот-
ветственно, на управляемость мобильным роботом, 
которые не рассматриваются в данных работах.

Исследование и анализ воздействия враща-
ющихся поворотных колёс на управление движе-
нием мобильного робота по заданной траектории  
является решением проблемы выбора допустимого 
скоростного диапазона каждого из дифференциаль-
ных приводов, направленной на стабилизацию дви-
жения робота с традиционными колёсами и уменьше-
ния случайных колебаний при вращении поворотных 
колёс. Анализ вращения свободных колёс четырех-
колесного мобильного робота определяется целью 
статьи – установлением взаимосвязи между угла-
ми поворота свободных колёс и кинематическими,  
а также конструктивными параметрами робота. 

Для последующего математического описания 
мобильного робота с поворотными колёсами примем 
допущения движения роликов по ровной поверхно-
сти без проскальзывания, а также пренебрежём влия-
нием трения на свободное колесо. 

Исследование кинематики мобильного  
робота с двумя поворотными колёсами

Четырёхколёсный мобильный робот, изобра-
жённый на рисунке 1, имеет два поворотных цен-
трально ориентируемых и два приводных тради-
ционных колеса [6]. Стандартные колёса являются 
ведущими, которые дифференциально приводятся  
в движение двигателями, а поворотные колёса вы-
полняют только опорную и направляющую функцию.

Положение в пространстве центрально ори-
ентированного поворотного колеса в таком роботе 
определяется тремя константами: радиус-вектором l, 
радиусом колеса r, углом поворота робота ϴ и одной 
переменной – углом поворота колеса φ в функции 
времени: φ = φ(t), а его вращение характеризуется 
двумя переменными: углом φ = φ(t) и угловой скоро-
стью вращения ролика ω = f(t) [2].

Во время движения четырёхколёсного  
мобильного робота поворотное колесо является сво-
бодным, так как имеет две степени свободы и может 
вращаться вокруг оси крепления. В результате изме-
нения состояния движения мобильного робота мо-
жет произойти поворот свободного колеса, что вызо-
вет возмущения, влияющие на точность управления  

движением колёсного мобильного робота [7]. Одним 
из параметров, количественно определяющим пове-
дение поворотного колеса, является угол поворота φ, 
который может быть использован в качестве управ-
ляемой величины для повышения точности отслежи-
вания траектории движения мобильного робота [8].

Рисунок 1. Мобильный робот с двумя центрально  
ориентированными поворотными колёсами

Рисунок 2. Мобильный робот с двумя нецентрально  
ориентированными поворотными колесами

Между двумя стандартными колёсами четы-
рёхколёсного мобильного робота может возникать 
разность скоростей, наличие которой заставляет ро-
бот совершать вращательное движение вокруг цен-
тра вращения P. Радиус поворота R можно выразить 
как:

где R – радиус поворота, м; l1 – расстояние между ве-
дущими колёсами робота, м; ωL – угловая скорость 
левого ведущего колеса робота, рад/с; ωR – угловая 
скорость правого ведущего колеса робота, рад/с. 
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Мобильный робот с двумя традиционными 
приводными и двумя поворотными нецентрально 
ориентируемыми колёсами показан на рисунке 2.

Для описания кинематики нецентрально ори-
ентируемого (кастор) колеса используются те же па-
раметры, что и в предыдущем случае, но добавляется 
расстояние l2 – плечо между плоскостями поворота и 
центра колеса. Движение кастор колеса также опре-
деляется зависимостями φ = φ(t) и ω = f(t). 

Радиус поворота R мобильного робота с кас-
тор колесами можно выразить как:

где l – расстояние от точки крепления свободного ко-
леса до геометрического центра робота, м; l2 – длина 
плеча свободного колеса, м; φ1 – угол поворота пе-
реднего кастор колеса относительно оси xm; φ2 – угол 
поворота заднего кастор колеса относительно оси xm .

Далее рассмотрим диапазон значений φ1 и φ2. 
Очевидно, что при движении мобильного робота по 
прямой линии кривизна траектории равна 0, поэ-
тому значения φ1 и φ2 равны 0. На практике, чтобы 
избежать искажений траектории при движении, дли-
на плеча поворотного колеса должна удовлетворять 
условию 0 ≤ l2 < l. Как показано на рисунке 1, длина 
плеча свободного колеса мобильного робота равна 0.

Если учесть, что кривизна траектории движе-
ния мобильного робота не равна 0, то радиус поворота 
R > 0 в соответствии с состоянием движения мобиль-
ного робота на рисунке 2. Согласно уравнению (2), 
диапазон значений φ1 составляет φ1 ∈ (0,π/2). Поэто-
му зависимость между углом поворота кастор колеса 
φ1 и радиусом поворота R выражается как:

Решив уравнение (3), получаем выражение 
угла поворота φ2 [9]:

Если длина плеча поворотного колеса l2 = 0, 
получаем выражение:

Когда длина плеча l2 свободного колеса схо-
дится к l, получается уравнение:

Из уравнения (1) видно, что радиус поворота R 
связан с угловой скоростью ведущих колёс мобиль-
ного робота, поэтому для уравнения (7) необходимо 
проанализировать случаи R ≥ l и R < l. Радиус пово-
рота R совпадает с угловой скоростью ведущих колёс 
мобильного робота. Следовательно, получаем выра-
жения:

В итоге диапазон значений φ2 можно опреде-
лить как φ2 ∈ (0, π).

Если принять cosφ2 = a и cosφ1 = b, то разность 
углов поворота свободных колёс можно выразить 
как:

Построение зависимостей кинематических 
параметров поворотных колёс

В соответствии с предыдущим анализом и 
на основе значений параметров мобильного робота, 
приведенных в таблице 1, была получена более на-
глядная зависимость между углом поворота свобод-
ного колеса и радиусом поворота мобильного робо-
та, представленная на рисунке 3. 

Рисунок 3. Зависимость между углами поворота кастор 
колёс и радиуса поворота робота

Таблица 1 
Параметры четырёхколёсного мобильного робота

Параметры Значение
Радиус поворота R (0, 6]
Скорость правого колеса ωR (0, 20]
Скорость левого колеса ωL (0, 20]
Радиус-вектор l 0,5
Расстояние между ведущими 
колёсами l1

0,5
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Для свободных колёс с длиной плеча угол 
поворота переднего кастор колеса меньше угла по-
ворота заднего кастор колеса, когда они следуют за 
мобильным роботом по кругу.

Радиус поворота мобильного робота при 
круговом движении измерить непросто, но угловая 

скорость ведущего колеса может быть измерена 
датчиком угловой скорости, поэтому зависимость 
между угловыми скоростями ведущих колёс мо-
бильного робота и углом поворота свободного ко-
леса можно получить с помощью уравнений (1), (4) 
и (5): [10].
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Из уравнений (10) и (11) можно получить угол 
поворота свободного колеса при вращении ведущего 
колеса мобильного робота с различными угловыми 
скоростями.

На основании предыдущих уравнений и дан-
ных из таблицы 1, построенная зависимость между 
угловой скоростью ведущего колеса и углом поворо-
та свободного колеса мобильного робота представле-
на на рисунке 4.

Рисунок 4. Зависимость между угловыми скоростями  
ведущих колёс и углом поворота свободного колеса  

мобильного робота

Если угловая скорость левого ведущего коле-
са больше угловой скорости правого ведущего ко-
леса мобильного робота, то робот совершает обрат-
ное вращательное движение, но зависимость между 
углом поворота кастор колеса и конструктивными 
параметрами робота, а также кинематическими пара-
метрами остается неизменной.

Заключение

Полученные зависимости углов поворота сво-
бодных колёс от радиуса поворота робота и от угло-
вых скоростей правого и левого колёсных дифферен-
циальных приводов выявляют явную зависимость 

между углом поворота свободных колёс и конструк-
тивными и кинематическими параметрами мобиль-
ного робота.

Если поворотные колёса мобильного робо-
та имеют определенную длину плеча l2 (являются 
нецентрально ориентируемыми), то при соверше-
нии вращательного движения зависимости углов 
вращения от радиуса поворота φ = f(R) выражаются 
разными характеристиками и существует разность 
углов поворота свободных колёс Δφ. Зависимость 
угла поворота свободных колёс в функции угловой 
скорости приводного колеса φ = f(ω) позволяет в ре-
альном времени получить информацию о текущей 
угловой скорости ведущего колеса в зависимости от 
угла поворота кастор колёс. Одновременно можно 
получить диапазон угловых скоростей ведущих ко-
лёс мобильного робота в соответствии с предельным 
изменением угла вращения свободных колёс. Анализ 
графиков свидетельствует о том, что с возрастанием 
угловой скорости приводных колёс увеличивается 
угол отклонения поворотных колёс относительно 
осей подвижной системы координат (Om , Xm , Ym ). 
Полученную зависимость необходимо учитывать 
при разработке системы управления роботом по тра-
ектории и выборе оптимальной скорости маневриро-
вания при сохранении устойчивости конструкции. 

При использовании центрально ориентируе-
мых поворотных колёс зависимости углов вращения 
роликов от радиуса поворота φ = f(R) описываются 
одной и той же характеристикой, а функции угла по-
ворота свободных колёс от угловой скорости веду-
щих колёс φ = f(ω) определяются одной кривой. 

Исходя из этого, применение в колёсных ро-
ботах нецентрально ориентированных кастор-колёс 
обеспечивает лучшую манёвренность робота за счёт 
разности в углах поворота переднего и заднего роли-
ков, но при этом требует большего числа параметров 
для описания кинематики их движения.
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ANALYSIS OF CASTOR WHEELS ROTATION OF MOBILE DIFFERENTIAL  
DRIVE ROBOT

Belarusian National Technical University
Minsk, Republic of Belarus 

Mathematical models for controlling centrally oriented and non-centrally oriented rotary wheels of a mobile 
robot are considered. Based on the analysis of the kinematics of the mobile robot, the dependences of the rotation 
angle of the rear and front free wheel on the angular velocities of the right and left differentially driven drive wheel 
were obtained. For a specific mobile robot with certain kinematic parameters, graphs of the dependences of the angle 
of rotation of the free wheels on the radius of rotation of each wheel and graphs of the dependences of the angle of 
rotation of the free wheels on the angular velocities of the driving wheels were constructed. The results obtained made 
it possible to establish a pattern between the angle of rotation of the castor wheels and the design characteristics of 
the robot. A certain range of angular velocities of the driving wheels in accordance with the limiting values of the 
caster wheel rotation angles makes it possible to take into account the obtained mathematical models to increase the 
stability of the movement of the mobile robot.

Keywords: rotary wheel, mobile robot, differential drive, castor wheel, kinematic model, turning angle, 
turning radius
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