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Resumen

Este articulo de revision forma parte de un estudio mas amplio cuyo objetivo es identificar tendencias y desafios del algebra
escolar y su relacién con procesos de argumentacion en el campo de investigacion en Educacion Matemaética. La revision se llevo
a cabo en tres etapas: primero, se realiz6 una bisqueda de informacién en bases de datos en el periodo de 2010 a 2021; segundo,
se clasificd y organiz6 la informacion aplicando criterios de inclusién y exclusion; y tercero, se elabor6 la revisiéon agrupando los
documentos en cinco categorias: la caracterizacion de la naturaleza del razonamiento algebraico, las relaciones entre la argu-
mentacion y el razonamiento algebraico, las dificultades de los estudiantes con el lenguaje matematico para el tratamiento de
expresiones algebraicas, las representaciones auxiliares para el desarrollo del razonamiento algebraico y la caracterizacion del
razonamiento algebraico. A partir de esta revision, se establecen algunas tendencias, como la persistente dicotomia entre el paso
de la aritmética al 4lgebra, la zona de emergencia del algebra y los conocimientos pedagdgicos de los profesores de matemati-
cas. Ademas, se identifican ciertos desafios, como la necesidad de llevar a cabo investigaciones orientadas al fortalecimiento de
procesos en los estudiantes, como la comunicacidn, el razonamiento y la argumentacion.
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Abstract

This review article is part of a larger study and aims to identify trends and challenges in school algebra and its relationship with
argumentation processes in the field of research in Mathematics Education. The review was carried out in three moments: first,
the information was searched in databases from 2010 to 2021; second, the information was classified and organized by applying
inclusion and exclusion criteria; and third, the review was prepared by grouping the documents into five categories: characteri-
zation of the nature of algebraic reasoning, the relationships between argumentation and algebraic reasoning, the difficulties of
students with mathematical language for the treatment of algebraic expressions, the representation aids for the development
of algebraic reasoning, and the characterization of algebraic reasoning. From this review, some trends were established, such as
the persistent dichotomy between the transition from arithmetic to algebra, the emergency zone of algebra, and the pedagogi-
cal knowledge of mathematics teachers. Additionally, certain challenges were identified, such as the need to propose research
aimed at strengthening processes in students, such as communication, reasoning, and argumentation.
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Resumo

Este artigo de revisao faz parte de um estudo mais amplo e tem como objetivo identificar tendéncias e desafios da algebra esco-
lar e sua relagdo com os processos de argumentagdo no campo da pesquisa em Educagdo Matematica. A revisao foi realizada em
trés momentos. Primeiro, as informagdes foram buscadas em bases de dados durante o periodo de 2010 a 2021. Em segundo
lugar, as informagdes foram classificadas e organizadas aplicando critérios de inclusdo e exclusdo. Por tltimo, a revisao foi pre-
parada, agrupando os documentos em cinco categorias: a caracterizacdo da natureza do raciocinio algébrico, as relacées entre
argumentacdo e raciocinio algébrico, as dificuldades dos alunos com a linguagem matematica para o tratamento de expressoes
algébricas, as representag¢des auxiliares para o desenvolvimento do raciocinio algébrico e a caracterizagdo do raciocinio algé-
brico. A partir desta revisdo, estabelecem-se algumas tendéncias, como a persistente dicotomia entre a passagem da aritmética
para a algebra, a zona de emergéncia da algebra ou o saber pedagégico dos professores de matematica; além de alguns desafios,
como a necessidade de propor pesquisas voltadas para o fortalecimento de processos nos alunos, como comunicagao, racioci-
nio e argumentacio.
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Introduccidon

Esta revision documental tiene como objetivo iden-
tificar las tendencias y desafios en cuanto al algebra
escolar del periodo 2010 a 2021, y su relacion con los
procesos de argumentacion en el campo de investiga-
cion en Educacién Matematica. Se reconoce que, con
el paso del tiempo, las investigaciones en este campo
se han interesado por determinar las dificultades pre-
sentadas por los profesores para desarrollar las com-
petencias matematicas y por indagar las dificultades
de los estudiantes cuando se enfrentan a tareas de
caracter algebraico (e.g., Godino et al,, 2015; Radford,
2014; Castro etal.,, 2017). Un ejemplo de ello son los
niveles de algebrizacién de las practicas matematicas
de Godino et al. (2015), quienes reflexionan sobre la
importancia de las representaciones estereotipadas
sobre los estudiantes y las particularidades de la
formacidn inicial y continua de los profesores que les
posibiliten caracterizar a los estudiantes de acuerdo
con su identidad para aprender matematicas. En este
sentido, valdria la pena reflexionar sobre las tareas
que los profesores preparan y ejecutan en la clase
de matematicas para desarrollar el razonamiento
algebraico en los estudiantes.

De acuerdo con Galeano et al. (2015), la revisién
documental es una metodologia que permite recu-
perar investigaciones para describirlas o, en algunos
casos, para trascender de manera reflexiva sobre
ciertas categorias. En particular, en este articulo
se retoman investigaciones asociadas al algebra
escolar y las representaciones auxiliares para el
desarrollo del razonamiento algebraico. Se organiza
lainformacién para reconocer la naturaleza del alge-
bra desde diversas perspectivas, las metodologias
implementadas para su desarrollo, y las limitaciones
y retos de las investigaciones. Se consideraron tesis
doctorales, articulos de investigacion, capitulos de
libros y libros. Para la busqueda de la informacion,

se realizd un rastreo en las bases de datos de Scopus
y SpringerLink. Se seleccionaron los documentos
que, en el titulo, el resumen o en las palabras clave,
hicieran alusién a los términos argumentacién en
clase de matematicas, algebra escolar y razona-
miento algebraico.

De acuerdo con esta consideracion, se encon-
traron 670 documentos, de los cuales se analizaron
50. Los documentos fueron seleccionados siguiendo
ciertos criterios de inclusién: 1) estudios sobre razo-
namiento algebraico publicados entre 2010 y 2021;
2) investigaciones realizadas en educacion inicial,
educacion secundaria o en formacion de profesores;
y 3) documentos escritos en espafol o inglés. Como
criterios de exclusion se consideraron: 1) trabajos
escritos en otros idiomas que no cumplieran con los
criterios de inclusién; y 2) estudios aplicados en el
campo de las matematicas puras o en otras ciencias.

Para el andlisis de los documentos, se utilizé
una matriz bibliografica en Microsoft Excel. En ella,
se organizaron los textos de acuerdo con el tipo
de documento, el titulo, el afio de publicacién y un
analisis. Luego, se identificaron puntos en comun,
lo cual permitié clasificar los documentos en cinco
categorias: en la primera, aquellos documentos cuyo
énfasis estaba en la caracterizacion de la natura-
leza del razonamiento algebraico; en la segunda,
documentos que presentaban relaciones entre la
argumentaciéon y el razonamiento algebraico; en
la tercera, documentos cuyo énfasis estaba en las
dificultades de los estudiantes con el lenguaje mate-
matico para el tratamiento de expresiones algebrai-
cas; en la cuarta, documentos que abordaban las
representaciones auxiliares para el desarrollo del
razonamiento algebraico; y en la quinta, documentos
sobre la caracterizacion del razonamiento algebraico
y lazona de emergencia del pensamiento algebraico.
Enla Tabla 1 se muestran los documentos clasificados
segun cada categoria.
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Caracterizacion de la naturaleza
del razonamiento algebraico

Tabla 1. Clasificacién de los documentos segtn cada categoria

Categoria Documentos

Godino et al. (2014); Kohanova (2019); Zapata
(2019); Ellis (2020); Marifio (2020); Marifio ef al.
(2021); Penagos (2021); Torres et al. (2021).

Relaciones entre la argumentacion
y el razonamiento algebraico

Posada (2010); Hunter (2014); Vergel (2014); Goizueta (2015);
Durango (2017); Mata y Da Ponte (2019); Molina (2019);
Develaki (2020); Echeverry (2020); Toro (2020); Eriksson y
Sumpter (2021); Bautista et al. (2021); Fu ez al. (2022).

Dificultades de los estudiantes con
el lenguaje matematico para el
tratamiento de expresiones algebraicas

Rojas (2012); Flores y Azumendi (2016);
Quintero (2018); Kop et al. (2019).

Representaciones auxiliares para el
desarrollo del razonamiento algebraico

Bjuland (2012); Hunter ef al. (2018); Nilsson y Eckert (2019); Kilhamn
y Brating (2019); Otten ef al. (2019); Medova et al. (2020); Valoyes
y Zapata (2021); Hunter y Miller (2022); Soneira (2022)

Caracterizacion del razonamiento
algebraico y la zona de emergencia
del razonamiento algebraico

Socas (2011); Aké (2013); Chrysostomou ef al. (2013); Leey
Hackenberg (2014); Godino et al. (2015) Hackenbergy Lee
(2016); Castro et al. (2017); Vergel y Roja (2018); Gaita y
Wilhelm (2019); Hewitt (2019); Opsal (2019); Rodrigues
y Serrazina (2019); Burgos (2020); Chimoni et al. (2019);

Hackenberg et al. (2021); Zapatera y Quevedo (2021).

Fuente: elaboracién propia.

Resultados

En este apartado se describen las categorias deriva-
das del andlisis realizado. Se presenta inicialmente,
una descripcion de cada categoria y luego una tabla
en donde se muestran las tendencias y desafios iden-
tificados en cada categoria.

Caracterizacion de la naturaleza
del razonamiento algebraico

Esta categoria se caracteriza por abordar la natu-
raleza del algebra desde la perspectiva del razona-
miento y del pensamiento (lordenau et al, 2019),
principalmente en la conceptualizacién de la nocién
de variacidn (Ellis et al., 2020), los procesos de gene-
ralizaciéon (Godino et al., 2014), la demostracién
matematica (Fu et al., 2022) y la solucién de proble-
mas (Medova et al,, 2020). Los documentos resefiados
analizan estas caracteristicas desde los procesos de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas esco-
lares. La mayoria de estas investigaciones son de
ambito internacional, procedentes del continente
europeo y tienen autores como Torres et al. (2021),
Kohanova y Solstad (2019), Godino et al. (2014) y
Ellis et al. (2020). En Colombia, se han realizado
investigaciones con autores como Penagos (2021),
Zapata (2019) y Marifio et al. (2021).

Frente a la naturaleza del algebra, algunos estu-
dios abordan las propiedades implicitas en esta area,
como la comprension de simbolos (Hackenbergy Lee,
2016), la generalizacion aritmética (Godino y Font,
2003), 1a operacionalizacion de las estructuras alge-
braicas a través de operaciones matematicas (Torres
y Canadas, 2021) y la relacion entre demostracion,
justificacion y prueba en el razonamiento algebraico
(Pefiagos, 2021).

Esta caracterizacidn se ha realizado desde diver-
sos contextos y perspectivas, como en la investigacién
de Marifio (2020), quien menciona la gran pluralidad
y desacuerdos en la comunidad académica frente al
pensamiento variacional y su naturaleza. Ademas,
presenta critica a la mirada focalizada del investi-
gador y no desde el pensamiento de los estudiantes,
quienes son los principales actores en su proceso
de formacién académica. También conceptualiza el
pensamiento variacional como las interacciones entre
los procesos que ocurren mediante las acciones de
los estudiantes al resolver problemas y las formas
de comprender dichos procesos para trascender a
nuevas formas de pensar sobre ellos.

Cuando se hace referencia al algebra escolar, son
varios los conceptos relacionados con este tipo de
pensamiento, entre ellos, el de variable o simbolo, el de
estructura y generalizacion. Estas nociones son el foco



de atencién de las tendencias investigativas debido a
las dificultades presentadas tanto por los profesores
como por los estudiantes (Castro et al, 2017). En este
sentido, Penagos (2021) afirma que al desarrollar el
razonamiento algebraico, se tiene la capacidad de
manipular analiticamente las variables, lo cual es
una actividad fundamental en el aprendizaje de las
matematicas y, como consecuencia, del dlgebra escolar.
Ademas, resalta la importancia de proponer tareas
que favorezcan el avance cognitivo de los estudiantes,
guiandolos hacia diversas formas de pensary entender
los procesos algebraicos al resolver problemas. De este
modo, se convierten en sujetos propositivos de nue-
vos problemas, con la habilidad de refutar, justificar
y explicar conscientemente los procesos realizados.

Ademas, en investigaciones como la de Torres
et al (2019) y Godino y Font (2003), se resalta la
importancia del razonamiento algebraico y se ubica
en el centro de las matematicas, ya que su desarrollo
progresa paralelamente con habilidades como gen-
eralizar, usar adecuadamente el lenguaje simbolico
y operar con estructuras funcionales o ecuaciones
y sus variables mediante reglas sintacticas que per-
miten transformar estas expresiones. Esto implica
formalizar y generalizar como eje central de este tipo
de razonamiento. En estas investigaciones se propone
la modelacién algebraica como instrumento para
simplificar las técnicas de solucion de problemas por
parte de los estudiantes y, de esta manera, ayudarlos
a progresar en los niveles de algebrizacidn.

Otras investigaciones se centran en la caracteri-
zacion del razonamiento algebraico a partir del ana-
lisis realizado a los profesores (Zapatera y Quevedo,
2021). Por ejemplo, Zapata (2019) se enfoca en las
transformaciones conceptuales de los profesores de
primaria que promueven intervenciones de caracter
algebraico en los primeros niveles de escolaridad.
Uno de sus hallazgos apunta a que los profesores
califican el algebra dentro de componentes analiticos
como la indeterminacion, la justificacién de enuncia-
dos verdaderos y la designacién simbélica, debido
a la conjugacion entre el campo de las estructuras
algebraicas y las operaciones no convencionales.
Concluyen que investigar en las primeras etapas del
aprendizaje puede facilitar nuevas formas de pensa-
miento algebraico. De la misma manera, Kohanova y
Solstad (2019) llevaron a cabo una investigacion a
partir de un curso de generalizacién con profesores
de educacion primaria, con la intencién de demostrar
la estrecha relacion entre los procesos de genera-
lizacién y los de justificaciéon y demostracion. En
este estudio se evidenciaron las dificultades de los
profesores con el lenguaje simbolico, convencional y
general para expresar las ideas matematicas.

Por otro lado, se han realizado estudios acerca de
los procesos de generalizacidn en estudiantes, como
el realizado por Torres y Canadas (2021), en el cual
se describen los procesos de estudiantes de segundo
grado a través de una tarea de generalizacion utili-
zando funciones como y = x+3. Los resultados revelan
larelacion entre la abduccion, la deduccién y la gene-
ralizacion, lo cual aporta una perspectiva tedrica para
caracterizar el proceso de generalizacion a partir del
tratamiento de las estructuras algebraicas. Ademas,
esto resulta fundamental para describir los procesos
de pensamiento relacionados con el algebra escolar.
Por otro lado, Godino et al. (2014) sefialan dos carac-
teristicas esenciales del dlgebra: el uso de simbolos y
las relaciones entre objetos, como férmulas, funcio-
nes y expresiones, que se transforman mediante la
aplicacidn de reglas sintacticas.

Finalmente, Ellis et al. (2020) proponen una
caracterizacion del razonamiento algebraico basada
en los conceptos de variacién y covariacion, con-
siderando el razonamiento suave y continuo como
eje fundamental para comprender las matematicas
del cambio. Sugieren que el desarrollo de la idea de
funcién y tasa, junto con la covariacién continua de
escala, proporciona una forma complementaria de
razonamiento que puede fomentar comprensiones
productivas y plausibles para apoyar el pensamiento
algebraico de los estudiantes. Concluyen que es nece-
sario comprender mejor la naturaleza del algebra a
través de nuevas investigaciones en este campo.

De acuerdo con los documentos de esta catego-
ria, se logra identificar ciertos retos en cuanto a la
caracterizacion del algebra escolar, considerando la
inexistencia de un acuerdo comun entre la comuni-
dad académica en este aspecto. Se podria profundizar,
ademas, en los rasgos algebraicos surgidos dentro de
la zona de emergencia del razonamiento algebraico
parareflexionar sobre otras maneras de ensefar esta
rama de las matematicas, reconociendo la impor-
tancia del papel de los niveles de algebrizacién y la
relacion entre los diferentes tipos de razonamiento
con el propésito de algebrizar el curriculo.

Argumentaciéon en
educacion matematica y
razonamiento algebraico

Esta categoria se caracteriza por investigaciones
interesadas en la argumentacién en las clases de
matematicas en relacion con el desarrollo del razo-
namiento. Algunos de los trabajos resefiados resaltan
el modelo de Toulmin (2003) como pauta para exa-
minar los argumentos de profesores y estudiantes
(Toro y Castro, 2020). Otros documentos muestran

Algebra y argumentacion: desafios para la investigacién en educacién matematica

]
S
2

>

]
[




Numero 60 / Universidad Pedagégica Nacional / Facultad de Educacion / 2024 /

cédmo la discusidn de tareas en las clases se convierte
en un entorno propicio para desarrollar la argu-
mentacién y el razonamiento. En esta categoria, se
destacan en el &mbito nacional las investigaciones de
Durango (2017), Posada (2010), Toro (2020) y Vergel
(2014); mientras que en la esfera internacional se
distinguen los trabajos de Fu et al. (2022), Bautista
et al. (2021), Pereira y Da Ponte (2019), Eriksson y
Sumpter (2021) y Hunter (2014).

Los estudios internacionales evidencian un inte-
rés en las acciones pedagdgicas de los profesores para
llevar a cabo practicas, tareas y estrategias que permi-
tan a los estudiantes una mayor participacion a través
de sus discursos, comunicaciones y razonamientos,
especialmente en el &mbito del dlgebra (Hunter et al,
2018). Estos procesos son examinados en investiga-
ciones como la de Hunter (2014), quien problematiza
las posibles acciones pedagégicas para ayudar a los
estudiantes a involucrarse en el desarrollo del razo-
namiento algebraico temprano y menciona el uso de
la argumentaciéon como eje fundamental para este
fin. Se invita a la comunidad académica a proponer
tareas que apunten al desarrollo de generalizaciones.

En concordancia con lo anterior, se destaca la rele-
vancia del disefio de tareas que permitan la intera-
ccidn de varias areas para fomentar el razonamiento
matematico en los estudiantes. Por ejemplo, en los
aportes de Erickson y Sumpter (2021), se analiza la
naturaleza de los argumentos (predictivos, de veri-
ficacién y evaluativos) y las estrategias implementa-
das durante la ejecucidon de tareas que articulan las
fracciones con el algebra.

En la misma linea de las acciones pedagégicas de
los profesores de matematicas enfocadas en el disefio
de tareas, se encuentran investigaciones similares
centradas en las interacciones entre los subprocesos
del razonamiento algebraico y la argumentacién.
Desde la perspectiva de Pereira y Da Ponte (2019),
el disefio de tareas enfocadas a la generalizacion con-
duce ala generalizacion abductiva de los estudiantes.
Ademas, cuestiona las practicas de aula centradas en
el desarrollo de estas tareas a través de la deduccion
y deja como desafio la elaboracién de estrategias que
articulen ambos tipos de generalizacion. En este sen-
tido, se puede afirmar que el proceso clave dentro del
razonamiento algebraico esla capacidad de formular
preguntas, resolver estrategias, formular, probar,
generalizar y justificar conjeturas. Esto se relaciona
con los procesos de la argumentacion (Goizueta,
2015; Radford, 2014; Kohanova y Solstad, 2019).

Dentro de la planeacién de los profesores de mate-
maticas en sus clases, existen recursos y materiales
de apoyo. Por ejemplo, uno de los elementos mas

utilizados son los libros de texto por su variedad de
problemas, ejercicios y ejemplos (Castro et al, 2017).
Sin embargo, existen discusiones sobre su relevancia
en la ensefianza actual. Algunos autores (Palacios y
Garcia, 2018) consideran los libros de texto como
oportunidades para que los estudiantes aprendan
sobre razonamiento y prueba en el contexto del alge-
bra escolar. No obstante, la investigacion de Fu et al.
(2022) concluye que los libros de texto en China pro-
mueven habilidades procedimentales y repetitivas.
Es decir, las tareas propuestas en estas herramientas
generalmente no se enfocan en el desarrollo de razo-
namientos y argumentos.

En el contexto nacional, diversos estudios mues-
tran un panorama similar en cuanto a la importancia
de reconocer los recursos semiéticos de los estudian-
tes, sus avances en el uso del lenguaje y el simbolismo
al aprender algebra. Ademas, es necesario caracteri-
zar la naturaleza de la argumentacion en las clases
de matematicas. Bautista et al. (2021) afirman que
es posible establecer vinculos entre el razonamiento
aritmético y el razonamiento algebraico de los estu-
diantes, a través de diversas representaciones sin
recurrir al simbolismo. Asimismo, se pueden esta-
blecer conexiones entre los procesos argumentativos
y algebraicos mediante la implementacion de tareas
que fomenten la interaccién discursiva de los estu-
diantes para defender o refutar ideas. Por otra parte,
la investigacion de Vergel (2014) destaca la impor-
tancia de reconocer las explicaciones, argumentos
y formas de pensar de los estudiantes al expresar
generalizaciones de patrones. Ademas, se resalta
la analiticidad del razonamiento algebraico y se lo
caracteriza desde su naturaleza de indeterminacion
como pensamiento algebraico factual y pensamiento
algebraico contextual.

Dentro de los trabajos centrados en los vinculos
entre la argumentacion y el razonamiento, sobresa-
len los andlisis de Posada (2010), Goizueta (2015) y
Develaki (2020), quienes reconocen que el nexo se
manifiesta en la manera en que conceptualizamos y
validamos afirmaciones. La argumentacién abarca el
proceso complejo de formular aseveraciones, some-
terlas a escrutinio, respaldarlas con justificaciones,
cuestionar esas justificaciones y rebatir criticas,
mientras que el razonamiento se enfoca en la activi-
dad central de presentar razones para sustentar una
aseveracidn y evaluar cdmo esas razones fortalecen
dicha aseveracion.

En este mismo sentido, Toro (2020) focaliz6 su
investigacion en la comprension de la argumentacion
del profesor de matematicas durante la discusion
de tareas en clase. Desde este punto de vista, se



reconocen tres caracteristicas de la argumentacion
correspondientes a las dimensiones comunicativa,
interaccional y epistémica. En la primera, se identifi-
can las afirmaciones, cuestionamientos, expresiones
y gestos del profesor. En la segunda, se distinguen las
normas de clase, la discusién y el convencimiento
como rasgos durante la interaccion entre profesores
y estudiantes. Y en la tercera, se destacan cualidades
como la capacidad de manipular objetos matema-
ticos, tratar los errores procedimentales, la justifi-
cacion y la refutacion. Del mismo modo, Echeverry
(2020) propone situaciones que generen incertidum-
bre mediante el disefio de tareas en geometria 3D
para promover el conocimiento de futuros profesores
de matematicas a través de la movilizacidn de sus
procesos argumentativos.

De otra parte, se resaltan las investigaciones que
implementan el modelo de Toulmin. En el trabajo de
Durango (2017), se caracteriza la argumentacién de
profesores en formacidn, la cual se centra en lalogica
formal mediante ciertos elementos argumentativos,
tales como datos, conclusiones, garantias, soportes,
cualificadores modales y refutadores (p. 182). Este
es un estudio de caso en el que se analizaron los
argumentos mediante preguntas y respuestas, cuyo
objetivo era justificar, defender y refutar para con-
vencer a un auditorio sobre puntos de vista o cono-
cimientos de geometria. De manera similar, Molina
(2019) establece un conjunto de normas vinculando
el Enfoque Ontosemiético y el modelo de Toulmin
como herramienta para estructurar los procesos
argumentativos.

Como conclusion a esta linea, se reconocen ciertas
tendencias. En primer lugar, se ha observado una
tendencia a investigar la argumentacién de los profe-
sores en formacidn con el propdésito de mejorar, en el
futuro, los argumentos de sus estudiantes (Echeverry,
2020). Un profesor capaz de dominar esta habilidad,
seguramente planeard, disefiara y ejecutara tareas
para motivar la argumentacién de sus estudiantes
(Molina, 2019). Por esta razén, uno de los desafios
se centra en la elaboracién de estrategias destinadas
a facilitar el desarrollo de la competencia matema-
tica de argumentacion dentro del algebra escolar.
En segundo lugar, se ha notado una relacién entre
la argumentacién y el razonamiento algebraico en
procesos como justificar, refutar, generalizar y operar
estas generalizaciones (Goizueta, 2015). Ademas, se
ha observado que el discurso, los gestos, el uso del
lenguaje y el manejo de los simbolos emergentes en
el aula de clase durante la interaccién entre profe-
sores y estudiantes (Toro, 2020) también tienen un
papel importante en la argumentacién. Finalmente,
se reconoce la necesidad de investigar mas a fondo la

relacidn entre argumentacion y razonamiento alge-
braico, ya que no se ha encontrado ningtin estudio
explicito que los vincule directamente.

Dificultades de los estudiantes
con el lenguaje matematico
para el tratamiento de
expresiones algebraicas

La mayoria de las investigaciones en esta catego-
ria se relacionan con los trabajos de los apartados
anteriores, ya que se centran en las dificultades que
tanto profesores como estudiantes enfrentan en los
subprocesos del razonamiento algebraico. Estos estu-
dios se enfocan en las contrariedades evidenciadas
en las actitudes hacia las matematicas (Flores y Azu-
mendi, 2016), como la motivacién, la ansiedad y la
confianza, las cuales afectan el desarrollo cognitivo de
los estudiantes y provocan falta de comprension en
los estadios semioticos, estructurales y auténomos.
Ademas, estas dificultades en algebra pueden derivar
de la aritmética, errores en los procedimientos, la
naturaleza del lenguaje algebraico y las dificultades
en la generalizacién por parte de los estudiantes.

Con relacion al sentido en los estadios semidticos,
referidos a los niveles de desarrollo cognitivo a los
que los estudiantes pueden llegar en su capacidad
para dar sentido a las formulas algebraicas a través
del uso de signos nuevos y significados de signos
ya conocidos (Socas, 2011), el trabajo de Kop et al.
(2019) se propuso mejorar la capacidad de lectura
de las formulas algebraicas. Es decir, identificar
su estructura y el vinculo con su representacion
grafica mediante el reconocimiento y el razonamiento
cualitativo. En su investigacién, mostraron que las
representaciones graficas de una funcién pueden
influir en el desarrollo del razonamiento algebraico
en los estudiantes. En esta misma direccién, Rojas
(2012), Bjuland (2012) y Soneira (2022) focalizan sus
investigaciones en las dificultades con los recursos
semioticos y categorizan estos obstaculos en cuatro
grupos: el reconocimiento simbélico de las expresio-
nes, el estancamiento en situaciones dadas, cambios
en las comprensiones de los contenidos algebraicosy
los impedimentos con el lenguaje matematico, espe-
cialmente en los procesos de generalizacién.

Otro tipo de dificultades presentadas en el apren-
dizaje del algebra son aquellas relacionadas con los
procesos de operatividad y las propiedades de los
conjuntos numéricos, las cuales dotan de sentido
a los conceptos algebraicos. En trabajos como el de
Quintero (2018), se propusieron ciertas Actividades
Orientadoras de Ensefianza con respecto a los con-
ceptos de funcién y limite, reconociendo dificultades
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en torno a la falta de apropiacion de estas nociones y,
como consecuencia, obstaculos para comprenderlas
y aplicarlas correctamente en diversas situaciones.
Estas Actividades Orientadoras de Ensefianza pue-
den ser vistas como analogas a las tareas disefiadas
para el aprendizaje y desarrollo del razonamiento
algebraico relacionado.

En esta categoria, el desafio esta en el disefio
y aplicacién de intervenciones que no se centren
Unicamente en los procesos de generalizacién. Las
dificultades en el aprendizaje del algebra abarcan
otras dimensiones relacionadas con los niveles de
razonamiento algebraico en educacién secundaria,
como el uso y tratamiento de parametros para el
estudio de estructuras algebraicas.

Representaciones auxiliares
para el desarrollo del
razonamiento algebraico

Teniendo en cuenta la necesidad de reflexionar sobre
la didactica del algebra escolar, en esta tendencia se
analizan las propuestas didacticas de investigaciones
en las cuales se implementan estrategias basadas en
la modelacidn, la resolucién de problemas abiertos,
actividades de generalizacion, el disefio de tareas,
entre otros. En la investigacién de Otten et al. (2019),
se realiza una intervencién en educacion primaria
basada en un modelo de equilibrio para solucionar
ecuaciones lineales y se compara el efecto de un maévil
colgante estatico en papel y un movil colgante fisico
manipulable. Los resultados concluyen que ambos
modelos influyen positivamente en el aprendizaje de
los estudiantes, pero es mas relevante el modelo que
utiliza material concreto.

Del mismo modo, en Hunter y Miller (2022) y
Medova et al. (2020), se relaciona la ensefianza
del algebra con artefactos culturales y cotidianos.
Estos autores investigaron el desarrollo de proble-
mas matematicos desde perspectivas cualitativas y
cuantitativas, en el marco de tareas y subtareas con
diferentes niveles de razonamiento combinatorio,
de generalizacién algebraica y de razonamiento
matematico general. Estos autores advierten que
en las clases de matematicas se deben utilizar con
mas frecuencia problemas abiertos enfocados en
probar una desigualdad o imposibilidad en un
entorno cotidiano. A través de estos problemas,
los estudiantes tienen mas éxito en el desarrollo
de habilidades demostrativas, de razonamiento y
de generalizacién. Ademads, sugieren investigar la
manera en que estas destrezas se relacionan con
otras competencias matematicas.

En esta categoria, se destacan las estrategias peda-
gdgicas utilizadas por los profesores de matematicas
para promover el desarrollo del razonamiento
algebraico. Algunos investigadores, como Hunter
et al. (2018), se han centrado en el desarrollo pro-
fesional y su importancia en el avance cognitivo de
los estudiantes. En particular, se analiza la manera
en que se identifican y emplean oportunidades para
involucrar a los estudiantes en los procesos de justi-
ficacion, generalizacidn y prueba.

Asimismo, Valoyes y Zapata (2021) afirman que
las dificultades con el aprendizaje del algebra surgen
debido a las caracteristicas de la formacién inicial y
continuada de los profesores de matematicas. En su
mayoria, estos profesores no reflexionan sobre los
mecanismos que permiten a los estudiantes com-
prender las nociones matematicas, lo que resulta en
la creacion de identidades equivocadas y excluyentes
de sus estudiantes. Esto se convierte en uno de los
problemas dentro de la didactica del algebra. Como
uno de los desafios, seflalan la necesidad de analizar
la estructura que configura una buena practica de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas.

Por otro lado, algunos documentos han mostrado la
eficacia de intervenciones desde otros campos educa-
tivos. Tal es el caso de Kilhamn (2019), quien investiga
la interseccion entre el razonamiento algebraico y el
computacional a través de la planeacion y ejecucion de
una tarea que permita a los estudiantes usar diferen-
tes simbolos para representar un mismo significado.
Ademas, resalta la importancia de investigar sobre las
estructuras de los algoritmos en educacion infantil
paralograr un mejor desarrollo del razonamiento alge-
braico, especialmente en el proceso de generalizacidn.
Un trabajo en esta misma direccidn es el de Nilsson y
Eckert (2019), quienes implementaron tareas basadas
en la codificacidn de colores para apoyar procesos
de flexibilidad en los estudiantes y asi reconocer la
relacién entre una expresion algebraica y la estructura
visual de patrones. Ademas, dejan abierta la necesidad
de planificar secuencialmente el disefio de tareas que
permitan el desarrollo de estos procesos en futuras
investigaciones.

Los desafios identificados en esta categoria giran
en torno a la planeacion, ejecucion y reflexion de
estrategias que permitan el progreso del razona-
miento algebraico en los estudiantes de educacion
media. En este analisis documental, se identificd
mayoritariamente como poblacién a profesores en
formacion y se enfoca en la ensefianza del algebra
temprana en educacién primaria. Es decir, no se inclu-
yen estudiantes de los ultimos afios de escolaridad
en esta tendencia.



Caracterizacion del razonamiento
algebraico y la zona de emergencia
del pensamiento algebraico

La mayoria de las investigaciones consultadas se con-
centran en esta tendencia debido a las tensiones que
siempre han existido entre el paso de la aritmética al
algebra. Algunos reconocen esta controversia como
una dicotomia (Gaita y Wilhelmi, 2019), mientras
que otros la consideran una zona de emergencia
durante el transito del razonamiento cuantitativo
al algebraico (Hackenberg et al.,, 2021). Asimismo,
se han propuesto metodologias y enfoques para
contribuir a la caracterizacion del algebra escolar.
Entre estos se encuentran los aportes de Godino et al.
(2015), las tesis doctorales de Aké (2013) y Burgos
(2020), que proponen los niveles de algebrizacion
para caracterizar la practica matematica; el libro de
Vergel y Rojas (2018), en el cual se propone la tarea
como un elemento artificial en la educacion del estu-
diante, disefiado para observar ciertas caracteristicas
del desarrollo del pensamiento matematico; articu-
los derivados de congresos sobre la ensefianza y el
aprendizaje del dlgebra, como los de Lurdes (2019),
Opsal (2019), Chimoni et al. (2019) y Hewitt (2019),
que destacan la importancia de modelar situaciones
y enfocarse en sus estructuras para desarrollar el
pensamiento algebraico en estudiantes de educacion
infantil; y articulos en revistas indexadas, como el de
Lee y Hackenberg (2014), Castro et al. (2017), Zapa-
tera y Quevedo (2021), Hackenberg y Lee (2016),
Socas (2011) y Gaita y Wilhelmi (2019), que enfati-
zan en la importancia de investigar el transito de la
aritmética al algebra para lograr una interpretacion
adecuaday, asi, alcanzar una comprensién estructu-
ral del dlgebra.

Varias reflexiones planteadas en estos estudios
exponen las formas en las que se desarrolla el
razonamiento algebraico y el papel desempefiado
en los niveles de algebrizaciéon de las practicas
matematicas escolares propuestos por Godino
etal (2015) y ampliadas por otros investigadores
espafioles. El objetivo de estos trabajos es permitir
que los estudiantes progresen en los niveles de
algebrizacion a través de la implementacion de
diversos modelos, instrumentos o metodologias.
En esta perspectiva, se destaca el uso de tareas
introductorias sobre proporcionalidad relaciona-
das con la manipulacién de tablas numéricas y el
planteamiento de cuestiones dirigidas a reconocer
las propiedades de las funciones y de los conjuntos
numéricos, teniendo en cuenta los procesos de
generalizacién matematica (Burgos, 2020; Rodri-
gues et al, 2019, Hewitt, 2019).

De otra parte, se identificé el interés por estudiar
las relaciones entre el razonamiento algebraico, el
pensamiento fraccionario y el razonamiento reci-
proco en la escritura y manipulacién de ecuaciones
lineales. El principal instrumento utilizado en esta
tendencia son las tareas algebraicas. Por ejemplo,
Lee y Hackenberg (2014), Chimoni et al. (2019),
Gaita y Wilhelmi (2019), Hackenberg y Lee (2016)
y Hackenberg et al. (2021) investigan la necesi-
dad de elaborar tareas y actividades que apoyen el
uso de las operaciones y esquemas formados por
los estudiantes al trabajar con ecuaciones lineales,
numeros enteros y fracciones para dar significado
a los simbolos literales. Sin embargo, Godino et al.
(2015) y Chrysostomou (2013) aclaran el caracter
algebraico asignado a estas tareas y sugieren que se
debe atribuir a la actividad realizada por el individuo
que resuelve un problema, no a las propias tareas,
las cuales se pueden resolver de distintas maneras,
pudiendo poner en juego una actividad algebraica
diferente (p. 119). Es decir, aunque se planifiquen
tareas aparentemente algebraicas, la solucién por
parte del estudiante podria ser de caracter aritmético
dependiendo de sus estilos cognitivos. En esta misma
direccidn, Castro et al. (2017) utiliza los niveles de
algebrizacién? para analizar el caracter algebraico de
las tareas propuestas en cinco libros de matematicas
y propone tareas adecuadas a cada nivel.

En otros documentos se reportan investigaciones
sobre la llamada zona de emergencia del dlgebra,® a
través del analisis de los significados de los estudian-
tes en relacion a las incégnitas, el simbolo igual y los
conceptos multiplicativos. Se toman en consideracion
todos los subprocesos dentro del razonamiento alge-
braico. Al respecto, Socas (2011) cuestiona la postura
que considera al dlgebra como una generalizacién
meramente aritmética. Segun él, aprender algebra
implica un cambio de pensamiento informal a uno
formal, y un transito de lo procedimental a lo estruc-
tural. Esto debe ser el foco de las investigaciones

2 Deacuerdo con Castro et al. (2017), los niveles de algebriza-
cién para estudiantes de primaria son: Nivel 0: ausencia de
razonamiento algebraico, se trabaja con objetos particulares
y no se generaliza. Nivel 1: algebrizacion incipiente, se utili-
zan objetos intensivos y se aplican relaciones y propiedades
de las operaciones. Nivel 2: algebrizacion intermedia, se usan
variables simbdlicas para referir a los objetos intensivos y se
resuelven ecuaciones de la forma Ax + B = C. Nivel 3: alge-
brizacion consolidada, se generan objetos intensivos simbo-
licos y se opera con ellos, se resuelven ecuaciones del tipo
Ax + B =Cx + Dy se formulan reglas candnicas de expresion
de funciones y patrones.

3 Entendido por Radford (2010) como un espacio donde los
estudiantes comienzan a transitar hacia el pensamiento alge-
braico, enfrentdndose a desafios cognitivos y epistémicos que
pueden generar bloqueos y confusiones.
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actuales. En consecuencia, una interpretacion inco-
rrecta de esta zona puede llevar al estancamiento
de los estudiantes en el pensamiento aritmético,
siendo este el principal desafio en esta tendencia
(Radford, 2014).

Finalmente, algunos investigadores (Zapatera y
Quevedo, 2021) proponen algebrizar el curriculo
desde el nivel de primaria hasta el de secundaria,
ya que su introduccion tardia puede tener un efecto
negativo en el desempefio de los estudiantes, eviden-
ciando una desconexion con las demas areas de las
matematicas.

Podria afirmarse que hay varias investigaciones
en educacion inicial y formacion de profesores
relacionadas con la introduccién de conceptos
algebraicos desde edades tempranas. Sin embargo,
preocupa la situacion de aquellos estudiantes que
se han quedado estancados en la zona de emer-
gencia del algebra. Por esta razon, es necesario
investigar mas sobre este tema y desarrollar inter-
venciones que ayuden a los estudiantes a superar
esta dificultad.

Finalmente, se presentan en la tabla 2 las tenden-
cias y desafios identificados en las cinco categorias.

Tabla 2. Tendencias y desafios identificados en cada categoria

Categoria

Tendencias

Desafios

Transformaciones conceptuales de profesores.
Interacciones en la solucién de problemas.

Caracterizacion de

la naturaleza del

razonamiento algebraico
de estructuras algebraicas.
Variacion y covariacidn.

Manipulacién analitica de variables.
Formalizaciones y generalizaciones.
Generalizaciones a partir del tratamiento

Unificar un acuerdo frente a la
naturaleza del algebra escolar.

Dificultades con el discurso y el razonamiento.
Razonamiento algebraico temprano.

Modelo de Toulmin.
Discusion de tareas en las

Relaciones entre la .
clases de matematicas.

argumentacién y el
razonamiento algebraico

Tareas especificamente disefiadas.
Naturaleza de los argumentos.
Resolver estrategias, formular, probar,

Elaborar estrategias para el
desarrollo de competencias.
Investigar la relacion

entre argumentacién y
razonamiento algebraico.

generalizar y justificar conjeturas.
Argumentacion de docentes en formacion.

Actitudes hacia las matematicas.

Dificultades de los
estudiantes con el
lenguaje matematico
para el tratamiento de

Errores procedimentales.

Dificultades con los recursos semiéticos.
Estancamiento en los procesos de

generalizacion aritmética.

Disefiar y aplicar intervenciones
en educacion secundaria.

Usar parametros para el estudio
de las estructuras algebraicas.

expresiones algebraicas

El sentido de los conceptos algebraicos.

Representaciones auxiliares
para el desarrollo del
razonamiento algebraico

Modelos basados en material concreto.
Estrategias pedagégicas mediadas

por la indagacién.

Entornos para fortalecer los

procesos de justificacion.

Usar problemas abiertos para
la ensefianza del algebra.
Analizar la estructura de

las practicas de aula.
Plantear secuencialmente

el disefio de tareas.

Caracterizacion del
razonamiento algebraico y
la zona de emergencia del
razonamiento algebraico

El papel de los niveles de algebrizacion.

El estudio del concepto de variable y funcioén.
Relacién entre tipos de

razonamiento matematico.

Estudio de las ecuaciones lineales.

El caracter algebraico de las tareas.

La zona de emergencia del

razonamiento algebraico.

Profundizar en el anélisis de
la zona de emergencia del
razonamiento algebraico.
Algebrizar el curriculo.

Fuente: elaboracion propia.



Conclusiones

El objetivo de esta investigaciéon documental consis-
ti6 en identificar las tendencias y desafios en cuanto
al dlgebra escolar y su relacion con los procesos de
argumentacion en Educacién Matematica. En este
sentido, se lograron identificar ciertas tendencias y
desafios en cada una de las categorias propuestas. Se
evidencia la falta de acuerdo dentro de la comunidad
en cuanto a la naturaleza del razonamiento algebra-
ico, a pesar de que la mayoria de las investigaciones
concuerdan en que los procesos de generalizacion
son la principal caracteristica de este campo. Ademas,
la revisién muestra que la principal dificultad para
desarrollar el razonamiento algebraico se presenta
en el lenguaje simbdlico, los recursos semioticos y
la falta de conciencia de los estudiantes en relacién
alos procesos involucrados al operar con estos y dar
sentido a los conceptos algebraicos.

Algunas de las tendencias muestran la dicotomia
persistente entre el paso de la aritmética al algebra
y han centrado su atencién en la zona de emergencia
del algebra. En este sentido, podria ser objeto de
investigacion indagar por las formas de pensamiento
de los estudiantes y reconocer los aspectos que los
llevan a cambiar de un pensamiento informal a uno
formal. Entender este proceso puede ser clave para
facilitar dicho transito. Otras tendencias se enfocan
en los conocimientos pedagogicos de los profesores
de matematicas, donde se hace evidente la necesidad
y relevancia de disefiar y proponer tareas que fomen-
ten competencias en los estudiantes.

En relacion con los desafios, se destaca la nece-
sidad de abordar investigaciones orientadas al for-
talecimiento de ciertos procesos en los estudiantes,
como la comunicacioén, el razonamiento y la argu-
mentacién. Para ello, es importante profundizar en
la comprension de la zona de emergencia del alge-
bra, a fin de reflexionar sobre la ensefianza de este
tipo de conocimiento. Otros desafios identificados
son: la necesidad de establecer un acuerdo sobre
la naturaleza del algebra escolar; el énfasis que se
debe dar al disefio y aplicacién de intervenciones en
educacidn secundaria; el uso de parametros para el
estudio de las estructuras algebraicas; el empleo de
problemas abiertos para la ensefianza del dlgebra; la
importancia de reflexionar sobre las practicas en el
aula; y la profundizacién en la zona de emergencia
del razonamiento algebraico.

Ademas, se plantea la posibilidad de realizar
investigaciones enfocadas en el uso y manejo de para-
metros en las estructuras algebraicas por parte de los
estudiantes, con el fin de llegar a un consenso sobre
la naturaleza del razonamiento algebraico. Asimismo,

resulta importante profundizar en estudios sobre
la zona de emergencia del razonamiento algebraico
mediante estrategias que fomenten el desarrollo de
competencias matematicas, permitiendo asi com-
prender el vinculo entre estas, como por ejemplo,
entre el razonamiento algebraico y la argumentacion.
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