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1 Condicions de minim S

1 Condicions de minim.

1.1 Procediment

Consideri’s el problema d’optimitzacié:
p .
(P) min f(=)

on  indica una certa regié factible. Definirem els conceptes de direccid factible i de direccié
de descens:

Definicié 1.1 Direccié factible : Sigui el problema (P) i el punt factible z € Q. Es

diu que d € R" és una direccié factible sobre z si:

Ja>0|Va€e[0,a] : z+ade

Definicié 1.2 Direccié de descens : Sigui el problema (P) i el punt factible z € .
Es diu que d € R" és una direccié de descens sobre z si:

da>0|Va€[0,a] : f(z + ad) < f(z)

Les direccions que s’on alhora factibles i de descens representen direccions al llarg de les quals
la funcié objectiu pot millora sense deixar la regié factible Q2. Aix6 ens permet formular una
condicid necessaria de minim local:

Teorema 1.1 : Donat un problema (P), si z* € 2 és minim local, llavors no existeixen
direccion factibles de descens sobre z*

Si el conjunt  és un polidre (és a dir, 2 esta definit a partir d’un conjunt de constriccions
lineals) llavors 1’anterior condicié és necessaria i suficient.

1.2 Exercicis

Exercici 1.1. : pcominl/condicions d’optim

Donada la funcié f(X) = z2 4+ 222 4 323 + 2423 — 2923 — 522 — 10273 :

e Determineu i justifiqueu si aquesta funcié és estrictament convexa.
e A través de la propietat de I’0ptim X* d’una funcié f(X) en un domini, per la qual
Vf(X*)D > 0 per a tota direccié D, a partir de X*, factible respecte al domini, trobeu
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6 Aplicacions de la Programacid No Lineal: algorismes i exercicis

(si existeix/teixen) el/els punt/s del domini definit per:
2120 , 2220 , 2320

que minimitzin la funcié.

SOLUCIO

VECTOR GRADIENT I MATRIU HESSIANA.
221 + 24 2 1 0
ViX) = [4:c2+a:1 ~ gy — 5] ;o V2R(X) = [1 4 —1]
6.’63 — Ty — 10 0 -1 6

CONDICIO DE f(X) ESTRICTAMENT CONVEXA.
V2f(X) és definit positiu perqué els menors principals sén tots positius:

9 1 2 1 0
2>0 , det[1 4]=7>O,idet 1 4 -1|1=40>0
0 -1 6

Aixi doncs, V2f(X) és definit positiu per a VX (perqué V2f(X) és constant), i aixod és una
condicid suficient perqué f(X) sigui estrictament convexa.

MINIM DE f(X) A R"
f(X) és una funcié quadratica amb Q = V2f(X) definida positiva. Primer comprovarem
si el minim d’aquesta funcié quadratica estd dins del domini definit per z; > 0, z2 > 0, 23 > 0.
Per a una funcié quadratica %X’QX — B'X el gradient és G(X)=QX —B. Pera X =0
es té:

0 0
G=-B , GO)=VQ'= [—5] = B= [5}

-10 10
2 1 07
d’on f(X) = :}‘;X' I:l 4 -1|X-[0 5 10]X. X" és tal que @X* = B. Resolent el sis-
0 -1 6.
2 1 0 07 2 1 0 1 1172 1 0
tema |1 4 —I]X = [5 amb I:l 4 —ljl = [1/2 1 [ 7/2 —l}
[0 -1 6 10 0 -1 6 0 -2/7 14 40/7

s’obté:

r 1 2 1 0 7z 1 ] 0
1/2 1 ] [ 7/2 -1 } [z;] = [1/2 1 } [yz = [5] =
L0 -2/7 1 40/7] Lz 0 -2/7 1 Lysd L10
0
5
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1 Condicions de minim

2 1 0
[ 7/2 =1

40/7

z

3
3

Y1 0
Rk
Y3 80/7

que es troba fora de z; > 0, z2 > 0, z3 > 0.

}ﬁ

MINIM DE f(X) AL DOMINI DEFINIT PER z; >0, z5 > 0, 3 > 0.

T3] -1
z3 2

El minim al domini z; > 0, 2 > 0, z3 > 0 haura de satisfer V(X*)D > 0VD factible, i
estara sobre la frontera. S’hara doncs de satisfer:

d;
[2$1+£2 49+ 21 —23—5 6.‘[23—1‘2—10] ld2:|20

d3

Segons a quina faceta ens trobem de la frontera definida per z; > 0, z2 > 0, £3 > 0, es poden

donar els casos segiients:

'3
X3

a) z; =0, d2 i d3 qualsevol i d; > 0: ﬁ

[.‘Bz 429 — 23 -5 61,‘3—2:2-—10] [dz] > 0=«

d’on el sistema

{ 49 — 3
—x9+ 6z3 =10

=

£

dy

dy

d3

Z2 =40/232 0

z3=45/23>0

on X" és un minima z; >0, zo >0, z3 > 0.

X2

'a:220
42:2—133—5:0

6.’83—22—1020

45/23

0
= X' = [40/23]

(perque dy 2> 0)
(perqué dz

pot ser molt
negatiu)
(perque ds

pot ser molt
negatiu)

NN/FJH/EIO/UPC 98-99



Aplicacions de la Programacié No Lineal: algorismes i exercicis

b) 7, =0, d) i d3 qualsevol i dy > 0: ¢

X2

z2=0

d;
171:0
[22:1 £y —23—95 61’3—10] [dz] 20=>
d3 —z3-5>0

c) z3 =0, d; id; qualsevolidz >0: A«

i

. Xy

[21‘1 +29 4x9421—-5 —I9-— 10] [dg
ds

L’inic minim és doncs [}-(‘ =[0 40/23 45/23]'|.

d; i d3 qualssevol, i
d2>0

(perqué d; pot ser
molt negatiu)

(perqué do > 0)=

[z3 < -5 IMPOSSIBLE]

pot ser molt negatiu). Lla-
vors,siz;) > 0=>22<01i

d, 22+ 20 =0 (perqué d;
] >0=
viceversa= [IMPOSSIBLE

Exercici 1.2. : pcomin2/Condicions de minim

Donada la funcié f(z) = £? 4+ z2 + z1z2 — 621, trobeu (si existeix) el minim de la funcié
1 2

subjecte a z; > 2, z2 > 0.

(Empreu la propietat de ’optim z* Vf(z*)D > 0 per a tota direccié factible D respecte

al domini de definicio).
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2 Optimitzacid sense constriccions 9

2 Optimitzacio sense constriccions.

2.1 Metode de Nelder i Mead

2.1.1 Procediment
Sigui el problema:

minir)r(xitzeu f(X) (1)

amb X€R" i f(X): R"—IR. el qual ens proposem de resoldre amb només avaluacions de la
funcié i sense utlilitzar derivades (ni aproximar-les per diferencies finites).

L’algorisme de Nelder-Mead es basa en considerar un poliedre amb n+1 vértexs (en un
espai de dimensi6 n). De cada vértex cal emmagatzemar les seves coordenades i el valor de la
seva funcid, i1 a cada iteracid les coordenades de com a minim un dels vértexs canvien, de forma
que el poliedre va canviant la seva forma i posicié a IR®. Es doncs necessari emmagatzemar
una matriu n x n densa amb les coordenades dels vértexs, el qual fa que el métode no sigui
apropiat per a n gran.

Es comenga amb un poliedre regular amb un vértex a ’origen i situat de forma simeétrica
a l'ortant positiu. Les coordenades dels vértexs sén aleshores els de la matriu DEIR™*("+1):

0 a b b ... b 1
0 b ab ...0b asE& A (Veltn i)
D=19 20 ¢ w= B omb b= (vaTI-1) ° @
: e nv?2
0 b b b ... a 1: distancia entre vértexs

Cal avaluar f(X) a cada vertex formant un vector d’avaluacions FEIR"*! amb components
F()=f(X1), F(2)=f(X2), ..., F(n+1)=f(Xn+1), sent X1, X3, ..., Xn4+1 les coordenades dels
vértexs. En particular convé determinar el vértex amb millor (més baix) valor de la funcid, que
designarem per X,,, i el pitjor (amb més alt valor de la funcié), que designarem per Xys.

L’operacié basica, que cal repetir a cada iteracid, consisteix en determinar Xps de entre
tots els vertexs, i a calcular el punt X o centre de gravetat de tots els vertexs excepte el pitjor
Xum, el qual tindra components:

n+l

zG =%[(Zz;,-) —a:M,-] j= e n

i=1

NN/FJH/EIO/UPC 98-99



10 Aplicacions de la Programacié No Lineal: algorismes i exercicis

A partir de X es determina un nou punt Xg que és el reflex del punt pitjor Xps respecte
Xg:
Xr=Xg+a(Xg—Xm) amba >0 (normalmenta=1)

i avaluem la funcié a Xp trobant f(Xg).
L’algorisme compara f(Xgr) amb f(Xmm) i, si escau, amb f(X)ps) i pren les decisions
segiients:
* Si f(Xr)<f(Xm) fa una expansié
calculem Xg=Xg+7v(X6 — Xp) amb y>1 (normalment y=2)
> si f(Xg)<f(Xgr) canviem Xy per Xg i tornem a trobar el nou Xy i a calcular X¢
> si f(Xg)£f(XRr) canviem X)s per Xg i tornem a trobar el nou X i a calcular Xg
* Si f(XRr)>f(Xi) Vi#M fem una contraccié
calculem X¢=Xg+8(Xe — X») amb 0<A<1 (normalment §=0.5)
> si f(Xc)<f(Xm) canviem Xps per Xc i tornem a trobar el nou Xy i a calcular X¢g
> si f(Xc)£f(Xm) anem a l'etapa de reduccid que es descriu a continuacié
* Si f(XR)>f(Xp) fem una reduccid (fem tot el poliedre més petit només conservant el
vertex millor)
calculem X;=X;+6(X; ~ X)) ViZm amb 0<é<1 (normalment 6=0.5) i avaluem f(X;)
als nous punts i tornem a determinar els nous X7, X,, i a clacular Xg.

L’algorisme s’acaba quan el poliedre es fa molt petit o quan els valors de la funcié dels
distints vertexs es indistingible.
Pot trobar-se ’algorisme de Nelder-Mead descrit a [BERT95] pp. 144-148.

2.1.2 Exercicis

Exercici 2.1. : pnelml/métode de Nelder-Mead

S’aplica la metodologia de Nelder-Mead a minimitzar una funcié en un espai de dimensié
2, i tenim un poliedre amb tres vértexs X,, X) i X, on la funcié objectiu pren respectivament
els valors f(X4)=3, f(Xy)=41 f(X.)=5. Un cop realitzada I’operacié de reflexié obtenim un
nou punt X, on la funcié val f(X;). Indiqueu els valors que hauria de prendre f(X,) per tal
que el que seguis en ’aplicacié de algorisme fos cadascuna de les operacions:

e una expansio

e una contraccié

e una reduccioé a partir de X,

e que prengessim X, i descartessim X,.

SOLUCIO

EXPANSIO

Quan f(X,) té valor inferior al millor vertex (f(X,)) i a més si determinant un vértex
expandit X, al llarg de la direccié de X, a X,., el vértex expandit és encara millor. D’on hi
haura Expansid si:

f(Xr)S3=f(Xa) i f(Xe)<f(Xr)

CONTRACCIO

Quan f(X,) té valor pitjor que tots els actuals menys el pitjor:

f(Xy)=4< f(X:) < f(Xc)=5

NN/FJH/EIO/UPC 98-99



2 Optimitzacid sense constriccions 11

REDUCCIO
Quan f(X,) té valor pitjor que tots els actuals

f(Xr) > 5= f(Xe)

SUBSTITUCIO DE X, PER X,

Quan f(X,) té valor entre el millor i el pitjor actuals i no és només millor que el pitjor
actual (en el qual cas féra contraccid):

f(Xa) =3 < f(X;) 4= f(X)

També en el cas d’expansié infructuosa:

f(Xr) <3= f(Xa) i f(Xe) 2> f(Xr)

Exercici 2.2, : pnelm2/métode de Nelder-Mead

Sigui la funcié objectiu f(z) = 100(z? — z3)% + (z; — 1)? + (z3 — 1)2. En la resolucié
del problema m;trg f(z) pel métode de Nelder-Mead s’ha arribat a la iteracié k-éssima amb el
z€
seglient poliedre:
T L2 T3 T4
0 -1.495 0.546 —0.747
0 1.157 2.314 1.462
0 1.157 0.546 —1.189
f(z;)= [ 2 122.463 406.791 9.563

Apliqueu una passa del métode de Nelder-Mead a partir de P amba=1,8=0.5iv =2

P =

2.2 Exploracié lineal

2.2.1 Procediment

Consideri’s que en la resolucié del problema minxeg» f(z) s’ha arribat a I’iterat X, amb
la direccié de descens Dj. L’exploracié lineal aproximada per ajustos de corbes consisteix
en trobar l’escalar Mg, una aproximacié de la longitud de pas optima , definida com A, =
argmin{ f(X% 4+ ADi)|A > 0} El procedimant iteratiu que s’aplica consisteix en trobar, a cada
iteracié, un nou valor de A a partir de certa informacié sobre valors de la funcié_objectiu i les
seves derivades sobre diferents valors de A. El procés es repeteix fins que el valor A es considera
acceptable, segons les condicions d’Armijo-Goldstein, es pren A := A. _

A continuacié es descriura, en primer lloc, el procés de calcul del valor A per ajustos de
corbes i, seguidament, els criteris d’acceptabilitat (Condicions d’Armijo-Goldstein).

Ajustos quadritics: .
Aquests métodes calculen A a partir de I’6ptim d’un model quadratic

my(A) =arl+ b +c¢
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12 Aplicacions de la Programacidé No Lineal: algorismes i exercicis

de la representacié de la funcié objectiu a partir de X al llarg de Dy:
9(A) = f(Xk + ADx)

Algorisme A2.1 : Ajust quadratic I
[0] Siguin conegudes les segiients quantitats:
9(0) := f(X&); ¢'(0) := Vf(Xi)Dx; g(M1) := f(Xi + A1 Dy)
Calcul dels coeficients del model m,(A)
c:= g(0); d = ¢'(0); a:= 57 (9(A1) = ¢'(0)A1 - 9(0))

Ay
(2] Calcul del minim de mg())
Si a > 0 Llavors

XZ:‘_‘ —-2b—= - 7 g'(O)
a '
5 (50) = 9'(0)) = 9(0))
1
Altrament
my(X) és concava
Fi Si

Algorisme A2.2 : Ajust quadratic I1
[0] Siguin conegudes les segiients quantitats:
9(0) := f(Xk); 9(A1) := f(Xk + A1 Dy); 9(A2) := f(Xk + A2 Dy)
Calcul dels coeficients del model m,(X)
¢ = g(0); [a] o) [ 1/X2 —1//\2] [9(0)—9(/\1)
' ¢ b] -’ (xl . ’\'27 —)‘2//\1 /\1/)‘2 9(0) - g(/\z)
(2] Calcul del minim de mg())
Si a > 0 Llavors
Rz~
Altrament
my(X) és concava
Fi Si
Ajuslos cibics: .
Aquests meétodes calculen A a partir de I’0ptim d’un model ciibic

me(A) = aX® + A2+ cA +d
de la representaci6 de la funci6 objectiu a partir de X al llarg de Dy.:
9(A) = f(Xk + ADx)

Algorisme A2.3 : Ajust cibic I
[0] Siguin conegudes les segiients quantitats:
9(0) := f(X&); 9'(0) := Vf(Xi)Di; g(A1) := f(Xe + A1 Dy ); 9(A2) := f(Xk + A2Di)
Calcul dels coeficients del model m.(A)
1/A —1/)\3] [9(/\1)—9(0) —9'(0)'\1]

e 1
d:=g(0 ;€= (0 ; = —
& Caleul del ?(. ) : g((’\)) [b] =% [—Az/A% M/A2 ] La(he) = 9(0) = g'(0)A,
alcul del minim de m,
Si (b® — 3ag’(0)) > 0 Llavors

5. —b+ /b7 —3ag'(0)
= 3a
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2 Optimitzacid sense constriccions 13

Altrament
mc(A) no té minim
Algorisme A2.4 : Ajust cibic II
[0] Siguin conegudes les segiients quantitats:

9(0) := f(Xk); ¢'(0) := Vf(Xi) D
g(A1) == f(Xk + M1Dk); 9'(M1) := VF(Xe + A1 Dy ) Dy
[1] Calcul dels coeficients del model m. ()

= a0 e =g ] = [ ; ~2/% —1/A2] [0 50 = O]

327 -1/xM g'(M)-4'(0)
[2] Calcul del minim de m,())
Si (b2 — 3ag’(0)) > 0 Llavors

5 .= =b+ v/b? = 3ag'(0)
T J4a

Altrament
mc(A) no té minim
Fi Si
Condicions d’Armijo-Goldsiein.
AG1 Condicié primera d’Armijo-Goldstein: sigui el punt X; i la direccié Dy i I’escalar
a € (0,1). Direm que la longitud de pas X satisfa la primera condicié d’Armijo-
Goldstein associada a « si es verifica

f(Xe + ADy) < f(Xi) + aV f(Xi)Di
AG2 Condicié segona d’Armijo-Goldstein: sigui el punt X; i la direccié D i I’escalar
P € (a,1). Direm que la longitud de pas X satisfa la segona condicié d’Armijo-Goldstein

associada a [ si es verifica

Vi(Xy +ADp)Dy > BV f(Xi) Dy

2.2.2 Exercicis

Exercici 2.3. : pargol/criteris d’Armijo-Goldstein

Donada la funcié de la figura adjunta, la qual expressa la variacié del valor de f(Xx +AD)
en funcié de A, sent X;, DERR"™ i f(X): IR"—=IR, copieu la figura i indiqueu les zones de I’eix de
les abscisses on es satisfa la 12 condicié d’Armijo-Goldstein i, de forma diferenciada, les zones
on es satisfa la 22 condicié d’Armijo-Goldstein. Indiqueu els valors numeérics que utilitzeu per
definir els parametres que caracteritzen les esmentades condicions.

A F(Xk +AD)
N
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14 Aplicacions de la Programacié No Lineal: algorismes i exercicis

SOLUCIO

1¢L CRITERI D’ARMIJO-GOLDSTEIN
El 1T criteri d’acceptabilitat d’una passa A és que:

J(Xi +AD) < f(Xi) + AaV f(Xi)D 0<a<1 generalment a=0,1

N AXFAD) .
TR somxn) FX)+ AoV XD
VAX D !
N .-H- ; T "m==a. | I2cond. satistefa
i r e

— e o
13i2 cond. 2i2 cond 2 cond. satisfeta

292 CRITERI D’ARMIJO-GOLDSTEIN
Cal que:

Vi Xy +AD)D > gV f(Xy)D a< (<1 generalment §=0,5

La figura mostra les zones on es satisfa el 1L i el 222 criteri d’Armijo-Goldstein d’acceptabilitat
de la passa. En el dibuix s’han utilitzat (aproximadament) els valors a=0,1 i 8=0,5

Exercici 2.4. : pargo2/criteris d’Armijo-Goldstein

Donada la funcié objeciu f(z) = 2?4 z122+ %’-, el punt iterat Xo = [1 ~2] ila direccié
de cerca D=[2 1] :
2.4.1.— Feu exploracié lineal a partir de X al llarg de D amb ajust quadratic emprant e] valor

de la derivada de la funcié objectiu a Xy. Comproveu si el punt obtingut satisfa la 12
condicié d’Armijo-Goldstein.

2.4.2.— Feu exploracié lineal a partir de X al llarg de D amb ajust cibic emprant el valor de la
derivada de la funci6 objectiu a X. Comproveu si el punt obtingut satisfa la 2 condicié
d’Armijo-Goldstein. En cas de no fer I’ajust cibic, comproveu aquesta condicié sobre
el punt associat a A = 1/8.

SOLUCIO

CALCULS PRELIMINARS :

2

9z 2z 42+ 5

=z =1 . ' = 2
f(z) =zi+ 122 + 7, Vi(z) [ 2y — 22 ]

2
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2 Optimitzacid sense constriccions 15

x0=[_12] ; f(Xo)=-2 ; Vf(Xo)’=[_%1]

Vf(Xo)D =[-1 %] [i] = —% < 0 = D de descens

AJUST QUADRATIC :
Es pren el punt Xo 4+ D com a punt addicional :

xoro=[ L+ []=[2] + sonemes

Ajust quadratic : g(A) = ad?2 4+ b\ +¢

A=0 : q0)=c=f(Xo)=-2 = [c=-2] ] 3 5l
a———2=

2
qg(A) =2ar+b ; q(0)'=b=Vf(Xo)D=—%$ b=—% y = -
a=g
A=1 : gl)=a+b+c=f(Xo+D)=0= a+b+c=0 I 2
Calculde Ay : g(Ag) =2adg+b=0 ; M:—%:—_—i/—z:r )«q=% minim, doncs a >

0.

COMPROVACIO DE LA 1° COND. D’ARMIJO-GOLDSTEIN A X, + A D:
Condicié AG1 : f(Xo+AD) < f(Xo)+aVf(Xo)DX ; a€[0,1]. S’acostuma a prendre
un escalar o molt petit. Usarem o = 0.05.

wono= 5]+ [ =[]

f(Xo+ ;D) = =2.1102 < b = [Es satisfa AG1]
< f(Xo0) + aVf(Xo)DAy = =2 +0. 05(—-)—— = —2.0161

AJUST CUBIC :
Es prenen els punts Xo + D i Xo + gD com a punts addicionals :

X0+D=[ ]f(Xg+D)_0 X0+D [ ] [] [ ]f(Xo+ D) = —1.5156
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Ajust cibic : u(A) =aX3+bA2+cr+d
A=0:u0)=d=f(Xo)=-2 = [d=-2 3

u(A) =3ar2+ 202+ ¢
- 7
W) =c=Vf(X)D=-2 = |e= -2 atb=3
: 2 (125 25 (*)
7 125 2%,
/\:1:u(1)=a+b+c+d=f(X0+D)=0:a_*_b:a 729a+81b 1.3176
5 5. 125 .25 5 5
== iu(3)=amm bt ez —2= 2Dy = —1.5156
A=y rulg) =aggg tbgr +eg—2=f(Xo+3D) 5156 |
2= —1.7307
(%) =
b = 5.2307

Calcul de A, :

u(A)' = 3aX]+2bdy +¢=0 ; —5.1921A]+104614X, — 1.5 =0
A, = 104614+ \/33233208 — 811526 _ o eea 3y =0.1553)

COMPROVACIO DE LA 24 COND.D’ARMIJO-GOLDSTEIN A X, + A, D:
Condicié AG2 : Vf(Xo+ AD)D > fVf(Xo)D ; P E e, %] Usarem f = 0.3.

1 2 1.3107
«D = 1 =
Xo+ MD [_2] +0.1553 [1] [_1.8446]

Vf(Xo+ AD)D = [~0.3074 0.5403] m = —0.07448

V§(Xo+ A\D)D = —0.07448 > AV f(Xo)D = 0.3(-%) = —0.45 = [Es satisfa AG2]
COMPROVACIO DE LA 24 COND. D’ARMIJO-GOLDSTEIN A Xo + 4 D:
11 12 1.25
Xo+MD = [-2] *3 [1] = [—1.875]
V§(Xo+M\D)D = [-0.4416 .5388] [“1’] = —0.3444

V§(Xo + -;—D)D = —0.3444 > AV f(Xo)D = 0.3(-;) = —0.45 = [Es satista AG?)

Exercici 2.5. : pargo3/criteris d’Armijo-Goldstein
Per a la funci6 objectiu f(z) = z3 + 2,25 + 221 /25 :

2.5.1.— Verifiqueu si la direcci6 D = [0 —1]’ és de descens per a la funcié f(z) a partir del
punt inicial Xo = (1 1]’. Si no ho fos, trobeu-ne una que ho sigui.
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2 Optimitzacié sense constriccions 17

2.5.2.— Partint del punt X, donat, efectueu exploracio lineal per ajust quadratic en la direccié
de descens que tingueu. Efectueu a continuacié exploracié lineal per ajust cibic del
tipus y = aA3 + A% + cA + d emprant els valors de la funcié a X i al punt trobat a
I’ajust quadratic i el valor de la derivada a Xp.

2.5.3.— Efectueu per als punts trobats en les exploracions lineals per ajust quadratic X, i ajust
cibic X., una comprovacié d’acceptabilitat que no sigui la simple verificacié de que
f(Xq) 1 f(X.) valen menys que f(Xp).

2.3 Metode del gradient

2.3.1 Procediment

El métode del gradient és un algorisme de programacié no lineal que permet resoldre
problemes de minimitzacié sense constriccions:

min f(z)

z€R™
on f:IR"—=IR , f€C!. Amb les segiient notacié:

k : index de la iteracié actual.
zF € R" : vector de variables a la iteracié k-éssima.
d* € R" : direcci6 de descens a la iteracié k-éssima.
o* € R : longitud de pas a la iteraci6 k-éssima.
’algorisme del métode del gradient o del médxim descens (“steepest descent”) consisteix en les
segiients passes :

Meétode del gradiente :

0.- Inicialitzacié . 2% k=0.
1.- Deteccié d’optim : Si|| Vf(z*)||=0: z* = * STOP.
2.- Direcci6 de descens : d* = -V f(z*)

3.- Longitud de pas taf — m>i{)1{f(:::’c + ad®)}
4.- Actualizacié L i el
k:=k+1
Iral.

2.3.2 Exercicis

Exercici 2.6. : pgraq/métode del gradient amb funcions quadratiques

Obtencié d’un punt des d’on el métode del gradient arriba en una sola passa al minim
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18 Aplicacions de la Programacié No Lineal: algorismes i exercicis

d’una funcié objectiu quadratica.

7/2 1 0 -1/2 1
.| v e e 2 | -
il Y T X-[21/2 47 -58 41/2]X ; X'=|
—-1/2 -2 -1 15/2 4

Valors propis de Q : \; = {9, 6,4, 3}

SOLUCIO
1/2 1 0 -1/2
1 5/2 -1/2 -2
0 -1/2  5/2 -1
-1/2 =2 -1 9/2
Per a resoldre el sistema homogeni (@ — A4I)Us = 0 prenem uy44 = 1 i considerem les tres

primeres equacions :
1/2 1 0 uqy 1/2
0 -1/2 5/2 Ug3 1

triangularitzant i resolent s’obté:

12 1 0 gy 1/27 r1/2 1 0 ” 1/2 '35
[ 0 1/2 —1/2] !u42:| = ! 1 ] 5 ! 0 1/2 —1/2] [u‘;z} = [ 1 ] =>Us= 1
0 —1/2 5/2 U43 1 0 0 2 U43 2

1

Prenem Ay = 3 i determinem Uy : Q — M\41 =

Qualsevol punt Xy = X* + alU4 satisfa la condicié demanada. Podem prendre Xo = X* + Uy :

1 -5 -4 —4
9 3 12 12
Xo=X"4+Uy = _g + Nl : Xo = 5
4 1 5 5

Exercici 2.7. : pgradl/métode del gradient

Feu una passa de minimitzacié de la funcié quadratica:

19/3  -8v2/3
-8v2/3 11/3

des del punt Xo=[0 1]’ obtenint el nou punt X;. Comproveu que la funcié d’error £(X)=%(X—
X*)Q(X — X*) (sent X* el minim de ¢(X)) als punts X i X; satisfa la taxa de convergéncia
local propia de les funcions quadratiques, i comproveu que el gradient a X; és ortogonal a la
passa (Xl - Xo)

q(X) = %X’ [ ] X-[19 -8V/2I'X
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2 Optimitzacid sense constriccions 19

SOLUCIO

PASSA PEL METODE DEL GRADIENT A PARTIR DE X,

Donada una funcié quadratica: ¢(X) = $X'QX — B'X amb X, BER", i Q=Q'€R"*",
I’expressio de l’algorisme del gradient és:
. . G'Gi
Xie+1 = Xi — ax Gy  amb Gy = QX — B el gradient a X i ap = =——-
Gk QGk

19/3 —8\/5/3] [0] [ ]
= —~B= -

Go = QXo [—8\/5/3 11/3 1 11124121

Go'Go = 742,94082 Go'QGo = 6680, 2367 ao = 0,1112147
0 —8Y3481 2,5324972
= -0,11 I = ’
X [1] 0.t [ w;@ [—0.6660379]
FUNCIO D’ERROR A X, I A X
Per tal de calcular £(X)=%(X —X*)Q(X — X*) necessitem coneixer X* el qual és solucié

de QX* = B. Resolent el sistema:
19/3 —8\/5/3] .
X' =
-8v2/3  11/3

Fent els calculs per a Xo i per al punt trobat X; trobem que £(Xo)=3(Xo — X*)'Q(Xo —
X*)=41,647042 i que £(X1)=3(X1 — X*)'Q(X; — X*)=0,33111455 .

obtenim X* = [3]

FITA SUPERIOR A LA TAXA DE CONVERGENCIA

Sabem que:
2
fé‘;(::-:)l) < (A a) on A iasén el més gran i el més petit valor propi de Q.

Hem de calcular els valors propis de @ i ho farem resolent el polinomi caracteristic det(Q—A1) =
0 (de grau 2 en aquest cas).

128

AMM=A=9
E-nEG-n-2oo= ¥o1040=0 = {‘ A

A=a=1

COMPROVACIO DE LA TAXA DE CONVERGENCIA LOCAL

Efectivament:
£(X1) 0,33111455 {A a\ {9 1\
= = < = = 4
E(Xo) ~ 41,647042 0,00795 < +a) T \9+1) 0,6

COMPROVACIO DE L’ORTOGONALITAT DE G; I (X1 — Xo)

Gi=QX;-B= [ 19/3 -8\/5/3] [ 2, 5324972 ] B [ 19 ] _ [—-0,4490648]

-8v2/3 11/3 -0, 6660379 —0,6790754

NN/FJH/EIO/UPC 98-99



20 Aplicacions de la Programacié No Lineal: algorismes i exercicis

2,5324972

G1'(X1 — Xo) = [0, 4490648 —0,6790754][ 1,6660379

] =0 tal com diu la teoria

Exercici 2.8. : pgrad2/métode del gradient

Donada la funcié f(z;,z2) = 5022 + 3z,z3 + 423 + 1523 — 621 + 8z2 — 60z3 es demana que:
2.8.1.— apliqueu una passa completa del métode del gradient per a minimitzar aquesta funcié
a partir de Xo =[0 -1 0].

2.8.2.— comproveu, a través de la funcié d’error €(X) = (X — X*)'Q(X — X*)/2, que la con-
vergéncia local de ’algorisme entre Xp i X; (que haureu trobat) esta dins del limit
teoric.

Exercici 2.9. : pgrad3/métode del gradient

La taula que ve a continuacié mostra el valor de la funcié objectiu al llarg de tres itera-
cions, a prop de I’optim, del procés de resolucié d’un problema d’optimitzacié no lineal sense
constriccions mingegn f(z) que té un minim local amb valor f(z*) = 1:

f(=z*) = 0.9991
f(z*) = 0.999325
f(z*+?) = 0.99949375

2.9.1.— Raoneu, a partir dels valors de la taula, si el métode d’optimitzacié aplicat pot ser el
meétode de Newton.

2.9.2.— Indiqueu, raonadament, si els valors que s’indiquen a la taula poden correspondre a
I’aplicacié del métode del Gradient sobre la funcié objectiu f(z) = z3+z2—3z;—2z,+4

Exercici 2.10. : pgrad4/Métode del gradient.

Considereu el problema (P) consistent en la minimitzacié de la funcié f(z) = 2z2 — z% +
z1z3 — 32 + z3.
2.10.1.— Efectueu una passa del métode del gradient a partirde z0 = (1 1 1)’ amb exploracié
lineal exacta.

2.10.2.— Considereu que ’aplicaci6 del métqde del gradient en la resolucié de (P) a partir de z°
convergeix a un punt extrem z*. Es z* la soluci6 del problema (P)? Per qué? Quina
és la solucié del problema (P)?

2.10.3.— Calculeu la fita superior a la taxa de convergéncia § del métode del gradient aplicat
sobre (P).

SOLUCIO

2.10.1.— z! =[-2.8571 4.8571 —0.5928]

2.10.2.— Si es calcula la definicié de la matriu Hessiana (constant, doncs f(z) és quadratica),
s’obté que és indefinida. Aixi doncs, el problema (PNL) no té solucié, doncs no n’hi
ha cap punt de IR? que satisfaci les condicions necessaries de segon ordre (V f(z) = [0]
i V2f(z) semidef +).
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2.10.3.— Atés que el problema no té solucid, no té sentit calcular la taxa de convergéncia. Si es
calculés s’obtindria 8 = 7.77 > 1, que no té sentit.

2.4 Metode del gradient conjugat

2.4.1 Procediment
2.4.1.1 Procediment de direccions conjugades per a funcions quadratiques

Sigui la minimitzacio:
minimitzeu %X’QX -B'X (3)
X

amb B, X€IR", QeIR™*" simétrica i definida positiva.
Entenem per direccions Q-conjugades els vectors D;ER" (j = 0,...,n~—1) tals que:

D/QD; =0 Vj#i

El teorema de les direccions conjugades diu que, donades n direccions Q—-conjugades D;
(J = 0,...,n—1) a R", partint d’un punt X, qualsevol, la seqiiéncia {Xi} generada amb
Xk+1=Xi+ai Di, sent oy la passa d’exploracié lineal exacta al llarg de la direccié @-conjugada
Dy, arribarem al minim X* de la funcié quadratica.

Per passa analitica exacta des d’un punt X, en la direccié D\ entenem la que minimitza
I’escalar o de I’expressio:

minimitzeu %( Xi +aDy)' Q(Xk +aDy) — B' (X + aDy) (4)

a
Pot comprovar-se facilment que la passa optima és:

_ —G,Dy
“= DiQD:

sent: G = QX — B gradient de la funcié quadratica a X;

2.4.1.2 Metode del gradient conjugat
Sigui la minimitzaci6 (3). L’algorisme segtient, del gradient conjugat, troba el minim del
problema.

0) Per a un punt inicial qualsevol Xp calculem Gp=QXo—B i fem Dy=—Gy.

1) Fem Xg41=Xg+aDy amb ak=—G"D"- 3
D, QD;
2) Calculem Gi41=Gr+QD; i obtenim G}, ,Gi41
> si G} Gk41>€ anem a 3)
> si G} y1Gr41<¢€ [FI): ja som a’6ptim. :
3) Calculem Dg41=—Gk41+B8¢ Dy , amb ﬂk=@i7———- 216 2“'] .
4) Fem k :=k+1ianem a 1).
2.4.1.3 Bibliografia

El métode de les direccions conjugades esta descrit a [LUEN84] pp. 238-243. El métode
del gradient conjugat esta a la mateixa referéncia [LUEN84] pp. 243-254.
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2.4.2 Exercicis

Exercici 2.11. : pdircl/direccions conjugades.

Donada la funcié quadratica a IR%:

%x' [—3/5 'f]x—[ls—\/ﬁ 5-5V3]X

iles direccions Q-conjugades Dg i D1, calculeu, a partir del resultat del teorema de les direccions

. . . . 1
conjugades, quina ha de ser la direccié D; suposant que Xo= [g] ique Do:[o] . Trobeu també

. 0] . 0
D1 Sl Ao:[o] ng:[l].

Representeu graficament la solucié del problema.

(El teorema de les direccions conjugades diu que, donades n direccions (J-conjugades
D; (j =0,...,n—1) a R®, partint d’un punt X, qualsevol, la seqiiéncia {X} generada amb
Xk4+1=Xir+arDg, sent ay la passa d’exploracid lineal exacta al llarg de la direccié -conjugada
Dy, arribarem al minim X* de la funcié quadratica).

Exercici 2.12. : pdircl/direccions conjugades.

Ja que estem a IR?, si deduim X, sabem que D, ha de ser tal que:
X‘—Xl =01D1 1 QX‘ =B

OBTENCIO DE X*

Del sistema QX*=B
5 =[] - e[l
-v3 5 T 15-5V3 1

/
OBTENCIO DE X; QUAN Do=[1] Calculem ag=—-2220_
0 DyQDq

3-15 -
Go=QXo-B G0=—BsiXo=[0 Ve ] 010='15—-\/§

o] Go=[5/3-5 3

B _[0], 15-v3[1] _[5-%
Xl—X0+aoD0—[0]+T[O]—[ 0 ]

OBTENCIO DE D; QUAN D(,:[(l)]

51 [5-% 3
Dy, = X* — X, (o qualsevol vector multiple d’aquest) D, = [l] - [ 0 £ ] = [ 5] ]
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sz

§

Efectivament tenim que DyQD;=0

®

OBTENCIO DE X; QUAN Dy= (1)]

Calculem a0=——7ﬂ—€ ]D E—

Gi=xo-B=[Jji 5] w0220 =1-v5
nesrenell 10 -],

OBTENCIO DE D; QUAN Do=[(l)]

. . , 5 0 5
Dy = X* — X; (o qualsevol vector multiple d’aquest) D, = [1] = [1 3 \/ﬁ] = [\/E]

JC2A

Dy

77z _
==

També tenim que Dyg@D;=0

Exercici 2.13. : pgrcol/gradient conjugat

Determineu una fita superior a la funcié d’error £(X) d’una funcié quadratica g¢(X) =
%X’QX — B’X ,amb X, BER", i Q=Q'€IR"*", en el punt X3 obtingut després de tres itera-
cions del metode del gradient conjugat a partir d’un punt Xq per a un cas amb n=8 , sabent
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que els valors propis de @ son:
X ={126,81 126,8 126,75 30,04 30,03 30 29,98 2,7}

, 1 que £(X0)=100.

L’expressié de la funcié d’error és £(X)=4(X — X*)’'Q(X — X*) (sent X* el minim de
¢(X)), i la propietat de ’algorisme del gradient conjugat aplicat a funcions quadratiques que
lliga £(X) als valors propis de @ és:

E(Xe41) < max [14+ X Pe())*E(Xo)

sent Pr()\;) un polinomi qualsevol de grau k en ); i sent X} els successius punts iterats del
gradient conjugat.

SOLUCIO

DEFINICIO DEL POLINOMI DE GRAU k +1 (k+1=3)
Després de tres passes a partir de Xp tindrem X3. Es tracta doncs de definir £(Xx41)=E(X3).

Com a polinomi de grau 3 (amb terme independent unitat) corresponent a 1 + A; Pa(A;)

podem prendre:
(126, 8 — Xi)(30 ~ Xi)(2,7 - )
126,8-30-2,7

1+ /\,’Pg(z\,‘) =

MAXIMITZACIO DEL POLINOMI DE GRAU k+1 PER ALS VALORS PROPIS
DE Q

De tots els valors propis \; = { 126,81 126,8 126,75 30,04 30,03 30 29,98 2,7 },
aquell que pot maximitzar:
(126,8 — X:)(30 — X)(2,7 = N)
. 126,830 2,7

és el valor propi 126,75 ja que és el dels més grans que difereix més de 126,8 (constant del
multiplicand del numerador que té el més gran terme independent). Aixi:

(126,8 — 126, 75)(30 ~ 126, 75)(2, 7 — 126, 75)
126,8-30-2,7
_0,05(—96, 75)(—124, 05)
T 126,8-30-2,7

rgixl + AiPa(N) =

=0, 058427

FITA A LA FUNCIO D’ERROR A X;

£(X3) < (0,0584)%E(Xo) = 0,0034137 - 100 = 0, 34137
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Exercici 2.14. : pgrco2/gradient conjugat

2 1 2
Considereu la funcié quadratica f(X) = ;X' (1 3 0) X~-(5 4 6)X iel punt
2 0 4

Xo=(1 1 1).

2.14.1.— Apliqueu una passa de la minimitzacié de f(X) amb el métode del gradient conjugat
a partir de Xj. Calculeu el nou punt iterat X; aixi com la direccié D; del métode del
gradient conjugat a partir de Xj.

2.14.2.— Sabent que els valors propis de la matriu @ de f(X) sén A ~ {0.47108, 3.16745, 5.36147},
calculeu una fita superior de £(X}), la funcié d’error sobre X;.

Exercici 2.15. : pgrco3/gradient conjugat
Considereu el problema Féislela f(X) = (22 — 22)* + (21 — 1)? + (za — 1)?. Fent una primera
iteracié del Métode del Gradient Conjugat (MGC) a partir del punt inicial Xo = [0 0 07,
s’arriba al punt X, = [1/3 0 1/3]".
2.15.1.— Obtingueu l’iterat X, aplicant una nova iteracié del MGC a partir de X, prenent com
a longitud de pas el resultat d’un ajust quadratic entre a =01 a = 1.

2.15.2.— Comproveu la segona condicié6 d’Armijo-Goldstein pel punt trobat a 1’ajust quadratic
de l’apartat anterior, prenent § = 0.5. A la vista del resultat obtingut indiqueu, sense
fer el producte escalar V f(X3)Da, si la direccié6 Dz que prendria el MGC a partir de
X, seria de descens.

2.5 Metode de Newton

2.5.1 Procediment

Sigui la minimitzacié d’una funcié qualsevol:

minir)rflitzeu f(X) (5)

amb X€IR", f(X) : R*>IR, f(X)€C? (continua i fins a segones derivades continues).
L’algorisme pur de Newton consistiria en obtenir punts

Xr41 = X — ax V(X)) IV (X)) (6)

on ay és una passa adequada d’exploracié lineal. Es demostra que, localment, aquest algorisme
presenta convergéncia d’ordre 2.

Ara bé, sabem d’una banda per les condicions de minim de la solucié6 X* que I’hessiana
V2f(X*) és definida positiva, i que per continuitat V2 f(X}) també sera definida positiva en
entorn (petit) de X* (|| Xxr—X"||<¢). Fora d’aquest entorn no tenim cap garantia que I’hessiana
V2f(X) sigui definida positiva.

D’altra banda sabem que la direccé Pr=—MV f(X)' de la familia d’algorismes:

Xey1 = Xp — akMVf(Xk)' )
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és de descens si la matriu MEIR™*" és definida positiva, i no podem garantir que ho sigui si
M no és definida positiva

Com a conseqiiéncia deduim que fora d’un entorn de la solucié no podem estar segurs que
’algorisme de Newton pur (6) ens doni direccions —V2 f(X;)~!V f(X) que siguin de descens,
violant aixi una condicid necessaria per garantir la convergencia global de 1’algorisme.

Cal doncs modificar el métode de Newton per tal de garantir la convergéncia global. Les
modificacions habituals consisteixen en prendre Hy€IR"*" definida positiva en comptes de
V2f(Xe):

Xp1 = Xi — o Hy 'V (X ) (8)

2.5.1.1 Factoritzacié de Cholesky d’una matriu
Donada una matriu simétrica H (tal com ho és I’hessiana V2 f(X})), ens interessa trobar
la descomposicié d’H en producte de matrius subtriangular amb uns a la diagonal S, diagonal
D, i sobretriangular S’ (transposada de la subtriangular S): H=SDS':

hiy  hay  ha hnq

hat has has ... hpo

ha1  haz has hoa | =

Lhn1 hn2 haz ... hppd
1 d 11l sa1 sa Sn1 ©)
S21 1 0 d2 0 1 8§32 ... Sp2
s31 S32 1 d3 1 Sn3

0 "z 0

Sp1 Sn2 Sp3 ... 1 d, . 1.3

Les expressions recursives que ens permeten obtenir els elements de la factoritzacié sén:

j-1
dj:hjj—zd,'s?,- j=1,...,n (10)
i=1
1 = .
skafj(hkf“zd‘sj‘sk‘) k=j+1,...,n (11)
t=1

2.5.1.2 Obtencié de la direccié P

Pe=—H; 'V f(Xi)' I'obtindrem per resolucié del sistema HyPy=—V f(X})' .

Si fessim la factoritzacié de Cholesky de ’hessiana V2 f(X})=S) Dy S}, sent Si una ma-
triu triangular inferior amb uns a la diagonal i D; una matriu diagonal, podrien haver-hi a
Dy elements diagonals negatius. També podria ser que aquesta factoritzacié no existis o fos
practicament impossible d’obtenir, si V2f(X}) fos singular o quasi, perqué en fer els calculs
(11) tindriem una divisi6 per zero (o quasi) que ens faria abortar la factoritzacid.

La modificacié computacionalment més econémica de V2f(X;) es prendre Hy= Si ﬁk St
sent Dy una matriu diagonal amb tots els elements diagonals positius. Amb aquesta Hj
tenim garantit que obtindrem direccions de descens. Una forma, proposada per Luenberger,
d’obtenir Dy a partir de Dy, quan aquesta té elements negatius, és prendre Dy=Dj+p1 amb
p=6+| min {d;|Vd; < 0}| sent § una petita constant positiva (p.e. §=0.01). D’aquesta forma
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asegurem l’obtenci6 de direccions de descens mentres que Hy no esta excessivament allunyada
de V2f(X}) i aixi tractem de conservar la propietat de convergéncia quadratica del métode de
Newton.

2.5.1.3 Algorisme de Newton variant de Luenberger
L’algorisme de minimitzacié d’una funci6 qualsevol per la variant de Luenberger del métode
de Newton és el segient:

0) Fixem:
— una constant petita §>0 (p.e. 6=0.01),
— una constant, dita de desplagament, p (p.e. p=0.1),
— una tolerancia petita ¢ (p.e. €=0.00001), i
— prenem un punt inicial qualsevol Xp 1 en calculem el gradient Vf(Xo) i ’hessiana
V2f(Xo) -

1) Fem la factoritzacié de Cholesky de I’hessiana V2f(Xk)=SkD;S} . (Noti’s que en fer la
factoritzacio el programa que implementi aquest algorisme pot abortar per una divisié per
zero si V2 f(X}) és semidefinida o quasi).

2) Calculem ||V f(Xk)||? i el comparem amb una tolerancia petita €

> si ||Vf(Xk)'||*>€ anem a 3)

> si ||V f(Xk)'||?<e i les diagonals Dy de la factoritzacié son totes positives [FI]: ja som
a ’optim.

> si ||[Vf(Xk)||?<e i les diagonals D; tenen un o més elements negatius, som a prop
d’un punt de sella i cal desplagar-se del punt actual (p.e. fent X413 = X % p1) i
anem a 5)

3) Calculem la direcci6 Py :

> si tots els elements diagonals de Dy s6n superiors a § calculem Py, resolent Sg Dy Sy, P ==V f(Xy)
i anem a 4)

> si no tots els elements diagonals de_D; sén superiors a 6 fem ﬁksz+pl amb
/1=6+| min {d.-|Vd¢ < 0] |, resolem Si Di S} Pe=—V f(Xk)' i anem a 4)

4) Fem exploracié lineal a partir de X en la direccié Pr de f(X) obtenint la passa aj i
actualitzem el punt fent Xp41=Xi+ai P

5) Calculem els nous gradient V f(Xg41) i hessiana V2 f(Xk41)

6) Fem k :=k+1ianem a 1).

2.5.1.4 Triangularitzacié de Gill-Murray

Qan la matriu H de (9) és indefinida o és definida positiva per molt poc, d; obtingut
amb (10) pot ser molt petit, i aleshores els valors de si; obtinguts amb (11) poden ser molt
grans en valor absolut. Aleshores tant els posteriors dj4; com els s ;41 poden arrossegar
un important error numeéric que desvirtua els calculs que es puguin efectuar amb S i D.
A més, ens pot interessar quan H=V?2f(X)) sigui indefinida, d’obtenir uns factors S i D
que corresponguin a una matriu definida positiva el més propera possible (en norma) a H .
Principis
Una forma d’obtenir aixo és imposar que, per a una certa §>0, tinguem:

dj >6 (12)
|3k1\/(Z|Sﬁ k=1+l,.,n (13)

amb >0 determinada tal com es veura més endavant.
La condicié (12) assegura que la matriu a la que corresponen els factors és definida positiva,
i la condici6 (13) assegura que |sxj| queda limitat en mida.
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Per tal d’assegurar que es satisfagin les condicions (12) i (13), podem procedir a triangu-
laritzar H de la forma segiient:
Suposant que ja haguem obtingut fins a la diagonal d;_; i obtingut els sg j_1 (k=j,...,n),
fem:
0) &i=hj; i e;;=0 (ej; sera un terme a afegir a ’element diagonal h;j; de H)

1) vy=[e-Tiz} dsh

2) d=max{7;, 6} (amb el qual assegurem el compliment de (12))
3) Calculem per a k=j+1,.

5k = (h;CJ Zd s,,sk,> i comprovem si |sk; \/él <p

i=1

quan aquesta darrera condici6é es satisfa per a tota k=j+1,...,n, queda cumplida la
condicié (13), pero aixd no té perqué passar aixi per a qualsevol § (per a § gran (13)
sempre es satisfa, per a g pet.ita (13) pot no satisfer-se mai). Si no es satisfés per a una
B donada la politica a seguir és la d’afegir un escalar positiu e;; a h;; de forma que amb
€;=hjj+ej; i tornant a 1 tinguessim que, en el pitjor dels casos n;a: 15;,_, \/Z{‘|_

Aquest algorisme descrit, el qual pot variar elements diagonals (a la passa 2) i afegir-hi
escalars posmus (ala passa 3), equival a fer una factoritzacié normal d’una matriu modificada:
H+E=5DS', on E és la matriu diagonal d’elements e;; .

D’altra banda I’algorisme descrit deixa mal resolta la passa 3 perquobliga a un procés de
prova-i—error ajustant la quantitat a afegir e;; (si cal) per satisfer la condicié (13). A més no
s’especifica com fixar 3. Per tot aix6 és necessari establir un procediment directe que no tingui
aquests inconvenients.

Satisfaccio de la condicid (13)
Si en el pitjor dels casos: Vk lsk_, \/_I_,Bo VE s d ;=(% , tenint en compte (11) obtenim:

n;'zxszjdj { (hkj Ed SJlsk')} d = (max{ (th Zd sJ’Sk‘) }) - 132

62 : .
d’on, posant §;="" 8;Vk ‘th 2, 1 ! d; s,.sk.l, queda: aL =p% o bé d; =E§- , és a dir,una expressio

de d; en funcié de f i que satisfa (13), per tant podem posar:

~ 62 " i1
d; = max{'yj,é, B%;} i ej;=dj— (hjj — Zd.%?,-) (14)
i=1
Determinacié de
Tenim d’una banda que ﬂ22s§j d; Vj, Vk>j, i que quan H sigui suficientment definida
positiva, la matriu diagonal £ de correccions ej; hauria de ser zero, i naturalment, de (10)
tindrem que d;>0, és a dir, hkk>s§jd_,- Vk>j, d’on el maxim valor de hj , que designarem per
hj; , és una bona fita superior de 5.
D’altra banda volem evitar correccions €;; excessivament grans. Podem tenir en compte
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que es pot deduir (perd aqui no ho fem) que una fita superior a ||E(f)||c és:
hi; 2 —
1@l < (%54 (- 1)8) +20-1)8% + 25+ 0

sent Ekj el més gran element no diagonal d’H , i que la fita superior de ’expressié anterior té

. hi;
un minim a (%= ——ki—

Vn2 -1 '
Finalment també cal tenir en compte que la intervencié de Ejj ide Ekj a les fites trobades
i la possibilitat que els elements d’H siguin molt petits aconsella incloure la precisié de la
maquina, anomenada aqui p, , com a fita de 42, aixi:

I~
ﬂ? =max{hjj,ﬁ,pm} (15)

Algorisme
Tenint en compte (14) i (15), la forma final de la triangularitzacié de Gill-Murray queda
com:

§=1 j-1
~ max ~
D7 = [hai — ldﬁ?i PTj+1<k<n kj—z;d‘sj’s"'
= - =
- 2 - Jj-1
d; = max{'y_,-,é ﬂi} i ejj=d;— <h” - Zd.s_“)

3)j:=j+1,ianemal)

Aixi obtenim la triangularitzaci6 SDS'=H=H+E , sent E una matriu diagonal amb ele-
ments ej; (correccions a les diagonals) calculades a la passa 1). La norma de Frobenius de la

diferencia entre H i H és ||I?—H||1:=||E‘||p=\/z:;-'=1 eJ?j .
Direccié de corbatura negativa

Una interessant propietat addicional de la triangularitzacié de Gill-Murray és que permet
utilitzar un procediment eficient d’obtenir una direccié de corbatura negativa P_ (tal que
P! HP_<0). Aquesta direccié P_ és especialment ttil quan H=V?f(X}) és indefinida i el
gradient V f(X}) és nul o gairebé nul. N

La direcci6 de corbatura negativa s’obté resolent el sistema S’ P_=&,, sent &, la columna
m de la matriu unitat, i sent m I’index de la més gran ej; obtinguda a la passa 1):

j-1
hjj = Zd;:‘;‘?i < 0} .

i=1

emm = max{e,-_,- , Vi
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En efecte:

n

P.HP_=P!(H-E)P.=P_SDS'P. — PLEP_=£,DEn~ €jip%; =dm— Y _ e;ip>;

j=1
Ara bé, donat que la solucié P_ del sistema:
1 821 ... Smi a1 [P-1] (07
1 . ;mz = Fnz P-2 0
0 Iy s Shm D il [lbe
L 1 4| pan [ 0]
mostra que p_,, =11 que p_;=0, j=m+1,...,n, el sumatori de ’expressi6 anterior queda:
- n m-— m-1 - m-—1
P . HP_=d, - Zej_,-pz_j =dm — €mm — Z ijp2_j = hpm = Z dis2,; — Bjjpz_j <0
j=1 = j=1 j=1

La derrera deSlgua]tat és certa perque el derrer sumatori és tot de termes positius i perque
el terme hmm = 70, 1432 ;S €s negatiu (de fet és el més negatiu de tots, ja que ha requerit la
més gran correccio ey, ). Aixi PLHP_<00.

2.5.1.5 Meétode de Newton amb triangularitzacié de Gill-Murray
Substituint la factoritzacié de Cholesky per la de Gill-Murray a I’algorisme de Newton
obtenim sempre direccions de descens ja que H és definida positiva.
A més, en cas de gradient petit prop d’un punt de sella, en podrem sortir prenent una
direccié de corbatura negativa generada a partir de la triangularitzacié de Gill-Murray.

2.5.1.6 Meétode de Newton segons la variant de Dennis-Schnabel
La variant de Dennis—Schnabel proposa una correccié uniforme de 1’hessiana:

H = V2 f(Xi) + 1

amb la constant positiva p calculada a partir de la factoritzacié de Gill-Murray i de ’aplicacié
de la fita inferior de Gerxgorin als valors propis de V2 (X, )V2f(X}).

Sigui v la fita inferior als valors propis de V2f(X}), (la qual serd negativa sempre que
P’hessiana sigui indefinida) i sigui emm la més gran correccié realitzada a la digonal en la
factoritzacié de Gill-Murray, aleshores:

m =min{|u| , emm}

és la constant de la correccié uniforme de 1’hessiana.

Aquesta variant requereix dues factoritzacions per iteracié quan V2f(X}) és indefinida: la
de Gill-Murray de V2f(X}) i la de Cholesky de V2 f(X)+p1.

2.5.1.7 Bibliografia.
La convergéncia del métode de Newton estad analitzada a [LUENS84] pp. 225-226. La
modificacié de Luenberger esta descrita en 1’edicié de 1973 del mateix text , pp. 157-158. La
triangularitzacié de Gill-Murray estd a [GILL81] pp. 107-112. El procediment d’obtencié
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d’una direccié de corbatura negativa es troba a [GILL74]. La variant de Dennis—Schnabel esta
descrita a [DESCH83] pp. 99-103, i pot trobar-se un enunciat del teorema de Gerxgorin a
[DESCH83] p. 60.

2.5.2 Exercicis

Exercici 2.16. : pluenl/meétode de Newton, variant de Luenberger
La funcié

11 5
f(X)=z34+2zi+ ?zg +23 + Ezg + 2122 4 62123 + 32125 + 22924 + 325 + 62325 + 2425

té ’hessiana indefinida al punt Xo =[1/2 0 -1 1/2 0]
Trobeu la direccié de minimitzacié a partir de Xy pel métode de Newton en la variant de

Luenberger i comproveu que la direccié P obtinguda és de descens. Efectueu exploracié lineal
per ajust quadratic en la direcci6 Pienla[2 0 -1 0 0]

SOLUCIO
VECTOR GRADIENT, MATRIU HESSIANA I LA SEVA TRIANGULARITZACIO.

322 + z2 + 6z3 + 3z5 -21/4
2x9 + 2z129 + 224 + 22225 1
Vf(Xo) = | 11z3 + 6z; + 6z5 i Vf(Xo) = -8
| 322 + 225 + z5 3/4
L5£5+3-’81+-’L‘%+6.’L‘3+£4 -4
6z, 229 6 0 3 3 0 6 0 3
2z 2r1+2z5+2 0 2 2z, 03 0 20
Vif(X)=| 6 0 11 0 6 . Vif(Xo)=|[6 0 11 0 6
0 2 0 O6zy 1 0 2 0 31
3 2z 6 1 5 3 0 6 15
1 3 1 0 2 O 1
0 1 0 3 0 1 0 2/3 0
V2f(Xo)=TDT' = |2 0 1 -1 1 0 0
0 2/3 0 1 0 5/3 0 1 3/5
1 0 0 3/51 7/51 | 1

CORRECCIO UNIFO’RME 6 DE LUENBERGER A LA MATRIU DIAGONAL D
PER TAL QUE EL MINIM VALOR DIAGONAL RESULTANT SIGUI¢=0.1>0.
La correcid necessaria és § = 1.1:

3 1 4.1

D = D+61

I
|
—

+1.1 1

i
o
—
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RESOLUCIO DE TDT'P = —V£(X,).

1 4.1 102 0 1 21/4
0 1 0 4.1 0 1 0 23 0 -1
2 1 0.1 1 0 0 |P=| 8
0 2/3 0 1 0 2.76 0 1 3/5 -3/4
1 0 0 3/5 1] 2.5 1 4
1 N 21/4 U 21/4
0 1 0 Y2 -1 Y2 -1
2 0 1 Yy | = 8 = |ys| = —5/2
0 2/3 0 1 m —-3/4 Vs —-1/12
1 0 0 3/5 1] Lys 4  ys —6/5
41 0 82 0 417 [m 21/4 ;v [10.119517
41 0 273 0 P2 ~1 P2 —0.31384
01 0 0 pa|=|-5/2|=||pa|=| -58
0 2.76 1.66 | | pa -1/12 Pa 0.11337
» 2.5 Ps —6/5 _ D5 | . —-0.48 J

COMPROVACIO DE QUE P ES DE DESCENS: Vf(Xo)P < 0.

10.11951
—0.31384
[-21/4 1 -8 3/4 -—4] -5.8 =-5.01375< 0
0.11337
—0.48

EXPLORACIO LINEAL PER AJUST QUADRATIC EN LA DIRECCIO P OBTIN-
GUDA.

¢ Xo+AP)=a)+br+c , ¢(Xo+AP)=2a)r+b

= 08 {q(xﬂ) = f(Xo) = [c.= —8.25]
—  ld'(Xo) = Vf(Xo)P = [b= —5.01375)

., ¢"(Xo+AP)=2a

; 1/2 10.11951 10.61951
0 —0.31384 -0.31384
A—1. JXo+P=|-1|+| =58 |=| -68 |[= f(Xo+P)=1024.2122
= T 1/2 0.11337 0.61337
0 -0.48 -0.48
L ¢(Xo+P)=a+b+c= f(Xo+ P)=1024.2122 = [a = 1037.4759)
b —5.01375

ming(Xo + AP) = |A\; = —

= 0.00241632| (§(Xo+ A P) =
2074.95 > 0 : minim)

2a 2 x 1037.4759
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EXPLORACIO LINEAL PER AJUST QUADRATIC EN LA DIRECCIO P =
2 0 -1 0 o0].

g(Xo+AP)=al +bA+¢ , ¢ (Xo+AP)=2aA+b , ¢"(Xo+IP)=2a

2
0
ViXo)P=[-21/4 1 -8 3/4 —-4]|-1|=-25
0
0
e { 9(Xo) = f(Xo) = [= —8.25]
— "(Xo) = Vf(Xo)P [i_]
( 1/2 [5/2
0
T <X0+P._ -2 | = f(Xo+P)=17.75
= 1/2 0 1/2
0 0
W Xo+P)=a+b+é=f(X +P)=7.75=>|a=7.75|
ming(Xo + AP) = Xq=—%=_2x'.7.5 _% (ij(X0+:\,,13)=15>0: minim)

Exercici 2.17. : pluen2/métode de Newton, variant de Luenberger

Efectueu una passa del métode de Newton en la variant de Luenberger aplicat sobre la funcié
f(z) = 22 4+ 22 + 212223 a partir del punt Xo =[0 1/2 1)

Exercici 2.18. : pluen3/métode de Newton, variant de Luenberger
Considereu la funcié f(z) = —1/3(z1 — 3)® + (z2 — 4)® + (23 — 2)® + z12223 i el punt
zgo = (2,-3, 0)'.
2.18.1.— Indiqueu, raonadament, si seria correcte aplicar una passa del métode de Newton sense
modificar.

2.18.2.— Calculeu la direccié de descens de f(z) a partir de zo pel métode de Newton en la
variant de Luenberger amb ¢ = 0.5.

2.18.3.— Si es calcula la direccié de descens pel métode de Newton sense modificar s’obté la
direccié p = (1.3,6.4,0.5)', que és de descens. Comenteu aquest fet i la seva relacié
amb I’aplicacié d’un métode de Newton modificat.

Exercici 2.19. : pluen4/meétode de Newton, variant de Luenberger

Considereu el problema d’optimitzacid no lineal sense constriccions:

(P)  min f(z) = e¥12 4 ¢am51 = 5
x

Es vol resoldre aquest problema a partir del punt inicial z°=[0 0 1].
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2.19.1.— Indiqueu, raonadament, si seria correcte aplicar una passa del métode de Newton sense
modificar a partir de z0.

2.19.2.— Calculeu la direccié de descens de f(z) a partir de z° pel métode de Newton modificat
en la variant de Luenberger amb € = 0.5.

2.19.3.— Considereu que heu aplicat el métode de de Newton en la variant de Luenberger al
problema (P) i n’heu obtingut com a resultat el punt z*. Indiqueu raonadament si z*
pot ser una solucié (minim local) del problema (P).

Exercici 2.20. : pgimul/meétode de Newton, variant de Gill-Murray

La funcié f(X) = z3 — 3z12% + 22224 + 252324 + 622 té gradient zero i hessiana indefinida
enel punt Xo=[1 1 -2 0].

2.20.1.— Trobeu una direccié de descens D a partir de Xy sabent que la triangularitzacié de
Gill-Murray de I’hessiana V2f(X,) és:

1 6 1 -1 0 2/3
=1 0 12 1 0 1/6
0 0 1 1/6 1 6
2/3 1/6 6 1 9 1

2.20.2.— Per al problema anterior, efectueu exploracié lineal per ajust ciibic del tipus y = aA3 +
bA? + cA + d emprant la informacié dels valors de la funcié objectiu i el seu gradient als
punts Xg i Xo+ D. Indiqueu si observeu alguna circumstancia atipica en 1’ajust ciibic
en la direccié D.

2.20.3.— Efectueu la mateixaexploracié que I’apartatanterior prenent ladireccié P = [7/3 1 0

SOLUCIO

OBTENCIO DIRECCIO DE DESCENS AMB DIRECCIONS DE CORBATURA
NEGATIVA

Sent el gradient zero i I’hessiana indefinida, cal utilitzar com a direccié de descens una
direccié de corbatura negativa D¢ . Trobarem D¢y utilitzant el procediment que es deriva de
la triangularitzacié de Gill-Murray de ’hessiana: SDS'Decny = Ey,, sent E' la matriu diagonal
d’elements ej; (correccions a les diagonals). L’obtencié de D¢y és per resolucié del sistema
.§"DCN = Ey,, sent E,; la columna m de la matriu unitat i m ’index de la més gran correccié
emm a E.

Obtencid de F per diferéncia entre SDS i V2f(Xo) i determinacié de emm.

1 6 1 -1 0 2/3 6 -6 0 4
-1 1 12 1 0 1/6 -6 18 0 -2

' =
SDS" = 0 0 1 1/6 1 6 [0 o0 1/6 1
2/3 1/6 6 1 9 1 4 -2 1 18
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3::? — 3::% + 4z174 6zy +4z4 —6zo 0 4z,
VH(X) = —6z122 + 34 +6 : V2f(X) _ —b6z4 —6z1 x4 z3
Toxy 0 T4 0 =z,
2z + 2923 4z, z3 zo O
0 6 -6 0 4
6 —6 0 -2
(A 3 2 —
V(Xo) = 0 v VEf(Xo) = 0 0 1
0 4 -2 1 O
0
=8DS - V*f(Xo) =
E =SDS' - V*f(Xo) 1/6
18
d’on m = 2, Ja que emm = e22 = 24, i el sistema a resoldre és:
1 -1 0 2/3 den, 0 1
- 1 0 1/6 den. 1
ID — 2 — = D =
§ Dew 1 6 dcn, 0 N 0
1 den, 0 0
comprovacio:
6 -6 0 4 1
-6 -6 0 -2 1
! 2 - — =1
DenVif(Xo)Den=[1 1 0 0] 0 0 0 1 0 2<0
4 -2 1 0 0

Nota: també —Dcn és una direccié de corbatura negativa a partir de X on Vf(Xo)' =0

EXPLORACIO LINEAL PER AJUST CUBIC AMB u()) = a3 + bA2 + cA +d.

u(A)=aX + 0%+ cd+d , v(A)=3ar?4+22+c , u’(A)=6ar+2b

a) En la direccié Dcy:

=0, {40 =100 = =1
A=0\ w(0) = V4(Xo)Dow = =T
( 1 1 2
1 1 2
Xo+ Den = ol ol = 2 = f(Xo + Dcn) = —4
A=1:4 0 0 0
Vf(Xo+Dcn)=[0 =18 0 4] ; Vf(Xo+ Dcn)Dcn =—18
U(1)=a+b+0+d=f(X0+DcN)=—4 } a+b=-8 }=> a=-2
| ©'(1)=3a+2b+c¢=Vf(Xo+ Dcn)Deny =—-18) 3a+2b=-18 b=-6

Tenim doncs u(A) = =23 — 6A2 + 4. Igualant a zero v/()\,) = 3a)2 + 2bA, + ¢ = 0 arribem a
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u(A) = 3423 - 222 44
—u—.__‘___-_‘__—__"_,.r-'

Figura 3

Exercici 2.21. : pden2/Métode de Newton, variant de Dennis-Schnabel
La funcié:
f(2) =23 + 23 + (11/2)2] + 23 + (5/2)z + 2123 + 62125 + Bz125+
+ 22924 + 2325 + 62375 + z4Ts

té I’hessia indefinit al punt Xo = [1/2,0,—1,1/2,0). Trobeu la direccié de minimitzacié a
partir de Xo pel métode de Dennis-Schnabel, sabent que la triangularitzacié de Gill-Murray de
I’hessia a X afegeix a I’hessia la matriu:

0.272727
E = 0.022727

18.7

Exercici 2.22. : pden3/Métode de Newton, variant de Dennis-Schnabel

Considereu al segiient problema d’optimitzacio sense constriccions:
min f(z) = a:f + 222 + 32120 + 32923 + 12923

La triangularitzacié de Gill-Murray de V2 f(z) sobre el punt % = [-1,1,0]’ és:

1. 0 o0 2 0 0 1. 1.5 05
(1.5 Il 0) (0 1.0417 0 ) (0 1. —2.4)
05 -24 1 0 0 0.5 0 0 1.

2.22.1.— Calculeu la direccié de descens de f(x) a partir de z° segons el métode de Dennis-
Schnabel.

2.22.2.— Considereu ara una nova funcié objectiu f(z) obtinguda afegint a f(z) els termes
~z; — z2 + z3, és a dir:

f(z) = zf + 2::% + 3z1z9+ 3222:;2, + 12923 — 21— To+ T3

Calculeu una direccié de descens de f (z) a partir de z°. Comproveu que la direccié
obtinguda és de descens.
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Exercici 2.23. : pden4/Metode de Newton, variant de Dennis-Schnabel

Considereu al segiient problema d’optimitzacié sense constriccions:

min f(z) = z? + 322 + 2122 /23
zERS

La correccié diagonal de la triangularitzacié de Gill-Murray de la Hessiana de f(z) sobre el
punt X = [1/4,1/5,-1/2] és:
0
E= 0
3.86

Efectueu una iteracié del métode de Newton modificat en la variant de Dennis-Schnabel. Feu
exploracié lineal per ajust quadratic entre A =01 A = 1. Preneu com a criteri d’acceptabilitat
de la longitud de pas la primera condicié d’Armijo-Goldstein amb a = 0.1.

2.6 Metodes quasi Newton

2.6.1 Procediment

2.6.1.1 Procediments quasi-Newton per a funcions quadratiques
Sigui o bé la minimitzacié de:

minimitzeu % X'QX - B'X (16)
b ¢
amb B, X€IR", QEIR"*" simétrica i definida positiva.
O bé la minimitzacié d’una funcié qualsevol:

minimitzeu  f(X) (17)
b'¢

amb X€R", f(X) : R*—IR, f(X)€C? (continua i fins a segones derivades continues).

Hi ha dos tipus de procediments quasi-Newton (també anomenats de la secant). Els que
utilitzen una aproximacié Hy de @ (o de I’hessiana V f(X)) per a una funcié qualsevol), i els
que utilitzen una aproximacié Sk de la inversa de Q (o de V f(X};)~1). L’algorisme per als dos
tipus de procediment només difereix en la determinacié de la direccié Dy a cada passa: en un
cas cal resoldre el sistema HyDy=—G} i en altre cal efectuar el producte Dy=—=S,Gi . G és
el gradient (de la funcié quadratica, o de la funcié qualsevol).

2.6.1.2 Meétode quasi-Newton (o de la secant) per a una funcié quadratica

L’algorisme de minimitzaci6 d’una funcié quadratica (16) per un métode quasi-Newton és

el segiient:

0) Prenem un punt inicial qualsevol Xj i calculem el gradient Go=QXo—B . Prenem una
aproximacié a Q Hy simétricai definida positiva, p.e. Ho=1 (o bé a la inversa de Q Sp=S)
i def+).
1) Calculem GGy
> si G, Gr>e€ anem a 2)
> si G,Gr<e [FI]: ja som a I’ptim.
2) Calculem Dy resolent HyDy=—G} (o multiplicant —SyGx=D}) .
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3) Calculem szakD;,, amb ak=—§rk&— 1 fem Xk+1=Xk+Pk .

)
4) Obtenim Gk+1=Qz\’k+1—B 1Ye= Gk+1-Gk .
5) Actualitzem l’aproximacié Hi41=h(Hk, Pk, Yk) (o bé Sk+1=s(Sk, P, Yi)).
6) Fem k :=k+1 i anem a 1).
2.6.1.3 Meétode quasi-Newton (o de la secant) per a una funcié qualsevol
L’algorisme de minimitzacié d’una funcié qualsevol (17) per un métode quasi-Newton és
el segiient:

0) Prenem un punt inicial qualsevol Xj i calculem el gradient Go=QXg—B. Prenem una
aproximacié a @ Hy simétrica i definida positiva, p.e. Hp=1 (o bé a la inversa de Q Sp=S}
i def+).
1) Calculem G}Gk
> si G, Gr>e anem a2)
> si G,Gg<e : jasom a ’optim.
2 Calculem Dy resolent Hka——(H (o multiplicant — -S5:Gy=Dx) .

3) Calculem Py=a)D; , amb m_—#———‘DgD ifem Xgp1=Xe+Ps .

)
)
4) Obtenim Gr4+1=QXr4+1—B i Yi= Gr41—Gk .
) Actualitzem l’aproximacié Hi41=h(Hy, Pe,Y:) (0 bé Sky1=5(Sk, Px,Yx)).
) Fem k :=k+11i anem a 1).
2.6.1.4 Aproximacions a ’hessiana o a la inversa de ’hessiana
Les funcions d’actualitzacié de les aproximacions a I’hessiana Hy41=h(Hy, P, Yk) oala
inversa de I’hessiana Sk+1=s(Sk, Py, Yk) sén Iinica diferéncia entre els diversos meétodes quasi
Newton existents. Podriem esmentar per exemple:

YkYk' HkPkPk'.Yk
PiYe  PHiPy
(Pe — SiYe) (P — SkYk)l

Y,:(Pk — SL-Y;;)
PP, S5iY:Y)Sk
PLYy Y/ SY)

2.6.1.5 Obtencié de la direccié D,

Les passes de l’algorisme que en 1’aplicacié computacional requereixen més temps de CPU
s6n ’actualitzacié de Siq4q1 0 Hk41, 1 ’obtencid de la direccié Dg.

— Siutilitzem |’aproximacié de la inversa Sy perqué cal fer el producte Sy Gy el qual requereix
O(n?) operacions aritmeétiques (recordi’s que S és densa) i també I’actualitzacié Sk —Sk+1,
ja que cal actualitzar la part simetrica de n? termes.

— Si utilitzem ’aproximacié de ’hessiana H) perqué cal resoldre el sistema HyDy=~—G} el
qual requereix O(n?) si H; esta factoritzada (la factoritzacié existeix perqué Hy és definida
positiva). L’actualitzacié de la factoritzacié Hy=LiLj—Li41Le+1=Hi41 es pot fer en
O(n?) operacions aritmétiques perque es poden utilitzar els algorismes d’actualitzacié de

factoritzacions quan s’afegeixen o sostreuen matrius de rang u, ja que podem rescriure (18)
com:

Hyy1=Hp + formula Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno  (18)

Sk41 = Sk +

correcci6 de rang u (19)

Sk+1 = Sk + formula Davidon-Fletcher-Powell (20)

YkYLf _ H P PLY)
P,:Yk P H P

LysrLiyy = LeLi +
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sent L i Ly41 els factors no sobrediagonals abans i després d’actualitzar la factoritzacié

de ’aproximacio de 1’hessiana.

Cal tenir present que fins i tot quan @ o Vf(X}) siguin matrius esparses, Sy o Hy seran
matrius (simeétriques) totalment denses.

2.6.1.6 Bibliografia

Els métodes quasi-Newton actualitzant la inversa de ’hessiana estan descrit a [LUEN84]
pp- 260-271. Els que actualitzen ’hessiana es poden trobar a [DESCH83] pp. 194-207. Per a
una descripci’o succinta de ’actualitzacio de la factoritzacé quan s’afegeix una matriu de rang
u, pot veure’s [GILLS81] pp. 41-43.

2.6.2 Exercicis

Exercici 2.24. : pdafpl/meétode Davidon-Fletcher-Powell

Considerem la minimitzacié a X €IR® de la funcié:

.1 z
min — + z 22 + 221 (23 — 1)* + Tl

pel métode de Davidon-Fletcher-Powell que aproximala inversa de ’hessia Sy segons ’actualitzacio:

Py P,i B SiYs Y;Sk
P,: }1 Y,: S I3 Yk

sent Pe=Xg41—Xi 1 Y=V f(Xp+1) =V f(Xi) .

Sk41 =Sk +

0,9005 0,00831 (sim.)
Sigui X = [—0,01431 un punt iterat,i Sy = | —0,0132 1,01
1.0854 0,0116 0,0911 0,318

la matriu obtinguda que aproxima la inversa de I’hessia a X}.

A partir de X; I’algorisme faria una passa a;=1,225 per arribar a Xj41. Comproveu
i indiqueu si fent una passa d’exploracié @;=0,5 la nova aproximacié Sx4+1 podria esdevenir
indefinida.

SOLUCIO

GRADIENT A X; I DIRECCIO D,

—L+23+2zs—1)2+1 ~0,9684 1
V(X)) =

viXY =| 92125 ~0,02577
421(2:3 e 1) 0, 3076 o

0,004139 T

Dy = -SiVf(Xi) = [—0,014776

—0, 084239
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DETERMINACIO DE X.,4, Vf(Xit1), P: and ¥4,

0,90256 -0,97333 r 0,00207 1
Xyt1=Xp + @Dy = |:—0,02169j| Vi(Xr1) = l—0,03917] P = [ —0,00739
1,04328 0.15625 —0,04212

r—0, 00493

Y. = | —0,01340

[ -0, 15136

DETERMINACIO DE L’ESCALAR 13,:l7k I EL SEU SIGNE

Podem comprovar que }3,:)7k=0,00646>0 . Aix0 és suficient per assegurar que Sk41 és
definida positiva, ja que donat un vector qualsevol VEIRR"

V’PkP,:V V'SkYkYLfSkV

’ _ _
ViSe V=V StV + P,:Yk Y,,’SkYk

Donat que S; és definida positiva, podem fer els canvis T=Sk% ViU =Sé Y::

_@uy | (PV)? _ (T'T)(U'V) — (T'V)? + (PV)*

1 Y
ViSinV =TT - g PLY: U PlYi

El numerador del primer trencat és sempre més gran que zero (perqué el producte dels
quadrats de les normes de dos vectors sempre és superior al quadrat del seu producte escalar)
i el denominador és la norma d’un vector al quadrat. El numerador del segon trencat és
Pescalar P;V al quadrat, d’on basta que P,Yj sigui positiu per assegurar que V'Sk41V sigui
positiu. (Cal notar que, quan P.Y;>0 , (T'T)(U'U) — (T'U)? i P[V no es poden anullar
simultaniament, ja que només si T' i U fossin colineals, és a dir: V=0Y; —amb >0 —, s’anul-
laria (T'T)(U'U) — (T'U)?, perd aleshores P{V=8P|Y;>0 tal com hem suposat).

Si P{Y: hagués estat negatiu hauria sigut necessari construir Si41 i comprovar si era
definida positiva.

Exercici 2.25. : pdafp2/meétode Davidon-Fletcher-Powell

Considerem la minimitzaci6é d’una funcié quadratica:

1 3 2 -1 1
n}én -2-X'QX—B’X amb Q= [ 2 2 0 i B=10
-1 0 3 1

a partir del punt Xo=0 pel métode de Davidon-Fletcher-Powell que aproxima la inversa de
I’hessiana Sj segons ’actualitzacio:

PP,  S:Y.Y!S:

P,:Yk Y,:Sk Y,

sent Pr=Xy4+1—Xi 1 Ye=Gi+1—Gi (Gi: gradient al punt Xy), .
Comengant amb Sp=1, comproveu que:

Sky1 =Sk +
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2.25.1.— Py és un vector propi amb valor propi unitat de S; @ .
2.25.2.— Py i P; sén Q-conjugades.

SOLUCIO

PASSA A PARTIR DE X,

3 2 -1770 1 -1
=QXo—- B [2 2 0] 0]—[0]: 0]
-1 0 _0 1 -1
_ _ _CDDO _ 1
01 1/2 1/2
X1=X0+aoDo=[0]+§[0]=[0] P0=X1—X0=00D0=|:0]
0 1 1/2 1/2
ACTUALITZACIO DE S;
3 2 -17r1/27 1l 0
=QX; - =[2 2 0:|[0:|— 0]:[1]
-1 0 3]l La 0
0 -1 17
YO:GI-GO:[I}—[O]=[1 PY,=1
0 -1 1]
! ! ! PoPy  SoYoYyS
_ i / _ 0Fg  S0YoYg50
SOYO = [ 1 1] [i] = [1] YoSOYO -3 1sent Sl So+ POIY(] YQ’SOYO
1 1/4 0 1/4 ] 111 11/12 -1/3 -1/12
51=[ 1 ]+[0 0 0}—5[1 1 1]:[—1/3 2/3 —1/3]
1 1/4 0 1/4 111 -1/12 -1/3 11/12
PASSA A PARTIR DE X,
11/12 -1/3 -1/127 [0 1/3 —G'D 3
Dy =-5G,=- [ -1/3 2/3 -1/3 :l [1] — [—2/3] i D'QlDl =3
-1/12 -1/3 11/12] Lo 1/3 "
1/2] [ 1/3 1 1/2
Xo=X14+a1Dy = [ 0 ] +§ [—2/3} = [—1] P=Xs-X1=a1D, = I:—l]
1/2 1/3 1 1/2
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COMPROVACIO DE QUE S,QPy = Py
(Po és un vector propi amb valor propi unitat de $;Q)

11/12 -1/3 -1/12 3 2 -177r1/2 1/2
S]QP0=—[—1/3 2/3 —1/3][2 2 0][0]:[0]:130
~1/12 -1/3 11712) [-1 o 3 ) l12 1/2

COMPROVACIO DE QUE PlQP, =0
(Po 1 Py s6n Q-conjugades)

3 2 -1717r11/2
PiQP,=[1/2 -1 1/2][2 0}[0]:0
-1 0 3]l1/2

(V)

Exercici 2.26. : pdafp3/meétode Davidon-Fletcher-Powell

Considereu el problema rrelgg f(z) = (1 = 2)* + (21 — 2)%2z3 — (z2+ 1)? i el punt inicial

P =[1 1]"
2.26.1.— Apliqueu una passa completa del métode DFP que actualitza S* a partir de la expressié:
pkpk' ~ Skykyk’sk
/ ! 3
Pyt o gk gt
sent pt = zk+1 — 2k | y* = V f(z*+!) — Vf(2*)' Preneu S°=TIia’=1

2.26.2.— Calculeu la direccié de cerca d* obtinguda pel métode DFP sobre el punt z! trobat a
I'apartat anterior. Sense fer el producte escalar V f(z!)d! indiqueu si la direccié d* és
de descens.

Slc+1 = Sk +

Exercici 2.27. : pbfgsl/métodes quasi-Newton, actualitzaci6 BFGS

Es vol resoldre el problema:

DG R 2)* = (21— 2)%23 — (22 + 1)

aplicant ’actualitzacié secant simétrica definida positiva (BFGS) donada per ’expressié:

kak' _ HkPkP;:Hk
Y,/ P P HP;:

Hk+1 =H,+

amb Yy = Vf(Xi41)—Vf(Xi) i Pc = Xg+1~Xi. El punt inicial és X, = [1 1]’ i s’inicialitza
I’aproximacié quasi-Newton de 1’hessiana fent Hp = I.

2.27.1.— Apliqueu una passa completa del métode indicat, incloent el calcul de ’actualitzacié
BFGS sobre X, prenent com a longitud de pas ap = 1.

2.27.2.— Calculeu la direccié de moviment D; a partir de X3 i comproveu que no és de descens.
Per quina raé D; no és de descens?
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SOLUCIO

2.27.1.- PASSA DEL METODE.

Calculs preliminars :

w=i] v = [BETRINEN] = [5] e

e 1250y =[] -1012 3] 3]

Acualitzacié BFGS:

2058 2058 6 2052 -6
-— = I = _ = Py =
viony = [0 ] vo=vaoay - vsonr = [0 - [ 5] = [ Xee) - o= [ 5 )
i o4 Yo¥s _ HoPoFgH, _ [~254.880 87.120]
YO NYIPy T PlHoP, | 87.120 —28.88)

2.27.2.- DIRECCIO DE MOVIMENT D,

H\Dy = -V f(X1)

[—254.880 87.120] [dl,] _ [—2058] . [—254.879 87.120] [d1,] _ [—2058] -

87.120 —28.88] [dy, 702 0. 0.898 | | dy, —1.440
___1 - ' 3

. { di, = —y5pgyy (~2058 - (87.120 x (~1.603))) =7.526 [~ 7526
dy, = —1.440/0.898 = —1.603 | —1.603 ]

Comprovacié direccié de descens :
7.526
—1.603

D, és d’ascens perque la matriu H; no és definida positiva. L’actualitzacié BFGS només sera
definida positiva si el producte Y/P; és > 0. En el nostre cas es té:

VF(X1)D; = [2058 —702] [ ] =16613.814 > 0 = D, és d’ascens

-6
Y{Po=[2052 —696] [ 6 ] = —16488 < 0

la qual cosa implica que H; no és definida positiva. Tanmateix cal tenir present que, donat que
H, és indefinida (A\; = 0.804, A = —284.564), la direccié P, tant hauria pogut ser d’ascens

com de descens.
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3 Condicions de Kuhn-Tucker.

3.1 Procediment

3.1.1 Condicions d’optimalitat amb constriccions d’igualtat.

En aquest apartat s’exposaran les condicions d’optimalitat per a problemes del tipus

(PN) { re /)
h(z)=0

amb f : R" — R, h : R” — R™. Previament a la presentacié de les condicions d’optimalitat
s’introdueix el concepte de regularitat d’un punt z respecte de les constriccions h(z) = 01 de
pla tangent de les constriccions h(z) = 0 sobre z*:
Definicié 3.1 Punt regular amb constricions d’igualtat : z* € R” és un punt
regular de h(z) = 0 si es satisfa:
i) h(z*) =0

ii) El conjunt de vectors Vh;(z*), i =1,..., m s6n linealment independents

Definicié 3.2 Pla tangent : sigui z* € R" punt regular de les constriccions h(z) = 0.
El pla tangent de les constriccions h(z) = 0 sobre z* es defineix com :

M = {y € R" | Vh(z")y = 0}

S’enuncien ara les condicions necessaries 1 suficients de minim local del problema (PN).

Teorema 3.2 : Condicions necessaries de primer ordre de minim local. Sigui
z* punt extrem local de f(z) subjecte a h(z) = 0. Suposem que z* és punt regular de
h(z) = 0. Aleshores, existeix el vector A € R™, dit de multiplicadirs de Lagrange tal
que:

Vf(z*) + N Vh(z*) =0
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Teorema 3.3 : Condicions necessaries de segon ordre de minim local. Sigui
z* minim local de f subjecte a h(z) = 01 punt regular de h(z) = 0. Llavors es satisfa:
i) 3) € R™ tal que Vf(z*) + N'Vh(z*) =0
i1) Sigui M el pla tangent de les constriccions h(z) = 0 sobre z*. La matriu

ViL(z*) = Vi f(z*) + i A;V2h; (")

j=1

és semidefinida positiva sobre M

Teorema 3.4 : Condicions suficients de segon ordre de minim local. Sigui

z* € R" tal que h(z*) = 0, i sigui A € R™ el vector de multiplicadors de Lagrange que
satisfan:

i) Vf(z*)NAh(z*) =0
i1) La matriu V2L£(z*) és definida positiva sobre el subespai M, pla tangent de les
constriccions h(z) = 0 sobre z*.

Llavors z* és un minim local estricte de f subjecte a h(z) = 0.

3.1.2 Condicions d’optimalitat amb constriccions de desigualtat.

S’estudiaran ara les condicions d’optimalitat del segiient problema d’optimitzacid no lineal
amb constriccions d’igualtat i desigualtat;:

amb f : R” = R, h: R" — R™, g : R® — RNP. Es dona a continuacid la definicié de punt
regular en preséncia de constriccions de desigualtat.
Definicié 3.3 Punt regular amb constricions de desigualtat : z* € R" és un
punt regular de h(z) = 01 g(z) < 0 si es satisfa:
i) h(z*)=01g(z*) <0.
i) El conjunt de vectors Vhi(z*),i=1,...,miVgj(z*), j €I = {j|g;(z*) = 0}
son linealment independents

Teorema 3.5 : Condicions necessaries de primer ordre de minim local. Sigui
z* minim local de (PN), punt regular. Llavors existeixen els vectors A € R™ i p € RP,
dits multiplicadors de Lagrange que verifiquen les segiients condicions (Condicions de
Karush-Kuhn-Tucker):
i) Vf(z*)+ NVh(z*)+ 4'Vg(z*) =0
i) p'g(z*) =0
iii) p >0
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Teorema 3.6 : Condicions necessaries de segon ordre de minim local. Sigui
fih,9 € C? i z* € K" punt regular de h(z) = 0i g(z) < 0. Si z* és minim local de
(PN) llavors es satisfan les segiients condicions:
i) Existeixen els vectors A € R™ i p € RP que verifiquen les condicions de
Karush-Khun-Tucker:
a) Vf(z*)+ NVh(z*)+ p'Vg(z*) =
b) We(z*) =0
c)p20
i1) La matriu V2L(z*) = V2f(z*) + v, AiV2hi(z*) E L1k V2gi(z*) és
semidefinida positiva sobre el subespai tangent a les constrlcuons actives M =
{y € R™ | Vh(z")y = 0,Vgj(z*)y = 0Vj € J}

Teorema 3.7 : Condicions suficients de segon ordre de minim local. Sigui
f,h,g € C? i z* € R" punt factible del problema (PN). Si el punt z* satisfa les
seglients condicions:
i) Existeixen els vectors A € R™ i u € RP que verifiquen les condicions de
Karush-Khun-Tucker:
e) Vi(z*)+ NVh(z*)+ p'Vg(z*) =0
b) we(z*) =0
c) >0
i) La matriu VIL(z*) = V2f(z*) + 1L, iV2hi(z*) + 172, 4 V3g;(2") é
definida positiva sobre el subespai M’ deﬁnlt comM' = {y € R" | Vh(z* )y =
0,Vygi(z*)y=0Vj €'} amb J' = {j| gj(z*) = 0,; > 0}

Llavors z* és minim local estricte del problema (PN).

3.2 Exercicis

Exercici 3.1. : pkutul/condicions de Kuhn-Tucker

En la minimitzacid: ) )
min z1° 4+ 29° + 2z, z3

subj. — 212+ 222 +423=0

3.1.1.— determineu si el punt )?:[—45 0 47, el qual satisfa les condicions de 1€ ordre, és
un minim.

SOLUCIO

EXPRESSIO DE LES CONDICIONS DE 12 ORDRE (obtencié del multiplicador
de Lagrange de la constriccid)

Definim el Lagrangia: £(X,)) = 2,2 + 222 + 22123 + A(—21% + 222 + 4z3)
Derivant respecte a X ia A,
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2-‘!:1 + 21‘3 = 2A.’L’1 —% - gA 9
Vxﬁ(X,z\)': 2z9 + 2Az4 ] =0 Vxﬁ(X,/\)/= [ 0 :| =0 = A:E
2z, + 4) -5 +4)
VaL(X,A) = —212 + 252+ 423 =0 essatisfh a X.
EXPRESSIO DE L’HESSIA DEL LAGRANGIA
VEL(X,N) = VEA(X) + D AVihi(X)
-
2 0 2 -2 00
Vif(X) = !0 2 0] (constant) V%hi(X) = |: 0 2 0] (constant)
200 0 00
202] ,[-200 2 0 2
viL(X ) = !0 2 0‘ + [ 0 2 0] = [0 L0 0‘ la qual és indefinida
2 00 0 00 2 00

PLA TANGENT I BASE Z DEL PLA TANGENT A X
Els punts Y del pla tangent a X han de satisfer: VA(X)Y=0, VA(X)=[-2z, 2z, 4]i
Vh(X)és [§ 0 4], aixi:

[% 0 4] |:y2] =0 = y= —-§-y1 condicié de pla tangent a X
Y3

X € IR3 i només hi ha una constriccié: calen doncs dos vectors per definir una base al pla tan-
gent. Prenen dos vectors ortonormals. Un pot ser Z1=[0 1 0] (el qual satisfa y3 = —%yl).

L’altre, ortogonal a Z, podria ser: 10 ——%]’ normalitzat, és a dir: Z,=| 7:’1=3 0 —721=3]'.
Una base al pla tangent a X és doncs:

0 3

V13
Zzll 0 ]
0~

PROJECCIO DE L’HESSIA DEL LAGRANGIA AL PLA TANGENT
Calculem 2'V% L(X,))Z:

2 0 2710 -3

-~ 3 V13 18

Z’Vﬁrﬁ(X,»\)Z=[ 2 ; _02 ] [0 1 0] [1 0 \:[ 013 fo] (indefinida)
Vi3 viz: [2 0 o] Lo -2 3

Vi3

o

Sent ’hessia del Lagrangia projectat al pla tangent indefinit, podem assegurar que X no és
un minim.
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Exercici 3.2. : pkutu2/condicions de Kuhn-Tucker

Considereu el problema d’optimitzacio:
minf(z) = ::fa:a + 22:% + 33% + 22129 + 42123 + 22923 — 427 — Tz9 + 323

1
subj. a h(z) = §z'f+z2+:ca—450

amb un punt extrem X tal que # = —2. Calculeu la resta de components de X i determineu
la seva condicié de maxim, minim o punt de sella.

SOLUCIO

Si X satisfa les condicions necessaries de primer ordre (i té £; = —2) hem de determinar
el valor del multiplicador de Lagrange p de la constriccid de desigualtat per a saber si és activa
o no.

CONDICIONS NECESSARIES DE PRIMER ORDRE :
El Lagrangial(X, p) és :

1
L(X, ;t) = 1:?1:34-22)% +32§§+2x122+421$3+222.’83 —4z, — Tz +3z3+ 1 <-xf +zo0+ 23— 4)

2
AL(X, )
é—p_).=21:1;c3+21:2+41}3+ﬂ31—4=0
= 9%, — 2i=4
X z
6£((?x—,'“) =2z +4z24+ 2234+ p-7=0 ¢~ E1 = -2 {48+ 253+ p=11
2
' 2%, + 653+ ji=1
o 2 3TH
éil,#), =23 + 4z, + 2224+ 623+ p+3=0
3 7

havent-se de complir que (%if +Zo4 23— 4) =0.

DETERMINACIO DE LA CONDICI(') D’ACTIVA DE LA CONSTRICCIO DE
DESIGUALTAT, I OBTENCIO DE X I i :
a) Suposem que la constriccid no sigui activa: llavors %i'f +Zo+23—-4#0, el qual forga a
que f sigui zero i el sistema que queda és :

25)2 =4 = 5:2 =) R
NO ES COMPATIBLE. aixi doncs el punt
3 X (amb #; = -2) no pot tenir la constriccié
no activa

4i2+2£3= 11 = i‘a:

2% + 623 9‘-‘ 1
b) Suposem que la constriccié sigui activa: llavors %:Ef + %3+ £3 — 4 = 0, que, tenint en
compte que ; = —2 queda Zy + Z3 = 2, i pot ser g # 0. El sistema que queda té
quatre equacions i només tres incognites. Plantegem un subsistema i després comprovarem

si I’equacié resultant és compatible. Agafant, per exemple, la 3%, la 4% i la 1% equacié i
ordenant les variables p, 3 1 o queda el sistema :

1 6 214 1 16 21(@ 1 =t
0 1 1] |as|=]2]|=(01 1 ||z]=] 2 |=&=-1
-2 0 2] L3 4 0 0 —6J Lz ~18 =1
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L’equacié 2° 4 x 3+ 2 x (—1) + 1 = 11 es satisfa, aixi doncs el punt X = [-2 3 -1]

amb fi = 1 verifica les condicions necessaries de 1¢" ordre i la constriccié és activa.
CONDICIO DE MAXIM, MINIM O PUNT DE SELLA DE X :

Donat que g = 1 > 0, X podria ser un minim, perqué jz > 0 és condici6 necessaria de
minim, perd no és condicié suficient. Per a comprovar si X és un minim cal que es verifiqui a
més la condicid suficient de segon ordre (Hessia del Lagrangia definit positiu al pla tangent).

OBTENCIO DE L’HESSIA DEL LAGRANGIA :

22123+ 229 + 423 2z3 2 2z +4
ViX) = 2z, + 4z9 + 223 ];sz(X)z[ 2 4 2 ]
2 4+ 421 + 225 + 623 2z, +4 2 6
~2 20
v’mh:[z 4 2]
0 26
z 100 100
Vh(X) = [1] i V2h(X) = [o 0 0] i V2R(X) = [o 0 0}
1 0 00 000
=2 21 100 -1 20
VIL(X,p) = V(X)) +aVih(X)=| 2 4 2J+1 00 0]:[2 4 2]
0 2 6 000 0 26

OBTENCIO D’UNA BASE ORTONORMAL DEL PLA TANGENT A X :
El pla tangent té dimensié 2 perqué X € %3 i tenim una constriccié activa. Els vectors del
pla tangent Y han de satisfer que :

)1
VA(X)Y =0 ; [-2 1 1][y2]=0=>-2y1+y2+ys=0
Y3
hem de cercar dos vectors ortonormals que satisfagin aquesta condicié. Els vectors :
1/V3 0
Zy = [l/ﬁ] AR [ 1/\/5]
1/V3 -1/v2

satisfan aquesta condicié i sén mutuament ortogonals (Z2/2; = 0). La base del pla tangent
associada a aquests vectors és :
0
7
1

Z = ]
¢
V3 V2

PROJECCIO DE L’'HESSIA DEL LAGRANGIA SOBRE EL PLA TANGENT, I
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COMPROVACIO DE LA CONDICIO SUFICIENT DE SEGON ORDRE :

Z'ViL(X, B2

Il
—
o &‘»—‘
Ql,_.ﬁl._
(Y o
S
S5
[ S—
—
|
LA
N
N O
| S
S-Sk
[0) (5%
qi—l [am)
[ V)
]
—
P
oug
w O
—_—

Z'V (X, )2 = [_g_ 2] def + = [X és un minim de f(z) subjecte a h(z) < OI

Exercici 3.3. : pkutu3/condicions de Kuhn-Tucker
Donat el segient problema de minimitzacio:
opt. f(X)= :cf:ca + 22:3 + 39:% + 22122 4+ 42123 + 22223 — 2827 — 1022 — 3323

subj.a : %xf + T9+ 13 = 12—1

3.3.1.— Determineu el caracter de maxim, minim o punt de sella d’un punt X que satisfa les
condicions de 1°¥ ordre i tal que ; = 1.

3.3.2.— Si la constriccid fos de desigualtat:

subj. a : %zf+zg+23§-l—2l-

X seria també un minim?

Exercici 3.4. : pkutu4/condicions de Kuhn-Tucker

3.4.1.— Enuncieu les condicions necessaries de segon ordre de minim local del problema:

min f(z)
(P) subj. a: h(z)=0

9(z) <0

3.4.2.— Considereu el problema (P) amb f(z) = E%J%I i h(z) = 22 + 2% — z3 — 1, sense

constriccions g(z) < 0. Lasolucié z* =[1 1 1] és un punt estacionari de (P) amb
multiplicador de Lagrange associat A\* = [—1/4]. Comproveu si z* és maxim, minim o
punt de sella de (P).

Exercici 3.5. : pkutud4a/condicions de Kuhn-Tucker
Considereu el seglient problema de programacié no lineal amb constriccions :
min  f(z1,22) = (z1 — 1)’ 22 + (22 — 21)°

(PNL){ sa: (z1+41)(z2+1)+223+223 <4
20,2220
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3.5.1.— Comproveu, a partir de les condicions de Kuhn-Tucker si el punt z° = [0 1]' és un
minim local del problema (PNL).

3.5.2.— Es (PNL) un problema de programacié convexa? Justifiqueu la vostra resposta.

SOLUCIO

3.5.1.— Elpunt z° = [0 1] no és un minim local de (PNL) perqué viola la condici6 de signe
dels multiplicadors de Lagrange (A = —3/5).

3.5.2.— El conjunt factible és convex, doncs la primera constriccié és de menor o igual i la
4 il .

1 4 ). Les constriccions de signez > 0
també defineixen conjunts convexos, i la interseccié de conjunts convexos és un conjunt
convex. La matriu Hessiana de la funcié objectiu és:

_ 2z9+2 2z, —-1)-2
V(=)= [2(ac1 —1)-2 P ]

Hem d’estudiar la definicié d’aquesta matriu:

> A; =22,4+2 > 0= z5 > —1. Aix0 sempre es satisfa per a tota solucié factible
(PNL).

> Ay = —4z2416z1+4z,—12 > 0: aquesta condicié es pot satisfer en funci6 dels
valors de z; i z5. Si provem, pero, el la solucié factible de I’anterior apartat
z° = [0 1] s’obté A; = —8 # 0. Aixi doncs, f(z) no és convexa (V2 f(z)
no és semidefinida positiva) sobre la regié factible, i, llavors, (PNL) no és un
problema de programacié convexa.

funcié que la defineix és convexa (V2g,(z) =

Exercici 3.6. : pkutu5/condicions de Kuhn-Tuck.

Considereu el problema d’optimitzacid no lineal segiient :

min f(z) = e*1(at1)
(P) sa. z2—-z2,<0
223 - 222 -2, 41<0

3.6.1.— Formuleu les condidicions necessaries de primer ordre de (P). Indiqueu el procediment
que s’hauria de seguir si es volgués resoldre (P) a partir d’aquestes condicions. Quina
seria la dificultat més rellevant d’aquest procés?.

Si es resol (P) amb el paquet GINO s’obté la segiient solucid, que indicarem per z*:
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SOLUTION STATUS: OPTIMAL TO TOLERANCES. DUAL CONDITIONS: SATISFIED.

OBJECTIVE FUNCTION VALUE

1) .529462
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 ~.455418 .000000
X2 .396285 -.000007
ROW  SLACK OR SURPLUS PRICE
2) .188880 .000000
3) -.000009 -.241119

3.6.2.— Comproveu si z* és un minim local de (P).

3.6.3.— Trobeu una base del subespai tangent de les constriccions actives sobre z*.

SOLUCIO

3.6.1.— Calulem les primeres derivades de la funcié objectiu i de les constriccions:

,_ [(z2+1)emr=a¥)] _[22:] . _ [62% -4z,
vier= | 000 | 5 va@=["] 5 vee =[]

Condicions de Kuhn i Tucker: n’hi ha dos multiplicadors de Lagrange g i p2 associats
al problema (PNL)
2

i) Vf(z)+ ) ujVgi(z)=0

j=1
(z2+ 1)em D) 4 9y 2 + paba? — dpazy = 0 (1)
z,e"1(Fat1) —p1—p2=0 (2)
i) pigi(z)=0,5j=1,...,2
pi(z} - 22) =0 (3)
p2(223 — 227 —22+1) =0 4)

i) p; >0, j=1,2

u1 20 (5)
p2 20 (6)
Condicions de factibilitat:
23 —122<0 (M)
223 222 —2,+1<0 (8)

Per a resoldre (PNL) a partir de les equacions (1)-(8) caldria explorar els
quatre casos segiients:

NN/FJH/EIO/UPC 98-99



56 Aplicacions de la Programacié No Lineal: algorismes i exercicis

1) Dues constriccions actives: hem de trobar un punt solucié del sistema (1)-(8)
sencer.

2) Cap constriccid activa: de (3) i (4) s’obté p; = pa = 01 el sistema es redueix a
calcular Vf(z) = 0, és a dir, un punt estacionari de f(z) a I’interior de la regié
factible de (PNL).

3) 91(z) =0, g2(z) < 0: llavors pa = 0 i s’ha de resoldre (1), (2), (5), (7)1 (8),
el-liminant p2 de (1) i (2).

4) g1(z) <0, g2(z) = 0: de (3) tenim p; = 0 i s’ha de resoldre (1), (2), (6) i (8),
el-liminant py de (1) i (2).

La major dificultat consisteix en que els sistemes que s’obtenen en els quatre casos
anteriors son sistemes d’equacions no lineals que, en general, no es poden resoldre de
forma directa.

3.6.2.— A la sortida de GINO observem que el valor d’un dels multiplicadors de Lagrange, u2,
—0.455418

s negatiu, violant la condicié (6): el punt # =
és negatiu, violant la condicié (6): el punt % [0.396285

] no és minim local de
(PNL).

3.6.3.— Comprovem primer que el punt Z és regular. Calculem la jacobiana de les constriccions
actives J = {2}:

Vg2(Z) = [3.0661 —1] rang(Vgy(Z)) =1 = rang complet
El subespai tangent sobre Z regular és:

M= {y|Vygi(z)y=0,j€I}={y| [3.0661 —1] [::] =0} = {y | y2 = 3.0661y;}

La dimensié del subespai M és dim(M)=1, llavors qualsevol vector de M serveix com a
base d’aquest subespai:

1
Z__3.0661_

Exercici 3.7. : pkutu6/condicions de Kuhn-Tucker.

Considereu el problema d’optimitzacio no lineal seglient :

min f(z) = e*1(z2+1))
(P) sa. z2-13>0
223 — 222 —2,4+1>0

Comproveu si el punt z* = [—=0.5 .25] és solucié del problema (P)

Exercici 3.8. : pkutu6a/condicions de Kuhn-Tucker.
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Considereu el problema d’optimitzacié no lineal segiient :

min f(z) = e=(#2tD)
(PNL) sa. z-z22>0

223 — 222 —2,41>0

Comproveu si el punt z* = [—1/2 1/4] és solucié del problema (PNL).

SOLUCIO

Per tal de comprovar si z* és 6ptim de (PNL) hem de comprovar les condicions suficients
de segon ordre (que inclouen, recordeu, a les de primer ordre). El primer pas és trobar els
multiplicadors de Lagrange p; i pg associats a z*, si es que aquests existeixen. Per tal de
calcular aquests multiplicadors usarem les condicions necessaries de primer ordre (condicions
de Khun i Tucker). Calculem el gradient i la matriu Jacobiana sobre el punt z*:

, (m2+1)61‘1(1‘2+1) S 0.6691
Vi(z) = [ z,e%1(2a+1) , VIET) = —0.2675

ZOE NNl I B o]

S’observa que la matriu Jacobiana és de rang complet, sent doncs z* regular. Les dues con-
striccions sén actives sobre z*. Si plantejem la primera condicié de Khun i Tucker tenim:

Vi(z*)+ (17 #3]Ve(z*)=0

0.6691 — 3 +3.5u5 =0
i=- 5 = —0.2081
09676 — i — i3 =  J (1 ==0-05947, 5 = —0.20816]

Les constriccions del problema (PNL) estan plantejades com de > 0. Aixé implica que la
condicié de signe sobre els multiplicador (tercera condicié de Kuhn i Tucker) és p* < 0, que és
satisfeta pel vector trobat. Aixi doncs, el parell z* = [—1/2 1/4], y* = [—0.05947 —0.20816]
satisfan les condicions necessaries de primer ordre. Comprovem ara les de segon ordre, calcu-
lant la definicié de la matriu Hessiana de la funcié Lagrangiana sobre el subespai tangent M.
Calculem primer V2L(z*, u*):

0.8363 0.2007 2 0] -10 0
2 -\ — 2 - 2 .y _
Vi) = [0.2007 0.1338] » Vigi(27) = [o 0] » Viga(a®) = [ 0 0]

2
ViL(z*, pu*) = V2 f(z*) + ) piVgi(z*) =
j=1

0.8363 0.2007 2 0 -10 0 2.799 0.2007] A1 =2.799>0
= —0.05947 —0. =
[0.2007 0.1338] AL [0 0] LAl [ 0 0] [0.2007 0.1338] Ay =0.334>0 } def +

Donat que V2L(z*, u*) és def + sobre IR?, també ho sera sobre qualsevol subespai de IR?. En
particular, sera def + sobre el subespai tangent M. Aixi doncs, el punt z* és un minim local
estricte de (PNL).

NN/FJH/EIO/UPC 98-99






4 Optimitzacié amb constriccions lineals 59

4 Optimitzaciéo amb constriccions lineals.

4.1 Meétode de Murtagh i Saunders

4.1.1 Procediment

Sigui el problema d’optimitzacié no lineal amb constriccions lineals en forma estandar
(NCL) definit segons :

min  f(z) (4.1a) ffR* =R, feC?
(NCL) subj. to: Az =0b(4.1b) A€ R™"™ rang(A)=m
0<z<wu(4lc) z,ucR*, beR™

on ja es té en compte la introduccié de les folgues i escreixos necessaris per a obtenir un conjunt
de m constriccions d’igualtat. S’indicara la factibilitat d’un vector z € IR" respecte de (NCL)
amb z € Qucy, sent Qye. €l conjunt de solucions factibles de (NCL) :

Definici6 4.1 : Quc, ={z€R": Az =b,0<z < u}

Donada una solucié factible z € Quc., €l vector ¢ € IR" denotara el vector columna
corresponent al gradient de la funcié objectiu sobre z :

af(z .
g(z) = Vf(z) : g(z); = g(.)- , i=1,...,n
2;
analogament, la matriu Hessiana de f s’indicara :
0% f(z)
= V? - = — 5, =1,...
H(z)=V*f(z) :  H(z)= Poidz; P l,....n

L’algorisme de resolucié de (N CL) presentat que, seguint la nomenclatura usada a [GILL81],
anomenarem Algorisme del Conjunt de Constriccions Actives, va ser descrit inicialment per
Murtagh i Saunders a [MUSAT78]. Una descripcié exhaustiva de 1’algorisme es pot trobar
descrita i demostrada amb detall a diversos llibres i articles de 1’area (per exemple, [GILLS8I,
LUEN84,MUSAT78]).

4.1.2 Particié de les variables.

Donat © € Qyc, es defineix la segiient particié del conjunt de variables :
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Definici6 4.2 Variables basiques : conjunt de m variables de £ amb valor 0 <
z; < u; 1 associades a una submatriu de A no singular. Es defineix
B: conjunt d’indexos de les variables basiques. Es dira que z; és variable basica
siie B. |B|=m.
zs: vector de variables basiques (zs € IR™). Si la variable z; és la p-éssima
variable basica, aleshores : B, = 7, Ty, = Zi, Ugp, = Ui 1 gp, = g(z);.

Definicié 4.3 Variables superbasiques : conjunt de variables de z tals que z; ¢ B
10 < z; < u;. Es defineix
S: conjunt d’indexos de les variables superbasiques. Es dira que z; és variable
superbasicasi i € §. |S| = s.
zs: vector de variables superbasiques (zs € IR*). Si la variable z; és la p-éssima
variable superbasica, aleshores : s, =4, 5, = Zi, usp = u; i gsp = g(z);.

Definicié 4.4 Variables no basiques : conjunt de variables de z tals que z; € B i
z; = 0 0 ; = u;. Es defineix :

N: conjunt d’indexos de les variables no basiques. Es dird que z; és variable no
basica si t € N. |N|=n—m—s. Es distingira entre M, = {i € N : z; = u;}
i.N‘o:{iEN:;Eiz()}

z,: vector de variables no basiques (z, € IR(""'"_S)). Si la variable z; és la p-
essima variable no basica, aleshores &y = 7, 2, = z; iuNp = u; ing =g(x);.

Definicié 4.5 Solucié degenerada : z' = [z’ ] T l z,'] és una solucié
degenerada si 31 € Btqz; =u; 6 ; =0

Aquesta partici6 del conjunt de variables indueix una particié del conjunt de columnes de
la matriu A en les submatrius basica B, sl superbasica S i no basica N :

m S n—m-=sS§

A= B S N (4.2)

sent B no singular, segons es desprén de la definicié D4.2 . Es pot comprovar facilment que la
partici6 (4.2) existeix sempre que A sigui de rang complet.

4.1.3 Matriu de constriccions actives i base Z del subespai nul.

Donat z € Qycy, €l conjunt total de constriccions actives (“binding”) vindra determinat
per les m constriccions lineals definides pel sistema Az = b més un nombre n — m — s, que
depén del punt z, corresponent a les variables no basiques, que per definici6 es troben a una
de les seves fites. La matriu de coeficients de les contriccions actives a  s’anomena matriu de
constriccions actives :
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Definicié 4.6 Matriu de constriccions actives. : Siguix = | z5 | € Qnce

Ty
soluci6 factible de (NCL). Es defineix com la matriu de constriccions actives de
(NCL) a z la matriun x (n—s) :

m s n—m-—s
B S N m
M= (4.3)
0 I (n—m-—s)

La matriu M és de rang complet si A ho és. L’expressié de les constriccions actives a
Z € Quey 6s:

Mz=} g 5:[”] 6 b= (4.4)

Upg Si N;‘ ENu
by

0 sl Ni € Mo

on by és el vector de fites actives. El conjunt total de constriccions de (NCL), expressat en
funcié de M és :

Mz =1b (4.5a)

0<az;<u; VieBUS (45b)

Donat que la matriu A € R("=2)%" & de rang complet, les seves files generen un subespai

de dimensié n — s dit espai de rang. Interessa definir el seu complement ortogonal, dit espai

nul de M : }
Definici6 4.7 Espainulde M : Ny ={p€eR" : Mp=0)}

Donada una matriu Z € IR("**) les seves columnes formaran una base de Nz si i només
si es satisfa :

i) rang(Z)=s (4.6a)
i) MZ=0 (4.6b)

Hi ha diverses formes possibles de construir la base Z. Una de les més emprades correspon
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a D’expressié :

——
m{ | -B~!S
Z = s I (4.7)
n—m-—s{ 0

la matriu definida a (4.7) és de rang complet i satisfa la condicié (4.6b) :

|=101 9

-B-1§
v _[B S N] -BB~'S+S5I+ NO -S+S
MZ = I = =
0 0 I 0 0

0

sent doncs, una base de Nyz.
A partir del gradient g(z), la Hessiana H(z) i la base Z es poden calcular el gradient i la
Hessiana projectats:

Definici6 4.8 Gradient projectat : g,(z) = Z'g(z) = gs(z) — S'(B™!) gs(z)
Definici6 4.9 Hessiana projectada : H,(z) = Z'H(z)Z

g.(z) i H,(z) també sén coneguts com el gradient reduit i I’Hessia reduit.

4.1.4 Condicions d’optimalitat de (NCL)

Donada una solucié factible de (NCL) z, les condicions necessaries de primer ordre que
s’han de satisfer a = per a poder ésser declarat minim local (condicions de Karush-Kunh-Tucker
(KKT)) s’estableixen en el segient teorema :

Teorema 4.8 : Sigui £ € Quc.. Si z és minim local de (NCL) aleshores existeixen
7t € R™ i 0}, 05 € R", dits Multiplicadors de Lagrange, tals que :

i) A'm* +oj+o,=Ye(z) (4.9a)
i) ojzi=0,i=1,....n (4.9b)
og;(uy—z)=0,7i=1,...,n (4.9c¢)
i) g5, >0,i=1,...,n (4.9d)
05;<0,i=1,...,n (4.9¢)
Les condicions (KKT) es poden redefinir tenint en compte la particié ' = [z’ I rg | z,']

definida a D4.2 1 D4.4 i el concepte de matriu de constriccions actives D4.6
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Teorema 4.9 : Sigui 2/ = (24 zs zy') € Quer. Sigui M la matriu de
constriccions actives a r 1 g’ = [ga' gs' gn'] el vector gradient de f(z) a z. Si
x és minim local de (NCL) aleshores existeixen 7* € R™ i g3, € R tals que :

s
. B 07, . —
i) M [: ] =5 o [: ] = | g5 (4.100)
1% N' I 1% -
In
i) 0%, >0, YN €Ng (4.10b)
0y <0, VN €N, (4.10¢c)

Sobre un vector & € 2y, on el sistema (4.10a) sigui compatibles’obté, a partir de (4.10a)

B'r=gs ; 7 =g,/ B! (4.11a)
Nr4oy=gn : o =gu —7'N (4.11b)
S'r=gs : gs—S'7=0 (4.11¢)

Les equacions (4.11a) i (4.11b) poden ésser emprades per a calcular uns vectors 7 i o, a
qualsevol solucié ¢ € Qycr, peré només si el gradient projectat sobre z s’anula es satisfan
les equacidns (4.11c) . Com es veura, els vectors w i 0, sén necessaris per a ’aplicacié de
I’algorisme.

4.1.5 Algorisme del Conjunt de Constriccions Actives.

Algorisme A4.1 : Algorisme del Conjunt de Constriccions Actives.
[0] Inicialitzacié de 1’algorisme :
Donat z0 € Quc, es defineixen :
B ; S0, N0 (SNM)0
2° 5 g0:=2%(«%) i H):=2"H(z)2° ; k:=0.
Comprovacié de les condicions d’optimalitat de (SNM) :
Sillgtlla=0= 2* = 23" : anadaa [2].
Si |lgk|l2 # 0 => ¥ # 2%,* : anadaa [3).
2] z*F = 1:3—," : comprovacié de les condicions d’optimalitat de (NCL) :
2.1] Calcul ok’ = gut' — n*' NE.
2.2] Sidge N tqot <063geNf tqaf >0llavors:
Bk+1 .= Bk ; Sk+1 .= Sk U {q} : NE+L .= Nk \ {q}
Actualitzacié (SNM) 5
Anada a [3].
Altrament, anar a [4].
[B) z* # 27, : iteracié a (SNM) * :
Calcul d’una direcci6 factible de descens :
Resolucié de H_f:pzk = —gf ; P’; = P:k i Pg = —[B“]"S”p’é ; Pf/ = [0].
[3.2] Calcul de la passa maxima : &@ = min{@s, as}.
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[3.3] Exploracié lineal : a** = argming <, {f(z* + ap*)}.
[3.4] Actualitzacié del punt iterat : B

g+l = gk 4 gekpk.

git! i= ZhH g (k).

H:“H — Zk+llH(:L'k+1)Zk+1.
[3.5] Pivotacié : si o*f = a llavors:

Sia*t=a,:
Seleccionar | € S acceptable per a pivotar.
[i"“'l =B\ {pyu{l} ; SHL:=8¥\{1} ; N:tL:=NrU{p}.
t=ag
Bkl .=k . Skt1.— Gk \{p} ; NE+L .= ARy {p}.

Actualitzacié de (SN ) * : Zk+!
[3.6] k:=k+1. Anadaa [1].

[4] Acabament : z* = 2%,* i satisfa (4.10b) -(4.10c) = [z* optim de (NCL)].

Es necessari fer alguns comentaris sobre 1’is de I’Hessia projectat H*. El disseny de la
versio especialitzada de l’algorisme que es presentara als seglients capitols considera que les
segones derivades de la funcié objectiu no estan disponibles. Aix6 provoca que, en realitat, a
les passes de I’algorisme A4.1 on s’indiqui H¥ s’hagi de considerar que s’esta fent referencia a
una certa aproximacié de Hz*. D’altra banda, el fet de no disposar de les segones derivades fa
que les comprovacions d’optimalitat es limitin a assegurar les condicions necessaries de primer
ordre si no es dispossa d’informacié addicional sobre la convexitat de f.

Sia

4.1.6 Exercicis

Exercici 4.1. : pmusal /métode de Murtagh-Saunders

Donada la minimitzacio:

2
min f(X) = 11;3 — 2125 + 321 — 622 — 43 — 42426 + Te T7Tg
3 1 0 -3 3 0 1 3 23
subj. | -6 1 1 8 6 4 0 -3|XN=]41
3 -1 0 -3 2 -3 1 0 9

0<X<X amb X=[5 55 5 5 5 5 5]

determineu el gradient projectat pel procediment de Murtagh-Saunders a partir del punt factible
Xy=[2 0 1 3 5 1 5 2], reordenant, si cal, les variables i comproveu que la direccié
de menys el gradient projectat a partir de X, és una direccié factible de descens.

SOLUCIO

DETERMINACIO DE LES VARIABLES BASIQUES, SUPERBASIQUES I NO
BASIQUES

Les variables basiques 0 < Xp < Xpg , a ser possible estrictament entre fites, han de
tenir imprescindiblement columnes d’A linealment independents. Les variables superbasiques
0 < Xs < Xs han d’estar estrictament entre fites. Les variables no basiques X han de tenir
les seves components o a la seva fita superior: zn; =T;, j € T o a la seva fita inferior: zn; =0,
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j €1, sent TilI els conjunt d’indexos de variables no basiques a fita superior i a fita inferior
respectivament.
Per triar les variables basiques tenim que:
e =z, esth a la fita inferior i z5 i 27 estan a la superior (per tant, en principi, les excloem del
conjunt de les basiques)
T, z31z4 tenen les columnes linealment dependents (no poden ser simultaniament basiques)
e z;, 3 1 z¢ poden ser les variables basiques Xp perqué tenen les columnes linealment

independents:
3 0 0 3 100
B=|-6 1 4 |=]|-6 1 . 1 4
3 0 -3 3 0 -3 1

e donat que hem trobat variables basiques estrictament entre fites, totes les variables que
estan a una fita seran no basiques: Xy = {z2,zs, 7}, i la resta de variables (estrictament
entre fites) seran les superbasiques Xs = {z4,z5}. (Altres combinacions de basiques i
superbasiques sén també possibles).

MATRIUS S, NI A I CALCUL (NO NECESSARI) DE Z

-3 3 1 3 1
Sésdoncs S=| 8 =3[iN=]1 6 O0][ d’onlamatriu de constriccions actives
-3 0 -1 2 1
r3 0 0 -3 3 1 3 1 “
B S N -6 1 4 8 -3 1 g (;
Aes A N 3 0 -3 -3 0 -1
1
0 1 0 -1
z -1d
La matriu Z, la qual no és necessari tenir emmagatzemada de forma explicita, féra:
S 1 17
-2 1
-B~'S (1) _01 -1 1
L = 1 = 0 ] jaque By =S5 dénaVi=| 2 | iBV, =5, Vo=|-1
0 0 1
0 0
0 0
Lo o
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GRADIENT I GI_R}ADIENT PROJECTAT

EL — w43 ] F-39
-6 —6
Tix3 — 4 -2
VHX) = o vy = |
- -2
—4z4 + 2x6x728 8
z6lzg 2

i z6’z7 ] 5 |

Tenint en compte la ordenacié i distribucié de variables basiques Xp = {21, 23,6} su-
perbasiques Xg = {z4, 28} i no basiques Xy = {z2, 25,27}, tenim que:

-3 -6
2 —4
Gp = [—2} Gs = [ . ] Gy = —2] i que la solucié de B'Il = Gp és:
5
8

2

3 -6 3 ™ -3 :
1 : 1 0| -|m|l=|-2] - On=]|-2
4 1 -3 ™3 8 -5

so-ee-on=[J]-[7 4 31 ]- (30
3

DIRECCIO DE MENYS EL GRADIENT PROJECTAT

Donat que ||Z’'G||?>=14,5 no esta a prop de zero, haurem de fer una passa en la direccié
Ps=P,=-Z'G (o en la que s’obtindria de resoldre Z’ H; ZP,=—Z'G) i calcular Pp=—B~!SPs,
és a dir, resoldre BPg = —SPs i fer Py=0.

-3 3 6
Calculant SP, = l: 8 —3] . [3;2] = [ 3/2 ]
-3 0 —9/2

3 1 00 PB1 —6 -2
1 resolent [—6 1 :I . 1 4| |pp2| = —-3/2] obtenim Pgp = | 1/2
3 0 -3 1 pBs 9/2 -7/2

La derivada direccional V f(Xy)P=G'g Pp+G'sPs=—29/2<0 per tant queda comprovat
que és una direccié de descens.

o O

Exercici 4.2. : pmusa2/métode de Murtagh-Saunders

En la minimitzacid de:

2
min f(X) = xll(;ﬂs + Tox3 — 3z428> + 2z527 — 226 + 328

3 1 0 -3 3 0 1 3 31
subj. |-6 1 1 8 6 4 0 —3},\'= 92/3]
3 -1 0 -3 2 -3 1 0 11
X 5

0<X<X amb X =[5 5§ 56 § 5 5 51
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pel procediment de Murtagh-Saunders, s’ha trobat que en el punt Xo=[3 0 3 % 5 4 5
1]’ 1 partint de la subdivisié en variables basiques: X g={z,, z3, z¢}, superbasiques: Xg={z4,zs}
i no basiques: Xny={z2, s, 27}, el gradient projectat val zero: Z'V f(X,)'=0. Indiqueu si Xg
pot ser un Optim, i si no ho podés ser, quines variables haurien de canviar de valor i com
calcularieu el seu canvi.

SOLUCIO
CALCUL DEL GRADIENT A X, I DELS MULTIPLICADORS II
o ZuZn g3
I3 3
T 0
VHXY = S8’ i C=ViX) = |
5110— + 2z, N o= g
-9 -2
2z 10
L —6z428 + 3 [ 1

Tenint en compte ’ordenacid i distribucié de variables basiques Xg = {zi,z3, 26} su-
perbasiques Xg = {z4,zs} i no basiques Xy = {z2,zs, 27}, tenim que:

3 _3 3
ng[()] Gs:[l] GNZ[IOQ/IO]
-2 10

0 0

-

3 1 00
i la matriu B de columnes basiques és: B= | -6 1 4 ] = [—6 1 ] . [ 1 4]
L3 0 -3 -3

La solucié de B'Il = Gpg és:

1 3 -6 3 ™ [ 3 3
[0 1 :||: 1 0:|'[Wg:|: U:l — HZ[O}
0 41 -3 3 [ -2 z

COMPROBACIO (NO NECESSARIA SEGONS L’ENUNCIAT) DE QUE
2/ f(Xo) =0

La matriu Z és:

-B-1§ Gs
Z = [ 1 ] i Z’G:[—S’B"ll 1 0] [GS:I =Gs—SB—llGB=G5—-S'H
0 Gn

-3 3
onS=|8 -3| aixi: 2G= ['3] - ['3 . "3]-
30 1 3 -3 0

wiv O wi-

TAXACIO DE LES VARIABLES NO BASIQUES

La matriu de constriccions actives A és:
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3 0 0 -3 3 1 3 17
7 d -3.6(1) 43 83 —03 11 2 1
A‘: = - - B
1
0 5 o -1
L ~1

- Imj .
L’equacié de taxaci6 (condicié de 1%L ordre) és: A’A =G amb A = [Z] i cal que tots

els components de ¥ siguin positius perque, sent Z'G=0, siguem en un minim.

)
3
Gs Bll=Gg Nl= |(0] (ja trohat)
~ IO P
ag)=|es| -
x GN SM=Gs — Gs—STN=0=2'G (segons enunciat)

N'T+1E=Gxy — ST=1Gy— N'l)
Val la pena separar de la seva fita tota component z; per a la qual ¢;<0

1]) 2>

3
0y = +1(3— 11 -1]-
3
] < 0 (zs5: candidata a entrar)

o5=_1(l})09 3 6 2] [
1
3
0
2
2

=—1(10—[1 0 1] [

Donat que hi ha components de ¥ negatius, NO som a ’0ptim (malgrat que Z'G=0)

) = —-9< 0 (z7: candidata a entrar)

——J win O Wi

ENTRADA D’UNA NO BASICA I DIRECCIO D’EXPLORACIO
De les dues candidates a entrar que tenim entrarem la de o; més negativa: z7, la qual

sera afegida, provisionalment, al conjunt de les superbasiques: Xs={z4,zs,z7} 1 Xn={z2, z5}.
Tenim aixi:

-3 3 1 -3
S= [ 8 =3 0:| Gs = [ 1 } Gn = [-‘i?] i el nou gradient projectat Z'G és:
-3 0 1 10

-3 -3 8 -37 [3 0 e
Z'G=és—S'H= 1 - 3 =3 0 10l =10 :[4 =~ ]
10 1 0 1 % 9 signe de(],;.,r.,)07

Farem una passa en la direcci6 P5=PZ=—§’G i calcularem PB=—B‘1§P5, és a dir, resol-
drem BPg = —SPs i fem Pny=0.

-3 3 1 0 -9
Calculant SPs = [ 8§ -3 0] - 0] = [ 0 ‘
-3 0 1 -9 -9
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3 1 00 [ PB1 9 3
iresolent | =6 1 : 1 4| |pg2| =|0]| obtenim Pg = | 18
3 0 -3 1 LPB3 9 0
3 07
Tenim doncs Pg = | 18| 1 Ps = [ O |. Ara caldria determinar la passa maxima i fer
0 -9

exploracio lineal per determinar el nou punt.
(Noti’s que el component ps7=—9<0 és negatiu, com correspon a la variacié de z7 que
estava a la seva fita superior).

Exercici 4.3. : pmusa3/métode de Murtagh-Saunders

Considereu el segiient problema d’optimitzacié no lineal:

2 1@
(P) subj. a: Az =
[0]<z<2Z

amb:

flz)= 3:cf R :vg - 4m§ - 2m§ + x§ - 2x§ -+ 33:3 + T1T9 + T3T4 — T3T7 + 4z5 — 2T¢
1 2 0 3 0 2 =3
A=|-1 0 4 -2 2 4 -4| ; #=[3 2 3 2 3 3 2]

0 -3 0 1 3 -3 -2
Durant la resolucio d’aquest problema amb I'algorisme de Murtagh-Saunders s’ha obtingut
literat ¥’ =[2 1 2 2 2 2 0]amblaparticié de variables segiient: zt' = [z, z3 5],
2t =[23 6], 0k =24 7).
4.3.1.— Realitzeu una nova iteracié de 1’algorisme Murtagh-Saunders a partir de z*.

4.3.2.— Es z* un minim local de problema? En cas que no ho sigui, podrieu indicar algin
procediment que permetés trobar una direccié de descens i continuar iterant?

Exercici 4.4. : pmusa3/meétode de Murtagh-Saunders

Considereu el segiient problema d’optimitzacié no lineal:

mip  f(z)
(P) subj. a: Ar=b
[0]<z<z

amb:

f(z) = 33 + 22 — 422 — 222 + 22 — 222 4 322 + 2125 + 2324 — 2377 + 425 — 226
1 2 0 3 0 2 -3
A=|-1 0 4 -2 2 4 —4| ; #=[3 2 3 2 3 3 2]
0 -3 0 1 3 -3 -2
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Durant 185 resolucié d’aquest problema amb I’algorisme de Murtagh-Saundlers s’ha obtingut
Iiteratz =[2 1 2 2 2 2 0]amblaparticié de variables segiient: &' = [z, z2 zs],
:t’_;/ =[zs z6], :tf,/ =[za z7].

4.1.— Realitzeu una nova iteracié de I’algorisme Murtagh-Saunders a partir de z*.

4.2.— Es z*¥ un minim local de problema? En cas que no ho sigui, podrieu indicar algiin
procediment que permetés trobar una direccié de descens i continuar iterant?

Exercici 4.5. : pmusa4/métode de Murtagh-Saunders

Considereu el seglient problema d’optimitzacid no lineal:

. T
mn S = T e
(P) . [2 4 403 _ 1
subj. a: 19925 0 z 3

0] <z<z=[4 4 3 4 4]

Aplicant la fase I del simplex s’ha obtingut la solucié inicial factible z° = (1 4 3 0 2].
Efectueu la primera iteracié de l’algorisme de Murtagh i Saunders aplicat sobre (P) a partir
de z°. En concret:

4.5.1.— Determineu els conjunts B°, S° i N°.

4.5.2.— Comproveu la condicié d’aturada de I’algorisme sobre z°, realitzant, si cal, les actual-
itzacions de B°, S° i N0,

4.5.3.— Calculeu la direccié de descens.

4.5.4.— Efectueu ’actualitzacio de les variables prenent com a passa Optima «* la passa maxima
permessa @, indicant com s’actualitzarien les llistes B°, S° i N°.

Exercici 4.6. : pmusa5/métode de Murtagh-Saunders

Considereu el segiient problema d’optimitzacié no lineal amb constriccions lineals:

min  f(z) fR"—R, feC?
(NCL) subj. to: Ar=1b . A€R™*" rang(A)=m
0<z<u z,u€lR",be ™

En la resolucié d’aquest problema mitjangant I’algorisme de Murtagh i Saunders s’ha ar-
ribat a una solucié factible X¥ amb gradient reduit nul (g¥ = 0). Un cop avaluats els multi-
plicadors de Lagrange o, s’observa que la i-éssima variable no basica z,; = 0 té multiplicador
de Lagrange associat oy; < 0. Sigui p la direccié definida per la relacié A¥p = e,4;, amb A¥
matriu de constriccions actives a X* i e;4; € IR®™* vector unitari amb +1 a la posicié m + .
Demostreu que la direccid p és factible i de descens.

Exercici 4.7. : pmusa6/métode de Murtagh-Saunders

Considereu el segiient problema d’optimitzacié no lineal:
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min  f(2) = —z% 4 2323 — 7124
reRe
2 21 4 10.75
1) subj. a : =
SRl 00 —1)%T 125

0
[0 <z<z=[2 2 2 2)

4.7.1.— Apliqueu dues iteracions de ’algorisme de Murtagh i Saunders a partir del punt X =
[1,0,1.75,1.75)' amb la segiient particié6 de variables: Xp = {z1,z3}, Xs = {z4} i
Xy = {z3}. Preneu com a longitud de pas 6ptimala longitud de pas maxima permessa.

4.7.2.~ Estudieu el caracter de minim local de (P) del punt obtingut a I’apartat anterior.
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5 Optimitzacié amb constriccions no lineals.

5.1 Metodes de Lagrangians projectats

5.1.1 Procediment

5.1.1.1 Lagrangians Projectats.

Consideri’s el problema estandar d’optimitzacié No lineal amb Constriccions No lineals
(NCN):

min  f(z) (5.1a) ffR" - R, feC?
(NCN) subj. a: g(z)=0 (5.1b) . ¢g:IR® —IR™, ge(?
0<z<u (5.1¢) z,ueR", be R™

on les possibles constriccions de desigualtat de la formulacié original s’han transformat a la
forma estandar amb la inclusio6 de les folgues pertinents. Acceptarem que totes les funcions que
apareixen a la formulacié de (NCN) sén dues vegades diferenciables amb derivades continues, i
que les hessianes V2f(z) i V2g;(z),i=1,...,m sén afitades. Considerarem també que existeix
un punt z* que satisfa les condicions de primer i segon ordre de minim local de (NCN), amb
multiplicadors de Lagrange A* i o* associats, respectivament a les constriccions g(z) = 01 a les
fites actives.

Les técniques del tipus Lagrangia Projectat permeten resoldre problemes tipus (NCN)
mitjancant la resolucié d’una successié de subproblemas (SP*) associats a la linealitzacié g(z) ~
g% (z) = g(z¥) + J¥(z — z*) de les restriccions no lineales (5.1b) sobre els iterats z*. Aquests
subproblemas es formulen com:

min &*(z; ) (5.2a)
(SP*) subj. to: JFz = —g(z*) + JF2* (5.2¢)
0<z<u (5.2¢)

k

on J* és el Jacobia de g(z) a z¥. Noti’s que (SP¥) és un probla lineals que pot ser resolt
aplicant ’algorisme A4.1. El detall de I’expresi6 de la funcié objetiu ®(z;-), que esta sempre
relacionada d’alguna forma amb la funcié Lagrangiana £(z, A) = f(z) — A g(z), varia segons els
autors. L’expressi6 usada al paquet Minos consisteix en el Lagrangia Augmentat Modificat:

@ (z; 24,3, ) = () ~ W' (5(2) ~ ¢*(2)) + plo(z) - o* (o)1 (53)
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aquesta aproximacié es basa en el treball de Robinson [ROB72] on es demostra pel cas p = 0
que, si z* i A¥ s6n, respectivament, la solucid i els multiplicadors de Lagrange de les constriccions
lineals del problema (SP*~1), la seqiiéncia {(z*, A¥)} convergira, sota certes circumstancies, a
una solucié {(z*, A*)} del problema (NCN), amb ordre de convergéncia quadratic. Tanmateix,
la convergéncia només esta assegurada si el punt inicial (2%, A°) esta prou a prop de (z*,A*).

L’algorisme implementat a Minos es basa en una seqiiéncia de iteracions principals ( “major
iterations”), cadascuna d’elles consistent el la resolucié d'un subproblema (SP*) amb ®* don-
ada per (5.3) . Cada iteracié del procés de resolucié de (SP*) (iteracions de I’algorisme A4.1)
es denomina iteracions menors ( “minor iteration”). El terme de penalitzacid p es selecciona de
forma que la Hessiana de ®*(z; ¥, A*, p) sigui definida positiva sobre un cert subespai. A més,
evita discrepancies excessives entre g(z) i g*(z), fent que 1'6ptim de cada subproblema (SP*)
romangui a prop de z* si la corbatura de les constriccions és important. La seleccié del valor de
p es realitza heuristicament, incrementant-se si es detecta perdua de convergencia, i intentant
anular-lo a prop de z* per tal d’aprofitar la convergéncia quadratica del métode de Robinson.

5.1.1.2 Criteri de convergencia.

Es pot demostrar que si z¥ satisfa les condicions de minim de (SP*) també satisfa les del
problema original (NCN), tret, possiblement de la condicié de factibilitat primal g(z*) = 0.
Si aquesta darrera condicié també es verifica, llavors z* sera el minim buscat. Segons aixé, es
considera que el punt z* és la solucié del problema (NCN) si:

1.-  zF satisfa les constriccions no lineals g(z) = 0 dins d’una certa tolerancia ¢,, és a dir,
sl €2 < €.

2.- z* satisfa les condicions de KKT de primer ordre del problema (SP*) .
5.1.1.3 Problemes (SP*) infactibles

Si el punt z¥ usat en la definicié de (SP*) és factible per (NCN) llavors (SP¥) sera
factible. En general, perd, z* violara en cert grau les constriccions no lineals de (NCN), i
aix6 fara que (SP¥) pugui ser infactible. En particular, si g(z*) # 0 llavors z* sera infactible
per (SP¥) . Tanmateix, z* és I’0ptim de (SP¥~!) i, per tant, factible (SP*~!) . Tenint en
compte aquest fet, es pot comprovar facilment que z* satisfara la segiient pertorbacié de les
constriccions linealitzades (5.2c) :

JEe = —g(zF) + J¥zF + 4q (5.4)

amb vy = 11i ¢ = g(z*) — g*~'(z*). El procediment seguit per tractar amb problemes (SP¥)
infactibles consisteix en plantejar inicialment el problema (SP*) amb les constriccions pertor-
bades (5.4) amb+y = 0. Si es detecta que (SP*) és infactible, s’afegeix %q al terme independent
de (5.4) 1 es continua amb el procés d’optimitzacié. Si la situacié d’infactibilitat es repeteix,
s’afegeixen successivament els valors %q, %q, etc. Aquest procediment simula la sequéncia
7= %, %, %, ... que tendeix a 1. Si aquest procediment no proporciona un subproblema (SP¥)
factible després de 10 modificacions, o no és aplicable (per exemple, quan k = 0 o el problema
previ era infactible), es realitza una nova linealitzaci6 sobre el punt de I’iltima iteracié menor
realitzada. Altrament, es considera que el problema original (NCN) era infactible.

5.1.1.4 Algorisme del Lagrangia Projectat.
El procediment de resolucié de (NCN) implementat a Minos, i que recull el desenvolupa-
ment de les seccions anteriors és:
Algorisme A5.1 : Algorisme del Lagrangia Projectat.

[0] Imicialitzacions:
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0.1] Seleccionar (z°,A%).k =0
0.2] Inicialitzaci6 de tolerancies:
Tolerancia de constriccions: ¢, > 0
Radi de convergencia e, > 0
Tolerancia de multiplicadors: €,y > 0
Parametre de penalitzacié p > 0
Factor de canvi de p: G, > 1
Nombre maxim d’iteracions principals: np
Resolucié de (SP*) :

1.3] Resolucié del problema (SP*) definit a partir de (z*,*) i p: obtencié de
(:v“’l‘ )‘k+1).

[1.4] Calcul del canvi relatiu de multiplicadors de Lagrange ¢, i de la violacié de les
constriccions €s:
1 1= [IXF = XHI /(14 I )
2 = lo( 1) ll2/ (1 + [l2*+1]12)
Test de convergéncia:

Si €3 <€, i z*7! satisfa les condicions de KKT de (SP¥*!) llavors
(z*, %) = (zk+1) \k+1) sTOP

Altrament Si k = np llavors
STOP : nombre maxim d’iteracions excedit.

ry

1Si
ctualitzacié de p:
161 <e€. 169 <e. llavors

Anular el parametre de penalitzacid:p := 0
Altrament Si €, > €,y llavors
Incrementar p : p:= fF,p

—

|

(&9
® >

ry

1Si
[4] k:=k+1, Anadaa

Els valors adoptats per Minos per defecte d’algunes de les tolerancies sén: €, = 106,
€. = 1072, p = 100/m.

|

5.1.2 Exercicis

Exercici 5.1. : plagpl/lagrangians projectats
Donada la minimitzacié:

)
T1Z3"

min f(X) = — 125+ 3z, — 6y — 43 — 424

E43+:cz—ara+2:lc4:rs—:rs+2 _
3—22“‘+132(C3—21!2+§%£+1!5—% =
0<X<X amb X=[4 4 4 4 4]

subj. G(X) =

efectueu un pas complet pel procediment de la formulacié tipus “Minos” dels lagrangians pro-
jectats a partir del punt factible Xo = [1 0 3 1 1), reordenant, si cal, les variables i
comproveu que la direccié de menys el gradient projectat a partir de Xy és una direcci6 factible
de descens.

(La funcié objectiu ®,(X), subjecta a constriccions lineals i fites, considerada per “Minos”
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és del tipus: @a(X) = £(X) — A, (G(X) - 8ux)) + & (8x0) - Gix)) (80x) - Ei(x))

sent Ci(X) = C(Xo) + VC(Xo)(X — Xo) aproximacié de primer ordre de C(X) al voltant
de Xo. Ay és una aproximacié dels multiplicadors de Lagrange de les constriccions no lineals
d’igualtat i p és un factor de penalitzacié que suposarem fixat inicialment a p=10 ).

SOLUCIO
JACOBIA A X,
~ z1 1 —1 2z5 2z4-1 ~ 11 -1 1 1]
VC(X) = , =Ag=
(X) 3z, 23—2 gz 3z4 1 ] VeXo)=4Ao= 4 | o 3 3

QETERMINACI() DE LES VARIABLES BASIQUES, SUPERBASIQUES I NO
BASIQUES

Les variables basiques 0 < Xg < Xp , a ser possible estrictament entre fites, han de
tenir imprescindiblement columnes d’A linealment independents. Les variables superbasiques
0 < Xs < Xs han d’estar estrictament entre fites. Les variables no basiques X han de tenir
les seves components o a la seva fita superior: zn; = Tj, j € T o a la seva fita inferior: zn; =0,
j €I, sent Ii I els conjunt d’indexos de variables no basiques a fita superior i a fita inferior
respectivament.

Per triar les variables basiques tenim que:

T esta a la fita inferior (per tant, en principi, la excloem del conjunt de les basiques)

z1, 1 £3 poden ser les variables basiques Xg perqué tenen les columnes linealment inde-

pendents:
1 -1 1 1 -1
=3 5l=ls | [ 7]

e donat que hem trobat variables basiques estrictament entre fites, la variable z; , la qual
esta a una fita sera no basica: Xy = {z2}, i la resta de variables (estrictament entre fites)
seran les superbasiques Xs = {z4,25}. (Altres combinacions de basiques i superbasiques
sén també possibles).

MATRIUS S, N1 A

1 1 A
S és doncs S = ; 1] iN = [1] d’on la matriu de constriccions actives A és:
~ B S| N 1 -1 1 11
A= =(3 0 3 11
0 1 0 1

FUNCIO OBJECTIU ®,(X) PER A CONSTRICCIONS LINEALITZADES
El subproblema a resoldre és:

min  ®.(X)
subj. a i VO(Xo)X + (E(Xo) - VE(X0)Xo) =0
0<X<X
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amb:

@a(X) = £(X) - 8 (6(X) - Gi)) + £ (€00 - Gix)) (B00) - &)

. . . . By G .
Cal doncs primer estimar Ag. Podriem fer-ho fent els minims quadrats Slo] A= [ GBO] , pero
0 S0

també podem obtenir una primera aproximacié resolent B'Aq=[V f(Xo)']p=Gpo. Determinem
primer V f(Xo)' i Gpo (sabent que Xp={z;, z3}).

'_31_1;5—{—3 7-
—6 6
ViX) =| zz3—-4 |,Vf(Xo)=|-1 iGBo=[_71]
—4 —4
i -3 —14
) Bl =1A] = =]
-1 3] | 1) ) T 1=1] T T e

L’expressié de la linealitzacid de é(X ) sobre Xj és :

éh (X)

Gix) = [élz(X)

] = C(Xo) + VC(Xo) (X — Xo) = C(Xo) + VC(X0)X — VC(Xo)Xo =

1
0

_0+11—111X+11—111 3 | o
“lo 31 0 31 310311
/

[éll(x)] _ [-‘U1+:€2—-’63+:c4+:85+1/2*
élz(X) - 3r1 4+ x99+ 3x4+x5—6,5 ]

2
Substituint-hi els valors de Ag i p, i anomenant él()()zz"-zL + T9 — 3+ 2r425 — x5+ 2 i

2 2
o (X):-?Z%J— + zoz3— 229 + §z_24_ + x5 — % , La funcié a minimitzar és doncs:

®a(X) =ﬂ;3—2 — 2125+ 321 — 62 — 423 — 424 — (é1(X) = 61, (X)) = 2(E2(X) = &, (X)) +
+ 2 (@) - 8,0 + (@200 - &, ()]

GRADIENT DE LA FUNCIO OBJECTIU &,(X)
El gradient de la funcié ®ci(X) ve donat per 'expressio:

~ ~ ~ ~ / ~ ~
V&a(X) = VA(X) - A (VE(X) = VE(Xo)) +p (E(X) - Ei(X)) (VEX) - VE(Xo))
que, sobre D’iterat actual Xy coincideix amb el gradient de la funcié objectiu:
Vou(Xo)=Vf(Xo)=[7 -6 -1 -4 -1]

Aquesta coinicidéncia es produira sempre a la primera iteracié després de linealitzar les constric-
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cions (inici d’'una “Major Iteration”). Tenint en compte 'ordenacid i distribucié de variables
basiques Xp={z1,z3}, superbasiques Xs={z4,z5} i no basiques Xy={z2}, tenim: Gga =

7 —4 1 .
[—l] Gsa = [ ] Gne = [-6] 1 que la solucié de B'Il = G és H:[Q], que coin-

-1

-11
cideix amb Ag. El gradient reduit és doncs: G, = Z'G = Gs — S'Il = [ 4 ]

DIRECCIO DE MENYS EL GRADIENT PROJECTAT

Donat que ||Z’G||?>=137 no esta a prop de zero, haurem de fer una passa en la direccié
Ps=P.,=—2'G (o en la que s’obtindria de resoldre Z'H;ZP,=—Z2'G) i calcular Pg=—B~!SPs,
és a dir, resoldre BPg = —SPs i fer Py=0.

Calculant SP, = [1 l] - [ll] = [15]
3 1 4 37

1 1 -1 —15 =
1 resolent [3 1] : [ 3 J . [iﬁ:] = [_37] obtenim Pg = [ 5/73/3]

La derivada direccional V& (Xo) P=G'g,,Pp+G’,Ps=—137<0 per tant queda comprovat
que és una direccié de descens.

Exercici 5.2. : plagp2/Lagrangians Projectats

Considereu el segiient problema d’optimitzacié no lineal:

T
el‘l!

;2;?“‘ f(=) = 1 4+ 23+ 24
(P) {subj.a: z}4+3z12,-7=0
-3z +zx3+244+4=0
0] <z<u=[2 2 2 2]
aplicant ’algorisme del Lagrangia Projectat a aquest problema s’ha arribat a la iteracid k-

éssima amb el parell (z¥,\¥) de valor z¥ = [1 2 1 1], A* = [1/2 —1] amb un factor de
penalitzacié p = 0.01.

5.2.1.— Formuleu el subproblema linealitzat (SP*) associat a z*, sense desenvolupar amb detall
la funcié objectiu ®*(z;z¥, A¥, p).

5.2.2.— Efectueu unaiteracié de I’algorisme del Lagrangia Projectat a partir de (z*, A¥) obtenint
el nou parell (zF+! A¥+1) a partir de la solucié de (SP¥).

5.2.3.— Comproveu si el punt obtingut a ’apartat anterior satisfa les condicions suficients de
segon ordre de minim local de (P).

Exercici 5.3. : plagp3/Lagrangians Projectats

Considereu el segiient problema d’optimitzacié no lineal:

min = —z4)% =
TERS f(z) = (21— z4) TaL3T4

(P) subj. a: gy(z) = 2l zy23=0
g2(z) = £} — 2127 = 0

[0]<z<u=[2 2 2 2]
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aplicant I’algorisme del Lagrangia Projectat segons la formulacié tipus Minos a aquest problema

s’ha arribat a la iteracié k-éssima amb el parell (z¥,\*) de valor z¥ = [1 1 1 1], 3 =

[1/3 2/3] amb un factor de penalitzacié p = 2.

5.3.1.— Formuleu el subproblema linealitzat (SP¥) associat a (z*, AF), indicant I’expressié de
la funcié objectiu ®*(z: z*, ¥, p).

5.3.2.— En el procés de resolucié del subproblema linealitzat (SP¥) s’ha arribat al punt z. =
[1,2,0,3/2]. Calculeu la direcci6 de moviment que l’algorisme prendria a partir
del punt z.. Recordeu que V&*(z;z*, \F,p) = Vf(z) - AE (Vg(z) = Vg(zF)) +
p (9(z) — g*(z))’ (Vg(z) — Vg(z*)), on g*(z) és la linealitzaci6 de les constriccions g(z)
sobre z*.
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