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RESUMEN EJECUTIVO

La presente investigacion tiene como finalidad presentar una propuesta que
incorpore el Software GeoGebra, como herramienta interactiva, aprovechando el
poder de visualizacibn que nos ofrece y otras caracteristicas que lo hacen
adecuado en el proceso educativo. Para ello se ha estructurado una guia didéctica
para el docente, con actividades bien planificadas que propician el descubrimiento
de conceptos y una mejor comprension de principios matematicos; motivan la
creatividad en la solucion de problemas y generan discusion en un entorno
colaborativo. De modo que al aplicar las actividades propuestas en esta
investigacion podemos ayudar a lograr un aprendizaje significativo en nuestros
estudiantes con una mejor comprension de contenidos relacionados a los Espacios
Vectoriales tales como operaciones entre vectores, angulos entre vectores,
proyecciones en R? y R3, concepto y propiedades de las combinaciones lineales
en R? y R3, temas fundamentales de Algebra Lineal que sirven de base a otros

cursos de su carrera universitaria.
EXECUTIVE SUMMARY

This research aims to present a proposal that incorporates the GeoGebra
Software as an interactive tool, taking advantage of the power of visualization that
it offers us and other characteristics that make it suitable in the educational process.
For this, a didactic guide for the teacher has been structured, with well-planned
activities that promote the discovery of concepts and a better understanding of
mathematical principles; they encourage creativity in problem solving and generate
discussion in a collaborative environment. So that by applying the activities
proposed in this research we can help achieve significant learning in our students
With a better understanding of contents related to Vector Spaces such as:
operations between vectors, angles between vectors, projections in R? and R3,,
concept and properties of linear combinations in R? and R?,, fundamental topics of

Linear Algebra that serve as the basis for other courses in his university career.
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La incorporacion de la tecnologia en todas las areas de conocimiento ha
llegado y despierta gran interés en nuestros jévenes, con deseos de descubrir y
conocer mas de este mundo. Estamos inmersos en la denominada era
tecnoldgica, que ofrece una gran variedad de software y programas, que se
ejecutan rapidamente en diferentes dispositivos tecnoldgicos, que cada dia
presentan actualizaciones y mejores caracteristicas; atrayendo la atencién de los
jovenes de hoy dia que estan a la vanguardia de estos nuevos avances en equipos
electronicos.

Como docentes debemos implementar en nuestro quehacer educativo los
nuevos programas y técnicas de estudio que ayuden a estos jévenes a adquirir una
mejor comprension de los conceptos y sus relaciones matematicas. Es necesario
en nuestra era, que los docentes estén a la vanguardia con la tecnologia e
introduzcan, dentro de su metodologia, programas que faciliten la comprensién de
diversos temas como espacios vectoriales del Algebra Lineal, recursos que atraen
la atencién de nuestros jovenes y los motivan a conocer y aprender su uso y
aplicacion.

La utilizacién del GeoGebra en la ensefianza del Algebra Lineal tiene un
gran potencial al ser utilizado como sistema semiético, para la ensefianza de las
Matematicas de forma sencilla y de rapido desarrollo en comparacion de la

ensefanza tradicional que aun se mantiene en las universidades.
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Esta investigacion se ha realizado con la intencion de ofrecer orientaciones
didacticas como lo es el software GeoGebra para desarrollar temas relacionados
a espacios vectoriales en Algebra Lineal, con el fin de que cada docente pueda
motivar a los estudiantes introduciendo, desde otra perspectiva y de manera visual,
ademas de interactiva, los conceptos.

En nuestro primer capitulo se muestran los antecedentes del estudio, el
planteamiento del problema, la justificacion, importancia, aporte, el objetivo
general, los objetivos especificos, la hipétesis, delimitacién y limitaciones.

En el segundo capitulo, inicialmente se abordan las principales corrientes
psicopedagdgicas que nos dan orientaciones sobre el proceso de aprendizaje,
entre las que destacamos, el cognitivismo, conductismo y constructivismo. Esta
Gltima corriente constructivista es la que fundamenta nuestro trabajo, ya que de
acuerdo a la misma el estudiante es el que construye el conocimiento y un
ambiente de exploracién lo ofrece GeoGebra.

Dentro del area de trabajo de GeoGebra se muestra la barra de
herramientas, con los requerimientos necesarios para el manejo de elementos
matematicos y geométricos, que es una de las caracteristicas de GeoGebra. En
su vista gréafica se presentan las funciones y dibujos geométricos que pueden
realizar diversas construcciones, programar nuestras propias herramientas para
simplificar los pasos y lograr obtener resultados de forma mas rapida y efectiva.
En una segunda parte, se describen las bondades del software GeoGebra que lo

hacen adecuado al proceso educativo y finalmente se presentan algunos
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conceptos de Espacios Vectoriales, especificamente representan vectores en R,
y se ilustran las principales operaciones con vectores, proyecciones en R?y R3,
combinacion lineal, dependencia e independencia lineal y rango de un conjunto de
vectores.

En el tercer capitulo, se presenta una guia instructiva para los docentes, con
la finalidad de brindar un apoyo para aclarar los contenidos y lograr mayor
comprension por los estudiantes, como una herramienta didactica que ayude a
encontrar soluciones. Se trata de proveer de un entorno de aprendizaje donde el
alumno pueda construir y crear su propio conocimiento durante las clases, teniendo
en cuenta las dificultades que presenten en los problemas y obtener mejores
resultados que es nuestro objetivo como docente, lograr el mejor rendimiento

académico de cada uno de los estudiantes.
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CAPITULO 1
ASPECTOS GENERALES




En este capitulo describiremos los aspectos que consideramos necesarios
resaltar respecto a la motivacion que nos llevo a desarrollar este trabajo. Nos
referiremos brevemente al porqué del estudio, destacando su importancia y
principal aporte. Finalmente comentaremos las limitaciones mas relevantes que

encontramos al desarrollar esta investigacion.

1.1- Antecedentes del estudio

Las nuevas tecnologias han llegado a revolucionar el quehacer matemético
y de otras disciplinas; apoderandose tanto de jovenes como adultos, con la gran
variedad de dispositivos, como ordenadores, tabletas y equipos electrénicos,
capaces de manejar gran cantidad de informacién y simplificar procedimientos que
generalmente, toman mas tiempo en desarrollarse si lo hacemos de forma manual

y, algunas veces, hasta resulta imposible resolverlos.

En la actualidad, a cada instante, hay nuevos avances tecnologicos que
modifican estos equipos electrénicos, dandoles mayor cobertura, capacidad y
aplicaciones, con mejores ofertas que atraen a la sociedad en general. Aprovechar
estos avances tecnoldgicos y software actualizados, que permiten poner en
practica los contenidos de cualquier materia, en particular del Algebra Lineal,
ayudaran a comprender tanto la aplicacion de herramientas computacionales,

como mejorar el proceso ensefianza aprendizaje en esa asignatura.

Con esta investigacion se busca utlizar nuevas herramientas

computacionales, como una alternativa que ayude a la comprension de conceptos
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relacionados a los Espacios Vectoriales y en este trabajo exponemaos, por las

caracteristicas que ofrece, al software GeoGebra.

Se conoce que uno de los primeros programas, creados con enfoque
educativo, es el lenguaje Logo que fue disefiado por Seymour Papert, quien trabajé
con Piaget en (Ginebra, Suiza) y un equipo conformado por Danny Babrow, Wally
Feurzeig y Cynthia Solomon, (1967). EI Logo, por sus caracteristicas
fundamentales: modularidad, extensibilidad, interactividad y flexibilidad, es
adecuado para el uso educativo, ya que permite disefiar actividades con

contenidos matematicos, a través de la programacion.

A partir de los afios 70 se han desarrollado un sinnimero de softwares,
especificamente en el area de Matematica, que incluyen tutores educacionales,
graficadores, hojas de célculo, juegos educativos, simuladores, sistemas
computacionales simbdlicos, entre otros. A medida que transcurre el tiempo, se
van dotando de nuevas caracteristicas y funcionalidades, en cada una de sus

categorias.

En los dltimos afios la tendencia es orientar mas los procesos de ensefianza
aprendizaje hacia el uso de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacién
(TIC) por medio de una amplia gama de soportes tecnolégicos, ya que estan al
alcance de la mayoria de los estudiantes y se ha comprobado que motivan el

proceso de ensefianza aprendizaje, en todos los niveles educativos.
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Algunos estudios que evidencian como contribuye la utilizacién de paquetes

como GeoGebra en la ensefianza de la Matematica a nivel superior son los de:

Castellanos, 1., en su tesis de maestria presentada en 2010, en la
Universidad Pedagodgica Nacional Francisco Morazan: Tegucigalpa Honduras,
titulada “Visualizacién y razonamiento en las construcciones geométricas utilizando
el software GeoGebra con alumnos de Il de magisterio en la ENMP”; utiliza
GeoGebra para el aprendizaje de sistemas de ecuaciones, apoyandose en
construcciones geométricas, donde se representan cada una de las ecuaciones en
el software GeoGebra, indicando gran interaccion entre los estudiantes al descubrir
y conocer la gran variedad de construcciones de cada una de las ecuaciones, su

interpretacion y comparacién entre sus compafieros del grupo.

Otro estudio realizado en Almeria, Espafia en 2011, es la tesis doctoral de
Garcia, M., titulada: “Evolucion de actitudes y competencias matematicas en
estudiantes de secundaria al introducir el GeoGebra en el aula”; cuyo objetivo es
mejorar la préctica docente en la ensefianza de las mateméticas, utilizando el
software de GeoGebra. En esta investigacion la autora concluye que se observa
un gran avance en la comprension y creatividad en los estudiantes al generar sus
propias construcciones, comparandolas con sus compafieros y motivando la

competitividad en los grupos.
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Mas recientemente se han realizado investigaciones que muestran las
capacidades educacionales del software GeoGebra en Matematica, entre ellas

estan:

- Gonzalez, Gutiérrez y Sandoval (2017), en su articulo “Desarrollo didactico

con GeoGebra como herramienta para la ensefianza en aplicaciones de
mecanismos y disefio de maquinaria dentro de la ingenieria”, ellos consideran que
el GeoGebra contribuye a mejorar las técnicas y estrategias metodoldgicas de
ensefanza-aprendizaje proporcionando informacion valiosa de gran interés en la

resolucién de problemas.

- Alvarez, Ch. y Melgarejo, J., en su articulo de investigacion, publicado en
2018, titulado: “Software GeoGebra como herramienta en ensefianzay aprendizaje

e i)

de la Geometria”, utiliza las TIC para el estudio y desarrollo del pensamiento
espacial de las diversas construcciones que los estudiantes desarrollan con

GeoGebra.

- Coronel, F., Guilcapi J. en su investigacion realizada en 2018 vy titulada:
“Uso de GeoGebray su incidencia en el proceso ensefianza- aprendizaje de grafica
de funciones en el nivel superior”, tuvo como objetivo determinar la incidencia del
uso de GeoGebra en el proceso de aprendizaje de graficas de funciones de la
asignatura de Matemaéticas en los estudiantes del primer semestre de la Escuela

de Ingenieria Electrénica en Telecomunicaciones y Redes de la Escuela Superior.
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- Arteaga, E., Medina, J. F., y Del Sol Martinez, J. L. en (2019), publican el
articulo; El GeoGebra: una herramienta tecnoldgica para aprender Matematica en
la Secundaria Basica haciendo matematica; en éste se utiliza el software
GeoGebra para motivar a los alumnos a aprender Ciencias, ademas de aprender
Ciencias haciendo Ciencias. GeoGebra se presenta para valorar el proceso de
ensefanza-aprendizaje de la Matemética, ya que permite estimular, descubrir y
construir su propio conocimiento, a través de la creatividad que desarrollen los

alumnos.

Finalmente, cabe sefialar mi experiencia como docente de Algebra Lineal
en la Universidad del Istmo (Panama), durante el primer semestre de segundo afio
en Ingenieria Industrial, se observo gran interaccion por parte de los estudiantes al
aplicar GeoGebra como herramienta en el estudio de Espacios Vectoriales,
especificamente al desarrollar temas como: operaciones entre vectores, angulos
entre vectores, proyecciones en R? y R3, combinacion lineal en R? y R3, entre
otros, generando gran interés en la ejecucion de las actividades por la mayoria de

los estudiantes.

1.2- Planteamiento del problema

Uno de los problemas mas frecuentes en el Centro Regional Universitario
de Panaméa Oeste, que se presenta particularmente en la materia de Algebra
Lineal, es el relacionado con las dificultades que presentan los alumnos de la

Licenciatura en Matematica y carreras afines, con los temas relacionados a
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Espacios vectoriales, toda vez que los alumnos memorizan 0 mecanizan los
procesos y no se logra un aprendizaje significativo de dichos conceptos y principios

matematicos.

En bdsqueda de otras alternativas que motiven a los estudiantes con su
participacion, investigacion y creatividad; ademas de tener una imperiosa
necesidad de elevar el nivel de rendimiento académico nos ha orillado a la
busqueda de nuevos métodos, técnicas y estrategias, que resulten mas practicos
para construir y establecer conceptos fundamentales del Algebra Lineal, que

ayuden al alumno a lograr un aprendizaje significativo.

Las estrategias didacticas que utilice el docente a la hora de impartir una
clase son instrumentos que facilitan al estudiante el adquirir conocimientos nuevos
para luego ponerlos en practica y ayudan a crear un nuevo aprendizaje para la

vida.

Al ser el docente la persona responsable de realizar el proceso de transmitir
los contenidos del Algebra Lineal es de gran importancia utilizar las mejores
estrategias didacticas que den validez al conocimiento construido por el alumno.

Es decir, nuestro objetivo sera responder a las siguientes preguntas:

¢,Como puedo desarrollar las clases para que sean mas dinamicas y

promuevan un aprendizaje significativo en temas de Espacios vectoriales?

¢, Qué metodologia es la mas adecuada en estos tiempos donde la

tecnologia de la informacién se ha convertido en una exigencia educativa?
21



Nuestro propdsito consiste entonces en estructurar una planificacion
adecuada para desarrollar la clase de Algebra Lineal, que sirva de guia al docente
para desarrollar mejor sus contenidos, profundizar en las areas de mayor dificultad

de los estudiantes y aplicar el tipo de metodologia que facilite este aprendizaje.

Los resultados nos llevan a plantear la discusion del porqué no se estan
utiizando nuevas metodologias, instrumentos pedagdgicos, que colaboren,
aporten y consoliden los conocimientos adquiridos en las aulas, por los
estudiantes, al momento de aprender Matematica. Una propuesta que surge de
este andlisis es la utilizacion de las Tics, especificamente en nuestro caso
GeoGebra, para el desarrollo de topicos matematicos, que sirve como un tipo de
andamiaje para el desarrollo de la capacidad autorreguladora, en funcion de
mejorar el rendimiento académico de los estudiantes que lleven un curso de

Algebra Lineal.

Un buen método de ensefianza utilizando GeoGebra ayudara al alumno a
comprender mejor la tematica de un texto, los conceptos y relaciones matematicas
relacionadas a un tema de estudio y éste a su vez puede contribuir a que el
aprendizaje sea significativo en cada tema tratado. Esto conlleva a que cada
alumno se convierta en un agente investigador, critico, reflexivo e innovador;
ademas, ayudara a mejorar el rendimiento académico de los estudiantes del
Centro Regional de Panama Oeste, y de cualquier lugar donde se ofrezca la

carrera Licenciatura en Matemaéticas o un curso de Algebra Lineal.
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1.3- Justificacion

1.3.1- Importancia

El rendimiento académico estudiantil es un problema, que, a través de los
tiempos, y en todos los niveles de la educacion, ha ocupado la atencion de quienes,
de una u otra forma, estdn comprometidos en la dificil tarea de educar;
particularmente en la educacion universitaria, por ser este un nivel de licenciatura
donde los contenidos son mas complejos y demostrativos. Asi cualquier
investigacion que arroje luces sobre él es fundamental, ya que permite una mejor
comprensiéon de la situacion. Actualmente, a pesar de la preocupacion y los
estudios realizados en la busqueda de soluciones, éstos han sido insuficientes y
las consecuencias contindan reflejandose en forma negativa en el estudiante. Es
en tal sentido que el presente trabajo de investigacion titulado “GeoGebra,
herramienta interactiva en el Algebra Lineal para la ensefianza de espacios
vectoriales a nivel superior”; constituye una alternativa que ofrecera otra manera
de impartir los conocimientos a sus alumnos, brindando a los profesores algunas
consideraciones respecto a la utilidad que un software como GeoGebra puede
aportar en su labor cotidiana, especificamente en la ensefianza de los Espacios

Vectoriales.

La relevancia de la investigacién se sustenta en el hecho de proponer
recomendaciones a los docentes para la utilizacion del software GeoGebra, de

manera que el estudiante logre mayor comprension de cada uno de los conceptos
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del Algebra Lineal presentados, que logre fortalecer sus habilidades, explorando y

conjeturando relaciones matematicas, sintiéndose parte activa en su construccion.

1.3.2- Aporte

Con esta investigacion se busca proponer una metodologia mas apropiada
gue dinamice el proceso de ensefianza, ofreciendo una guia de actividades que
debe seguir el docente para explicar los temas y lograr asi un aprendizaje mas
significativo a los estudiantes de primer semestre de segundo afio de la
Licenciatura en Matematica o de areas afines que desarrollen el tema Espacios

Vectoriales en la asignatura Algebra Lineal.

Se hace necesario que se determine la ruta que se utilizara para lograr el
aprendizaje, como también las herramientas que se han de necesitar. De alli que
se hace indispensable el estudio de la metodologia mas apropiada, que asegure

el aprendizaje del estudiante.

Consideramos indispensable una propuesta mas dinAmica que asegure el
aprendizaje del Algebra Lineal; para lo cual GeoGebra, ofrece miuiltiples
operaciones para su mejor comprension y ver la solucion de éstos desde otra

perspectiva, que llame la atencion y procure despertar el interés de los estudiantes.

El GeoGebra es un software interactivo de Matematica que reune
dinamicamente Geometria, Algebra y Calculo. Su creador Hohenwarter, eligio

GeoGebra con el atenuante que el docente pueda tener una herramienta didactica
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gue ayude en el proceso de la educacion, con las consideraciones que el software
a utilizar sea accesible, libre, de facil manipulacion, que cuente con un proceso de

instalacion automatico, sencillo y que sea aceptado en todas las plataformas.

El programa GeoGebra, en el que basamos nuestra propuesta, ofrece tres
perspectivas diferentes de cada objeto matematico: una vista grafica, una vista
numérica, vista algebraica y; ademas, una vista de hoja de célculo. Esta
multiplicidad permite apreciar los objetos matematicos en tres representaciones
diferentes: grafica (como en el caso de puntos, graficos de funciones), algebraica
(como coordenadas de puntos, ecuaciones), y en celdas de una hoja de calculo.
Cada representacion del mismo objeto se vincula dinAmicamente a las demas en
una adaptacion automatica y reciproca que asimila los cambios producidos en
cualquiera de ellas, mas alla de cual fuera la que lo creara originalmente,

caracteristica que lo hace adecuado a nuestros objetivos.

Dentro de los objetivos que orientan esta investigacion tenemos:

1.4- Objetivo general

Proponer actividades para la ensefianza del Algebra Lineal, aplicando el
software GeoGebra como herramienta interactiva para los estudiantes de nivel

universitario.

25



1.5- Objetivos especificos

Implementar las potencialidades y ventajas del software GeoGebra en la
elaboracion de guias didacticas para la ensefilanza de temas especificos de

Algebra Lineal.

Estudiar las corrientes psicopedagogicas que sustentan el uso de softwares,
en particular, GeoGebra en el proceso educativo, reconociendo las ventajas y

limitaciones de cada una.

Identificar las ventajas que ofrece GeoGebra como herramienta del Algebra

Lineal.

Describir cada uno de los comandos mostrados en el menu del software de

GeoGebra.

Disefiar una guia didactica con el uso del software GeoGebra, a los

docentes de la Licenciatura en Matematica y areas afines.

1.6- Hipotesis general

Para nuestro trabajo de investigacién nos basamos en el desarrollo de los

objetivos propuestos.
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1.7- Delimitacion

Esta investigacion sobre la aplicacion de metodologias para presentar el
tema de Espacios Vectoriales, utilizando el software GeoGebra como guia
didactica para docentes, muestra otra alternativa para apoyarnos durante nuestras
clases, a fin de contribuir a que los alumnos logren la comprension de estos
conceptos de manera grafica, ilustrativa y atractiva. Se propone una guia para los
docentes que imparten la asignatura de Algebra Lineal en las carreras de la
Facultad de Ciencias Naturales, Exactas y Tecnologia o afines, que contienen

dicha materia en sus programas de estudio.

El software seleccionado para esta investigacion es GeoGebra, ya que su
uso es gratuito y esta al alcance de todos, puede ser instalado en diferentes
dispositivos, como computadoras y tabletas. Ademas, GeoGebra se puede utilizar
en linea y cuenta con constantes actualizaciones y nuevas aplicaciones, con el fin

de estar a la vanguardia con la tecnologia y los ultimos avances en el mismo.

1.8- Limitaciones

La limitacion que se presentd al momento de realizar esta investigacion fue
utilizar sélo un software, ya que existen otros con caracteristicas similares que
pueden aplicarse, sin embargo, la mayoria generan gastos para estudiantes de
universidades publicas, que generalmente no poseen recursos econémicos para

adquirirlos.
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CAPITULO 2
MARCO TEORICO



En este capitulo se describiran, en la primera parte diferentes corrientes
psicopedagdgicas que sefalan la necesidad de incorporar estrategias didacticas
(métodos y técnicas de ensefianza) de manera organizada, que ayuden a generatr,
desde otra perspectiva, el conocimiento en nuestros estudiantes; con el apoyo de
nuevas tecnologias. Luego presentaremos las principales caracteristicas del
GeoGebra, que lo hacen adecuado al proceso educativo, ilustrando su aplicacion
con algunos conceptos de Algebra Lineal; especificamente en temas propios de

Espacios Vectoriales.

2.1- Corrientes Psicopedagdgicas

Entre las principales corrientes psicopedagdgicas (o teorias de
investigacion) que buscan describir, explicar y comprender los aspectos
pedagdgicos de un determinado contexto, con el objetivo de adaptar el proceso
educativo a cada uno de los estudiantes, proporcionandole la metodologia que mas

se asemeje a sus necesidades, tenemos:
A- CONDUCTISMO

El conductismo es el estudio de la conducta. No se orienta a las cuestiones
de la conciencia o de la mente, sino que apunta a la interaccion de los individuos
con su entorno. Laimportancia de la teoria conductista esta en determinar el grado
de aprendizaje del estudiante, a través de una modificacion de la conducta. En esta

corriente el docente da un seguimiento y refuerza aquellos aspectos que no estan
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claros y ayudan al estudiante a modificar su conducta logrando obtener el

conocimiento deseado.

El conductismo iguala al aprendizaje con los cambios en la conducta
observable, bien sea respecto a la forma o a la frecuencia de esas conductas. El
aprendizaje se logra cuando se demuestra o se exhibe una respuesta apropiada a

la presentacion de un estimulo ambiental especifico.

El conductismo se focaliza en la importancia de las consecuencias de estas
conductas y mantiene que las respuestas a las que se les sigue con un refuerzo
tienen mayor probabilidad de volver a sucederse en el futuro. No se hace ningun
intento de determinar la estructura del conocimiento de un estudiante ni tampoco
de determinar cudéles son los procesos mentales que ese estudiante necesita usar.
Se caracteriza al estudiante como reactivo a las condiciones del ambiente y no
como sucede en otras teorias, donde se considera que asume una posicion activa

en el descubrimiento del mismo.

Uno de los principales exponentes de la teoria conductista es Edward Lee
Thorndike, psicélogo y pedagogo estadounidense, que plantea una teoria, la cual
sostiene que el aprendizaje es el resultado de asociaciones formadas entre
estimulos y respuestas (a las que les llamé conexiones E-R). Segun dicha teoria
tales asociaciones o "habitos" se observan fortalecidos o debilitados por la

naturaleza y frecuencia de las conexiones de estimulos y respuestas.
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Sostiene, ademas, que la trasferencia del aprendizaje depende de la
presencia de elementos idénticos en el origen y en las nuevas situaciones de
aprendizaje; es decir, la transferencia es siempre especifica, nunca general y se
estableceran mas facilmente si el individuo reconoce que los estimulos y

respuestas van juntos

La teoria de Thorndike (1913) incluia otros principios importantes para la
educacion. Uno de ellos es la ley de la disposicion, que afirma que cuando alguien
esta preparado (dispuesto) a actuar, si lo hace se siente recompensado, mientras
gue si no lo hace se siente castigado. Si una persona tiene hambre, las respuestas
gue conducen a la comida se encuentran en un estado de disposicién, en tanto
gue otras respuestas que no conducen a la comida no se encuentran en este
estado. Si la persona esta fatigada, forzarla a hacer ejercicio es un castigo. Al
aplicar esta idea al aprendizaje diriamos que cuando los estudiantes estan
preparados para aprender una accion en particular, en términos de su nivel de
desarrollo o de las habilidades que previamente han adquirido, las conductas que
fomentan este aprendizaje seran reforzantes, por el contrario, cuando los
estudiantes no estan preparados para aprender o no poseen las habilidades con
las que podrian hacerlo, tratar de aprender seria un castigo y una pérdida de

tiempo.

A inicios de la década de 1930, Skinner B., psicélogo, filosofo social,
inventor y autor estadounidense, considerado el principal divulgador del

conductismo, publicé una serie de trabajos con los resultados de estudios de
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laboratorio realizados con animales, en los que identifico los diversos componentes
del condicionamiento operante. Skinner resumié gran parte de este trabajo pionero
en su importante libro La conducta de los organismos (publicado 1938), aplico
estas ideas a problemas humanos. Desde el principio de su carrera, se intereso
por la educacion y desarrollé maquinas de ensefianza e instruccién programada.
En su obra La tecnologia de la ensefianza (1968), abordd temas como la

instruccion, la motivacién, la disciplina y la creatividad.

Se observa que, en el desarrollo del trabajo de Skinner, la idea de lograr un
aprendizaje en el ser humano debia basarse en el afianzamiento de las

instrucciones.

Skinner estudio el problema de la vida moderna y aconsejoé la aplicacién de
la tecnologia conductual al disefio de las culturas en “Mas alla de la libertad y la
dignidad”. El y otros autores aplicaron los principios del condicionamiento operante
en areas tales como el aprendizaje y la disciplina escolar, el desarrollo infantil, la
adquisicion del lenguaje, la conducta social, la enfermedad mental, los problemas

meédicos, el abuso de sustancias y la orientacién vocacional.
B- CONSTRUCTIVISMO

El constructivismo es una corriente psicologica y filosofica que coloca al
conocimiento como un proceso mental que se desarrolla a medida que realiza
interaccion con su entorno. A traveés de la experiencia el ser humano logra obtener

Su propio conocimiento.
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Jean Piaget (1896 — 1980) fue un reconocido psicélogo, bidlogo y
epistemologo de origen suizo. Desarrollo su tesis en torno al estudio del desarrollo
psicologico en la infancia y la teoria constructivista del desarrollo de la inteligencia.

De ahi surgi6 lo que conocemos como la Teoria del Aprendizaje de Piaget.

Cabe sefalar que dio continuidad a sus estudios uno de sus discipulos
llamado Lev Vygotsky (1836-1934), filésofo ruso, es considerado el precursor del
constructivismo social. A partir de él, se han desarrollado diversas concepciones
sociales sobre el aprendizaje. Algunas de ellas amplian o modifican sus
postulados, pero la esencia del enfoque constructivista social permanece. Lo
fundamental del enfoque de Lev Vygotsky consiste en considerar al individuo como
el resultado del proceso histérico y social donde el lenguaje desempefia un papel
esencial. Para Lev Vygotsky el conocimiento es un proceso de interaccion entre el
sujeto y el medio, pero el medio entendido como algo social y cultural, no

solamente fisico.

El constructivismo es una perspectiva, ya que sostiene que las personas
forman o construyen gran parte de lo que aprenden y comprenden. Una influencia
importante para el surgimiento del constructivismo es la teoria y la investigacion
sobre el desarrollo humano, especialmente las perspectivas de Piaget y Vygotsky.
El énfasis que ponen estas teorias en la construccion del conocimiento es

fundamental para el constructivismo.
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La teoria de Piaget nos indica la importancia que tiene la accion del sujeto
en su adaptacion al medio. Se percibe el ambiente como un objeto de conquista
del sujeto en su esfuerzo de ajuste al ambiente, y las estructuras intelectuales
como resultado de una actividad interna que surge de la coordinacion de las

acciones del sujeto.

Piaget analiza la construccion tanto desde un punto de vista funcional como
estructural. En el aspecto funcional, el conocimiento es explicado por los procesos
de asimilacion y acomodacion, y en el estructural se refiere a la elaboracion de las
estructuras mentales, las que evolucionan desde la creacion de esquemas de
accion en el nifio de meses hasta la construccidén de las operaciones hipotético-

deductivas en el adolescente.

El concepto de construccién se aplica a cualquier aspecto de la vida del
individuo, ya que aun las actividades perceptivas tienen su componente de

elaboracién por parte del sujeto.

El constructivismo sostiene que “el aprender no es un proceso de todo o
nada”. Es mas facil que alguien aprenda cuando se le pide construir un producto,
ser creativo, disefar, dar la oportunidad de ser innovador e investigador para

realizar su propia creacion.

C- EL COGNITIVISMO

El cognitivismo es una teoria psicoldgica cuyo objeto de estudio es como la

mente interpreta, procesa y almacena la informacién en la memoria.
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La corriente cognitivista conceptualiza los procesos del estudiante, su
estructura y forma de organizar la informacion que tendra almacenada como

propia.

Los cognitivistas, al abordar el aprendizaje, prestan mucha atencion a las
actividades que realiza el individuo de manera interactiva segun el entorno al cual

pertenezca.

Las teorias cognitivas enfatizan la adquisicion del conocimiento y
estructuras mentales internas y, como tales, estdn mas cerca del extremo
racionalista del continuum epistemoldgico (Bower y Hilgard, 1981). Las teorias
cognitivas se dedican a la conceptualizacion de los procesos del aprendizaje del
estudiante y se ocupan de como la informacion es recibida, organizada,
almacenada y localizada. El aprendizaje se vincula, no tanto con lo que los
estudiantes hacen, sino con que es lo que saben y como lo adquieren (Jonassen
1991, citado por Peggy E, Timothy N; 1993). La adquisicion del conocimiento se
describe como una actividad mental que implica una codificacion interna y una
estructuracion por parte del estudiante. El estudiante es visto como un participante

muy activo del proceso de aprendizaje.

Las teorias cognoscitivas ponen gran énfasis en el procesamiento de
informacion del aprendiz como una de las principales causas del aprendizaje. A
pesar de la elegancia de las teorias cognoscitivas del aprendizaje, algunos

investigadores creen que no logran captar la complejidad del aprendizaje humano,
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lo cual resalta por el hecho de que algunas perspectivas cognoscitivas utilizan
terminologia conductual como el “automatismo” del desempefio y la “formacion de

conexiones” entre los elementos en la memoria.

Gerard Vergnaud, discipulo de Piaget, considera que éste no se dio cuenta
de que el desarrollo cognitivo depende de situaciones y de conceptualizaciones.
Su obra “La teoria de los campos conceptuales” es una teoria cognitivista, que
pretende proporcionar un marco coherente y algunos principios de base para el
estudio del desarrollo y del aprendizaje de competencias complejas, especialmente
las que se refieren a las ciencias y las técnicas. Debido a que ofrece un marco para
el aprendizaje, es de interés para la didactica. Su principal finalidad es la de
proporcionar un marco que permita comprender las filiaciones y las rupturas entre
conocimientos, en los nifios y los adolescentes, entendiendo por “conocimientos”
tanto los saber-hacer como los saberes expresados. Las ideas de filiacion y de
ruptura se refieren igualmente a los aprendizajes del adulto, pero estos ultimos se
efectlan bajo restricciones que son mas del orden de los habitos y de sesgos de

pensamiento adquiridos que relativos al desarrollo del aparato psiquico.

Vergnaud estd interesado en el estudio de las estructuras aditivas y
multiplicativas. Para €l es de gran importancia el concepto de esquema introducido

por Piaget y que es fundamental en su teoria.

Vergnaud llama esquema a la organizacion invariante del comportamiento

para determinada clase de situaciones y es donde se deben investigar los
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conocimientos en accion del sujeto, es decir, los elementos cognitivos que hacen

gue la accion del sujeto sea operativa.

Hay esquemas perceptivos-gestuales como el de contar objetos, esquemas
verbales como el de hacer un discurso y esquemas sociales como el de seducir a
otra persona o resolver un conflicto. Los algoritmos son esquemas, pero no todos
los esquemas son algoritmos, cuando un algoritmo se repite muchas veces se

convierte en un esquema ordinario o habito.

Las ideas de Vergnaud sobre el papel del conocimiento previo son de gran
influencia para las teorias del aprendizaje significativo de otro gran teérico cognitivo
como lo fue David Ausubel (1997), quien propuso el término «aprendizaje
significativo» para designar el proceso a través del cual la informacion nueva se
relaciona con un aspecto relevante de la estructura del conocimiento del individuo.
A la estructura de conocimiento previo que recibe los nuevos conocimientos,
Ausubel da el nombre de «concepto integrador». El aprendizaje significativo se
produce por medio de un proceso llamado “asimilacion”. En este proceso, tanto la
estructura que recibe el nuevo conocimiento, como este nuevo conocimiento en si,

resultan alterados, dando origen a una nueva estructura de conocimiento.

Segun Ausubel las ideas que posee un individuo, como conocimiento previo,
puede servir de base para tener la capacidad de asimilar, organizar y crear su

propio conocimiento.
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Peggy E. y Timothy N., ambas docentes de la Universidad de Purdue en
Estados Unidos, pertenecientes al departamento de curriculo e instruccion, en su
articulo llamado: “Conductismo, cognitivismo y constructivismo: una comparacion
de los aspectos criticos desde la perspectiva del disefio de instruccién”, sefialan
que “el cognitivismo, como el conductismo, enfatiza el papel que juegan las
condiciones ambientales en la facilitacion del aprendizaje. Las explicaciones
instruccionales, las demostraciones, los ejemplos demostrativos y la seleccion de
contraejemplos correspondientes, se consideran instrumentos para guiar el

aprendizaje del alumno”.

Peggy, E. y Timothy N. realizan una comparacién del cognitivismo y el
conductismo, indicando que el ambiente es de gran importancia para guiar y
facilitar un aprendizaje significativo. Estas investigadoras indican que aun cuando
el constructivismo se considera una rama del cognitivismo (ambas teorias conciben
el aprendizaje como una actividad mental), se diferencian ya que “La mayoria de
los psicologos cognitivos consideran que la mente es una herramienta de
referencia para el mundo real; los constructivistas creen que la mente filtra lo que

nos llega del mundo para producir su propia y unica realidad”.

Con relacion a los sefialamientos de Peggy E, Timothy N. podemos indicar
gue a través de la experiencia e interacciones individuales y potenciando lo mas
significativo en cada una de ellas, podemos crear con el GeoGebra un ambiente

adecuado gue puede facilitar la construccion del nuevo conocimiento.
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2.2- Bases Psicopedagdgicas que fundamentan el uso de GeoGebra

en Matematica

A continuacion, podemos sefialar algunos estudios realizados con el
software GeoGebra en Matematica, donde se muestra que su orientacién esta
fundamentada hacia la corriente psicopedagdgica del constructivismo, entre los

cuales podemos mencionar los siguientes:

Luisa A. Rodriguez, en su trabajo “GeoGebra como recurso educativo para
la enseflanza de las Matematicas en educacién superior” de la Universidad de
Granada, Colombia, sefiala que, “son infinidades los conceptos, las tematicas y
aplicaciones que se pueden trabajar con GeoGebra, de tal manera que el
estudiante apropie de forma distinta las Matematicas en un nivel superior”. La
autora resalta también las potencialidades de GeoGebra, argumentando su
capacidad de elaborar recursos en cuyo desarrollo se han empleado, de manera
tradicional, dias, semanas y hasta meses; y con esta herramienta pueden

elaborarse de una manera eficiente en horas o incluso minutos.

El conocer sobre las funcionalidades del software, el valor que toma en un
clase de Matematicas, las competencias que desarrollay las adopciones tanto para
el docente como para el estudiante, hacen de GeoGebra una opcion éptima en la
ensefanza de la Matematica, actuando como un agente motivador en el proceso

educativo y permitiendo dimensionar la Geometria, el Algebra, la Estadistica y
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demas ramas de esta ciencia exacta, en un mundo mas cercano desde las propias

experiencias que se generan a partir de éste.

Sarmiento, W. y Kebler, L. en su trabajo “Aplicacién del software
GeoGebra en practicas matematicas bajo una metodologia constructivista”
realizado en la Universidad Catdlica de Cuenca, Ecuador, sefialan que “Las
practicas realizadas tienen un doble objetivo, primero: que el estudiante a través
del conocimiento aporte con su creatividad un instrumento medible, que facilite el
entendimiento en un menor tiempo; el segundo: generar a través de la practica
ejercicios y problemas a partir de modelos estudiados que logren destrezas
significativas capaces de aplicar al campo administrativo”. En esta investigacion,
de corte experimental, y que se ha validado por varios afios, los autores utilizaron
GeoGebra para presentar temas como funciones, derivadas e integrales y entre
sus principales hallazgos determinaron que: los conocimientos, la creatividad y el
trabajo en grupo son considerados como las capacidades mas apreciadas del
estudio. Finalmente concluyen “por lo tanto, el estudio aportd evidencias favorables
para aplicar el software GeoGebra, como herramienta didactica en las practicas

bajo una metodologia constructivista”.

Rodriguez, J. (2020), en su tesis titulada Inclusion del software GeoGebra
en clases de Matematica, sefiala que “la mayoria de las docentes entrevistadas
incluyen la aplicacion como una herramienta y como un ‘auxilio’. Observamos que
mayoritariamente las incluyen como herramientas a partir de propuestas didacticas

constructivistas, en cierto sentido como herramientas sociales, al considerarlas
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como parte de la construccion del mismo conocimiento; donde el estudiante puede
probar, visualizar, interpretar, deducir y construir su propio aprendizaje. Es un
auxilio para el alumno debido a que es una ayuda, un soporte, debe facilitarle, al
poder hacer que su trabajo sea mas rapido, pero no resolverle. Asimismo, algunas
de las profesoras utilizan el software desde un posicionamiento realmente
constructivista al considerarlo como parte de la construccion del mismo

conocimiento”.

En esta investigacion Rodriguez, J. destaca que, a través de observaciones,
entrevistas a docentes y sus experiencias con el software GeoGebra, se confirma
gue resulta ser de gran ayuda para los estudiantes al facilitarles lograr una mejor
comprension de los temas desde un &mbito constructivista, donde puede crear su

propio conocimiento.

A continuacion, podemos sefialar otro estudio que sirve como evidencia de
la interaccion que realizan los estudiantes a través del software GeoGebra, con el
cual logra desarrollar sus propias actividades, con un enfoque constructivista,
utilizando guias que sirven de apoyo a los docentes como estrategia didactica para

la ensefianza de las Matematicas.

Tamayo M., indica que “El GeoGebra es una herramienta Gtil para indagar
las concepciones previas de los estudiantes, ya que permiten la construccion activa
del conocimiento”, a través de la interaccion directa de estudiantes con las

Matematicas. Dada las capacidades visuales que ofrece este software se puede
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lograr la construccidn de conceptos a partir de la observacion, el analisis y el
razonamiento sobre actividades concretas, de tal manera que en la basqueda de
ese acomodamiento se genera la construccion del conocimiento. Sostiene ademas
gue es una herramienta Gtil para indagar las concepciones previas de los
estudiantes, ya que permite, por medio de guias que propendan por la construccion
activa del conocimiento, la interaccion directa de estudiantes con las Matematicas,

ademas de que es un material potencialmente significativo.

Arcavi (1999), por su parte, sefiala que la visualizacion no est4 solamente
relacionada con la ilustracién, sino también es reconocida como un componente
clave del razonamiento (profundamente unida a lo conceptual y no meramente a
lo perceptivo), a la resolucién de problemas e incluso a la prueba. Por ello vemos
a los procesos de visualizacién y de razonamiento, junto con su coordinacion, como
elementos esenciales de un modelo conceptual que nos permite conocer la
actividad de los estudiantes, cuando se enfrentan a la resolucion de problemas en

todas las areas de la Matematica y particularmente en Geometria.

En sintesis podemos afirmar que estas corrientes psicopedagdgicas nos
guian y orientan a buscar estrategias que ayuden al individuo a estimular el
pensamiento y modificar conductas que sean de gran apoyo para promover el
aprendizaje, mas aun con las tecnologias que contamos hoy dia (como lo es el
software GeoGebra), que facilitan la comprension de contenidos de temas como

Espacios Vectoriales del Algebra Lineal, ademas de hacernos mas competitivos y
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estar en constante actualizacion con los nuevos avances tecnoldgicos para el

mayor provecho en beneficio de los estudiantes.

2.3- Descripcion del software GeoGebra

En el afio 2001 salid la primera version del programa GeoGebra, que fue
creado por Markus Hohenwarter y que realiz6 como parte de su Maestria en
Educacién Matematica y Ciencias de la Computacion. Actualmente es el director
del equipo que actualiza y da mantenimiento al software y trabaja en la Universidad
Linz Johannes Kepler en Austria. En este proyecto trabajan cerca de ocho
personas de diversos paises del mundo: Inglaterra, Hungria, Francia, Luxemburgo,
Estados Unidos y Alemania; ademas del apoyo que reciben de algunas personas

de la comunidad, traductores, instituciones y proyectos asociados.

El GeoGebra “es un software interactivo de Matematica que complementa
dinamicamente la Geometria, Algebra y Caélculo.” (Hohenwarter, 2001), donde
tanto el docente como el estudiante tienen una interactividad, al desarrollar
actividades de ensefianza de cualquier conocimiento que implique el uso de
ecuaciones, gréficas y analisis de datos, con una vista gréfica, algebraica y de hoja

de célculo, que establece segun el tema a desarrollar.

GeoGebra es un programa que mezcla la Geometria con el Algebra. La
parte geométrica permite realizar sus propias construcciones geometricas, con la
ventaja de modificar los valores de los puntos de la construccion y observar sus

valores cambiantes y caracteristicas, a medida que varian los datos.
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También GeoGebra presenta caracteristicas adicionales que otros
programas de Geometria no poseen y que lo hace especial, por ejemplo, al realizar
las construcciones geomeétricas en una ventana se van mostrando las expresiones
algebraicas que representan a las lineas, los segmentos, circulos y puntos de la
construccion; también permite trabajar con las funciones al poderlas graficar y

manipular de una manera sencilla.

GeoGebra también puede calcular la derivada de las funciones, posee su
propia hoja de calculo y, ademas, ya tiene implementadas muchas funciones de
manera interna lo que ahorra mucho trabajo (por ejemplo, la aproximacién del &rea

bajo la curva utilizando rectangulos).

La pantalla principal GeoGebra muestra los ejes de coordenadas (al centro)
y la ventana de la izquierda es la ventana algebraica; arriba esta el menda, la barra
de herramientas y abajo esta la linea de comandos, los cuales son funciones
Matematicas tales como: 3D, Algebra, Conicas, Discreta, Estadisticos,
Financieros, Funciones y Célculo, Geometria, Grafico, Guion, Hoja de calculo,
Lista, Logica, Optimizacion, Probabilidad, Texto, Transformaciones, Vector y

Matriz. (Ver figura 1).
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Figura 1
Ventana principal del Software GeoGebra

GeoGebra es un programa gratuito y se puede distribuir mientras no sea
para uso comercial. Es decir, este programa se puede llevar a cualquier colegio sin
problema de licencias, también se puede descargar gratis a todos los estudiantes
para que lo utilicen en sus casas, esto es una gran ventaja para que los estudiantes

puedan estudiar por su cuenta o profundizar lo que se ha visto en clase.

Las construcciones geométricas, donde se colocan los puntos y donde se
realizan los segmentos, rayos, circulos, rectas, etc., estan organizadas en los
botones del menu principal de GeoGebra. Durante cada construccion se agrega
un elemento nuevo a la ventana algebraica de una expresion que representa al
objeto seleccionado. Los comandos en GeoGebra se pueden ejecutar utilizando el
ratén, presionando en cada uno de los botones del menu principal, y también se
pueden escribir, paso a paso. Otra forma de hacerlo es escribiendo la instruccién

en la linea de comandos, ubicada en la parte inferior de la pantalla.
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En GeoGebra lo mas comun es utilizar la barra de herramientas, con cada
uno de los iconos que aparecen alli. Poseen un pequefio triangulo al lado con el
cual se despliega un menu de herramientas, otra forma de desplegar este menu
es mantener el boton del ratdén apretado y activar el raton hacia abajo, los botones

se agrupan segun herramientas comunes (ver figura 2).

[P0 Pt O 2 P NN S

L5 L " "

Figura 2
Barra de herramientas

Al seleccionar uno de estos botones o iconos del software GeoGebra,
guedara seleccionado sin necesidad de volver a escogerlo, para realizar la misma

funcion.

A continuacion, se muestran algunos comandos que contiene cada boton o
icono en GeoGebra al ser seleccionados y que al activarlos ejecutan las acciones
establecidas. Al escoger otro comando del menld emergente las opciones
cambiaran. En la siguiente figura se encuentran las herramientas de flecha que
permiten mover elementos, rotarlos o registrar valores en la hoja de calculo (ver

figura 3).
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botdn se encuentran todas las herramientas que construyen objetos rectos tales

como rectas, segmentos, rayos y vectores (Ver figura 4)
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Menu de opciones del botén Recta
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La figura 5 ilustra las construcciones basicas con regla y compas que

permite realizar el

software GeoGebra,

tales como

rectas paralelas,

perpendiculares, mediatrices, bisectrices, rectas tangentes de un circulo, rectas

polares, ajuste lineal y lugares geométricos.
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Esta figura muestra las opciones para construir diferentes tipos de poligonos,

tanto regulares como irregulares. (Figura 6).
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En este boton se encuentran las herramientas que contienen los controles:
deslizadores, casillas de control, imagenes y también las opciones de texto y para

determinar si dos elementos cumplen alguna caracteristica. (ver figura 7)
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Figura 7

Herramienta para deslizadores

Es necesario dedicar un tiempo para familiarizarse y comprender mejor el
uso y aplicacion del software GeoGebra, para que, poco a poco, se vaya
apropiando y manejando cada una de sus propiedades hasta aprovechar al
maximo todas sus capacidades.

En la pantalla principal del software GeoGebra se podra escribir en la linea
de comandos, en la parte inferior izquierda, las expresiones con simbolos; éstas
se pueden agregar al escogerlos de los menus, porque son extensibles y se
encuentran ubicadas a la derecha de la linea de comandos. El primero es de
simbolos; el segundo es de letras griegas y el tercero, de funciones internas del

software GeoGebra.
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2.4- Caracteristicas de GeoGebra

Entre las caracteristicas mas destacadas del software GeoGebra

(especificamente la version 5 de este programa), podemos resaltar:

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

Vista grafica 2D: en esta vista se pueden realizar construcciones geométricas
utilizando puntos, rectas, segmentos, poligonos, coénicas, etc. También se
pueden realizar operaciones tales como interseccion entre objetos,
traslaciones, rotaciones, etc. Ademas, se pueden graficar funciones, curvas
expresadas en forma implicita, regiones planas definidas mediante
desigualdades, etc.

Vista algebraica: alli se muestran las representaciones algebraicas y
numeéricas de los objetos representados en las otras vistas del programa.
Vista gréfica 3D: en esta vista se pueden representar, ademas de los objetos
mencionados para la vista gréfica 2D, planos, esferas, conos, poliedros,
funciones de dos variables.

Vista CAS (Célculo Simbdlico): permite realizar célculos en forma simbdélica
(derivadas, integrales, sistemas de ecuaciones, calculo matricial, etc.).

Vista de Probabilidades y Estadistica: esta vista contiene representaciones de
diversas funciones de distribucién de probabilidad y permite calcular la
probabilidad de éstas en un determinado intervalo. También ofrece una

calculadora que permite realizar test estadisticos.
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El GeoGebra cuenta con un manual de ayuda elaborado por Markus
Hohenwarter y Judith Hohenwarter, el cual ofrece indicaciones precisas para su

utilizacién y que se puede obtener en el sitio Web: www.geogebra.org.

Varios investigadores se han referido a las bondades de este software. Entre
ellos: Del Pino, le atribuye un lugar especial al GeoGebra dentro del espectro de

herramientas existentes para el aprendizaje, por los motivos siguientes:

1. Es un software gratuito, libre y de cédigo abierto. No les cuesta dinero a los
centros educativos y pueden modificar elementos para tener funcionalidades que

no se presentan en la version estandar.

2. Es multiplataforma: funciona tanto si emplean una versién de Linux propio

de la Comunidad Auténoma como distintas versiones de Microsoft Windows.

3. Es facil de usar. Ademas, existen numerosas actualizaciones, algunas de
ellas gratuitas, impulsadas por colectivos de profesores y universidades.

4. Es sencillo y a la vez potente. Posee una hoja de célculo y sus numerosas
vistas permiten alternar el uso de la aritmética, representaciones algebraicas,
calculo simbdlico y calculo estadistico y probabilistico.

Garcia F (2014), considera que el GeoGebra es un recurso tecnolégico que
puede ser utilizado en el aprendizaje y que debe ser incluido en la planificacion de
una clase como material didactico para el desarrollo de actividades. Sefala,
ademas, que el software GeoGebra debe ser tomado en cuenta como material

didactico, ya que resulta ser de gran utilidad para estimular a los alumnos.
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Gonzalez J., Gutiérrez R. y Sandoval M. (2017), consideran que el
GeoGebra contribuye en muchos aspectos a mejorar las metodologias de
enseflanza-aprendizaje y para la solucibn de problemas académicos,
proporcionando informacién valiosa en aspectos graficos, lo cual genera interés en
la aplicacion de esta herramienta para la resolucion de problemas.

Por otro lado, tanto Gonzalez J., Gutiérrez R. y Sandoval M., sefialan que el
software ayuda al docente a mejorar las metodologias y genera interés al verificar
resultados en la resoluciéon de problemas.

Por esto consideramos que el software GeoGebra es una herramienta que
facilita la construccidn de conceptos, la produccién de experiencias (que orientadas

didacticamente) permiten que el estudiante descubra su propio conocimiento.

2.5- Ventajas del software GeoGebra

El software GeoGebra tiene muchas ventajas como cualquier software
educativo, pero las mas importantes son siguientes:

» Hay una mezcla de varios aprendizajes que pueden lograrse de manera
individual o grupal. El estudiante puede explorar diferentes propiedades que
ofrece el software y realizar su propia distincidon que resulta, a veces, un poco
competitiva, al desear elaborar mejores trabajos entre sus compafieros.

» Anima a descubrir la creatividad: al aplicar los conocimientos, retar el

aprendizaje 'y habilidades que conllevan a descubrir nuevos
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conocimientos. Lograr tener iniciativa propia y deseos de avanzar con huevos
retos, hara estudiantes mas competitivos académicamente.

El alumno adquiere una destreza y construccion de su propio conocimiento. El
estudiante se empodera del software GeoGebra, adquiriendo gran habilidad
para crear su propio conocimiento.

Favorece la autonomia en el aprendizaje y se ajusta al ritmo del alumno y al
tiempo que disponga para su utilizacion, ya que el estudiante puede practicar
varias veces hasta lograr llegar a la solucion de problemas en el tiempo
requerido por cada uno.

La participacion puede ser grupal o individual y su acceso lo dispone el
participante segun su habilidad y destreza en su uso. Se pueden realizar
comparaciones y observar los trabajos de cada compafiero, segun las
indicaciones establecidas por los docentes.

Atrae la atencion del alumno con elementos atractivos e interactivos que lo
motivan a querer descubrir. En efecto, al ser un dispositivo interactivo le
proporciona herramientas y ademas ayuda a comprender mejor cada
contenido en las diversas areas de la Matemética.

Es de caracter interactivo con los aprendizajes. El alumno trabaja de la mano
con el docente, quien lo guia y muestra cada una de las funciones del menu
de herramientas que ofrece el software GeoGebra, observando en tiempo

real, lo que realiza cada uno de sus estudiantes.
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» Permite utilizar los medios que resultan casi imposible de aplicar, como es el
caso de la movilidad, ya que el software incorpora movimientos en las
imagenes 3D. Esta es una de las propiedades mas llamativas y que motiva a

los estudiantes a crear imagenes con movimiento en 3D.

2.6- Representacion de Vectores en R™ usando GeoGebra

A continuacién, se presenta algunos conceptos fundamentales de los
vectores en R", y sus operaciones particularmente en R? y R3, ademas de los
procedimientos a realizar, paso a paso, con las imagenes ilustrativas utilizando el

software GeoGebra.

2.6.1- Vectores en R™

El origen de la definicion de los vectores es la definicion de Giusto Bellavitis
de bipoint, y se concibe como un segmento orientado, uno de cuyos extremos es
el origen y el otro un objetivo. Los vectores se reconsideraron con la presentacion
de los niumeros complejos de Argand y Hamilton y la creacién de los cuaterniones
por este ultimo (Hamilton fue ademas el que invento el nombre de vector).

En Algebra Lineal, un espacio vectorial (0 también llamado espacio lineal)
es unaestructura algebraica creada a partir de unconjunto no vacio,
una operacion interna (llamada suma, definida para los elementos del conjunto) y

una operacion externa (llamada producto por un escalar, definida entre dicho
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conjunto y otro conjunto, con estructura de cuerpo) que satisface 8 propiedades
fundamentales.
Mas formalmente:

Un espacio vectorial sobre un cuerpo K (como el cuerpo de los numeros
reales o los numeros complejos) es un conjunto no vacio, digamos V, dotado de

dos operaciones para las cuales sera cerrado.

a. Suma +:V xV =V

(wv) »u+v
tal que:
Tenga la propiedad conmutativa:
ut+v=v+u Vuvev
Tenga la propiedad asociativa
u+(v+w)=w+v)+w Yu,v,w €V
Exista un elemento neutro
JeeV:u+e=u, Yu eV
Para cada v € V exista un elemento opuesto
Yu € V, J—u € V:iu+(—u)=e
b. Producto: KXxV—V
(a,u) > a-u
Tenga la propiedad asociativa:

a-(b-u)y=(a-b)-u, Va,beEK, Vuev
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Exista el elemento neutro:
JeeK:ecu=uVuelV

Tenga propiedad distributiva respecto a la suma vectorial:

a-(u+v)=a-u+a-v, Ya € K, Yu,veV

Tenga la propiedad distributiva respecto a la suma de escalar:

(a+b)-u=a-u+b-u VabeK, VuevV

Los elementos de V suelen denotarse por: u, v,w (también u, vy w, en
nuestro contexto) y son llamados vectores. Mientras que los elementos de K se
denotan como a, b, «, B, y son llamados escalares.

Historicamente, las primeras ideas que condujeron a los espacios
vectoriales modernos se remontan al siglo XVII: geometria analitica, matrices y
sistemas de ecuaciones lineales.

Los espacios vectoriales se derivan de la Geometria afin a través de la
introduccion de coordenadas en el plano o el espacio tridimensional. Alrededor de
1636, los matematicos franceses Descartes y Fermat fundaron las bases de la
Geometria Analitica mediante la vinculacién de las soluciones de una ecuacion con
dos variables a la determinacion de una curva plana. Para lograr una solucién
geométrica sin usar coordenadas, Bernhard Bolzano introdujo en 1804 ciertas
operaciones sobre puntos, lineas y planos, que son predecesores de los vectores.

De manera formal iniciaremos con algunos de los vectores en el espacio

vectorial R?, los cuales a su vez se colocaran como segmentos; asi se presentara

tanto el segmento como su valor.
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Sean P y Q dos puntos en el plano. Entonces el segmento de la recta

dirigido de P a Q, denotado por PQ, es el segmento rectilineo que va de P a Q

(ver figura 8). Nétese que los segmentos de rectas dirigidos PQ y QP son

diferentes pues apuntan en direcciones opuestas (ver figura 9).

Enirads

Figura 8 Figura 9
Segmento dirigido de P a Q Segmento dirigidode Q a P
El punto P en el segmento dirigido Wj se conoce como punto inicial del
segmento, y el punto Q como punto terminal. Las dos propiedades principales de

un segmento de recta dirigido son su magnitud (longitud) y su direccion. Si dos
segmentos dirigidos TQ y Q_P) tienen igual magnitud y direccion decimos que son

equivalentes, sin que interese su ubicacion con respecto al origen.
Definicion algebraica de un vector
Como un vector es realmente un conjunto de segmentos de rectas

equivalentes, definimos la magnitud o longitud de un vector como la magnitud de
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cualquiera de sus representantes, y su direccion, como la de cualquiera de sus
representantes.

Un vector v en el plano xy un par ordenado de numeros reales (a, b). Los
nameros a y b, se conocen como las componentes del vector v. El vector cero es
(0,0).

Si usamos el representante AB y consideramos el vector v = (a, b), se dice
gue la magnitud del vector v se denota por:
lv|] =+Va?+ b2

Esto se sigue del teorema de Pitagoras (ver figura 10). Usando la notacién

|v| para simbolizar la magnitud de v. Notemos que |v| es un escalar.
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Magnitud de un vector

Ejemplo 1: Calculemos las magnitudes de los vectores (i) (2,2); (i) (2,2v3);

(iii) (—2v3,2); (iv) (-3, -3); (v) (6, -6).
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Solucion:

Mo V22428 =B =22
M- 2 +(23) =4
|V|=\/m:4
J3)2+(-3) =18 =32
JB +(-6)* =\72 =62

Similares conceptos a los planteados en R?, pueden aplicarse a R3. Un
vector en R® es toda terna ordenada de nimeros reales v=(v,V,,Vv,). Para su
representacion se utilizan tres ejes ortogonales llamados ejes cartesianos X,Y,Z.

En R3? todo vector v=(v,,v,,v,) puede escribirse como: v=Vvji+V,]j+Vk,

donde i = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1), son los vectores canoénicos de R3.

- “ista Grafica

®
g

Figura 11

Vectores en R3
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La direccion de un vector # = (a, b) se define como el angulo & (medido en

radianes) que forma el vector con la parte positiva del eje x. Y se calcula de la

siguiente forma: tan @ = S
Ejemplo 2. Calculemos las direcciones de los vectores (2,2) del ejemplo # 1

Como v esta en el primer cuadrante y tan 8 = % =1, 6= %

A (2,2

Figura 12

Direccién de un vector

En varias aplicaciones fisicas aparecen ciertas cantidades tales como
temperatura y rapidez que poseen Unicamente magnitud. Estas cantidades pueden

representarse por numeros reales y se llaman escalares.
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En sintesis, podemos sefialar las principales caracteristicas que poseen los

vectores, representados graficamente:

. Direccion: definida como la recta sobre la cual se traza el vector, continuada

infinitamente en el espacio.

. Mdédulo o amplitud: la longitud gréfica que equivale, dentro de un plano, a la

magnitud del vector expresada numéricamente.

. Sentido: representado por la punta de la flecha que graficamente representa

al vector, indica el lugar geométrico hacia el cual se dirige el vector.

. Punto de aplicacion: correspondiente al lugar o punto geométrico en donde

inicia el vector graficamente.

. Nombre o denominacién: representado mediante una letra que acompafa
al vector gréaficamente representado, y que coincide con la magnitud que expresa

0 con la suma de los puntos de inicio y fin de su valor.

Dos vectores u y v son iguales si tienen el mismo nimero de componentes,
esto es, si pertenecen al mismo espacio y ademas sus componentes
correspondientes son iguales y se denota u = v.

Ejemplo 3
Determinar X, y, z para que los vectores u y v sean iguales
u=(x-y,x+vy,z-1)

v=(4,2,3)
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u=v Si

Ei x-y=4 z=3+1 X-y=4 X+y=2

Ez x+y=2 = z=4 Xty=2 3+y=2

Es z—-1=3 2X =6 y=-1
X=3

Al despejar z obtendremos el valor igual a 4, sumando la ecuacion E1 y Ez,
obtenemos el valor de x= 3, que al reemplazar en la E2 se obtiene el valor de

y=-1, demostrando que u = v.

2.6.2- Operaciones entre vectores

a) Adicion de vectores

En la adicion o suma de vectores, si se suman los vectores U,V €R™ donde
u = (a1, az..an) y v=(bs, b2...bn), tenemos como resultado al vector:

W = u + v= (aataz bitbz,...,an + bn).

Si se suman los vectores, u = (a1, b1) y v= (az, b2) en R?, como se muestra
en la siguiente figura 13. Vemos que el vector u + v = (a1 + a2, b1 + b2) se puede
obtener trasladando el representante del vector v de manera que su punto inicial
coincida con el punto terminal (a1 , b1) del vector u. Podemos obtener asi u + v
dibujando un paralelogramo con uno de sus vértices en el origen y lados u y v.
Entonces u + v es el vector que va desde el origen a lo largo de la diagonal del

paralelogramo.
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Figura 13

Adicion de vectores

Ejemplo 4;
Sean u=(1,-24)yv=(3,-5,2)
Encontrar u +v
Por definicibnu+v=(1+3,-2-5,4 + 2)
u+v=(>4,-7,6)
b) Multiplo escalar por un vector
Otra de las operaciones que se realizan con vectores, es el producto de un
escalar por un vector, el cual se define de la siguiente manera.
Producto de un escalar por un vector
Sea u = (u1, Uz, us,....un) en R™® y k € R, el producto de un escalar por un vector se
define como

ku = (kuz, kuz, kus,....kun)

y tiene magnitud |ku| = \/kzuf +k%U,” +...+k%u ) = |k|\/ul2 +U, +....+U,” =|K][u

Ejemplo 5
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Seau=(1,-24)yv =(3, -5, 2)

Encontrar 5u y 2u-3v

5u=5(1, -2, 4) 2u -3v =2(1, -2, 4) — 3(3, -5, 2)

5u = (5, -10, 20) 2u -3v = (2, -4, 8) — (9, -15, 6)
2u -3v=(-7,11, 2)

Calcular la magnitud de un multiplo escalar de un vector tiene el efecto de
multiplicar la magnitud del vector por el valor absoluto de ese escalar.
Otra operacion entre vectores en R" es:

c) El producto escalar en R"

El producto escalar de dos vectores (producto punto o producto interno) es
el nimero real determinado por la suma de los productos de las coordenadas
homologas de dichos vectores.

Seau = (a1, az, ....an), y V=(bs, b2...bn) en R" , entonces

u-v=ai-bi+az-ba+. ... an - bn
Ejemplo 6
Seau=(1,-2,3,-4) v=(6,7,1,-2) w=(5,-4,5,7)

u-v =(1)(6) + (-2) (7) + (3)(1) + (-4) (-2)
uv=(6-14+3+8)=3
u-w = (1)(5) + (-2) (-4) + (3)(5) + (-4) ()
uw=(5+8+15-28)=0

Observacion:
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Los vectores u, w, del ejemplo anterior, se Illaman ortogonales o
perpendiculares, ya que su producto escalar es cero.
Propiedades basicas del producto interno de R"
(u+v) -w=uw+vw distributiva
(ku) v =k (u-v) asociativa
u-v=v-u conmutativa
uu=0 siu=0 u=0 elemento neutro
d) Producto vectorial

Dados los vectores u = (u1, uz, us) y v = (v, v, vs) del espacio R3, el
producto vectorial entre u y v se define como
i j k

uxv=|u Uz Uz |= (ugvz— vaus)i — (u1vz — viuz)j + (u1r — 1uz)k
™M T 14

Observaciones

Los vectores candnicos i, j y k constituyen una base para el espacio
R3. Estos son vectores unitarios en las direcciones positivas de X,y y z
respectivamente, en nuestra notacion el vector producto vectorial se puede escribir
como
UXV = (UyV 3=V, )i — (U —VUg) ]+ (UyV, —VyU, )K
El producto vectorial define un vector que es al mismo tiempo perpendicular

a los vectores u y V.

La magnitud del producto vectorial se puede definir también como
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[l vl = [lull[[v]|sen(0)

Donde € define el angulo entre los vectores u y v.
De la forma como se define la magnitud se observa, si uy v son no nulos y
0 =0° 0 0 =180°, entonces la magnitud del vector producto vectorial es cero, y

viceversa si la magnitud del vector producto vectorial es cero, entonces el angulo
entre los vectores es cero 0 180°. Este hecho constituye una caracterizacion del
producto vectorial que indica cuando los vectores u y v son paralelos. Podemos

resumir este hecho asi.
ullvesuxv=0

e) Triple producto escalar

Sean los vectores u = (u1, uz, us), v = (v1, v2, v3) y (W, w,,w,) el triple

producto escalar de los vectores u, vy w se define

Uy Ue Usg
(uxv)-w=|v v, vs
wn o woe Ul

El triple producto escalar se define como el determinante anterior, esto
quiere decir que hereda muchas de las propiedades de los determinantes, una de
ellas dice que una permutacion de filas o columnas implica un cambio de signo en

el valor del determinante. Por esta razon, el producto escalar no es conmutativo.
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Geométricamente el triple producto escalar define un soélido (Paralelepipedo), el

volumen de este solido esta dado por

Volumen =(uxv)-w

(ukv) +w

o=

12

Figura 14

Triple producto escalar

Relacionados a este concepto enunciaremos las siguientes definiciones:
Puntos Coplanares: cuatro 0 mas puntos son coplanares si existe un plano que
los contenga.

Vectores coplanares: dos 0 mas vectores son coplanares si existe un plano que

los contenga.
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P Vista Algebraica = » wista Grafica
A = (0.64, 1.84)
B = {2.62, 1.18)
=200
pol1 = 4.36 =
E=1{1,35)

_ ('3.360
v = 1376/ 7
pol1* = 4.36
F = {1.66, 6.98)
i=4.61
G = (6.62, 6.26)
k = 1.56
H = {5.94, 1.32)
1= 4.57

_ (0.66%
Y= l1.08) +

w — 1.98
— \,—0.66 3

Figura 15
Triple producto representacion geométrica

Las definiciones anteriores permiten una caracterizacion de cuando tres
vectores o cuatro puntos son coplanares, ésta es la siguiente:

u,v y w son coplanares & uxv-w=0

En la siguiente grafica; dados los puntos: A=(0,0,0) B=(15,-2)
C=(3-10) y D=(59-4) y losvectores: u=(i+5j-2k) v=(3i,-j) vy
w=(5i+9j-4k), donde u=AB, v=AC y w=AD, donde (uxv)-w=u-(vxw)

observemos que son coplanares:

15 -2
U-(vxw)=[3 -1 0|=1(~1(-4)—9(0)) —5(3(~4) —5(0)) — 2(3(9) — 5(~1))
5 9 -4

u-(vxw)=1(4)-5(-12) - 2(32)
u-(vxw)=4+60-64
u-(vxw)=0
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» \vista Grafica 3D [}

Figura 16

Vectores y puntos coplanares

Otros conceptos relacionados a los vectores, son los siguientes:
Norma de un vector y distanciaen R"
Definicién: consideremos los vectores uy v en R"

u = (ua, Uz,....Un), V = (V1, V2,....vn) € R"

La distancia entre los puntos u y v denotado por d(u, v) se define por

d(w,v) = (1 —u)? + Wy — up)2+.. .+ (v — Up)?
La norma o longitud del vector denotada por ||u| se define como la raiz

cuadrada no negativa del producto punto u.

lull = Vuou = Ju? + u? +u? + .. +u
Ejemplo 7

Seanu=(1,-2,4,1)yv=(3,1,-5.0)
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duv) =y/(1—=3)2+ (-2—1)2+ (4 +5)2 + (1 — 0)2

duv)=v4+9+81+1

d(u,v) =95
La norma de U es lul=v1i+4+16+1
lull =v22

Vector unitario.
Definicion: un vector unitario u es un vector de magnitud igual a |.

El vector u es un vector unitario pues

u=(§)i+(§)j

i3 (2] - gt (3 () - 3

c. Angulo entre dos vectores

Se define como el menor angulo positivo determinado por ambos al estar
aplicados en un origen comun.

Definicion: sean u y v dos vectores distintos de cero. El angulo 8 entre u y
v se define como el menor angulo positivo entre los representantes de u y v que
tienen origen como sus puntos iniciales. Si u = a v para algun escalar a, entonces
¢=0sia>0y¢p=T,sia<0.

Teorema 1: sean uy v dos vectores distintos de cero. Si a es el angulo entre

ellos, entonces
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La ley de los cosenos establece que

¢’ =a®+b*—2abcosC
Llevando los representantes de u y v al origen de forma que u = (a1, b1) y v

= (a2, b2). Entonces, de la citada ley de los cosenos,

|v—u|2 = |v|2 +|u|2 —2|u||v|Cos

Pero |v—u|2:(v—u).(v—u):v.v—2u.v+u.u

|v—u|2 = |v|2 —2u.v+|u|2

Asi, después de simplificar obtenemos que —2uv =-2|u[v|Cos«a, de donde

se deduce el Teorema 1. Utilizando la igualdad anterior podriamos definir el

producto escalar u-v por:

u-v=|ul]v|Cosa

Ejemplo 8:
Encuentre el coseno del &ngulo entre los vectores u=2i +3j y v= -7i+j.

Solucién:

Wy = 1443 = 11, Ul = V273 = VI3 | M=) +1 =450
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uv =11 =11

v~ Vi3vE0 0

=-0.4315— o = Cos™-0.4315=115°33

Cosa =

Ejemplo 9:

Encuentre el coseno del angulo entre los vectores
a=2i+2j+3k y b=-i+3]+5k
8] =20+ 2] +3k [b| =i +3]+5k
a[=V22 12243 b= /(-1)? +3* +5°
8| =2+4+9 b|=1+9+25
8| =17 b= /35

B CoSa = T?
ab=(2)(=)+(2?)+ )5 aljp
COSox = L
ab=-2+6+15 J17/35
ab=19 o = 38°50

d. Vectores paralelos
Definicion: dos vectores u y v distintos de cero son paralelos si el angulo entre
ellos es cero o bien 1.
Ejemplo 10

Muestre que los vectores u = (2, -3) y v = (-4, 6) son paralelos
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Solucion:

uv  -8-18 -26 -26

UM Vi3VB2  ViB(2i3) 203)

COSa=|

Por lo tanto @ =7 0 sea 180°. Lo cual demuestra que Uy V son paralelos.

Realizado con GeoGebra, tenemos la representacion de la siguiente forma.

¥ GeoGebra Classic §
archivo Edicidn Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Y [ =S ol [l BN

— || —
» Vista Algebraica » Wista Grafica
P aA=2,-5
® B=(0,0)
»
»

C=(4,6)

e *°

o=180"
B

N\

Teorema 2. Si u=0 entonces v=qau para alguna constante « distinta de cero si

Entrada'l

y solo si u y v son paralelos.
e. Vectores ortogonales

Definicion: se dice que los vectores u y v distintos de cero son ortogonales (0

. . , A
perpendiculares) si el angulo entre ellos es >
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Ejemplo 11
Muestre que los vectores u = 3i -4j y v = 4i + 3j son ortogonales.

Solucion:
uv=3.4-43=0. Esto implica que

Cosa=—Y _¢
Jullv|

, . Vs
Como « esta en el intervalo [0, ], @ = >

Teorema 3. Los vectores u y v distintos de cero son ortogonales si y solo si
uv=0
Teorema 4. Sea v un vector distinto de cero. Entonces para cualquier otro vector

u el vector W:u_% es ortogonal a v.
\"

Los vectores u, vy w se ilustran en la siguiente figura
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u,v)
T = L — — |y -
fo] le]

- /’\ T
-
=N
=
Wy I’
N a=g0" 1T
-

B=90"T¢ -
)/ Proy.m = v, —

3

Figura 17

Vectores ortogonales

2.6.3- Proyecciones en R? y R3

Sean u y v vectores distintos de cero. Entonces la proyeccion de u sobre v

es un vector denotado proy,u, que se define por

u-v
Proyu=—-v
v

i ., u-v
La componente de u en la direccion v es ﬁ
v

v o . .y,
Noétese que — es un vector unitario en la direccion de v.

v
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Figura 18

Proyeccion entre vectores
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Figura 19

. u-v
Proyeccion de u sobre v: Proy,u :|—2v
v

Proyecciones ortogonales
Las proyecciones ortogonales de v =(v,,V,) sobre los ejes cartesianos son:
Pv=vii; Pv=v,]j
Se verifica que:
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v=Rv+Pv y Bv.lPyv
Es posible abordar el problema en forma méas general y determinar

proyecciones sobre una direccion cualquiera, no necesariamente paralela a los

ejes.

P Wista Srafica

5

Vo= Po

L

Figura 20
Proyecciones ortogonales

Pv depende de v y de la direccion de u, pero no de la magnitud de u. Por
ello es factible considerar un vector unitario u’, segun la direccion y sentido de u.
u=u
u
Por relacion trigonométrica:
R
Cosf=——-
v

Por definicién de angulo entre dos vectores:
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Pv=|RPVu'= Rv=(vu')u’

. . 4 . . .
Se puede probar que si en vez de considerar un U unitario se opera directamente

con U, es valida la siguiente expresion:

2.6.4- Combinacion lineal

Decimos que el vector V es combinacion lineal del vector U si existe un

escalar k donde:

V=ku KER

También se dice que u y vV son dependientes o proporcionales.

Si no existe tal k se dice que u y vson independientes.
Definicion: combinacion lineal

Dado un conjunto de vectores vi, . . ., Vn Se llama una combinacioén lineal de
ellos a cualquier vector de laformav =a1vi+ ...+ dnVn, donde a1, ..., 0nSON
escalares, llamados coeficientes de la combinacion lineal.

Teorema 1.
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Para probar que un conjunto S es subespacio de un espacio vectorial V,

basta probar que: La combinacion lineal de elementos de S esta en S.
(Ello es debido a que calcular una combinacion lineal de vectores involucra tanto
la suma como el producto por escalares, asi que equivale a probar ambas cosas
por separado). Esto se suele expresar diciendo que un subespacio es un conjunto
“cerrado” para las combinaciones lineales.
Ejemplo 12

Veamos si S es subespacio del conjunto U= (A, A): A€ R. Tomamos dos
elementos genéricos de U, (A, A) y (4, M). Una combinacion lineal de ellos es: a (A,
A) + B (M, M) = (aA+Bu, aA+Bu) que también es un elemento de U. Por tanto, S es
subespacio de U.
Definicion: dependencia lineal.

Se dice que un conjunto de vectores es linealmente dependiente (o ligado) si:
(@) Al menos uno de ellos es combinacion lineal de los demas. Esto se puede
expresar también asi:
(b) El vector 0 es combinacién lineal de ellos (con coeficientes no todos nulos).
Ejemplo 13

Sean los vectores u= (1,1), v=(0,3), w=(2,5) . € R?

Observamos que son linealmente dependientes por (a):
w es combinacién lineal de u y v, puesto que w=v+2u (pueden encontrarse
también otras combinaciones, como u=12w-12v, etc.).

También podemos verlo por (b):
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0 es combinacion lineal de u, v, w puesto que 0 = v+2u—w, (y los coeficientes de

esta combinacién lineal son 1, 2, —1 que no son todos nulos).
2.6.5- Dependencia e independencia lineal

En el estudio de Algebra Lineal, una de las ideas centrales es la de
independencia o dependencia lineal de vectores.

Sean vi, vz, ...., Va N Vectores en un espacio vectorial V. Entonces se dice
gue los vectores son linealmente dependiente si existe n escalares ci, c2, ...., Cn
no todos ceros, tales que ci1 vi+ c2vz +....., CaVn=0

Silos vectores no son linealmente dependientes, entonces se dice que son
linealmente independientes.

Expresado de otro modo, vi, vz,..., va SOn linealmente independientes si la
ecuacion ci1 vi+ c2vz2 +....., cavn=0 solo se satisface si ci= c2= ....= cn=0.

Teorema 2:

Dos vectores de un espacio vectorial son linealmente dependientes siy solo
si uno es multiplo del otro.
Demostracion

Primero suponemos que vz = cvi con un escalar ¢ # 0.

Entonces cvi— v2= 0; v1y V2 son linealmente dependientes. Por otro lado,
si vi1y v2son linealmente dependiente, entonces existen constantes ci1y c2, ninguna
de las cuales es cero, tales que c1vi+ c2v2=0. Sic1 # 0, entonces, al dividir entre

C1, Se obtiene
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Esto es, vi es un multiplo escalar de v2. Si c1 = 0 entonces ¢z # 0 y por lo
mismo v2=0 =0 v,

En los ejemplos siguientes ejemplos se muestra la dependencia e
independencia lineal.
Ejemplo 14

Determine si los siguientes vectores son linealmente dependientes o

1 2
independientes. v, =|2 y Vv,=|5
4 -3

Los vectores v, y v, son linealmente independientes; si no lo fueran, tendriamos

Entonces, 2 =c¢, 5 = 2cy -3 = 4c, lo cual es imposible para cualquier numero c.
Ejemplo 15

Determine si los vectores son linealmente dependientes o independientes.

1 2 0
v, =| 2|, v, =| -2 |, vyl 1
3 0 7

Solucién:
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1 2 0 0
C|—2|+C,| -2 |+C|1|=0=
Supoéngase que 3 0 ! 0
c, +2c, 0
—2¢c, —2¢c, 43¢, |=|0
Entonces, multiplicando y sumando, resulta 3¢, +7Cy 0

Esto da un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incognitas, c1, Cz2, Cs:

c +2c, 0
-2c, -2¢, +c, =0
3c, +7c; 0O

Por lo tanto, los vectores seran linealmente dependientes si y solo si el
sistema posee soluciones no triviales. Se expresa el sistema usando la matriz

aumentada y se reduce por filas o renglones:

1 2 o0l 1 2 ol
2 2 10|—=2%E500 2 10
3 0 70 0 -6 700

1 2 0 10 -1

E, 1 E,—2E 1
—>{0 1 o0 1~
0 -6 709 0 0 10°

. L0 1 0 00

EECEEN I %0%0100

2
001O 0 0 10
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El Ultimo sistema de ecuaciones se lee: ¢1=0, c2-0, c3=0. De manera que el sistema

inicial carece de soluciones no triviales y los vectores dados son linealmente

independientes.
Ejemplo 16

Determine si los vectores sefialados a continuacién son linealmente independientes o

no.
1 3 11
v,=|-3|,vV,=|0]v,| 6
0 4 12
Solucion:
La ecuacién conduce al sistema homogéneo;
1 3 11 0 c, +3c, +1ic, O
¢|-3|+¢C,|0|+c,| 6|=|0 =3¢, —6¢c, =0
0 4 12 0 = 4c, +12c, O

Escribiendo el sistema en la forma de matriz aumentada y reduciendo por filas, que

sucesivamente,

1 3 110 1 3 110
-3 0 -6l0—EF 510 9 27/0
0 4 1200 0 4 120
. 1 3 11/0 1 0 2/0
—2* 50 1 3/0|—=2&2 5|0 1 30

0 4 12[0 0 0 0/0

83



Aqui, podemos observar que la E3 se elimind y posee infinitas soluciones. Por
ejemplo, la ultima matriz aumentada da
c1 +2c3=0
c2 +3c3=0
Despejando, tenemos que c3= 1, entonces c2= -3 y c1= -2, asi que, como

se puede verificar facilmente,

1 3 11 0
-2|-3|-3]0(+|-6|=|0
0 4 12 0

y los vectores son linealmente dependientes.
Propiedades de la dependencia e independencia lineal

A continuacion, se mostrara como identificar si existe una dependencia o
independencia lineal.

El conjunto formado por un solo vector v no nulo, es libre. En efecto, es una
combinacion lineal de v es solamente Av y Av = 0 sélo puede conseguirse con

A=0

Dos vectores v, w son linealmente dependientes cuando uno es multiplo del
otro, v = Aw (ya que esto equivale a decir que uno es combinacion lineal del otro)
Todo conjunto que contenga al 0 es ligado: por ejemplo: para tres vectores si
tenemos (v, w, 0) podemos formar 0 como combinacion de ellos: Ov+0w+ 10 =
0y los coeficientes de esta combinacion lineal son 0, 0, 1y, por lo tanto, no todos

nulos.
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Si un conjunto es ligado, afadiéndole vectores, sigue siendo ligado. (En
efecto, si un vector es combinacion de otros, aunque afiadamos mas vectores
seguira siéndolo).

Si un conjunto es libre, quitandole vectores sigue siendo libre.

(En efecto, si no se puede formar 0 como combinacién de ellos, al quitar vectores
tampoco se podra)

Si un conjunto es ligado, quitandole los vectores que son combinacion lineal
de los demas, llegara a ser libre.

La relacion que existe entre conjunto ligado o libre con dependencia e
independencia lineal se basa en que un conjunto es ligado cuando contenga al 0y
al realizar la combinacion lineal con otro vector sigue siendo ligado. Por otro lado,
la dependencia se refiere cuando uno es mudltiplo del otro y la independencia
cuando los escalares son todos ceros. Por lo tanto, si un conjunto de vectores es
linealmente independiente si y solo si es libre y es linealmente dependiente si es

multiplo de otro o si es ligado.
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CAPITULO 3

PROPUESTA DIDACTICA USANDO

GEOGEBRA



3.1 Las guias didacticas y su importancia en el proceso docente

En este capitulo, se presentara una guia didactica con algunos temas del
Algebra Lineal, donde se trabajara la estructura del curso, como lo son los espacios
vectoriales, utilizando el software GeoGebra.

Una guia didactica es un documento de caracter pedagdégico, que facilita la
tarea docente, ya que es orientadora en la planificacion, ejecucién y evaluacion del
trabajo docente en cada una de las materias de ensefianza. Es un recurso para el
aprendizaje, a través del cual se concreta la accion de ofrecer al estudiante
diversas posibilidades que mejoren la comprension y el autoaprendizaje.

Las guias didacticas constituyen un instrumento fundamental para la
organizacion del trabajo del docente y del alumno y su objetivo es ofrecer todas las
orientaciones necesarias que le permitan integrar los elementos didacticos para el
estudio de la asignatura y un recurso que tiene el propdsito de orientar
metodolégicamente las actividades, al mismo tiempo que sirven de apoyo a la
dindmica del proceso docente, guiando al alumno en su aprendizaje, favorecen
este proceso y promueven la autonomia a través de diferentes recursos didacticos
como son: explicaciones, ejemplos, comentarios, esquemas, graficos, estudio de
casos y otras acciones similares a las que el profesor utiliza en sus actividades
docentes. Estos recursos de aprendizaje se corresponden con los objetivos, los
métodos y el nivel de comprension de los educandos y estan vinculados con lo que
se espera que el estudiante aprenda, se cumple asi con un algoritmo que favorece

la asimilacién de los contenidos.
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Consideramos que una guia didactica para el docente apoyara su labor
pedagdgica en su planificacién y organizacion del desarrollo de cada una de las

actividades correspondiente al Algebra Lineal.
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3.2 Guia para docentes en la presentacion de espacios vectoriales

3.2.1- Introduccién del software GeoGebra

El presente documento tiene como objetivo ofrecer una guia con actividades
para los docentes, aplicando el software GeoGebra como herramienta interactiva
para la ensefianza de temas relacionados con espacios vectoriales que se ofrecen
en la asignatura de Algebra Lineal.

Para la resolucion de los ejercicios, se utilizaran tanto la Calculadora Grafica
(ejercicios en el plano), como la Calculadora 3D (ejercicios en el espacio). Dichas

herramientas pueden ser utilizadas en su navegador web de preferencia.

= GeoGebra Calculadora gréfica < B w & EaRGA GG ¢ m w

] & = :

B R e e e

Calculadora grafica Calculadora 3D

También pueden descargar GeoGebra Clasico 5 (que incluye ambas
herramientas) en sus computadoras.
Al descargar el programa, en la opcién de Vista les aparece para seleccionar Vista

Grafica (plano) o Graficas 3D (espacio).
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https://www.geogebra.org/calculator
https://geogebra.org/3d

GeoGebra también posee aplicaciones gratuitas para celulares de cada una

de sus herramientas.

iﬁ‘ GeoGebra Classic 3

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Yentana Ayuda

% Alls Vista Algebraica Ctrl+Mayis+a az?
A ® "% Hojade Célculo Ctri+Mayis+S |—*
ﬁ [x=  Célculo Simbdlico (CAS) Cirl+Maylis+K §
ds  Vista Gréfica Cirl+Mayis+1
@i Vista Grafica 2 Ctri+Mayiis+2
| fp Craficas 2D Ctrl+Mayis+3
Lo Protocolo de Construccian Ctrl+Mayds+L
<2~ Zalculadora de probabilidad Ctri+Maylis+P

Los ejercicios seleccionados para su resolucion corresponden al estudio de
vectores en el espacio, la representacién del vector suma, interseccion entre los
planos, la norma, angulos entre vectores y proyecciones en R? y R3, finalmente se
estudia el concepto de combinacién lineal de vectores.

Esperamos que las resoluciones detalladas en el documento les sean de
utilidad, no solamente para afianzar sus conocimientos utilizando GeoGebra, sino
también para corroborar los resultados obtenidos de manera manual, con los
obtenidos a traveés del programa GeoGebra y ver mas claramente, de forma gréfica,

la representacion de vectores.

3.2.2- Actividades con el software GeoGebra
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ACTIVIDAD #1

ESPACIOS VECTORIALES

N°1l: Funciones Vectoriales

Los espacios R™ con n=1 son los ejemplos principales de
espacios vectoriales. La intuicion geométrica desarrollada
para R?, nos ayudara a entender y visualizar muchos

conceptos de esta actividad.

Desarrollar las habilidades matematicas requeridas,
principalmente en el curso de Algebra Lineal, con los espacios

vectoriales y sus funciones.

< __Sub-competencias___

» Reconoce la estructura de un espacio vectorial.

> Expresa la longitud de un vector
> Calcula el vector unitario, la distancia y angulo entre

vectores.
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Conceptos sugeridos a desarrollar
a) Longitud de un vector

La longitud del segmento de un vector determina el valor del vector y se
llama longitud del vector o mddulo del vector. Para sefialar el médulo del vector
se utilizan dos lineas verticales una a la izquierda y otra a la derecha |AB].

Médulo o Norma de un vector (longitud del vector) |a| en las coordenadas
rectangulares equivale a la raiz cuadrada de la suma de cuadrados de sus

coordenadas.

Asi, en caso del médulo o norma de un vector a= (a,a,,,)se puede calcular

A it - |5 2 2 2
por la formula siguiente: |a|=«/aX +a, +a,

Ejemplo:

Calcular la longitud del vector a= (3, 4, 5) y del vector b= (2, 4, -5).

b) Vector unitario

Un vector unitario es aquel que tiene modulo 1. Para hallar un vector

unitario a partir de cualquier vector, hay que dividir este ultimo por su médulo.




Sea vector a = (3, 4, 5) y del vector b= (2, 4, -5).

- a _(3)4r5)_
_a -GBS — 942 057 071
u |5J 57z ¢ )
= 2475 _ 0.30, 0.60, -0.75
B ~ T3 (©30.000.-0.79)

c) Distancia entre vectores

La distancia entre los puntos u y v denotado d(u,v) se define por:

duVv) =y —w)? + (v — U+ oo+ (v, — up)?

Ejemplo: Seau=(3,4,5)yv=(2,4,-5), ladistanciaentreuyves

d(u,v) =/(2 - 3)2 + (4 — 4)% + (-5 — 5)?
d(u,v) = VI +0 + 100

d(u,v) =101
d(u,v) =10.05

d) Anaulo entre dos vectores enRR?

Sean u y v dos vectores distintos de cero. El angulo a entre uy v se
define como el menor angulo (en el intervalo [0,7]) positivo entre los

representantes de u y v que tienen al origen como sus puntos iniciales.

juf=3i+4] +5k |v| = 2i + 4] -5k
|ﬁ| =~/3%+4% +52 |\7| = /22 +4* + (-5)?
|G|=\/9+16+25 |\7|=\/4+16+25

i|= 50 =5




El producto escalar es

uv = (3)(2) +(4)(4) + (5)(-5)

=6+16—25
=-3
y el coseno
cCosa _a\z
i

COSa =———
\/50+/45

a =93°63




Estrategias didacticas sugeridas

Para iniciar el tema
Proponga explorar el software GeoGebra, verificando la funcion de
cada boton del mena principal, para mejor familiarizacion.
Para desarrollar el tema
I. Pida a los estudiantes que investiguen aplicaciones de los vectores y
realice una lluvia de ideas para motivar el tema.

II. Presente los conceptos que aparecen en el contenido sobre funciones
vectoriales e ilustre con ejemplos en el tablero.

lll.  Desarrolle, con sus alumnos, la siguiente secuencia de actividades que se
enlista a continuacion para que visualicen los resultados, obtenidos
manualmente, en la pantalla de GeoGebra y puedan conjeturar
propiedades sobre los temas.

» Dado los siguientes vectores A = (0, 0, 0), B = (3, 4, 5) y del vector
C=(2,4,-5).
Encontrar la longitud, M6dulo o Norma de un vector. Calcular también

el vector unitario, la distancia entre dos vectores y el angulo entre vectores.




1) En la parte inferior izquierda, colocar el punto A, el punto B y el punto C.

Como se aprecia en la imagen 1 a continuacion
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2) Seleccionar el icono de vector y ubicar el mismo desde el punto A hasta el

punto B, como se muestra en la imagen a continuacioén. Verificar la imagen

¥ Presen tacion 1.ggb
Archivo Edicidn Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
il =t B3 [ o AN 52
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»_Wista Algehr: D
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® A=(0,0,0)
® B=(3,4,5
® C-(2,4,-5 Segmento
®u=

3
(4) Segmento de longitud dada
5,

Entrada

3) Realizar el mismo procedimiento desde el punto A hasta el punto C. Se

puede observar el vector u y el vector v. Verificar la imagen 3.




¥ Presentacion 1.qgb
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Entrada: |

4) Seleccionar el icono de distancia, para calcular la distancia del segmento

AB y la distancia del segmento AC como se muestra en la imagen 4

¥ Presentacion 1.ggb
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Entrada:|

5) Colocar en la entrada ubicada en la parte inferior izquierda: Vector unitario
(objeto), donde se colocaré el Vector unitario del vector u y del vector V,

como se muestra en la imagen 5.
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¥ Presentacion 1.9gb
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Entrada: \vector

6) Buscar la distancia del segmento BC, seleccionando el icono de distancia
e indicando los puntos que se desea calcular, del punto B al punto C como

lo indica la imagen 6.

€F Presentacion T.ggb

Archivo Edicidn ¥ista Opciones Herramientas Yentana Ayuda
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7) Calcular el angulo que existe entre el punto BAC, seleccionando el icono

de angulo y sefialando el orden de este, como lo muestra la imagen 7.

¥ Presen tacion T.agb
Archivo Edicidn vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Entrada:|vector

IV. Pidales que formen grupos de dos o tres estudiantes para que realicen las
actividades complementarias y compartan sus resultados con el resto de

los integrantes del grupo.
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Actividad Complementaria # 1

Indicaciones: se solicita que resuelvan en su cuaderno y luego utilizando el

software GeoGebra, cada uno de los puntos sefalados a continuacion.

1.

Explore con GeoGebra cada uno de sus botones en el menu principal,
realizando los procedimientos sefalados con diferentes valores y sefiale
los cambios observados.

Compare los siguientes vectores y expliqgue los cambios que ocurren si

varia la magnitud o la direccion de cada uno

v = (-1, \3) b) v = (-5, 8) c) v = (11, -14)

Muestre los siguientes vectores utilizando el software GeoGebra.
u=2i-3j-6k y v=-4i+6j+5k. y encuentre:
u+v b)u-v Cc) -7v d)8u-3v e) 4v -6v

Calcule el producto escalar de los dos vectores y el coseno del &ngulo entre
ellos. Anote, ademas, que observa si deja fijo el vector u y cambia v,
compare ambos resultados y sefiale qué relacién o diferencias existen en
el valor del coseno.

u = 2i +5j + 4k; v = 5i +2j- 3k

u=-3i +4j—5k; v="-2i-7] +9k

u =4i+5j-3k; v=>5i-4j + k
Ingrese en la bandeja de entrada del software GeoGebra los vectores u =

(3, 6, 8) yv = (4, 6, -7) y encuentre su longitud, médulo, vector unitario,

distancia y angulo entre dos vectores.




Con la actividad # 1 el estudiante se familiarizara con el uso del software
GeoGebra, en como ubicar los puntos de los vectores dados, seleccionando
los comandos o0 iconos que realizan cada una de las funciones
correspondientes para sumar, restar, multiplicar un vector por un escalar,
medir la distancia, observar la direccion y sentido de cada vector.

Realizar célculos del producto escalar, vector unitario y angulos entre
vectores en diversas dimensiones y poder observarlo a través de la
construccion que GeoGebra nos brinda, permite tener otra perspectiva o
vision de cdmo se representan graficamente cada uno de estos conceptos,
despertando mayor atenciéon y dando oportunidad al estudiante a construir
cada una de estas ilustraciones de forma creativa e interactiva, utilizando un
dispositivo tecnoldgico que asegurara la verificacién de resultados en cada
uno de los problemas propuestos.

En la actualidad, algunos estudiantes no cuentan con agilidades para
realizar estos dibujos de manera simétrica que ilustre o represente
graficamente, de forma rapida y efectiva, para llegar a soluciones en cada una
de las operaciones matematicas. Se dedica a desarrollar las férmulas y
procedimientos para resolver problemas, que requieren de mas tiempo para
representar y obtener resultados que deben ser verificados por una imagen o

ilustracion y que en ocasiones se hacen dificiles de representar manualmente

por parte del estudiante.




ACTIVIDAD # 2

ESPACIOS VECTORIALES

N°2: Proyecciones Y Vectores
Ortogonales en R?

bjetivos deaprendizaje

Identificar las proyecciones de los vectores en el

espacio bidimensional real R? a través de GeoGebra.

Sub-competencias

» Establece el producto y la distancia entre

vectores en el plano R?

> Calcula la proyeccion entre vectores en R?

103



Conceptos sugeridos a desarrollar

El concepto de angulo entre vectores es bien conocido y geométricamente
intuitivo. Este concepto nos permite “imaginar” el resultado de aplicar ciertas
transformaciones lineales en el espacio vectorial R?, presente constantemente
en el dia a dia y cdmo son las rotaciones o las proyecciones. En este tema
nos vamos a centrar en estas Ultimas, que suelen interpretarse como la
sombra que un vector dibujaria sobre una recta o un plano; la longitud de esta
sombra dependerd, obviamente, del &ngulo con que la luz incide en la recta o
plano de proyeccion.

Cuando hablamos de proyeccion, nos referimos a la sombra que generan
los rayos de cada uno de los vectores con respecto a otro vector, a fin de
representar cuerpos o piezas tridimensionales en un espacio bidimensional,
tal como el papel.

Para pasar del concepto de "proyeccion” al de "proyeccion ortogonal” (en
este caso nos referimos a vectores que forman un angulo de 90°), es preciso
gue exista un instrumento que nos diga si dos vectores son "ortogonales”, es
decir, perpendiculares. Este instrumento es un producto interior definido en el

espacio vectorial. Todo producto interior define una norma.
Ejemplo

Procedimientos realizados manualmente:

Dado los siguientes puntos A = (0, 0), B=(-4,6) y C= (-14,-2)




Encontrar la proyeccion en R?
Donde u es la representacion del punto A, v la del punto B y w la del punto C.
Resolvemos de la siguiente forma:

Como la distancia esta dada por la siguiente formula

dUu,v)= J( —u)? + Wy —u)?+. . +(V — Uup)?

Usando los puntos dados, en R? obtenemos

d (A, B) =/(—4 — 0)2 + (6 — 0)2 d (A, C) =/(—14 — 0)2 + (=2 — 0)2
d (A B) =16 + 36 d (A, C) =196 + 4

d (A, B) =52 d (A, C) =200

d(A B)=7.21 d(A C)=14.14

Las proyecciones que deseamos determinar son las siguientes:

Pr Oy, W =~ W Proy,v=——>uy
Proy,w = % (-14,-2) Proy, Vv =—.(-4,6)

Proy,w=(-3.05,-0.44) Proy, v =(-3.39,5.09)
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Estrategias didicticas sugeridas

Parainiciar el tema

Sugiera investigar sobre las proyecciones de un vector sobre otro,

Proy,u y Proy,v , segun la posicion de cada uno con respecto al otro vector.

Para desarrollar el tema

I.  Muestre en el tablero el procedimiento para encontrar una proyeccion entre
dos vectores en el plano R?.

. Proponga colocar, diferentes vectores en la entrada del software
GeoGebra y muévalos hasta lograr que estén perpendiculares, segun la
posicion cada uno con respecto al otro vector. Anote sus observaciones y
comente al respecto.

[ll.  Utilice con sus alumnos el software GeoGebra e ingrese una imagen
apropiada e interprete la sombra que produce la imagen, pida comparar

entre sus comparieros. Ejemplo de una imagen insertada en GeoGebra.

€7 GeoGebra Classic 5
Archivo Edicién Vista Opclones Herramientas Ventana Ayuda

ARSI ==] 2]

® A-(1,1) | * o
® B-(596,1)
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Desarrolle, con sus alumnos, la siguiente secuencia de actividades que se
enlista a continuacién para que visualicen las proyecciones, obtenidas
manualmente, y luego con el software GeoGebra.
A continuacion, veran una serie de ejemplos, que ayudaran al estudiante a
obtener una mejor comprension en las proyecciones sefialadas.
» Dado los siguientes puntos 4 = (0, 0), B=(-4,6) y C= (-14, -2)
1) Colocamos los puntos A, B, C en la parte inferior izquierda de GeoGebra

como se muestra a continuacion en la siguiente figura.

€F Presentacion de Proyeccian en R2.ggb
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2) Sefialamos los vectores con el icono de vector del punto A al punto B, y
llamado v, de igual forma el vector del punto A al punto C, denotado por

u,
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como se muestra en la siguiente imagen.
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3) Buscamos la distancia entre los puntos A =(0,0)y B=(-4,6) y los puntos A

=(0,0) y C=(-14,-2)

¥ Presentacién de Proyeccidn en R2.qgh
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4) Trazamos una linea perpendicular del punto B al vector u
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€2 Presentacion de Proyeceign en RZ.ggb
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5) Colocamos el punto de interseccion entre la recta y el vector u, indicando

el vector proyeccion w, como se muestra a continuacion.

€ Presentacion de Proyeccin en R2.ggh
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6) Ahora trazamos una linea perpendicular del punto C al vector v
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7) Colocamos el punto de interseccién entre la recta y el vector v, indicando

el vector proyeccion a, como se muestra a continuacion.

€ Presentacion de Proysccion en RZggb
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8) Desarrollamos, de forma manual, los vectores ortogonales al vector v y

luego con GeoGebra, como se indica en la siguiente imagen.
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9) Buscamos la distancia del punto AF y AG, comprobando su igualdad, como

se muestra en la imagen a continuacion.
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10) Se indica el angulo formado entre los vectores, para comprobar si son

ortogonales, ya que deben ser igual a 90° en ambos casos, BAF = BAG
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V. Identificar las proyecciones con diferentes colores y tamafios, anote las
observaciones durante su desarrollo y comente al respecto con sus

compaineros.
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~Actividad complementaria # 2

Indicaciones: Solicite que resuelvan en forma analitica y luego utilizando el

software GeoGebra.

1. Desarrolle el paso a paso, cambiando los valores de cada uno de los
vectores y compare cOmo son sus proyecciones con respecto a cada uno
de sus compairieros del grupo.

2. Calcule la distancia y el angulo entre los siguientes vectores e indique si
existe alguna variacion al cambiar el signo en cada caso sefialado.

u = 2i +5j; v = 5i +2]
u=-3i+4jv=-2i-7j
u = 4i +5j; v = 5i -4j
3. Dado los siguientes puntos A = (0, 0), U=(-3,7) y V = (-9, -2).
Encontrar la proyeccion: Proyv u, y Proyu v en R?
4. Dado los siguientes puntos A = (0, 0), U=(-2,3)y V = (6,3).
Encontrar la proyeccion: Proyv u, y Proyu v en R?
5. Dado un vector u= 3i, conjeture qué caracteristica debe tener un vector V

para que sea considerado proyecciéon de U.
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Con la actividad # 2 el estudiante podra realizar calculos como hallar la
distancia, angulos entre vectores en R?, ademas de representar las
proyecciones que se realizan en R?, a través del software de GeoGebra.

» Observamos que GeoGebra facilita realizar una construccién mas nitida,
rapida y detallada que permite lograr una mejor comprension del
contenido y de las proyecciones de forma grafica.

» Proporciona una mejor representacién visual de las proyecciones en
plano R?, como tradicionalmente se realiza dentro de un salén de clases,
de forma manual.

» La posibilidad de realizar la actividad seleccionando los comandos
correspondientes, tanto en la entrada de GeoGebra, como utilizando la
barra de herramientas que nos ofrece la parte superior del software,
obteniendo el resultado de la proyeccion en R2.

El estudiante podré utilizar la tecnologia y los ultimos avances referentes
a nuevos métodos y estrategias con miras a mejorar la comprension de los

contenidos de manera interactiva y construir su propio conocimiento,

aprovechando todas las bondades que ofrece el software de GeoGebra.




ACTIVIDAD # 3

ESPACIOS VECTORIALES

N°3: Proyecciones en R3

Aplicar ciertas transformaciones lineales en el espacio
vectorial R3, dara una perspectiva mas clara de manera
gréfica, que resulta un tanto dificil realizar en un tablero

normal, dentro de un salén de clases.

Identificar las proyecciones geométricas entre vectores,
en el espacio vectorial de R3.

< __Sub-competencias

> Establece el producto y la distancia entre vectores

enelplano R3 .

> Calcula la proyeccién entre vectores en R3 .
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Conceptos sugeridos a desarrollar

En este tema nos vamos a centrar en la forma grafica como suelen
interpretarse los vectores en el plano R3; la longitud de esta sombra
dependera, obviamente, del angulo con que la luz incide en la recta o plano

de proyeccion.

_Estrategias didicticas sugeridas_

Parainiciar el tema

Proponga utilizar el plano R3 en el software GeoGebra, colocando
vectores, y verificando lo que sucede entre dichos vectores y el plano al cual
pertenecen, cuando se cambian de posicion.

Para desarrollar el tema
Muestre en el tablero el procedimiento para encontrar una proyeccion entre
dos vectores en el plano R3; con apoyo de graficas en tres dimensiones
que ilustren los conceptos.
Desarrolle con sus alumnos el software GeoGebra e ingrese los mismos
vectores utilizados en forma manual en el tablero, comparar entre sus
compairieros los resultados.
Proponga identificar el punto de interseccion entre los vectores y el plano,

de manera tal que puedan comparar los resultados obtenidos de la

proyeccion en R? y en R3.




A continuacion, veran una serie de ejemplos, que ayudaran al estudiante a
obtener una mejor comprension en las proyecciones sefialadas.

» Dado los siguientes puntos A =(0, 0, 0),B=(3,4,5) yC=(6, 2, 1)
Encontrar la proyecciéon en R3
» Colocamos los puntos en la parte inferior izquierda de GeoGebra como se

muestra a continuacion en la siguiente figura.

¥ Presentacion de Proyeccion en R3.qgb
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> Sefialamos los vectores con el icono de vector del punto A al punto B, de
igual forma el vector del punto A al punto C, como se muestra en la
siguiente imagen

€ Presentacién de Proyeccién en R3.ggb
Archivo Edicién Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=]~ N‘I> =]
> Vista Algobraica Vista Grafica 3D )
® A-(0,0,0)
® B-(3,4,5
® Cc=©,21
(3
® u= 4)
5
6
o= (3)
1

Entrada
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> Contrario al R?donde se colocaba una recta perpendicular del punto B al
vector U . En este caso R3 es perpendicular al plano, como se indica en la

siguiente imagen.

€ Presentacién de Proyeccién en R3.ggb

Archivo Edicién Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=IALAR )

HNEE

)

|
s
<

> Vista Algebraica X [ > wista Grafica3{|_o_|
4 “&'e Plano portres punt

puntos

:"=(§)

p:6x+2y+z=31
:X=(0,0,0) +A(6,2,1)

Entrada:

» Colocamos el punto de interseccion entre el plano y el vector V, indicando

el vector proyeccion W, como se muestra a continuacion.

€ Presentacién de Proyeccién en R3.gab

Archivo Edicién Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

ElA-TEH SN

> vista Algebraica » vista Grafica 3D

)

=2
=

® A=(0,0,0)
® B=(3,4,5)
® c=6,21

- B
.- ()

@ pibx+2y+z=31
£X=(0,0,0)+A(6,2,1)
® D=(4.54,151,0.76)
454
® w= (151
0.76

Vectorw: Vectar(a, D)

Entrada:




» Colocamos el punto de interseccion entre el plano y el vector U, como se

muestra a continuacion.

¥ Presentacién de Proyeccién en R3.ggb

Archivo Edicidn Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Pls|=]4lc =R

IAIgh » Vista Grafica 3D

—(0.0,00+A(6,2,1)
=(4.54,1.51,0.76)

3x+dy+52=31
X=(0,0,0)+A(3,4,5)

Entrada:|

» Indicamos el punto donde se intercepta el plano con el vector V 'y

sefialando el vector proyeccibn a como se observa en la siguiente

imagen.
¥ Presentacién de Proyeccién en R3.ggb
IH‘ A\\|g|‘—\z\|\f>\H\9 PEnCRANEE

» Vista Algebral » \fista Grafica 3D X
® A=(0,0,0)
® B- (345)

p:

f:

D= 41
454

w = | 1.51
0.76

'13

g: X

Entrada:
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=—Actividad complementaria # 3

Indicaciones: Solicite a sus estudiantes que resuelvan, en grupo de tres
estudiantes, utilizando el software GeoGebra, y Iluego compruebe
analiticamente.

1. Calcule la distancia entre los dos vectores y el coseno del angulo entre

ellos de manera manual.

u=-3i-2j +7k; v =2i+ +k
u=2i-4j+2k; v = 3i + 2j +4k
u = 3i -4j+6k; v = 5i -4j+9k

2. Dado los siguientes puntos A = (0,0,0), U=(2,1,5)y
V= (5,-2, 9). Encontrar la proyeccion: Proyv u, y Proyu v en R3, utilizando
el software GeoGebra

3. Calcule la proyeccién: Proyv u,y Proyuven R3, si
u=2i+j+3k;v=i-2j+5k
u=2i+3j-6k;v=4i+j-7k

4. Conjeture lo que sucede en las proyecciones de Proyv u, y Proyuv, Si
cambiamos la direccion y sentido de u.

u=2i-4j+2k vy v = 3i + 2j +4k

Compare con sus compaieros




Con la actividad # 3 el estudiante podra realizar los calculos como la
distancia, angulos entre vectores en R3, ademas de las proyecciones que se
realizan en R3, através del software de GeoGebra, que proporciona una mejor
representacion visual de las proyecciones, las cuales no podrian mostrarse en
un tablero como generalmente se realiza dentro de un salén de clases, donde
lo mas importante es lograr la comprension del contenido y de las
proyecciones de forma grafica y asi poder observar desde diferentes angulos,
las intersecciones que se pueden observar entre los planos, seleccionando los
comandos correspondientes, tanto en la entrada de GeoGebra como con la
utilizacion de la barra de herramientas que nos ofrece en la parte superior del
software GeoGebra.

Al igual que en la actividad # 2 consideramos que el estudiante podra
utilizar la tecnologia que ofrece el software GeoGebra para mejorar la

comprensiéon de los contenidos de manera interactiva y construir su propio

conocimiento.




ACTIVIDAD #4

ESPACIOS VECTORIALES

N°4: Combinacion lineal en R?

Mt e Wilera Aside

S FANEIES

Determinar la dependencia o independencia y

las combinaciones lineales entre vectores, en el

espacio vectorial R?
Gy .
s r.Sub-competencias _
\" - -7 -
» Expresa un vector como combinacion lineal de otro
en R?

» Establece la dependencia o independencia lineal de

un conjunto de vectores.
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Conceptos sugeridos a desarrollar

Cada punto del plano se puede escribir en la forma (X, y), es evidente que
cualquier punto en el plano se puede ver como un vector en R2.
Varios vectores libres del plano vi, ve...... vn, Se dice que son linealmente
dependientes si hay una combinacion lineal de ellos que es igual al vector cero, sin
gue sean cero todos los coeficientes de la combinacion lineal.
aivitazvz +...... +anvn=0
Si los vectores son linealmente dependientes, entonces al menos uno de
ellos se puede expresar como combinacién lineal de los demas.
También se cumple el reciproco: si un vector es combinacion lineal de otros,
entonces todos los vectores son linealmente dependientes. Como consecuencia
tenemos:
» Dos vectores son linealmente dependientes, si y solo si son paralelos.
» Dos vectores libres del plano = (u1, u2) y = (vi, v2) son linealmente

dependientes si sus componentes son proporcionales.

u= kV == (uluz) = k(Vlvz)

Y_Y_y
Vl VZ

[




__Estrategias didicticas sugeridas

Por ejemplo, en R3, los vectores (1,0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 0) son linealmente

independientes, mientras que (2, -1, 1), (1, 0, 1) y (3, -1, 2) no lo son, ya que el

tercero es la suma de los dos primeros.

Parainiciar el tema

Proponga sefialar cuando se considera que un vector es linealmente

dependiente o independiente e indague con los compafieros.

Para desarrollar el tema

Solicite a los estudiantes que investiguen combinaciones lineales en R?
Presente los conceptos que aparecen en el contenido sobre combinaciones
lineales y muestre como se logran vincular los vectores con los deslizadores,
para asi observar las combinaciones lineales que existan entre ellos al mover
los mismos.

Desarrolle, con sus alumnos, la siguiente secuencia de actividades que se
enlista a continuacibn para que visualicen los resultados, obtenidos
manualmente, en la pantalla de GeoGebra y puedan conjeturar propiedades
sobre las combinaciones lineales.

A continuacién, veran una serie de ejemplos, que ayudaran al estudiante a

obtener una mejor comprension en las combinaciones lineales en R2.

» Dado los siguientes puntos A = (4, 7), B =(4, 2), C =(0, 5)
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1) Colocamos los puntos: A, B y C en la parte inferior izquierda de GeoGebra

como se muestra a continuacion en la siguiente figura.

¥ Combinacén Linesl en RZ,ggb
Archivo Edician Vista Opcio Harramianta Ventana Ayuda

\_Hl-

- A-<4 [ 14
® B-a@.2)
® c-wm 5

3|

——

2) Colocamos los vectores u=(4,7), v=(4,2), w=(0,5) con la tecla sefialada en

el menud de herramientas de GeoGebra como se muestra a continuacion en

la siguiente figura.

€F Cormbinacan Linesl en R2.gab

Archiva Edicidn Vista Opclones Herramlentas Ventana Ayuda

Ik‘\l\- ===l

> Vista Algebr =0
s M*‘ =

® c-@5 ‘/| Segmento

o
w = 4) ‘./‘| Segmento de longitud dada

°
® v = (g) ‘/"1 Semirrecta
®

- A
w = G) =L Pagana >
“le
« | vactor b 4
L | a
‘-/"'| Equipolente

Yo

Entrada;

3) Colocamos los deslizadores r y s, con la tecla sefialada en el menu de

herramientas de GeoGebra como se muestra a continuacion en la siguiente

figura.




©F Combinac

4 Lineal en R2.ggb

Archivo Edicién Vista Opeiones Herramientas Ventana Ayuda
[oA[SAEAN = [E3)
¥ vista Algebra » \Vista Grafica B -
® a=Q1,7) | | I
® B=4,2) .{:1
® c={0,5 Text @
® D=0, 0}

i o
o
o= (5)

/18| casilla de control A

—_ (4 O >
o= (1) Y,
® s=1

Casilla de Entrada /
v

Entraca:

4) Vinculamos los deslizadores ry s, con los vectoresu y v llamadosa=r.uy
b = s. v, como se muestra a continuacion en la siguiente figura.
€2 Comb Lineal en RZ.ggh
DVIaAIgb » Vista Grafica |
fiid -
D=(0,0)
= (5) ‘o
= (3) !
>

Entrada:[b=sy|

5)

Sumamos lel vector u + v, colocando en la entrada suma (sv +ru), el

resultado suma (4,7) como se muestra a continuacién en la siguiente figura.




€ Combinacén Lineal en Ri.ggb

Archive Edicién Vista Opciones Herramientas VYentana Ayuda
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Entrada:

6) Colocamos el texto dentro de la grafica, con cada punto sus valores,

del titulo, como se muestra en la siguiente figura.

€2 Combinacén Lineal en R2.gab - o X
Archivo Edician Vista Optiones Hemamientas Ventana Ayuta Abrit sesion
Cﬂ N ==
fl ©

» Vista Algebraica . » vista Grafica 2=2| Doiivad
® Aoin1) 252 Deslizador T
® B=(1,2) [ r{:|
® c-(0,5 |ABC Texo ®
@ p-00
ou=(Y) imagen st

2 ) @ Expresar el vector A como una combinalcidn lineal de los vectores B, ¢

5 = =47

(12 Casilla de contral A
.w:(:;) 9 P B=q1)
=| Casilla de Entrad

:;11 a=[1 aslaenvaa/ Z— 0.3

3 — glima
0= () :

B

0

5
gsum:G) R R F— L 2 o o 12 11 18 8 20 22 21 28 28 a0 92 31 a8
@ textol = "A=(4,7)"
@ texto2 = "B =(2,1)"
® texto3 = ¥ =(0,5)"
@ textod = “Expresarel vect:
< >
Enlrada i @

ademas

7) Se indican los segmentos DB, con la letra f= 4.47 y el segmento DC con la

letra g = 5, con la barra de herramientas selecciona segmento y sefala los

puntos, como se muestra a continuacion en la siguiente figura.




€ Combinacén Lineal en R2.agb - O X
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Entrata ‘ : | @

8) Colocamos las rectas paralelas al punto B y al punto C, sefialando asi su
interseccion y demostrando que A es una combinacion lineal, como se

muestra en la siguiente figura.

€ Combinacen Lineal en RZ.ggb

Archivo Edicion vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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he s 2y =10

x-4
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Entrada:
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9) Por ultimo, podemos mover los deslizadores y verificar su combinacion
lineal.

¥ Combinacan Lineal en RZ.qgb

Archive Edicion Vista Opciones Heramisntas Ventana Ayuda
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—-Actividad complementaria # 4

Indicaciones: se solicita que resuelvan en forma analitica y luego utilizando el

software GeoGebra.

1. Considere el espacio vectorial R2. Sea U= (3, 3), es U combinacién lineal de
T? Siendo T ={(2, -1), (1, -2)}

2. Dado el espacio vectorial en R?. Sean U = (1,2), es U combinacion lineal de
S? Siendo S = {(1,-4),(3,2)}

3. Expresar el vector M= (6,-2) en combinacion lineal de los vectores U= (3, -1),
¥= (0, 2). Indique cual podria ser otra combinacion lineal de estos dos vectores.

4. Vincule deslizadores con cada uno de los casos anteriores, indique lo que
sucede al moverlos con el deslizador, ademas de comparar resultados con sus

compairieros.
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Con la actividad # 4 se busca desarrollar diversas combinaciones lineales
en R?, utilizando deslizadores que permiten dar movimiento a los vectores y a la
imagen que obtengamos a través del software de GeoGebra.

A cada uno de los vectores se les trazan rectas paralelas que nos daran
como resultado el punto donde se interceptan ambas y que a la vez nos indicaran
el vector que representa la combinacion lineal entre los vectores dados en cada
problema.

La vista en el plano R? que ofrece el software GeoGebra proporciona una
imagen mas ilustrativa desde diferentes dngulos y donde se pueden verificar los
cambios que se puedan realizar en cada uno de los vectores con diferentes
posiciones a medida que se vayan desplazando dentro de cada plano,
demostrando las diversas combinaciones que pueden tener los vectores.

En la actualidad, generalmente solo se realizan calculos matematicos con
los procedimientos analiticos para encontrar si existe 0 no una combinacion lineal

y no se tiene una vista gréafica que nos ilustre, paso a paso, como se logra dicha

combinacioén en RZ2.




N°5: Combinacion lineal en R3

C

Una combinacion lineal de dos o mas vectores es el
vector que se obtiene al sumar esos vectores

multiplicados por escalares.

Determina la dependencia e independencia y

las combinaciones lineales entre vectores, en el

espacio vectorial R3.

<, Sub-competencias

» Expresa un vector como combinacion lineal de

otros en R3 .
» Establece la dependencia o independencia lineal

de un conjunto de vectores.

ESPACIOS VECTORIALES

Contenidos

1. Espacios vectoriales

1.5- Combinacion Lineal en R3
a) Suma entre vectores en
R3.
b) Dependenciao

independencia lineal

. I.K L]
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Conceptos sugeridos a desarrollar

Cualquier vector se puede poner como combinacion lineal de otros que
tengan distinta direccion. Esta combinacion lineal es Unica.
Ejemplo:

Expresar el vector (5,-5,8) como combinacion lineal de los vectores
U=(3,-1,0), V=(0,1,4)y W=(2,-2,0).

Solucioén:

Realizamos la combinacioén entre los vectores de la siguiente forma

3 0 =215
-1 1 -2}5
0 4 0 |8

Por el método de Cramer, determinante o Gauss podemos desarrollar la

combinaciéon. En este caso utilizaremos Gauss.

3 0 215 3 0 2|5
-1 1 -2 |-5;—5%% 5.0 3 -8|-10
0 4 0 (8 0 4 01|38

Despejamos laEs ——4v=38
v=2
Reemplazamos V=2enlaE: ——>3v-8w=-10

— 53(2)—8w=-10
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Reemplazamos W=2 enlaE1 ——>3u—-2w=5
——>3u—-2(2)=5

— >3u-4=5

Comprobando los resultados de los escalares por cada vector, tenemos:
Obteniendo los resultados: V=2 , w= 2, u = 3, se multiplican por cada vector
correspondiente, a continuacién, se muestra en detalle:

33 -1 0) =(9 -3 0)
20 1 49 =0 2 8)

2(-2 -2 0)= (-4 —4 0)

2v+ 2w +3u = (5, -5, 8)




__Estrategias didicticas sugeridas
Parainiciar el tema

Proponga colocar, diferentes escalares por cada vector en la entrada del
software GeoGebra y muévalos hasta lograr obtener una combinacion lineal.
Para desarrollar el tema
|.  Solicite a los estudiantes que investiguen combinaciones lineales en R3
II. Presente en el tablero los procedimientos para encontrar una combinacién

lineal entre vectores, a través del Método de Cramer en el plano R3.

[ll.  Utilice con sus alumnos el software GeoGebra e ingrese los mismos vectores
utilizados en forma manual en el tablero, comparar entre sus compafieros los
resultados.

IV. Desarrolle, con sus alumnos, la siguiente secuencia de actividades que se
enlista a continuacion para que visualicen los resultados, obtenidos
manualmente, en la pantalla de GeoGebra y puedan conjeturar propiedades
sobre las combinaciones lineales en el plano R3.

A continuacion, veran una serie de ejemplos que ayudaran al estudiante a
obtener una mejor comprension en las combinaciones lineales en R3.

1) Colocamos el punto A en la parte inferior izquierda de GeoGebra como se

muestra a continuacion en la siguiente figura.




cién Final de Combinacién 2D.ggb
cion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Entraca:[A=(0,0,0)

2) Colocamos los vectores u = {3, -1, 0}, v ={0, 1, 4}y w={-2, -2, 0}. en la parte
inferior izquierda de GeoGebra, como se muestra a continuacion en la siguiente

figura.

£ Presentacian Final de Combinacitn 30.ggb

Archivo Edicién Wista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Entrada:

3) Colocamos los deslizadores a, b y ¢, con la tecla sefialada en el menu de

herramientas de GeoGebra, como se muestra a continuacion en la siguiente

figura.




¥ Presentacian Final de Combinacién 3D.ggb
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4) Colocamos los vectores 3U 2\7y 2W en la parte inferior izquierda de

GeoGebra, como se muestra a continuacion en la siguiente figura.

¥ Presentacion Final de Combinacién 30.agb -
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Entrada:

5) Sumamos los vectores 3 u+ 2v, como se muestra a continuacion en la siguiente

figura.




F Presentacion Final de Combinacion 3D.ggh
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6) Se indican los segmentos AB, AC, AD y AE, con la barra de herramientas

selecciona segmento y sefiala los puntos, como se muestra a continuaciéon en

la siguiente figura.

¥ Presentacion Final de Combinacian 3D.g9gb
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7) Colocamos las rectas paralelas al punto B y al punto C, sefialando asi su

interseccion E y demostrando que P es una combinacion lineal, como se

muestra a continuacion en la siguiente figura.
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8) Identificamos el poligono (A, B, E, C), de la siguiente forma, como se muestra

a continuacion en la siguiente figura.

¥ Presentacin Final de Combinacian 3D.9gb
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9) Indicamos el prisma (A, B, E, C, D), en la entrada, de la siguiente forma, como

se muestra a continuacion en la siguiente figura.
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10)Colocamos los vectores ad, be y cf como combinacién con los deslizadores (a,

by c), como se muestra a continuacién en la siguiente figura.
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11)Colocamos los vectores 3u + 2v y el vector suma 3u +2v +2w, demostrando la

combinacioén lineal con el punto suma (5,-5,8), como se muestra a continuacion

en la siguiente figura.
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V. Dada la siguiente imagen indique cual es la combinacién lineal del mismo, a

través del software GeoGebra y compare con sus compafieros.
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_~=Actividad complementaria # 5

Indicaciones: se solicita que resuelvan en forma analitica y luego utilizando el

software GeoGebra.

1. Dado el espacio vectorial en R3. Sean U= (1, 2, 3), es combinacion lineal de
M? Siendo M={(1, 0, 1), (1, 1, 0), (O, 1, 1)}
2. Dado el espacio vectorial en R3. Sean u= {1, 3, 0}, es combinacion lineal de

T? Siendo T ={(2, -1, 0), (4,1,2), (1,0,0)}

3. Expresar el vector M= (5,-3, 6) en combinacion lineal de los vectores
u={2,-1,0}, v={0,1, 3}y w ={2, -4, 0}.

4. Sefiale en el plano del software GeoGebra tres vectores cualesquiera, realice

una combinacion lineal y comparta con sus compaferos.




Con la actividad # 5 se busca desarrollar diversas combinaciones lineales
en R3, que permiten dar movimiento a los vectores y a la imagen que obtengamos,
a través del software GeoGebra.

A cada uno de los vectores se les trazan rectas paralelas que nos daran
como resultado el punto donde se interceptan ambas y que a la vez nos indicaran
el vector que representa la combinacion lineal entre los vectores dados en cada
problema.

La vista 3D que ofrece el software GeoGebra proporciona una imagen mas
ilustrativa desde diferentes angulos y donde se puede verificar los cambios que se
puedan realizar en cada uno de los vectores y la imagen muestra la combinacién
lineal con diferentes posiciones a medida que se van desplazando dentro de cada
plano, demostrando las diversas combinaciones que pueden tener los vectores.

En la actualidad, generalmente solo se realizan calculos matematicos con
los procedimientos manuales para encontrar si existe 0 no una combinacion lineal

en R3 y no se tiene una vista grafica que nos ilustren, paso a paso, como se logra

dicha combinacion.




CONCLUSIONES

Terminada la investigacion presentamos las siguientes conclusiones.

La posibilidad que ofrecen los programas interactivos (como lo es el
software GeoGebra) para realizar actividades bien estructuradas que permitan la
visualizacion de las relaciones implicadas en los conceptos estudiados, hacen que
su incorporacion al proceso educativo sea imperante.

Cada metodologia activa que ofrezca la oportunidad de explorar, construir y
analizar conceptos matematicos sera de gran utilidad para facilitar la comprension
de cada uno de los contenidos del Algebra Lineal.

Para una compresion amplia de todos los conceptos que tengan que ver con
el Algebra Lineal, se deben tener los conocimientos previos de los Espacios
Vectoriales y una secuencia en la ensefianza, de tal manera que proporcione al
estudiante una experiencia y una mejor interpretacion.

El uso del software GeoGebra, con actividades bien planificadas que
motiven la creatividad en la solucion de problemas, generen discusion y propicien
el descubrimiento aprovechando su poder de visualizacion, servira como apoyo a
lograr la comprension de esos contenidos necesarios del Algebra Lineal en temas
relacionados como los Espacios Vectoriales.

Con las guias se establecen las pautas para acompafiar y orientar tanto al
docente como al estudiante, con explicaciones, ejemplos y graficos que ayudan a

mejorar la comprension y a obtener mejor provecho de contenidos prioritarios.
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RECOMENDACIONES

Luego de haber culminado este trabajo de investigacion, consideramos
oportuno recomendar:

» Todo docente debe ser investigador y experimentar nuevos métodos que
faciliten la comprension de la asignatura que imparte, en nuestro caso del
Algebra lineal y profundizar en las areas donde haya dificultades, para buscar
estrategias que permitan mejorar la comprension de éstos.

» Ser siempre proactivo como docente, en busqueda de nuevas técnicas y
metodologias que se adapten adecuadamente a cada tema del Algebra lineal,
con material de apoyo para que faciliten la ensefianza de esta area del saber.

» Debemos aprovechar los recursos que tienen las nuevas tecnologias y utilizar
todas las herramientas que faciliten y resulten atractivas a los estudiantes, para
explicar claramente todos los pasos que deben seguir los estudiantes al
estudiar temas complejos de Matematicas, como lo son proyecciones (en R? y

R3) y combinaciones lineales en Algebra Lineal.
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