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a. De bepaling van de stijfheidsmatrix 

Berekening van de stijfheidsmatrix Q voor het pijpelement e 
e 

De stijfheidsmatrix is: z ,.--J2 
T-J -I 

Q = A K A (I) --..----------+-----.-.----1-u2 r e e e e 
I 

/ 
/ 

element e 
R 

-) 
We hebben dus de matrices A en K nodig. e e 
Voor het verplaatsingsveld u nemen we een derdegraads polynoom. 

e 

' = i .a e e 

Hierin zijn a en i de kolomvectoren gedefinieerd door: e e 

1 
~ = (I 

e 
2 z z 

De onbekende grootheden a 0 , a
1

, a 2 en a
3 

kunnen worden uitgedrukt 
{I) ,,,(I) (2) ,,,(2) 

in de verplaatsingen en verdraaiingen ue , ~e , ue en ~e aan 

de randen van het element e. 

Hierbij ~e 
due 

+ 3a
3

.z 
2 

geldt: = -- = al + z. a
2

.z 
dz 

De uit ( 3) ' (4) en (5) volgende vier vergelijkingen in matrixvorm 

geschreven zijn: 

(I) 2 3 u = zl zl Z J ao e 
cp ( I ) 2z 1 

2 
0 3z

1 a l e • 
(2) 2 3 u z2 z2 z2 a2 e 

cp ( 2) 0 2z 2 
2 3z
2 a3 e 

u = A a e e e 

( 2) 

(3) 

( 4) 

(5) 
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Omdat de matrix A regulier is kan a worden opgelost volgens 
-I e e 

a = A , ll (6) 
e e 

Omdat de stijfheidsmatrix voor ieder element identiek is mogen we 

voor ieder element z = 0 en z = H = !:__ nemen. Hierin is H de 
I 2 ne 

hoogte van elk element bij ne elementen, 

De matrix A wordt dan: 
e 

0 0 0 

0 0 0 
A = H2 H3 e H 

0 2H 3H
2 

Inverse van A 
e 

0 0 0 

-1 
0 0 0 

A = -3H- 2 -2H-I 3H-2 -I 
e -H 

2H- 3 
H 

-2 -2H- 3 
H 

-2 

Ter controle; A 
-I 

A = I 
e e 

De elastische energie voor element e kan geschreven worden als 

u 
e ' = ! a e 

Met behulp van 

" Met u e 

K 

' = a 

e 

e 

2nRE 
--2 
1-v 

K a 
e e 

u 
e 

kan matrix K bepaald worden 
e 

t 2 
- (1-v )<%> 
R2 e ' <I> }dz 

e e 

(7) 

(8) 

(9) 

(IO) 

( I I ) 
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l [ I 
2 z3] a 2l 

[ 0 0 2 6z] Met = z z en-= en 
e dz 2 

t 2R2 
e 

substitutie C = geeft dit na integrat i e van ( I I ) : van 2 
( 1-v ) 

H ½ H2 !H3 
3 

¼ H4 

! H2 !H3 !H4 ! HS 
21rEt 3 s 

K =--
¼H4 !HS+!CH !H6+! CH2 e R !H3 

3 S • 3 6 

¾ H4 .!_HS 
s !H6+½ CH2 

6 
!H7+cH3 
7 

,-1 
K 

-1 
Qe = Ae A 

e e 

Ui tgewerk t: 

13 CH-3 ~2+ iCH-2 ~ - CH-l -13 2 !CH- 2 °jfl + 120 70 420H + 

;! 0112 
+ iCH- 2 1 3 lcH-1 ~ 2 - iCH-2 -1 3 !cH-l 

Q -~ 

~ + . 3 420 iio"1 + 6 

e R 
9 CH-J ~2- iCH-2 13 CH-J -11 2 ½CH- 2 toH - 420 rrl + 'iiiJi1 -
-13 2 

+ iCH2 -1 3 !cH-l - 11 2 !CH-2 . ~3 + !cH- 1 
420H TtoH + 6 ~ - ' ,I 105 3 
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' f J 
! _o 

dG ~ = -u = u qe ce e ce G e 

ii 
J 

en met = 4' CL en u = A CL 
e e e e e e 

- 1 -1 
u = 4> A u dus 

e e e e 

J ' •-1 
~ 

.... o 
~ = u A e qe dG ce G e e 

H 'f- 1 _o Y-1 
f = A f i qe dG = A ,2TIR J ce e G 

z 
i = 2 e z 

3 z 

,-1 
f = 2nRA 

ce 

f • 21rR ce 

e 

e e z=O 

_o z 
(q2-ql) q = qi + -e H 

H 

J z 
(q2-ql)} {qi + -

z=O H 

_o i qe dz e 

z 
2 dz 

z 
3 z 
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b. Bepaling vas de stijfheidsmatr i x 
UJ 

-
E 

a = --2 {e: 
r 1-v r 

+· v e: } e 
E 

0 8 = --2 {e: + ve } 
1-v e r 

r 2 Eh 2 2 u = ! J --z { e: + E8 + 2ve: re:
8

}2TI"r dr e 2 r 
rl 1-v -

U I u e: = e: e = 
r r 

! 
Eh r 2 2 (u) 2 u u = --2 J {u' + - + 2vu' - }2u dr 

e r r 1-v rl 

! [!] [::] u = c1 + c2r = <I>e a <I>e = a = 
e e 

-
Eh r 2 V 2 (.!. .! 2 ! a )' ( ! Je a ) }2n r dr u I J { (i I a ) + <I>e a ) + 2v (ie 2 --2 e r e 

e e e r e 
1-v rl 

Eh r 2 
{~ l' J, ' I I ' !, ! ! J i V 

2 --2 Cl + a 7" <I>e a + a <I> a + 
1-v rl e e e e e e e e r e e e r 

' ' V i .... , }2TI"r dr + a - te a 
e r e e 



K 
e 

u 
e 

cl 

~ (~ ! = 
e I 2 -v 

! ' K a = Ct 2 e e e 

Eh r2 
= - .-2 J 

1-v rl 

Eh r2 
=-- J 2 1-v rl 

Eh r2 
=-2 J 

1-v 

= 21T ~ 
2 

1-v 

A a 
e e 
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r ' I ,,.. ! ' !, J2{i' i• \) i' i + ~ i dr)a + - <I> <I> + - <t>e} 21rr 
e e 2 e e r e e r e e 

rl r 

{ (~) [ 0 I] 
I (1)[1 r] + ~ (~) [ I r] + ~ (~) [ 0 I]} 21rr dr +-2 r r 

{ (~ ~) +-½ [I r] v 00 \) 

(~ 1)}21rr dr r2 + t' (I r) + -r r 
r r 

I l+v I l+v 2 -r E21rh r2 r r 21rr dr =-- J dr 2 l+v 
2+2v 1-v rl l+v (2+ 2v)r 

r 

r2 
(l+v) (r

2
-r

1
) tn -

rl 

(l+v) (r
2
-r

1
) 

2 2 (l+v) (r
2
-r

1
) 

u2 ul rl 
ul {I } = ul - CZ rl = ul - rl + rl = + + 

r2-rl r2-rl r2-rl 

u {-
rl 

} + 
2 r2-rl 

r rl 
= u { 2 } + u {- } 

I r 
2
-r1 2 r2-r l 
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• [ -

r2 

-1 r2-rl 
A 

e 

r2-r 1 

rl l r2-rl 

r2-rl 

u = ! ' K a = ! ' Qe a u u e e e e e 

-1 
met a = A u 

e e e 

r2 

Qe 27T~[ · 
r 2-rl 

= 
1-v rl 

r 2-rl 

. [_ 
r2 

r 2-rl 

r2-rl 

e 

'-1 
A 

e 

K 
e 

{ 

r2 

r2-rl 

rl 

r2-rl 

Qe 
'-1 A = 

e 

r2-rl ] 

r2-r 1 

K A-l 
e e 

1 l [ r2 l in - (l+v) (r -r) r 2-:-r 1 r 1 2 1 

r:-rl (l+v)(r2-r 1) (l+v)(r~- r ; ) 

rl 

l r2-rl 

r2-rl 
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Bepaling van de kinema tisch consistente belas t i ngvec tor f ce 

\, -. 
r 

potentiaal van de uitw. belasting : 

21T 

' r 2 
J (1) 2 2 

= - (l J ~ h r e 0 r r1 

h [jr

3

]1r
2 ' '-1 2 

= - u A 21rpw 
e e 

1 4 r1 4r 

[

1 3 

r : )] 

- (r -
2 ' - 1 

3 2 
f = 21r pW h A ce e 

1 ( 4 4 r 2 r 1) 

I 3 3 

21rpw 2 
h 

3 r 2(r2 r 1) 

f = 
ce r 2-rl 1 3 3 

r 1 (r 2 r I) 3 

St = ce 

= 

dr de 

pw
2 h r 2 dr de= ""qo 

e 

r2 27T ' .... o 
J .... - J u qe = 

e r -= r 1 8=0 

' r2 27T .... 0 
- (l J J l qe e e r= r 1 8=0 

' '-1 2 = - u A { 21r pt.J h e e 

2 t [:3}r} 
-(r -
3 2 

[

1 3 

r:)] = ' '-1 2 = - u A 27Tpv h 
e e 

1 ( 4 4 r 2 r 1) 

' f = - u e ce 

r 2 
---

2 r 2-r1 r 2-r1 
= 21r p(I) h 

r 1 

r 2-r1 r 2-rl 

I 3 3 
3 (r2 - r ) 

I 
• 

1 ( 4 4 
4 r 2 - r ) 1 

1 ( 4 4 
4 r 2 r 1) 

I ( 4 4 
+ ;; r 2 r 1) 



c. 

-9-

Uitwerking opgave 9 

Evenwichtrelaties: EH= 0 

Dan: 

f 
e 

LM = 0 -v = - 1 H t,o.v.2 1 2 3 

8 

-8 

0 

0 

4 

-4 

8 -8 

EV = 0 

-8 

20 

-12 

6 

-10 

4 

0 

0 0 

-12 6 

12 -6 

-6 3 

6 -3 

0 0 

0 -4 4 

-8 20 -12 -6 10 -4 

0 -12 12 6 -6 0 

0 -6 6 3 -3 0 

-4 10 -6 -3 35 -32 

_ 4 -4 0 0 - 3 2 3 2 

4 5 6 7 8 
ul u3 v 1 v 2 v 3 J 

u 
s 

4 

-10 

6 

-3 

35 

-32 

-4 

4 

0 

0 

-32 

32 

~l 

V 4 HI H3 VI V 2 V 3] 
---..-- ""'------.-------'7 

f I 
p s 

u 
e 

( 1) 

(2) 

(3) 

---. Q
2 

ontstaat ui t Q
1 

door zowel de rijen 

als de kolommen I, 

2 en 3 met -I te 

vermenigvuldigen. 

! = [O OJ 
e 
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d. f £ = QH Q£p Q£s UQ, 

' f QR.p QPP Qps u p p 

' 'f 
f Q£s Qps Qss u s s 

e. LOK 2 3 4 5 6 

ul u2 u3 

el. I 4 I 5 

el. 2 2 I 5 

VJ v2 

6 7 

3 7 

v3 

8 

8 

elementvrijheidsgraden 

vrijheidsgraden van 

de constructie 

f. QH = 
[ 

40 -: ] Q£p = [~] -8 

g. 

[::] 
= 

[:] a [-:0 -:J [ ::] + [ ~:] • V4 

40 u - 8 u4 = 6 v4 2 

-8 u2 + 8 u4 = 0 
- u4 

= u2 

32 u2 = 6 v4 

6 3 
Dus u2 

= u4 = 32 v4 
:- "ibv 

0 

h. I. f Q£p + Qpp + Qps 
I/ 

u£ u u 
p p s 

f = Q£s UQ, + Qps u + Qss u 
s p s ,, 

0 

Dus eerst u
0 

oplossen en overige relevante matrices (Q Q en Q ) "' pp, £s ps 
bepalen; daarna f en f direct uit te schrijven. 

p s 

2. Bepaal u£ en daaruit ue voor elk element. 

Bepaal voor elk element f = Q . u. 
e e e 

Assembleer fe, e = I ,2 tot ft. (bevat alle krachtgrootheden 

in de constructie knooppunten). 


