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Uitwerking opgave 3

. De bepaling van de stijfheidsmatrix

Berekening van de stijfheidsmatrix Qe voor het pijpelement e

De stijfheidsmatrix is: z

& —a¢)
= Sl T (1) ‘ Ll
QW e " e e ! it
Il [ I e
| e,
‘ R k‘../(b]
element e |‘—'—"'{
We hebben dus de matrices A;I en Ke nodig.
Voor het verplaatsingsveld Ge nemen we een derdegraads polynoom.
= 2 3.7 4 .12 :
Stel ue = ao + al.z + az.z + a3.z = ue. 5™ @e.ae (2)
Hierin zijn a en 3e de kolomvectoren gedefinieerd door:
v o S 2 3
a, = (ao a a, a3) $ @e = (1 2z 2z z7) 3)
De onbekende grootheden a,, a,, o, en o, kunnen worden uitgedrukt
0 1 2 %
" : - 1) (1) (2) (2)
in de verplaatsingen en verdraaiingen u, s ¢e AN en ¢e aan
de randen van het element e.
dd 2
Hierbij geldt: § = & = a, + 2.0,..2 + 30,..2 (4)
e dz 1 2 3
De uit (3), (4) en (5) volgende vier vergelijkingen in matrixvorm
geschreven zijn:
' o 1 -
(l;w = 1 z 22 23 o i (5)
Ye I 1 1 0
(1} 2
¢e 0 ] ?_z1 32I ) o,
(2) 2 3
ug 1 z, z, zZ, o,
(2) 2
¢e 0 1 222 322 ag
u = A o

e e e



Omdat de matrix Ae regulier is kan o, worden opgelost volgens
=4
VOLe—A cue (6)

Omdat de stijfheidsmatrix voor ieder element identiek is mogen we
; L P —_

voor ieder element z, = 0 en z, = H = T hemen. Hierin 1s H de

hoogte van elk element bij ne elementen.

De matrix Ae wordt dan:

1 0 0 0
0 1 0 0
By ™ 1" 3 B B (7)
0 1 2H 3H2
Inverse van Ae
1 0 0 0
. 0 1 0 0
by = lemd g gt : o
A L A
Ter controle: A . A—] = 1
e e

De elastische energie voor element e kan geschreven worden als
K o (2)

Met behulp van Ue kan matrix Ke bepaald worden

z.=H : 2
e B2 3 B pied o sy B (10)
e 2 12 R
(1=-v )zl=0
Met 8 = a 3
e
R |
H d“® 4%
v
K, =T [z e 5 avhe, L8 e, L3
1-v 0 dz dz R



2
Met g = [1 z 22 23] en E—§-= [o 0 2 6z] en
e 2
dze
7 3
substitutie van C = 5 geeft dit na integratie van (11):
(1=9")
™ -
B 1u? %H3 1g*
2 1.3 b 1.5
o« o 21Et 5" 3 < 51
e R 1.3 e 1.3 I 1,6 1.2
3H 14 H7+3CH  ZH +jCH
I 16 ,.2 1.7 3
zH 5H 6H +§CH 7H +CH
v-1 -1 -
Qe = Ae . Ke Ae
Uitgewerkt:
BE 2 |
1 -3 11 -2 9 -3 -13,2
330t @ o * AcH i P = i
11 .2 -2 1.3 . 1.~ 13 .2 g =1 .3
prge | T80 T ICH T om + 3CH 708 i
%" 7R 9 . 13 2 -2 13 5 -11.2
700 ~ CH 7200 - iCH g5 * o8 770
13,3 - . S =11 2 1.3
7200 *icHT  qrgH + gcH 7ot - $CH T, o3t

+

+




b.

Q = -u & = - j 5 a dG
ce e ce e €
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" Y
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z
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2 H2
1 AL f
1 3 H
30+ 77(457q)
4 H
iq B+ =(q,7q,)
L —
o 3 g
f‘:e = 27R gqlu + —_HZO (qZ_ql)
1 2 1 .2
248 * 5 (apq))
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b. Bepaling van de stijfheidsmatrix

U] u2
o
, ,jyxﬁ u = C1 + Czr
3
-
2 5
ee ; g 1
Elastische energie: Ue ih £ (crer + cese)an dr
1
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& B _E
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Bepaling van de kinematisch consistente belastingvector fce

dg
u———v———d
_— dr
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potentiaal van de uitw. belasting: ch
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Evenwichtrelaties: ZH =0 —-@»H2 = -(Hl + H3) ~ (1)
- Pong——| |
By oy, 2 & Rty : Hy (2)
V=0 iy ® --(V1 + V3) (3)
Dan
s N 1 Fa
Hl = 8 -8 0 0 4 =4 u,
H2 -8 20 =12 6 -10 4 u,
H3 0 =12 12 -6 6 0 uy
Vl 0 6 =6 3 =3 0 v,
V2 4 -10 6 -3 35 =32 v,
V3 -4 4 0 0 =32 32 £
t - e Ye
—»Q2 ontstaat uit Q]
"iger door zowel de rijen

¢ 1 als de kolommen 1,

B 2 en 3 met -1 te

vermenigvuldigen.

-8 20 -12 -6 10 -4 ) 4o
HQ&DGZW&&&,MMWWMMMQ ge@u~&%,
0 ~12 12 6 =6 0 }9
0 -6 6 3 -3 0
-4 10 -6 -3 35 =32
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¥t=[ﬂ2 H, v, HHy VoV, Vo ¥e=[0 0]
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- Bl = 1% Qp Qs )
v
£
p QRP Qpp st “p
" 4 v
s le st ss Ys
e. LOK 1 2 3 4 5 6

elementvrijheidsgraden

vrijheidsgraden van

de constructie

g H2 = |0 =] 40 -8 u,| + -6 - v,
H4 0 -8 8 u4 0
40 u, - 8 u, = 6 \
-8 u, + 8 u, = 0 - —_ U, = u,
32 u, = 6 v,
6 3
Dus u2 = u4 =33 v4 = TEV
0
= "
h. 1 fp 62p - Uy Qpp s u_ + st - u
fs - &Qs Ut 5ps « B % ey + Ty
[\
0

Dus eerst u, oplossen en overige relevante matrices (Qpp’ Qﬁs en st)
bepalen; daarna fp en fs direct uit te schrijven.

2. Bepaal u, en daaruit u, voor elk element.

Bepaal voor elk element £ =Q . u_.
e e e

Assembleer fe, e =1,2 tot ft' (bevat alle krachtgrootheden

in de constructie knooppunten).



