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Inleiding 

Om de vtaagstukken uit deze vraagstukkenbundel te kunnen maken 

behoeft u niet de gehele Syllabus S.3 te bestuderen. De daarin 

beschreven onderwerpen oeren ver e dan in deze cursus nood­

zakelijk is. 

Van hoofdstuk 2 (driedimensionale balkentheorie) zijn van belang 

blz. 2.1 t/m 2.12. 

2.13 t/m 2.24 wordt bekend verondersteld (het bepalen van hoofd­

traagheidsassen- en momenten etc.). 

2.24 t/m 2.59 kunt u overslaan omdat we in deze cursus geen aan­

dach t zullen besteden aan welving van de dwarsdoorsnede van een 

balk bij wringing en bet bepalen van het zg. dwarskrachtenmiddel­

punt. Dit betekent dat we ons m.b.t. wringing beperken tot wringing 

van balken met ·cirkelvormige dwarsdoorsnede. 

Tenslotte is bij deze theorie van belang blz. 2.60 t/m 2.65. 

Bij de beperking tot wringing van balken met cirkelvormige 

dwarsdoorsnede kunnen we echter de relaties in blz. 2.1 t/m 2.12 

en blz. 2.60 t/m 2.65 eenvoudiger opschrijven. 

Een samenvatting hiervan is het volgende: 

De hypothesen betreffende het verplaatsingsveld (formules 2.1 t/m 

2.3) wordeh nu: 

u(x,y,z) uo(x) 
dv

0 
dw0 

= - dx y --z 
dx 

v(x,y,z) = vo(x) - 17(x).z 

w(x,y,z) .. wo(x) + n(x).y 

trek/druk + buiging wringing 



De rekken E: •• = !(u .. + u .. ) luiden 
1J 1,J J , 1 

duO 
2 2 

au d v
0 d WO 

E: = -= -- - --y --- z xx d:,t dx dx
2 

dx 2 

dn 
E: = E: = -½dx'z E: = E: xy yx xz zx 

E: = E: = E: = E: = 0 
YY zz yz zy 

De Elastische energie U = J ½E: • • a . . dV 
V 1J l.J 

nu 

= ½
dn 
dx·Y 

wordt met J ydA = 
A 

lv,lf-) 

J zdA = J yz dA = 0. (d.w.z. yen z-as langs de hoofdtraagheids-assen). 
A A 

9., . du
0 

2 
u = ½ J {E[A (dx ) 

0 

met I I zz YY 

E = elasticiteitsmodulus 

G = glijdingsmodulus 

d 2v 2 
+ r (-20) 

zz dx 

A= Oppervlak van de dwarsdoorsnede 

d2w 2 2 
+ I (-20) J + G J (ddn) }dx (2.11*) . 

YY dx x 

Met de definities volgens blz. 2.7 en 2.8 vinden we voor de poten­

tiaal van de uitwendige belasting n vinden we dan ( cxx;o..,.,t 6;,,,,oi,,ewt- : o) •• 

9., 

-{Px0u0 (0) -+ Px£u0 (£) + J [Kxu0 ] dx} + 
x=O 

dv • 
+ M ( 0) 

zO dx 
x=O 

dv 
+ M (--2.) } + 

z£ dx n x=]I., 

dv
0 --] dx + 

dx 
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dw
0 

dw
0 

-M (-) - M (-) } + 
yO dx x=O y£ dx x=£ 

£ 

+ f [M 11] dx} 
x=O x 

Variatie van V = U + a levert 4 Euler-vergelijkingen met natuur­

lijke randvoorwaarden die in formule 2.86 vermeld staan, en met 

~= I = B = B = B = 0 (geen welving) hebben deze 4 differen-
~~ 0 £ 

tiaalvergelijkingen met natuurlijke (dynamische) randvoorwaarden 

de volgende vorm: 

2 
d u

0 EA--+ ]{ 
dx2 x 

du • 
EA (dx 0) 

x=O 

I 

= 0 

+ p 
xO 

voor O $ · x $ £ 

du 
= 0 EA (dx 0) 

x=£ 
- p 

x£ = 0 

4 
dM 

EI 
d v0 ]( 

z 0 voor O $ x $ £ 
dx4 -

+ -- = zz y dx 
II 

3 . d V 

EI (--r-) - p + M (x•O) = 0 
zz dx x=O yO z 

d3v 
EI (--r-) + p + M (x=t) = 0 

zz dx x=t yt z 

d2v 
EI (~) + M = 0 

zz dx x=O zO 

d2v 
EI (~) - M = 0 

zz dx x=t zt 

4 
dM 

EI 
d WO 

K - ___:J._ = 0 voor 0 $ X $ £ 
yy dx4 - z dx 

d3w 
EI (--r-) - P - M (x•O) = 0 

yy dx x=O zO y 

III 
d3w 

EI (--r-) + P i - M (x=t) = 0 
yy dx x=l z y 
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d
2
w 

EI (~) - M = 0 
YY dx x=O yO 

2 
d w 

EI (~) - M = 0 
YY dx x= Q. y£ 

voor O ~ x ~ Q, 

IV 

GJ (ddxn) + M = 0 
x=O xO 

GJ (~) - M • 0 
dx x=Q. xR, 

De bovenstaande vergelijkingen kunnen geinterpreteerd worden 

als de evenwichtsvergelijkingen voor (een gedeelte van) de 

balk>zie 2.87 op blz. 2.65 van S.3. 

(.2 .ei:,* ) 

Met bovenstaande vergelijkingen kunnen de verplaatsingen u
0

, v
0

, 

wO en n van een cilindrische balk die op de op blz. 2.1 van S.3 

afgesproken wijze is belast, bepaald worden. 

Met de hypothesen over het verplaatsingsveld kunnen vervolgens 

voor ieder punt van de balk de verplaatsingsgrootheden: u(x,y,z), 

v(x,y,z) en w(x,y,z) bepaald worden. 

Voor niet cilindrische balken verloopt het variatieproces anders 

omdat dan A, I , I en J functies van x zijn. yy zz 
We krijgen dan ook een antler stelsel differentiaalvergelijkingen. 

In deze bundel zijn enige voorbeelden in de vraagstukken opge­

nomen. 

Uit de verplaatsingen kunnen op de bekende manier de rekken en de 

spanningen berekend worden (zie blz. 2.77 van S.3). 

De hypothesen over het verplaatsingsveld van de balk impliceren 

dat de doorsnede van een balk niet vervormt en loodrecht op de 

balkas blijft. Dit betekent dat de elastische arbeid t.g.v. de 

afschuiving door de dwarskracht verwaarloosd is. 
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De schuifspanningen in de dwarsdoorsneden t.g.v. de dwarskrachten 

worden daarom via het principe vari minimale potentiele ertergi~ 

niet berekend, 

Aanvullende spanningsberekeningen voor de bepaling van de schuif­

spanningen t.g.v. de dwarskracht staan opgenomen in hoofdstuk 3 

van S.3 maar deze stof valt buiten het bestek van deze cursus. 

Voor "slanke" balken is de bijdrage in de Elastische energie 

t.g.v. afschuiving van de dwarsdoorsneden meestal te verwaar­

lozen. De berekening hiervan en de Stelling van Castigliano 

welke in hoofdstuk 4 van S,3 beschreven staan kunt u ook over­

slaan. 

Van de vlakspanningstheorie en de vlakke rek theorie (ook wel 

vlakvervorm·in:gstheorie genaamd) zijn de aannamen over het ver­

plaatsingsveld van belang. 

Deze staan beschreven op blz; 5,1 t/m 5.13 van S,3. 

De verdere werkwijze via het principe van minimale potentiele 

energie staat beschreven op blz. 5.30 t/m 5.33 van S.3. 

Van de plaatbuigingstheorie tenslotte staan de aannamen over het 

verplaatsingsveld en de werkwijze via het principe van minimale 

potentiele energie vermeld op blz. 6.1 t/m 6.24. 

De theorie van de Rotatie-symmetrisch belaste cirkelcilinders 

in -hoofdstuk 7 komt in deze cursus niet aan de orde. 

Samenvatting 

Bestuderen blz. ~2.1 t/m 2.12 (vereenvoudigd) 

J2.60 t/m 2,65 + 2.77 

i/5,1 t/m 5.13 

"5.30 t/m 5.33 

v·6. I t/m 6. 24 

Interessant voor de elementenmethode zijn blz. 2,74 t/m 2.76 waarin 

de afleiding van de stijfheidsmatrix van een driedimensionale balk 

beschreven is. 
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Als oefening kunt u zelf een aantal vraagstukken uit deze bundel 

kiezen. 

Geadviseerd wordt de vraagstukken I, 2, 3, 4, 5, I I en 12 in ieder 

geval te maken. 

In de bespreking zal de nadruk liggen op het berekenen van benader­

ingsoplossingen. 
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A 
" 

q=cx B . 
' ~ ..... -P-.. ~ - -- ...... 
" X I U(x) -- .. ---

ZR, 

Een staaf AB met constante dwarsdoorsnede is bij x = 0 ingeklemd en 

wordt belast door een van x afhankelijke verdeelde belasting q = ex, 

c is constant. De tijd speelt in dit probleem geen rol. Voor de bepa­

ling van het verplaatsingsveld wordt gezocht naar een benaderingsoplos­

sing door gebruik te maken van het principe van de minimale poten-

tiele energie. 

a. Bepaal de uitdrukking voor de potentiele energie functionaal IT. 

b. Bepaal de uitdrukking voor oIT = O. 
2 c. Ga uit van de klasse functies u = a 0 + a 1x . Bepaald a

0 
en a 1 

zodanig dat de "beste" benadering uit genoemde klasse genomen 

wordt. 

d. Bereken de daarbij behorende verplaatsing uB van B. 

e. Splits het gebied, 0 $ x $ 2£, in twee delen van gelijke lengte 

en ga voor elk gebied uit van een klasse van lineaire functies: 

f. 

u
1 

= a
0 

+ a
1
x 

u2 = a 2 + a
3
x £$x $ 2£ 

Aan welke eisen moeten de constanten a0 , a 1, a 2 en a
3 

voldoen 

opdat het verplaatsingsveld kinematisch toelaatbaar is voor het 

gehele gebied O $ x $ 2£? 

t- ~ X q=cx 
Q -- -----

~ ~ --r 2,Q., 

Als de belasting op de staaf uitgebreid wordt met een kracht Q 

(zie fig.) in B, hoe luidt dan de functionaaluitdrukking oIT, die 

dienst kan doen bij het construeren van benaderingen? 
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2. Gegeve~ is ·· een staaf met in onbelaste toestand een lengte t en 

een lin••h~ ~~1t ~pende oppervlakte van de dwarsdoorsnede: 
~ .. ,,J ►, , ' 

Het~ateriaalg~drag is lineair elastiscb, de elasticiteitsmodulus 

• · - i; t '. • Hit ._'ii~ker:uiteinde van de staaf is ingeklemd en .bet recbter-
~~ .. • 

••. uiteinde wordt )>elast met een constante kracbt P in negatieve 

x-ricbting~ 
E ACx) 

p 

De verplaatsing van de dwarsdoorsnede van de, staaf ten opzicbte 

van: d~;f9!lb~elas_te --toestanci _geven we aan met u • u(:x). Bepafi.tig van 

u • u(~f :~'taat :, c'entraal. Er geldt: u(O) • 0 (kinematiscbe t-and:;_ -

vo0Naard'e)
0

• •• 

k .•. 
C : . d.e verzamel'ing van alle continue functie1 van x die voor x•O 

gelijk aan nul zijn. 

Met een vartatieformulering kan dit probleem ala volgt bescbreven 
' t· 1:. ·1· ' , 

•• • wotden: 

De functie· u • u(x) uit de_ verzameling Ck waarvoor ·geldt; dat 

on ·- o, voor alle variaties OU met (u + c5uhCk, v:ormt de ex-

" acte oplO.H~ng van bet bovenstaande probleem· . 

. '. ;:· ?·', ~) 

~evraagd .word,t: 

a: Le.idt uit de gegeven · probleemformulering de differentiaalverge-
·: J.' : 

· i ijking af .d.ie voor u(x) moet gel den; 

b ~- BepaaF de exaci:e oplossing voor u • u(x); 
. . ~ . 

c. Gebru~~ de .~ariatieformulering om voor bet probleem een be~der-
,·. ~ 

ing1oploS1ing; G • G(x) te bepalen wanneer die benaderingsoplossing 

',gez~cht_._ W!)rdt 'in de cieelverzameling van ck die alle functies bevat 

: d1~: :li rteaf't . tij n in x; 
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d. Maak een grafiek waarin de exacte- en de benaderingsoplossing 

als functie van x zijn weergegeven. 

3. Gegeven is een staaf met in onbelaste toestand een lengte i
0 

en 

een oppervlakte dwarsdoorsnede A
0

. Het materiaalgedrag is lineair 

elastisch, de elasticiteitsmodulus is E. 

De staaf is aan de beide uiteinden ingeklemd. 

Op de staaf werkt verder een constante verdeelde belasting q in 

axiale richting. We beschouwen de situatie dat de staaf in rust 

is. 

--X 
£ u=u(x 

De verplaatsing van de dwarsdoorsnede van de staaf ten opzichte van 

de onbelaste toestand geven we aan met u = u(x). Bepaling van u(x) 

staat centraal. 

Er geldt: u(O) = u( £) = 0 (kinematische randvoorwaarden). 

De potentiele energie functionaal is IT. 

Ck: de verzameling van alle continue functies van x die voldoen 

aan de kinematische randvoorwaarden. 

Met een variatieformulering kan dit probleem als volgt beschreven 

worden: 

De functie u = u(x) uit de verzameling Ck waarvoor geldt dat 

on= 0 voor alle variaties ou met (ou + u)ECk vormt de exacte 

oplossing van het bovenstaand probleem. 

a. Leid uit de gegeven probleemformulering de differentiaalverge­

lijking af die voor u(x) moet gelden. 

b. Laat zien dat deze differentiaalvergelijking geinterpreteerd 

kan worden als de evenwichtsvergelijking geldig voor een infinite­

simaal stukje uit de staaf. 
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c. Bepaal de exacte oplossing voor u = u(x). 

d. Gebruik de variatieformulering om voor het probleem een benader­

ingsoplossing u = u(x) te bepalen wanneer die benaderingsopiossing 

gezocht wordt in een deelverzameling Ck van Ck bestaande uit 

functies die stuksgewijze lineair zijn op de •intervallen O $ x $ £/2 

en £/2 $ x $ £: bepaal p. (de waarde van u voor x = £/2) 

u(x) 

p 

X 

z • ; - X 

1~ . 
-

y ' • 
' £ --

Een balk ter lengte £ met cirkelvormige dwarsdoorsnede wordt aan 

het rechteruiteinde belast met een wringend moment Mwt' 

Voor de balk gelden de aannamen voor het verplaatsingsveld: 

--0., = 0 

v(x,y,z) = v0 (x) - n(x).z 

w(x,y,z) = w
0

(x) + n(x).y 

Met n(x) is de hoekverdraaiing als functie van de axiale coor­

dinaat x. 

a. Bepaal de potentiele energie van deze balk bij deze belasting. 

b. Bepaal de differentiaalvergelijking voor de hoekverdraaiing door 

minimalisering van de potentiele energie functionaal en de na- , 

tuurlijke randvoorwaarde. 

c. Bepaal n als functie van x. 

(Zie S.3 blz. 2.5 t/m 2.7). 

x 
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5. Voor rotatie-synnnetrische in hun vlak belaste platen met constante 

dikte t gelden de volgende veronderstellingen over het verplaatsings­

veld: 
y 

X 

z 

I. De verplaatsingen ziJ n geen functie van a. 
2. Elk recht lijntje loodrecht op het middenvlak blijft na ver­

vorming recht en loodrecht op het middenvlak terwijl punten 
' 

in het middenvlak geen verplaatsing in de z-richting ondergaan. 

Voor de spanningen wordt verder aangenomen data = T zz - rz = T 

(u+(v Oi,t;, cr;.r , 1:' tr 4'0 
~ 

Er bestaan dus 2 verplaatsingen ur = ur(r) en u~ u
2
(r). 

is een verpl~ sing in u r is de radiale verplaatsing en u 
z 

z-richting. 

Voor de rekken 
u 

r 
E: zz 

geldt 
du 

z 
= 
~ 

dan (zie Appendix 

E: = o. rt 

in S.3) E: rr 

En met de wet van Hooke geldt tevens e:rz = e:tz = 0. 

du r 
dr 

tz 

de 

a. Stel de potentiele energie functionaal V voor het volgende 

probleem op 

= 0. 

Randvoorwaarden: 

o (r=a) = o. rr i 

(J 
u 

o (r=b) = o rr u 
b 

dikte van de schijf t. 

1,: , v , t 
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b. Bepaal de formulering oV = 0 en leid hieruit de differentiaal­

vergelijking voor u en de natuurlijke randvoorwaarden af. 
r 

6. Een driehoekige plaat met dikte tis aan de basis ingeklemd en in 

de top belast met een kracht P waarvan de werklijn in het vlak van 

de plaat ligt. 
y p 

X 

Neem aan dat de verplaatsingen u(x,y) en v(x,y) lineaire functies 

van x en y zijn: 

Bepaal met het principe van minimale potentiele energie de beste 

benadering voor het verplaatsingsveld. 

* Hoe groat zijn de verplaatsingen van de top van de driehoek u 

* en v? 
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I 

Een elastische tapse staaf is bij 

x = 0 verticaal opgehangen en wordt 

belast door zijn eigen gewicht. De 

lengte in onbelaste toestand is 

t, de elasticiteitsmodulus E, de 

massa per volume-eenheid pen de 

versnelling van de zwaartekracht g. 

De tapsheid is zo gering, dat een . 

lijnspanningstoestand verondersteld 

mag worden. Voor het oppervlak A(x) 

van een dwarsdoorsnede ter plaatse 

x geldt: 

De axiale verplaatsing is u(x). De 

rekken zijn zo gering dat de line­

aire elasticiteitstheorie gebruikt 

mag worden. 

a. Formuleer de potentiele energie functionaal en definieer het kine­

matisch toelaatbaar stelsel. 

b. Leidt hiermee de in de axiale spanning t uitgedrukte lokale even­
xx 

wichtsrelatie af. 

c. Hoe luidt de in u(x) uitgedrukte Euler- Lagrange-vergelijking en de 

natuurlijke randvoorwaarde. 

d. Benader u(x) met de functie 

u(x) = bx 

en bepaal met de methode van Ritz de waarde van b. 

e. Geef een uitdrukking voor de bij deze benadering behorende spanning 

t welke consistent is met het variatieprincipe. 
xx 
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2EI 
EI 

y X A 
- - - - -~--

w(x) I , 
z p 

Q, Q, 

-

Gegeven de in de figuur getekende, bij x = 0 ingeklemde balk met 

verspringende dikte. Onder invloed van de kracht P ter plaatse x = 2£ 

vervormt de balk in het vlak van tekening. De relevante buigstijf­

heden zijn EI en 2EI (zie figuur). 

Geef de benaderde zakking van punt A met het principe van de mini­

male. potentiele energie bij een aangenomen zakkingsfunctie: 

2 w a+ bx+ ex 

welke geldt voor het gehele gebied [O, 2£]. 

Schets in een figuur het verloop van de momentenlijn. 

Wat valt hierbij op? 

X oP / ' 
p 

-

I - / 
-

Een ingeklemde balk me t constante buigstijfheid EI wordt belast door 

twee even grote krachten P (zie figuur) . Onder invloed van deze be­

lasting vervormt de balk in het vlak van de tekening. 
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Bereken de doorbuiging van het rechteruiteinde van de balk met de 

methode Ritz bij een veronderstelde doorbuigingsvorm 

w(x) 
TIX 

= a(l - cos 
4
i). 

Schets in een grafiek het verloop van het buigend moment dat con­

sistent is met het variatieprincipe. 

IO. Gegeven is een cirkelvormige vlakke plaat: binnenstraal R, 

buitenstraal 2R, dikte t, t << R. Aan de binnenzijde is de 

plaat volledig verbonden aan een ~!~!!~ kern met straal R; 

langs de buitenzijde is de plaat opgelegd. In het midden 

van de starre kern werkt een verticale kracht K. In de 

volgende figuur is de omschreven situatie in beeld gebracht. 

K 

a. Als we voor de gegeven situatie (op basis van het principe 

van minimale potentiele energie) een benaderingsoplossing voor 

de verplaatsing w
0 

(w
0 

= w
0
(r), R ~ r ~ 2R) van het middenvlak 

van de plaat willen bepalen moeten we w0 kiezen uit een klasse 

van functies zodanig dat aan de kinematische randvoorwaarden is 

voldaan. Welke deelverzameling uit de klasse van 2e-graads poly-

nornen: 

2R 
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is geschikt als uitgangspunt voor de bepaling van een be­

naderingsoplossing? 

b. Bepaal uit die deelverzameling de "beste" benaderings­

oplossing voor w
0

. 

II. De vierkante plaat volgens onderstaande figuur is belast met 

een verdeelde belasting per oppervlakte-eenheid q in negatieve 

z-richting. De plaat is aan twee zijden opgelegd zoals in de 

figuur is weergegeven (op de randen x=O, en y=O). 

a. Bepaal een benadering voor de verplaatsingen van de punten van 

bet middenvlak als functie van de coordinaten door te kiezen uit 

de klasse van functies w0 = axy. 

Bereken hieruit de spanningsverdeling in de plaat. 

b. Idem door te kiezen uit de klasse van functies: w
0 

= a 1xy + 
2 2 

a 2 (xy + yx ). 

c. Beantwoord dezelfde vragen als de belasting bestaat uit een 

puntkracht Pin negatieve z-richting die aangrijpt in het punt 

X = i , y = i , Z = 0 . 

-
~ ' ' H'' ---- ---

0 I • y 

I 
I 
I 
I R, 

I 
I 
I 

X 
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12. De cirkelvormige schijf met lineair dikteverloop volgens onder­

staande figuur wordt aan de buitenrand belast met een spanning 

ob. 

De binnenrand 1S onbelast. 

De straa l van de binnenrand 1S a. 

De straal van de buitenrand 1S b. 

De dikte is een functie van de straal r: t(r) = t - Br. 
0 

De schijf mag overal als dun beschouwd worden. 

Neem a= 5 cm; b = IO cm; t
0 

= 0,3 cm; B = 0,02 v = 1/3. 

r t(r) = 0,3 - 0,02 r 

ob ob 
0 

5 

10 

Bepaal met behulp van het principe van minimale potentiile energie 

een benaderingsoplossing voor het verplaatsingsveld en de spanningen 

in de schijf. 

Kies voor de benadering uit de klasse van functies u 
r 
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13. De balk in onderstaande tekening heeft een stijfheid EI(x) = EI
0 

(I + i) 

I 4. 

X v
0

(x) 

M 

Op het rechteruiteinde werkt een buigend moment M. 

a. Hoe luidt de potentiele energie functionaal V? 

b. Leidt de differentiaalvergelijking voor de verplaatsing v
0

(x) af. 

c. Hoe luiden de natuurlijke randvoorwaarden? 

d. Bepaal een benaderingsoplossing door als benaderingsfunctie een 

kwadratische functie te kiezen. 

N.B. v0 is de verplaatsing van de neutrale lijn. 

~M~i 
,A «i, flcl-:i{ ..<£. DJ' 
~ ,- 4., ~ ! 

cpa 

</>b 

De getekende rotatie symmetrische plaat is loodrecht op ziJn vlak 

be last. 

Kies een. handige benaderingsfunctie voor het bepalen van een be­

naderingsoplossing met het principe van minimale potentiele energie. 
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y 

_1_ b/2 

X 

b/2 

a/2 a/2 

Bovenstaande rechthoekige plaat met dikte tis op de randen 

x = ~ a/2 opgelegd en op de randy= b/2 ingeklemd. 

In het punt (0
1 

- b/2) is de plaat belast met een kracht P 

loodrecht op de plaat. 

Kies een handige benaderingsfunctie voor het bepalen van een 

benaderingsoplossing met het principe van minimale potentiele 

energie. 
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Antwoorden 

!~ 
d 2 . @ 

I. a. IT = EA(du) dx - Jex u dx 
x=O X Q 

b. arr =er EA du 8 
du dx ~ ou dx 0 = dx dx - ex 

x=O 0 

e. u = 0 voor .X = 0 -+ ao = 0 

2 -+ U I 2xa
1 

OU 
2 .oa

1 
ou' u = a

1
x = = X = 

2Q, 

>¼ 2 3 CR. 
o IT = J {EA. 2x . a I a I - cx.x oa

1 
}dx -+ a

1 
= s EX 

x=O EA 

3 CQ,3 3 Ch 2 
d. UB = EA want u(x) = 2 8 AE 

e. ul ao + a
1
x u = 0 voor x = 0-+ ao = 0 

u2 = a2 + a3x ul = u2 voor x = £-+aR. = a2 + a3Q, I 

2Q, 

{EA du d 
f. o Tl = J dx ( ou) - ex. ou}dx + Q cSu(U) 

dx 

2 . a. 

x=O 

R. 

IT =½f 
x=O 

R. 

2 
EA(du) dx + P u(x=R.) 

dx 

oTI = f EA(x) . u' ( ou') . dx + P oux=R. 
x= O 

Let op A= A(x)! 

d 
= dx 

2x.oa
1 
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Gebruik: A.u' (ou)' =[Au' . ou]' - (Au')' . ou 

9., £ 
o IT = J E(A u')' dx ou + EA u' . OU I + p . OU 

x=O x=O 
x=£ 

9., EA 
= - J E(A u')' dx . OU+ -:/- u'(£) (ou)x=£ + P(ou)x=£ 

x=O 

Als oIT = 0 voor alle toelaatbare ou dan moet: 

E(A u')' = 0 ➔ (Au')'= 0 ofwel: A' u' +Au'' = 0 

b. Exacte oplossing 

(Au')'= 0 ➔ Au' = C ➔ u' 
I 

EAO 
Uit de randvoorwaarde bij x=£ volgt: -- u' = -P 

2 9., 

dus: u' = 
9, 

2P -P/E en 

+ 2P.£ [tn A(x) + c
2

J 
EA0 

Voor x=O geldt u=O dus: c2 = - tn A0 

zodat: 

u(x) u(O) = 0 

u(x=½t) = 

u(t) = 

c
1 

= constant 

Pt 4 
• 29.,n 3 

EAO 



- 22-

c. Benadering 

Zoek uit de functies u = px + q de "beste", die tevens aan de 

kinematische randvoorwaarde voldoet. 

u(O) = 0 + q = 0 + u = px. Dus u' = p 

cSu = x.cSp 

( OU) I = Op 

cS TI = f EA u'( cS u)' dx + P(cSu)£ = f EA p.cSp.dx + P.£.cSp = 

= [f EA p dx + P£] cSp = 0 

Dit kan alleen als: J EA p dx + P£ = 0 + 

£ EA0 2£ 
EAO f ( I 

X p - -)dx = - P£ + p 
x=O 2£ 2 

+ p . EA0 

4P 
p = - -- zodat 3EA

0
• 

d. Grafiek 

+2 £n 2 
4 -
3 

0 

~ 4P.x 
u = - 3EA

0 

x=£ 

2 £ 
(1 X I - -) = P£ 

2£ 0 

£ . (!-I) - P£ 
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3. a. 
Q, 2 

IT=! f EA(du) dx + 
O dx 

-23-

Q, 

f q u dx 
0 

I
£ du £ 

oIT = 0 = EA dx dou + f q ou dx 
0 0 

Q, Q, 
du I J r-'\d du 

= EA dx ou O + O {q l±/·dx(EA dx)}ou dx 

d2u ~ fl 2 
Euler-vergelijking: -- = ~ + u =~ x + Cx + D 

dx2 EA 2EA 

r.v.w.: u(O) = u(£) = 0 + D = 0 

~ n 2 = 1:;)c - ~ 2EA ~ l:ifl £ + C - 2EA 

111. 2 . 
dus u = 12L(x - £x) 2EA 

I~ ttk.v ~ tfs.:U~ •. 
'l<=± ..t~ u: -t_1_. Iq_•_1e,iJ <o ~~NA--> q~ti. i,,~_ 

2-E:-A L '1 J.- ~ - - o 

X-Mclh'.[ ( 

b. Zie V. l. 

c. Zie a. 

d. 0 < X < £/2 u = ax 

u = a(£-x) u' = -a 

Q, 1 Q, Q, 

IT l J EA 2 . dx + j q~ax dx + J qa(Q,-x)dx = 2 a 
0 0 ½£ 

. Q, 

J\x 
Q, 

o IT = 0 = J EA a oa dx + oa dx + J q\(£-x)oa dx :::; 

0 0 !£ 

J 2 
"" EA a £ + q . B £ + q I 2 = .:.2, 

8 £ + a 4EA 
\'--o 
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4. a. 

b. 

V.='10 LxJ - ~(-,.). '1.. 

W :W0 {ld f 1M ~ 

E = E E = 0 
xx yy zz 

E = 0 
yz 
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E xz 

E .. O .. 
1J 1J 

u<I) = ½(E .2GE + E .2Ge ).2 = 
xz xz xy xz 

= . 2G(e
2 

+ E
2

) 
2 

= 2G(dn) 
dx 

2 2 

u = 

V = 

xz xy 
(L + ~) 
4 4 

G 2 2 t d 2 
ff (y + z )dy dz . f (-21) dx 

2 A O dx 

G IT R4 
t 

(dn) 
2 . f dx - M . n(t) 2 2 

0 
dx wt 

t 
oV = 0 = G.J f dn o (dn)dx - Mxt on(t) 

0 dx dx 

dn 
t 2 

GJ . 
dx on I - GJ f 5!...:l on dx - Mxt on(t) 

0 dx
2 

Euler-vergelijking: d
2

n _ 
0 nat. r.v.w.: Mxt -2 -

dx 

c. n = Cx + D n(O) = 0 ➔ D = 0 

= 0 

= GJ(dn) 
dx 

x=t 



I 

~ 1 
• 

~ 
)-~~ 

Ua~r ~ E 2 
0 C'J -v 

Zie verder blz. 5.30 

6. Randcondities: 

I 
u-O I x=O y=O -

' v=O 
-+ 

y=O u=O j 
v=O 

-+ 

V = 

- 25-

en 5.31 van S.3. ~u ~ ts-➔ Ni 
ti - a,/z_ 

Substifutie van de coordinaten van de top levert: a3 = 
* u 

h 
en 

V 

b3 = h' 

Substitutie in de potentiele energie uitdrukking 

V = ! f CJ .. E: .. 
iJ iJ 

dV - P 
X 

* u * - p V 
y 

levert na 

V = ! 
2 

).) -=- 0 

b- :::- I 

V 

gebruik van de wet van Hooke 

n . c --/2-----2 
----------

~ A * • * * 
E Zh (v + ! u ) - Px u 

---·-------.. - .. --•~-

--
- p V 

y 

/ 

o0.,·~ ½ w.,:r-~ /,.. 

N~ p/1-~ l\rtl,.... k'­
lv<Je ,_ .. ,,. . .,,J ( I 



~~,ii¼ 
~ t4,_{,(1,.., 

1/...,tw~ • 

\ 

1 
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t5V 0 levert: 

dV E 9, * * 2 h p sin ex 
= 0 + p = - V + V = 

* y 2 h ER-dv 

* 4 dV E 9, u * h p cos ex = 0 + p = 1i 2 + u = 
* X 2 ER-du 

de beste benadering voor het verplaatsingsveld is dus (bij een 

lineair veld) : 

4 P, cos ex 
u = \,ER- y 

V = 
2 P sin ex 

ER-
y 

7. Zie vraagstuk 2. 

(Prob eer zel f). 

8 . 

9 . w(x) 

= ~ 2 
3EI x 

= a ( I - cos rrx ) 
4 9, 

Controle: w(x) = 0 en w'(x ) = 0 voor x = 0 

dus w(x) 1s kinematisch toelaatbaar. 

dw arr 
dx = 4£ 

. Jlx 
s1n -4 9, 

d2w arr 2 ITx 
dx 2 = I 6 9, 2 cos TI 

2
£ a

2
. rr

4 
2 (rrx) 

U - ! b EI 
256 

9,4 cos TI dx 
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~ = -{- P.a(l - cos~~) - Pa(! - cos IT4~£)} 

= Pa(! - !12) + Pa(! - O) = Pa(2 - !12) 

2£ 
IT= f EI 

0 

a 2 .IT4 2 IT . cos (4~)dx + Pa(2 - !h) 
512 i 4 

x-

6 IT 
a 

2aIT4 4£ 2£ 2 IT 
= 0 + 0 =EI. 4 . IT J {cos • (~~) d(4~)}6a + P(2 - !h)oa 

512 £ 0 

voor willekeurige variaties van a. 

Dus ook voor 6a ~ 0 voor O < x ~ £. 

Dus: 

EI. IT 3 

16£3 a . 

a = -P(2 - !12).256 £3 

EI IT4 

P£3 
u(2£) = -3,4 EI 
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= C + C r + C 2 
WO I 2 3 r 

dw 
r = tcdr o .. 0 ➔ c2 + 2C

3
R = 0 

r = 2R:w
0 

= 0 ➔ Cl + 2C2R + 4C R
2 

= 0 3 

2 
WO c

3
(- 2Rr + r) 

2 
I dw0 2 

2 2R d w
0 

2 d w0 dw0 V = 211B f cE(-) + -(-) + v -- -]dr 
R 2 dr2 2r dr dr2 dr 

411B c 2 (I 
2 

KC R
2 

V = + v + R-n 2)R + 
3 3 

-K 6V = 0 ➔ c
3 

= -:,"""'--,,-,-------,,.,.. 
8ITB(l + v + R,n 2) 

K 2 
8ITB(l + v + R,n 2) (2Rr - r) 

Cl = 0 

c2 = - 2C R 
3 

I 

- Kw (r = R) 0 

I I . a. De benader i ng w0 
waarden 

axy voldoet aan de kinematische randvoor-

clw 
0 clwo 

-- = ay dy = ax dx 

2 2 
d WO 

0 
a w0 

- 2- = -2-= 
dx dy 

Et 3 
u = ff 

12 ( I - \/2 ) A 

n = ff q. axy dx dy 
A 

0 

2 a w0 -=a dy cl x 

( I 
2 - v)a dx dy 
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3 
oV = Et (I - v)2a 

2 
12(1 - V ) 

ff 6a dx dy + q • ff xy oa dx dy 
A A 

3 2 Et .a£ 1 4 
O = 6(1 + v) + q. 4 2 

Q, 4. 
6 ( I + v) -3 £ 2 ( I + v) a = 

-q . = q 
4 Et3 Q, 2 2 E t3 

-3 q £ 2 ( I + v) 
WO = xy 

2 E t3 

Voor de spanning en vinden we 

O· O· Eza 
a = a = a = - --xx 

, 
yy 

, xy l+v 

3 q Q,2 z. ( I + v) 3 q Q,2 z 
a = = 

xy 
2 ( I v)t 3 

2 t3 + 

Nemen weals benadering: 

dan geldt: 

dx 

--= 
ayax 

(2 X 2) a
1
x + a

2 
xy + 



b. 
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u = E t
3 

---2- ff H · 
12(1-v) 

+ (I - v) [a
1 

+ a
2

(2y 

( 1-vJ(~o) 2. 
tl)(~r 

·~=ff q{al xy + a2(xy2 + 
A 

2 
yx ) }dx dy 

al 

oV = 
a2 

4 

+ q ff xy dx dy = 0 
A 

4 -q Q, = 
B( I - v) . 2 Q, 

2 

3 

-9. Q, 
2 

8 B( I 

- "/ 
E t 2 2 

\/2) 
ff {4y + 4x + 8vxy) a 2 I 2 ( I - A I 

I t 
+ {1 - v) . 2[a + a 2 (2y f) zx)] (2y 6) zx) }dx I 

+ ff q(xy
2 

+ yx
2
)dx dy = 0 

A 

X 

dy 
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4 £
4 

4£
4 

8v£4 4 
13[a 2 (-

3
- + -

3
- + -

3
-) + 2(1 - v)(a

1 
. 0 + 4a

2
. 1/6 9., )] 

2 
= -q9., q £ ( 2 2) 

wO 8B(l-v) xy - B(8+2v) xy + yx 

2 2 
-Ez (a wo a wo) Ez . 2q£ 

a 
xx ---2 -2-+v-2- =--~2.._ __ 

1-v dx dx B(l-v )(8+2v) 

-Ez 
ayy = --2 

1-v 

a xy 

I <a > I 
xx x=O,y= £ max. 

12q£
2 

2 
(8+2v)t 

2 
V _a _w_O) = _E_z_. _2_q.._i __ _ 

dx
2 

B(l-v
2

)(8+2v) 

2q2(y+x)} 
(8+2v)B 

(y + vx) 

(x + vy) 

c. Als we een puntkracht Pop x=£,y=£ laten aangrijpen, wordt 

de potentiaal van de uitwendige belasting: 

2 
~ =P. a . £ 

U blij f t hetzelfde, 

X 



oV = 0 levert nu: 
a 

Et 3 at 2 2 0 = ..,,..., __ ... + P£ 
6 ( I +v) 

a. = 
2 

P£ .6(1+v) = 
Et3 9,2 

6P ( I +v) 

Et
3 xy 

a = a = 0 a 
xx yy xy 

bij de keuze w
0 

Vinden we voor n 

-32-

-6P(l+v) 

Et
3 

6Pz 
= -3-

t 

on = P£2 on = 2P£ 3 

a. I a.2 

-P -6P 
a. I 2B ( I -v) a.2 BR-(8+2v) 

-p 6P 2 2 
2B(l-v) xy - B£(8+2v) (xy + yx) 
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12. 
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2 2 
-Ez a w0 a w0 

a = (-+ v-) xx 2 
ax2 ay2 ( 1-v ) 

-Ez. -1 2P (y + vx) = 2 B(l-v ) (8+2v),Q, 

12 P . 2 Ez . I 2 ( 1-v ) (y + vx) = 3 2 Et (1-v )(8+2v),Q, 

144 Pz (y + vx) 
(8+2v)t3,Q, 

. 

144 Pz (x + vy) a = 
yy (8+2v)t 3,Q, 

2 
-Ez a w0 I 2Pz { I + 12(x+y)~1-v)} 

---'? a = --=--
xy 

(I +/1) axay 3 2~ R.(8+2v) t 

dt 
t ( r) met d r « I 

We nemen aan dat we de vlakspanningstheorie mogen toepassen. 

V = U + fl u = ½ f 
V 

e: a + e: a rr rr tt tt 
dV 
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E (E + 'V E ) E 
(Ett + 'VE ) a = --2 0 tt 

= --2 rr 1-v rr tt 1-v 
· rr 

E 2IT b 2 2 u = f f (Err + E + 2vErrEtt)t.r.dr d¢ 2 tt 2 ( I -v ) 0 a 

du u r r (Zie S.3, Hoofdstuk 5) E = dr Ett = rr r 

b du 2 
U = 2ITE f { (d/) 

2(I-v 2) a 

Er zi jn nu twee wegen mogelijk 

De 

oV = 0 ➔ 

Eul er-vergelijking + stoktermen 

D.V in u + dyn. r.v.w. ' n 
r 

t weede weg werken we verder uit 

du a2 r 
E = -- C a I - 2 Ett = a I rr dr 

r 

2 2a
1
a 2 2 2 a2 2 

E = a I + 4 E = 
rr 2 tt r r 

2VE E rr tt · 

du 
+ 2v dr 

r 
u 
...E..}t.r.dr 
r 

+ 

2 
a I 

a2 
2 r 

Kinematisch toelaatbaar 

benaderingsveld invoeren 
°'2 bijv . ur = a. 1r + 
r 

2 
a 2 
4+ 

2ala.2 
+ 2 

r r 
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2 2 
E + E + 2VE E 

r r tt rr tt 

oV = 0 levert dan 

= 0 

160 ab 
Ui t we r ki ng levert: 28,89 a

1 = ----

a = 2 

= 0 levert 

ab 
26 ,66 E 

u = (0 ,615 r + 26 , 66) ab 
r r E 

a2 
E = a l - 2 E = a l rr tt r 

E ab 
{a

1 
( 1 +v) 0 = --2 E -

r r 1-v 

0 = ob{0, 922 - 19 ,995} 
rr 2 

r 

a tt ob{0, 922 + 
19 ,995} 

2 
r 

9 E 

+ 
a2 
2 
r 

a 2 
2 + V 

r 

( 1-v) 

a2 
-} 

2 
r 
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Controle: 
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= ob{0,922 - 19,995} = 
25 

= ob{0,922 - 19,995} = 
100 0,722 ob 

De benadering voor de spanningen 1s bij gebruik van het principe 

van de minimale potentiele energie slechter dan de benadering voor 

de verplaatsingen. 

Als we de plaat zouden opdelen in ringvormige elementen en dan per 

element een benaderingsveld zouden invoeren dat op de elementgrenzen 

aansluit krijgen we een betere benadering. (Dat is de elementen­

methode). 

De potentiele energie l.S 

Q, 

! f 2 

0 

oV 

d2v 2 
EI (z9-) dx + 

dx 

Q, 

= f EI 
0 

Q, 

= f EI 
0 

Eiv'' 
0 

2 d v
0 

-2-
dx 

VI I 
0 

I 
ova 

I 
= EI VI I ova 0 

0 

Q, 

I 
0 

Q, 

I 
0 

dv 
M (---2.) 

dx x=£ 

') 

d"·v
0 

dv
0 

dx
2 dx +Mo (~) 

I 
Q, 

+ Mov
0

( .Q,) - f dd (EI 
0 X 

d 
Q, 

- -(EI V 1 I) OV I dx 0 0 
0 

Q, d2 
+ f (EI v'') = 0 

0 dx2 O 

= 0 
x=Q, 

I 
V 1 I) OV dx 

0 0 

+ Mov~(£) 
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Na t. r.v.w.: (EI vb')x=O = 0 

(EI v' ') + M = 0 
0 x= t 

Euler-vergelijking: (I + i )vb'' ' +!vb''= 0 

Ue ze d.v. is moeilijk op te lossen. 

Benaderingsoplossing 

2 
Vo= ax +bx + C 

v0(0 0 
2 

= + a t + 

2 atx VO = ax -

I 
2ax - a t VO 

ht = 0 b = -at 

11 
2a VO = 

t 
V = ! f 

0 

2 EI.4a dx + Ma t 

t 
6V = 0 = l .f EI 2 8a6a dx + Mt 6a 

0 
t 

+ 4 EIO a f 
0 

Mt M a = = - 6Elo t 
4EI0 

f (l+~)dx 
0 t 

M 2 
VO 6EI 

( tx - X ) 

hen. 
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14. Een handige keuze 1s 

2 2 
w = a(r-a) (r-b) 

w(a) = w(b) 

'J,.Mt.-~ "I" ~ . .. ? l L.----
= (!;) 

r=a 
= 0 

w voldoet aan de kinematische randvoorwaarden. 

15, Een handige keuze 1s nu 

2 
w = a(x-!a)(x+!a)(y-!b) 

w voldoet aan de kinematische r.v.w. 'n. 

X 



- 39-

Opgave Uitwerking op blz. 
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