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Inleiding
Om de vraagstukken uit deze vraagstukkenbundel te kunnen maken
behoeft u niet de gehele Syllabus S.3 te bestuderen. De daarin

beschreven onderwerpen yoeren verde® dan in deze cursus nood-

zakelijk is. Of: sommige onderwerson homen in Ad€z2e cursus nict aan de orde ?

Van hoofdstuk 2 (driedimensionale balkentheorie) zijn van belang
blz. 2.1 t/m 2.12.
2.13 t/m 2.24 wordt bekend verondersteld (het bepalen van hoofd-

traagheidsassen—- en momenten etc.).

2.24 t/m 2.59 kunt u overslaan omdat we in deze cursus geen aan-
dacht zullen besteden aan welving van de dwarsdoorsnede van een
balk bij wringing en het bepalen van het zg. dwarskrachtemnmiddel-
punt. Dit betekent dat we ons m.b.t. wringing beperken tot wringing
van balken met cirkelvormige dwarsdoorsnede.

Tenslotte is bij deze theorie van belang blz. 2.60 t/m 2.65.

Bij de beperking tot wringing van balken met cirkelvormige

dwarsdoorsnede kunnen we echter de relaties in blz. 2.1 t/m 2.12

en blz. 2.60 t/m 2.65 eenvoudiger opschrijven.

Een samenvatting hiervan is het volgende:

De hypothesen betreffende het verplaatsingsveld (formules 2.1 t/m

2.3) worden nu: %ZAJ)VC:Z¢;O
u(x,y,2) = uy(x) - ;_:_o y - ;;9. 2 (249
v(x,y,2) = v (x) = nix) 2 (2.2%)
w(x,y,2) = wy(x) + n(x).y (2.3%)

\ 4~ J

trek/druk + buiging wringing



De rekken e€.. = $(u, . + u. .) luiden nu
1] 1,] J»1 .

2 2
€ = -?S— - od-llng - i—v—o- y - i—‘ig VA
XX X dx dx2 dx2
- _ _149n ) 2 _ 14n (24%)
fxy ~ Syx P 8 By ™ By ax"y
€ = g = ¢ = g = 0

yy 2z yz zy

De Elastische energie U = f le..o0,.dV wordt met f ydA =
vy HWH A

f zdA = f yz dA = 0. (d.w.z. y en z-as langs de hoofdtraagheids-assen).
A

2 dW)Z d%OZ d%OZ 4 2
U= [{EA(=) + 1 () +1 () 1+63(F) lax  (2.0*)
0 o 2% "ax Y ax

met I__ = [ yZdA = | deA ; 3= f (y2 * zz)dA
2 A LI A

elasticiteitsmodulus

glijdingsmodulus

Oppervlak van de dwarsdoorsnede

Met de definities volgens blz. 2.7 en 2.8 vinden we voor de poten-

tiaal van de uitwendige belasting Q vinden we dan ( oxiaal bimoment =0):
L

ug(2) + [ [K u 1 dx} +

—{PXOUO(O) * PxR

x=0
'3 dvo
~(2 v (0) + B pvo(2) +X£O[Kyv0 + M, ] dx
dv . dv
0 0
* zO(dx ) " zz(dx ) b+
=0 x=L
'3 dw0
~{p_wy(0) + P_w (2) + i (K w, - ", =1 dx +

x=0



dw dw

0 0
BV oul. IR I i | . g
y0 *dx a0 y& ‘dx —
P 2 ( .
A 2.2%
s ,%%0 n(0) + My nis) +X£OEM%”] o )

rsapchtn. -
| Variatie van V = U + Q levert 4 Euler-vergelijkingen met natuur-
lijke randvoorwaarden die in formule 2.86 vermeld staan, en met

g = IEg = BO = Bl = B = 0 (geen welving) hebben deze 4 differen-

tiaalvergelijkingen met natuurlijke (dynamische) randvoorwaarden

de volg%pde vorm:

2
d"u
EA 20 +K =0 voor 0 &% £ i
I dx
1 duO' du0
BAlge) * R0 s EAlg) - R, =0
x=0 x=%
- dav
EI b - e W 0 voor 0 £ x £ &
zz dxa y dx
L
d3v
0 -
EIZZ(dx3 )x=0 Pog * M, (x=0) = 0
d3v
0
EL_, (dx3 )x=2. + P+ M (x=2) = 0
dzv
0
EIzz[dXZ )x=0 * MzO =0
2%
ET [d VO) -M =0
zz de - z4%
d4w0 dM
EI = . A~ 0 voor 0 £ x £ £
vy dx4 z dx
d3w
0
EI - P - M (x=0) =0
yy(dx3 )x=0 20~ My ™0
III 3
d”w
0
EI + P - M (x=2) =0
yy(dx3 )X—Eﬁ . y ;



(dzwo)
EI - M =0
vy dx2 x=0 y0
2
d"w
¥
BI (—2) -M, =0 (2:86%)
vy dx x=42 y
(
d2
GJ ——% + M =0 voor 0 € x < %
dx .
IV 4
dn dn
I o+ =0 ; (5 - =0
dx -0 x0 dx x=1 X9
\

De bovenstaande vergelijkingen kunnen geinterpreteerd worden
als de evenwichtsvergelijkingen voor (een gedeelte van) de

balk,zie 2.87 op blz. 2.65 van S.3.

Met bovenstaande vergelijkingen kunnen de verplaatsingen Uys Voo

w, en n van een cilindrische balk die op de op blz. 2.1 van S.3

aggesproken wijze is belast, bepaald worden.

Met de hypothesen over het verplaatsingsveld kunnen vervolgens
voor ieder punt van de balk de verplaatsingsgrootheden: u(x,y,z),
v(x,y,z) en w(x,y,z) bepaald worden.

Voor niet cilindrische balken verloopt het variatieproces anders

zz
We krijgen dan ook een ander stelsel differentiaalvergelijkingen.

omdat dan A, Iyy’ I en J functies van x zijn.

In deze bundel zijn enige voorbeelden in de vraagstukken opge-
nomen.

Uit de verplaatsingen kunnen op de bekende manier de rekken en de
spanningen berekend worden (zie blz. 2.77 van Se3)

De hypothesen over het verplaatsingsveld van de balk impliceren
dat de doorsnede van een balk niet vervormt en loodrecht op de
balkas blijft. Dit betekent dat de elastische arbeid t.g.v. de

afschuiving door de dwarskracht verwaarloosd is.



De schuifspanningen in de dwarsdoorsneden t.g.v. de dwarskrachten
worden daarom via het principe van minimale potentiéle energie
niet berekend.

Aanvullende spanningsberekeningen voor de bepaling van de schuif-
spanningen t.g.v. de dwarskracht staan opgenomen in hoofdstuk 3
van S.3 maar deze stof valt buiten het bestek van deze cursus.
Voor "slanke" balken is de bijdrage in de Elastische energie
t.g.v. afschuiving van de dwarsdoorsneden meestal te verwaar-
lozen. De berekening hiervan en de Stelling van Castigliano

welke in hoofdstuk 4 van S.3 beschreven staan kunt u ook over-
slaan.

Van de vlakspanningstheorie en de vlakke rek theorie (ook wel

vlakvervormingstheorie genaamd) zijn de aannamen over het ver-
plaatsingsveld van belang.

Deze staan beschreven op blz: 5.1 t/m 5.13 van S.3.

De verdere werkwijze via het principe van minimale potentiele

energie staat beschreven op blz. 5.30 t/m 5.33 van S.3.

Van de plaatbuigingstheorie tenslotte staan de aannamen over het

verplaatsingsveld en de werkwijze via het principe van minimale

potentiele energie vermeld op blz. 6.1 t/m 6.24.

De theorie van de Rotatie-symmetrisch belaste cirkelcilinders

in hoofdstuk 7 komt in deze cursus niet aan de orde.

Samenvatting

Bestuderen blz.v2.1 t/m 2.12 (vereenvoudigd)
v2.60 t/m 2.65 + 2,77
¥5.]1 t/m 5.13
¥5.30 t/m 5.33
v6.l t/m 6.24

Interessant voor de elementenmethode zijn blz. 2.74 t/m 2.76 waarin

de afleiding van de stijfheidsmatrix van een driedimensionale balk

beschreven 1is.



Als oefening kunt u zelf een aantal vraagstukken uit deze bundel

kiezen.

Geadviseerd wordt de vraagstukken 1, 2, 3, 4, 5, 11 en 12 in ieder

geval te maken.

In de bespreking zal de nadruk liggen op het berekenen van benader-

ingsoplossingen.
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Een staaf AB met constante dwarsdoorsnede is bij x = 0 ingeklemd en

wordt belast door een van x afhankelijke verdeelde belasting q = cx,

c is constant. De tijd speelt in dit probleem geen rol. Voor de bepa-

ling van het verplaatsingsveld wordt gezocht naar een benaderingsoplos-

sing door gebruik te maken van het principe van de minimale poten-—
tiele energie.

a. Bepaal de uitdrukking voor de potentiéle energie functionaal .

b. Bepaal de uitdrukking voor 8I = 0.

c. Ga uit van de klasse functies u = ag + alxz. Bepaald a, en a,
zodanig dat de "beste'" benadering uit genoemde klasse genomen
wordt.

d. Bereken de daarbij behorende verplaatsing up van B.

e. Splits het gebied, 0 < x < 22, in twee delen van gelijke lengte
en ga voor elk gebied uit van een klasse van lineaire functies:

u =a_  + ax 0<x < ‘

1 0 1
u, = a, + a.x 2 x < 2%

2 2 3

IA

Aan welke eisen moeten de constanten a a, a, en a voldoen

0’ 2 3
opdat het verplaatsingsveld kinematisch toelaatbaar is voor het

gehele gebied 0 < x < 247

| el ¢ g=cx
f. N Q
S —_— e ad —_— —e= —» — | —
2%
s W=

Als de belasting op de staaf uitgebreid wordt met een kracht Q
(zie fig.) in B, hoe luidt dan de functionaaluitdrukking &I, die

dienst kan doen bij het construeren van benaderingen?



2. Gegeven is een staaf met in onbelaste toestand een lengte £ en
een lineair vérlopende oppervlakte van de dwarsdoorsnede:
ke p.S
m.ﬁA(x), T
Het mater1aalgedrag is lineair elastisch, de elasticiteitsmodulus
is E. Het 11nkeru1te1nde van de staaf is ingeklemd en het rechter-
uiteinde wordt belast met een constante kracht P in negat;eve

x—richting.

rE A(x)
| __{- :
. 5

. - - e —

;\'\\\I{\\ \\

—>4=u(x)
X
-
e U
| e

De verplaatsing van de dwarsdoorsnede van de staaf ten opzichte

v5n~de ohbelaéte toestand geven we aan met u = u(x). Bepaiing‘van
‘u = u(x) staat centraal Er geldt: u(0) = 0 (kinematische rand-

voorwaarde)

k : § 2 +
C’: de verzameling van alle continue functies van x die voor x=0

gelijk aan nul zijn.

Met een variatieformulering kan dit probleem als volgt beschreven
worden: e
De functie u = u(x) uit de verzameling Ck waarvoor geldt dat :
61 = 0, voor alle variaties Su met (u + Gu)eck, vormt de ex-

acte oplossing van het bovenstaande probleem.

Gevraagd wordt'
a. Leidt uit de gegeven probleemformulering de dlfferentlaalverge-
lijking af die voor u(x) moet gelden;
b. Bepaal de exacte oplossing voor u = u(x);
c. Gebruik de vériatieformulering om voor het probleem een benader-
ingsoplossing 4 = G(x) te bepalen wanneer die benaderiﬁgsdplossing
»gézocht'wprdt'in de deelverzameling van Ck die alle functies bevat

die lineair zijn in x;



d. Maak een grafiek waarin de exacte- en de benaderingsoplossing

als functie van x zijn weergegeven.

Gegeven is een staaf met in onbelaste toestand een lengte 20 en

een oppervlakte dwarsdoorsnede A . Het materiaalgedrag is lineair

elastisch, de elasticiteitsmodulgs is E.

De staaf is aan de beide uiteinden ingeklemd.

Op de staaf werkt verder een constante verdeelde belasting q in
axiale richting. We beschouwen de situatie dat de staaf in rust

is.

EAO q .

S‘— - e A - - '—é

\ 5 “
nt 2 u=u(x

De verplaatsing van de dwarsdoorsnede van de staaf ten opzichte van
de onbelaste toestand geven we aan met u = u(x). Bepaling van u(x)
staat centraal.

Er geldt: u(0) = u(f) = 0 (kinematische randvoorwaarden).

De potentiéle energie functionaal is II.

Ck: de verzameling van alle continue functies van x die voldoen

aan de kinematische randvoorwaarden.

Met een variatieformulering kan dit probleem als volgt beschreven

worden:
De functie u = u(x) uit de verzameling Ck waarvoor geldt dat
SN = 0 voor alle variaties Su met (Su + u)eC, vormt de exacte

k
oplossing van het bovenstaand probleem.

a. Leid uit de gegeven probleemformulering de differentiaalverge-
lijking af die voor u(x) moet gelden.

b. Laat zien dat deze differentiaalvergelijking geinterpreteerd
kan worden als de evenwichtsvergelijking geldig voor een infinite-

simaal stukje uit de staaf.



)

c. Bepaal de exacte oplossing voor u = u(x).

d. Gebruik de variatieformulering om voor het probleem een benader-
ingsoplossing U = G(x) te bepalen wanneer die benaderingsoplossing
gezocht wordt in een deelverzameling Ek van Ck bestaande uit
functies die stuksgewijze lineair zijn op de intervallen 0 < x < /2

en £/2 < x £ &: bepaal p. (de waarde van 4 voor x = £/2)

0 ‘ v/2 2

Een balk ter lengte % met cirkelvormige dwarsdoorsnede wordt aan
het rechteruiteinde belast met een wringend moment Mwl'
Voor de balk gelden de aannamen voor het verplaatsingsveld:

A2 (;uawu 0’},,[/94%@ v ollee m,vswge,(,ﬁ‘ﬁ aly v, (x) =W, (x}eo

Vx5 52) vo(x) - n(x).z

w(x,y,z) = wo(X) + n(x).y

Met n(x) is de hoekverdraaiing als functie van de axiale coor-

dinaat x.

a. Bepaal de potentiele energie van deze balk bij deze belasting.
Bepaal de differentiaalvergelijking voor de hoekverdraaiing door
minimalisering van de potentiéle energie functionaal en de na-
tuurlijke randvoorwaarde.

c. Bepaal n als functie van x.

(Zie S.3 blz. 2.5 t/m 2.7).



5. Voor rotatie-symmetrische in hun vlak belaste platen met constante
dikte t gelden de volgende veronderstellingen over het verplaatsings-—

veld:
y

1. De verplaatsingen zijn geen functie van 6.
2. Elk recht lijntje loodrecht op het middenvlak blijft na ver-
vorming recht en loodrecht op het middenvlak terwijl punten

in het middenvlak geen verplaatsing in de z-richting ondergaan.

Voor de spanningen wordt verder aangenomen dat Do ™ Tog ™ Tpp ™ 0.
% g Jro
\{Q::;/) Oee, Orr , T %o , .
1 = = " UL =0 { Sumnli 3
Er bestaan dus 2 verplaatsingen u_ ur(r) en u =t uz(r) L ‘GM$:H£3

=
u is de radiale verplaatsing en u, is een verpl%ggsing in de

z-richting.

du
Voor de rekken geldt dan (zie Appendix | in S.3) e__ = - - $
rr dr
u du
=_¥"€ =J—-€ =0
“tt " T ° fzz dz * Crt .
En met de wet van Hooke geldt tevens € =€ = 0.
rz tz

a. Stel de potentiele energie functionaal V voor het volgende

probleem op

Randvoorwaarden:

r"—f crr(r=a) =0

orr(r=b) - 8

dikte van de schijf t.
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b. Bepaal de formulering 6V = 0 en leid hieruit de differentiaal-

vergelijking voor u. en de natuurlijke randvoorwaarden af.

6. Een driehoekige plaat met dikte t is aan de basis ingeklemd en in

de top belast met een kracht P waarvan de werklijn in het vlak van

de plaat ligt.
y

Neem aan dat de verplaatsingen u(x,y) en v(x,y) lineaire functies
van x en y zijn:

u=a; +ax+ayy

v = b] + b2x + b3y
Bepaal met het principe van minimale potentiéle energie de beste
benadering voor het verplaatsingsveld.

Hoe groot zijn de verplaatsingen van de top van de driehoek u”

*
en v ?



Een elastische tapse staaf is bij

x = 0 verticaal opgehangen en wordt
belast door zijn eigen gewicht. De
lengte in onbelaste toestand is

2, de elasticiteitsmodulus E, de
massa per volume-eenheid p en de
versnelling van de zwaartekracht g.
De tapsheid is zo gering, dat een
lijnspanningstoestand verondersteld
mag worden. Voor het oppervlak A(x)

van een dwarsdoorsnede ter plaatse

x geldt:

A(x) = A0)(1 - %).

De axiale verplaatsing is u(x). De

rekken zijn zo gering dat de line-
aire elasticiteitstheorie gebruikt
mag worden.
Formuleer de potentiéle energie functionaal en definieer het kine-
matisch toelaatbaar stelsel.
Leidt hiermee de in de axiale spanning tx uitgedrukte lokale even-
wichtsrelatie af.
Hoe luidt de in u(x) uitgedrukte Euler- Lagrange-vergelijking en de
natuurlijke randvoorwaarde.

Benader u(x) met de functie
u(x) = bx
en bepaal met de methode van Ritz de waarde van b.

Geef een uitdrukking voor de bij deze benadering behorende spanning

o welke consistent is met het variatieprincipe.



_l[%“_

EI

z w(x) * P

- e - e

Gegeven de in de figuur getekende, bij x = 0 ingeklemde balk met
verspringende dikte. Onder invloed van de kracht P ter plaatse x = 2%
vervormt de balk in het vlak van tekening. De relevante buigstijf-

heden zijn EI en 2EI (zie figuur).

Geef de benaderde zakking van punt A met het principe van de mini-

male potentiele energie bij een aangenomen zakkingsfunctie:
2
w=a+ bx + cx" ,
welke geldt voor het gehele gebied [0, 22] .

Schets in een figuur het verloop van de momentenlijn.

Wat valt hierbij op?

\\\[\\

/ /

Een ingeklemde balk met constante buigstijfheid EI wordt belast door
twee even grote krachten P (zie figuur). Onder invloed van deze be-

lasting vervormt de balk in het vlak van de tekening.



10.

Bereken de doorbuiging van het rechteruiteinde van de balk met de
methode Ritz bij een veronderstelde doorbuigingsvorm

w(x) = a(l - cos %% "
Schets in een grafiek het verloop van het buigend moment dat con-

sistent is met het variatieprincipe.

Gegeven is een cirkelvormige vlakke plaat: binnenstraal R,

buitenstraal 2R, dikte t, t << R. Aan de binnenzijde is de

langs de buitenzijde is de plaat opgelegd. In het midden
van de starre kern werkt een verticale kracht K. In de

volgende figuur is de omschreven situatie in beeld gebracht.
1‘ W,

-7 :
e star | R \

‘

2R il

a. Als we voor de gegeven situatie (op basis van het principe
van minimale potentiele energie) een benaderingsoplossing voor

de verplaatsing w, (w, = wo(r), R £ r £ 2R) van het middenvlak

0 0
van de plaat willen bepalen moeten we vy kiezen uit een klasse

van functies zodanig dat aan de kinematische randvoorwaarden is
voldaan. Welke deelverzameling uit de klasse van 2e-graads poly-

nomen:

A

w.=€6 +C,r+C,r ,R=r 2R



"ib"

29 L3: constant
is geschikt als uitgangspunt voor de bepaling van een be-

naderingsoplossing?

b. Bepaal uit die deelverzameling de '"beste'" benaderings-

oplossing voor Vo

De vierkante plaat volgens onderstaande figuur is belast met
een verdeelde belasting per oppervlakte-eenheid q in negatieve
z-richting. De plaat is aan twee zijden opgelegd zoals in de

figuur is weergegeven (op de randen x=0, en y=0).

a. Bepaal een benadering voor de verplaatsingen van de punten van
het middenvlak als functie van de coordinaten door te kiezen uit
de klasse van functies w, = oxy.

0
Bereken hieruit de spanningsverdeling in de plaat.

b. Idem door te kiezen uit de klasse van functies: w, = ayxy +

2 2 0
az(xy + yx ).

c. Beantwoord dezelfde vragen als de belasting bestaat uit een
puntkracht P in negatieve z-richting die aangrijpt in het punt

x=20,y=2,z=0.




o

_17_

De cirkelvormige schijf met lineair dikteverloop volgens onder-
staande figuur wordt aan de buitenrand belast met een spanning
O
De binnenrand is onbelast.

De straal van de binnenrand is a.

De straal van de buitenrand is b.

De dikte is een functie van de straal r: t(r) = t0 - Br.

De schijf mag overal als dun beschouwd worden.

Neem a = 5 cm; b = 10 cm; ty = 0,3 cm; B =0,02 3 v=1/3.
17 t(r) = 0,3 = 0,02 r
4-
cb o
- — 0*7: //Z% 3
5
_-..—__._.
[}
10 .-T

Bepaal met behulp van het principe van minimale potentiéele energie
een benaderingsoplossing voor het verplaatsingsveld en de spanningen
in de schijf.

Kies voor de benadering uit de klasse van functies u, = o r+—



=1:5=

13. De balk in onderstaande tekening heeft een stijfheid EI(x) = EI0 (1 + %)

sl % * vo(x)

Op het rechteruiteinde werkt een buigend moment M.

a. Hoe luidt de potentiele energie functionaal V?

b. Leidt de differentiaalvergelijking voor de verplaatsing VO(X) af.

c. Hoe luiden de natuurlijke randvoorwaarden?

d. Bepaal een benaderingsoplossing door als benaderingsfunctie een
kwadratische functie te kiezen.

N.B. v, is de verplaatsing van de neutrale lijn.

0

14,
2 -
? T P 3\ T
’ ANNNNNNANNN : SEONNNNNNNNNNY
A a v t

%Ci;ﬁm Stk mbwend l%
) k‘d& /mﬁ(/ ool P : ¢b
Ned Mf\/“(f@ ’ I

De getekende rotatie symmetrische plaat is loodrecht op zijn vlak
belast.
Kies een handige benaderingsfunctie voor het bepalen van een be-

naderingsoplossing met het principe van minimale potentiele energie.
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y

SONNNNINONNNNNN

b/2

b/2

la~]

a/?2 a/2

Bovenstaande rechthoekige plaat met dikte t is op de randen
x = + a/2 opgelegd en op de rand y = b/2 ingeklemd.

In het punt (O) - b/2) is de plaat belast met een kracht P
loodrecht op de plaat.

Kies een handige benaderingsfunctie voor het bepalen van een
benaderingsoplossing met het principe van minimale potentiéle

energie.



Antwoorden

. a.

Let
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2 f
nm=4§f EA(%%) dx -C%7cx u dx

x=0 0
28, 29
i Ji}> px 84 5 28 gy j:;>cx Su dx = 0
dx dx
x=0 0
u= 0 voor x = 0 » a, = 0
u=a x2 +u' = 2xa, ; 6u = x2 Sa, ; Su' =

2% 2%
om = [ {EA.2x.a;Véal - cx.x? 6a }dx > a = %
x=0
EA
- 3 CQB B wli) = 2 Ckx2
g T 2 Ex TR 8 TAE
u, = aO + alx u=0voor x = 0 > ao =0
u2 = a2 + a3x u1 = u2 voor X = £ > alz = a2
o Gu f
S = f {EA — . =—— (Su) - cx.8uldx + Q Su(2)
dx dx
x=0
2 d 2
m =4[ EA(GGS) dx + P u(x=1)
S dx

2
8l = f EA(X) . u' (8u') . dx + P éux_ :
x=0

op A = A(x)!



Gebruik: A.u'(Su)' = [A u' . Sul' - (A u")'

L

3l
x=0

EA

x=0

- f E(Au'")' dx . Su + EA u' . 8u | + P, Su

. 6u

x=0

L
- f @D dxL sus =2 u'(0) (B, + P(sw)__,

Als S8II = 0 voor alle toelaatbare Su dan moet:

EMAu'")'=0~>(Au")' =0 ofwel: A' u' + Au'' =0
X AO
. = emm— "—-——',:
ofwel: Ao(l 22)u T 0
b. Exacte oplossing
€ &
(Au")'=0-+>Au'-= Cl > u' = i " = ; C, = constant
80 - 33
EA
Uit de randvoorwaarde bij x=8& volgt: -5 ul = -P
2C
e e o s . & ¥ ot ok 2 -P
dus uy EAO Ao - Cl P/E en u ARG - T %
¥ 0 2%
2
= ot ax =+ 22X o0 A + €yl
EA 2
W 0
Voor x=0 geldt u=0 dus: C2 = - Rn'AO
zodat:
. . 2PR A(x) =
u(x) + T 2 ( n ) u(0) =0
0 0
I 3 g
u(x=42) = T 2%n 3
0
PR
u(Q) = T 28n 2
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c. Benadering

Zoek uit de functies U = px + q de "beste'", die tevens aan de

kinematische randvoorwaarde voldoet.
4(0) = 0~+q=0~>1=px. Dus @' = p

84 = x.6p

(64)' = 6p

| EA p.Sp.dx + P.2.6p

8 = [ EA u'(8Q)' dx + P(83),

[ EApdx + P21 &p =0

Dit kan alleen als: f EA p dx + P2 = 0 »
2 i EA. 22 - 2 %
pEAOI (1= gdn = = R o p g (¥ =29 .| = Bs
x=0 0
+p.EA0£.({-1)=P2
4P = 4P.x
p = 3EA0 zodat u = 3EA0

e -
PQ/EAO




Vv

W

..23...
'3 iz 2 L
a I=14/[EA(=) dx + [ qudx
dx
0 0 :
L d L
6H=O=fEA—-E-d<Su+fq<Sudx
g 9 0

2 2
du C-)d du
EA - Su é + é {q & E;(EA E;)}Gu dx

2 s
85 du ('99 @_ 2
Euler-vergelijking: —s = > u = x + Cx +D
de EA 2EA

r.v.w.: u(0) =u(®) =0->D=20

~

= & dc L > C T

dus u = JZ-E A(x2 = Lx) Konhaleen fthew wat W&umm -
X3l o ws ”;% (5010 €0 hpwebi iuas g husfe ey,
=

x—/vic&h,‘({}!
be Zie V.l.
c. Zie a.
d. 0 <x < £/2 u-= ax ; u' = a
12 < x < & u=a(lx) ;u' =-a

L 2 L L
m=14[EAa“ . dx + [ qoax dx + [ qa(2-x)dx
0 0 i
2 2 L
I O=fEAa Sa dx + gqx Sa dx+fq\(l—x)6a dx =
0 0 ig
=EAa2+q.—9,2+q.-£ +a=-4_%§-



LW RTE

T

Vv, Ly - (02 e
Wz, () 4 V}(K}?
+,_|_O(MO
)ZX;
(-
a. € = ¢ = g =0 € =2 . Qﬂ >
XX vy zz Xz 2 7 dx Xy
e =0 ; U(]) =1 e..0..
yz 1] 1]
U(]) = $(e. .2Ge.  + € .2Ge_).2 =
Xz Xz Xy Xz
2 2 2
- - : dly e 2
420(ex + Exy) 2G(dx) (4 ¥ )
% 2
U = g ff (y2 + zz)dy dz f C%E dx « J
A 0 S
@=-M .n (£)
2 2
_ G I g4t dn d
V = 5 ¢ 5 R é (dX dx Mwl . n(L)
% dn dn
b BV = 0 =:G,J é-d-; §(zDdx - M_, én(R)
2 2
dn . dn "
GJ . 4 on GI [ = &ndx - M, én(L)
0 dx
d2
Euler-vergelijking: ——% = 0 ; nat. r.v.w.: M
x2
dx
c n=Cx+D n(0) =0 > D=0
dn MXR Mxl'x
(——— —— )Y —
dx GJ GJ

r€
i/ l
%(@3 by
B S
Il
,J—ER
0
dn
GJ(dx
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U(]) =1 e,,
13 1]
o 2 2
- 1—y2 (g ¥ Cpp * 298,800
50
21 (b/y )
. - E 2 2
U=73 5. &) (Err v 2\)Errett)r ar di
‘.a/)—v
Zie verder blz. 5.30 en 5.31 van $.3.  (flif © b— 4,
. svos
. Randcondities:
s = u=0 a =0
_ u=0 a, =0
o v=0] ” b2=0
2
u'= ajy v = b3y
dus B ™ O Eyy — b3; Exy = § a,
*
Substitutie van de coordinaten van de top levert: ay = %— en
: v
b3 =T

Substitutie in de potentigle energie uitdrukking

* *

€,.dV-P u =P v
1] X y

V=1 5 Oij

levert na gebruik van de wet van Hooke

2 Y

_ * %, - . 2 ;

u ) - P u Py v \ ot & u,wg/,mu w
noploa ',y;k wvone Kar

B s e ET—————
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SV = 0 levert:
dV* -0 > P = % % ) v* = v* - 2 h 2251n o
dv y
av ELu * 4heP
- =E23n _4hPcosa
du*'o s T ol B2

de beste benadering voor het verplaatsingsveld is dus (bij een

lineair veld):

| 4 P cos o
| U = ————

E2
1 Iwigp o
Uan Cian(Tin 1
tbwood « ; i 2 P sin o

EL

7. Zie vraagstuk 2.

(Probeer zelf).

P 2

8. Yben. ~ 3EL *
= % Ix
9. w(x) = a(l cos 77

Controle: w(x) = 0 en w'(x) = 0 voor x = 0

dus w(x) is kinematisch toelaatbaar.

dx 2 42 4 2 1622 49
2% 2 4
a Wl 2 (IIx
U=1 f EI 7 cos fzf)dx
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- k EJ_L_ h, - .28
Q= -{- P.a(l cos 42) Pa(l cos —= )}
= Pa(l - §v2) + Pa(l - 0) = Pa(2 - }V2)
22 2 4
I & f EI . Bl . cos % EEEde + Pa(2 - 1V/2)
4 49
0 512 &
4 2%
2all 4 2 IIx IIx
6aH =0->0-=EI . "5-1-;7 . ﬁ—é {cos . (70—2:) d(z-i-)}da + P(2 - %/2)(53

voor willekeurige variaties van a.
Dus ook voor da # 0 voor 0 < x £ &.

Dus:

3

El'g oy g ¥ P(2 - WV2) =0
162
3
o HBLL S L) 958
BT T°
3

P
u(22) = f3,4 T
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_ 2
10. a. w0 = Cl + C2 r + C3 T
dwO
r = R.g?u = (0 > C2 + 2C3R = 0 C] = 0
" ;
F = 2R.wO =0 > C] + 2C2R + 4C3R =0 C2 = —2C3R
= C,(-2Rr + r2)
Yo 3
2 2
2R - d v 2 1 dw0 2 d A dw0
b. V=2HBIEE(—2—-) +-2—;(a-;-) +\)——2—-a—r—-]dr~Kw0 (r = R)
R dr dr
v=4n3c§ (l+v+£n2)R2+KC3R2
_ _ -K
6V_0+C3—8HB(1+\)+2.n2)
_ K _ .2
Yo T R T S TR D R T
11. a. De benadering Wy = oxy voldoet aan de kinematische randvoor-
waarden
2
kol T N
dx y e dy el dyox
Bzwo 82w0
=0 ; = 0
dx dy
.3
U = —Eﬁi————T?— ff (1 - v)a2 dx dy
12(1 = v7) A
Y =

ff q.oxy dx dy
A
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Et3(l - v) 2o

sV = 5 . ff Sa dx dy + q . ff xy 6o dx dy
1201 =-97) A A
0 = Et3.a 22 i 1 24
OEED R
a ok R4 ) 6(1 +v) _ -3 q 22(1 + V)
4 Et3 22 2 E t3
2
oo g L # oy}
Wy = 3 X

2E ¢t

Voor de spanningen vinden we

Oxx = 0; Oyy = 0; oxy = - T:U

& 3 q Rz z.(1 +v) _34q Qz z
320+ O 2 3

@9 Nemen we als benadering:

5 N ( 2 > 2)
wy = o Xy + a,(xy yx

dan geldt:

ow
g - 2
i LA 1 A L

1]

0+ 2y a

= q, + a2(2y + 2x%)

1

2
e a x + a2(2xy + x7)
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0w
o O, w 2%
dy2 2 / o, (1 ( M )L
s s e
{52 ) W< I TN
: o 2 Wit o focke
£ otk focke |
b U= EE gt el e w6 /+.1,, )
1201 - v%) g e ¥ Sl
¢ y = %A“; o ol
BE, ,‘?13
. 2 2
Q. 1 e neyy *vbxy ay + (1 = V) [a) +a,(2y x) ] }dA
- i s NP
ol perfeeend - ( 1-v| <?1A_AI° z
— ) 9"’9'{) <

gt q{al Xy + 0L2(xy2 + yxz)}dx dy
A

E t° o
sve EE [ (- . 20, + g2y 24)iex ay
2 1 2 /
a, 12(1 = v7) A f/
+qj'fxydxdy=0 ;
A /
/
I! f
B . (1 -v) 2{a]22 + a2.0} +q . ,{24 = 0/ ;
/]
0, = —2 ’La . | 22 !Z f
= - . / |
L a8 =w . 3 0 BI=W / 5
. ‘v‘")v 55
E ¢ 2 2 / |
sV = G Y ff {4y™ + 4x" + 8vxy)"b2 |
a, 12(1 - v7) A / !
2 4

" ,
+ 0l = v) . 2[(1] + a2(2y é/Zx)] (2y (§2x)}dx dy

+ ] q(xy2 + yxz)dx dy-= 0
A
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BLoy (= + 2+ 22 4 201 = (o« 0+ by L 176 2]

8 _40y 2 2290
a,» 3+ -3 =—H
_ —q&
% T B(8+2v)
2

o TR e e AR e 2
0~ BBy ¥ T B(gayy Y *yx )

w

32w 82w
-E .
Ix z2 [ 20 v 20 - 22 gqﬂ (y + vx)
1-v dx dx B(1-v") (8+2v)
2 2
3w W
...E o
2 , J 22 ( 20 20 - Ez gql ti % w)
y 1-v dy dx B(1-v7) (8+2v)
32 2
A s = CEz Y0 _ Ez -2 i 2qﬁ(y+x)}
s L e = = =
J“ Xy 455?2 X9y 1+6¢ 8B(1-v) (8+2v)B
(+v)
E.jt.2q.12. (J~v°) ,2
‘(Oxx ! T3 ; .
x=0,y=% 'max. Et gl;»;7K8+2v)
12 22 22
= __.S.__—27= ]’4 q—-z—
(8+2v)t t

c. Als we een puntkracht P op x=#,y=% laten aangrijpen, wordt

de potentiaal van de uitwendige belasting:

R = P.a.2 (wO = Q0yX)

U blijft hetzelfde.



8V = 0 levert nu:

a
3 2
_ Et” ag 2
0. 6+ T PE
2
_ _PaT.6(1+v) _ -6P(1+v)
TR = 3
Ee- & Et
w, = - 6P(1;v) 5
Et
6Pz
g = g =O;0 i
XX vy Xy t3

bij de keuze W = O Xy + az(xyz + yx2)

Vinden we voor @

Q = P(a 9,2 + o ,223)
1 y
so = Pa® 5 sa = 2P0
al (),2
e -
“I T IO ¢ %2 T BL(B*2v)
R - 6P (xy? + yxd)

0~ 2B(I-v) 7 T BR(8+2v)
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XX

—_— O
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-Ez 2 Yo . Yo ,
L e
(1-v7) 2x oy
~Ez « =12P

5 (y + vx)
B(1-v7") (8+2v)2

2
Ez3. 122P . 12(1-v9) iy & 550
Et™(1-v7) (8+2v) %

144 Pz

7« (y + vx)

(8+2v)t™ 8
144 Pz B b i)
(8+2v)t™ 2
o2
_ -Ez 0.2 L 12(xty)érv)}
(B Wy 3 Iqgpp " R

t(r) met %% << 1

We nemen aan dat we de vlakspanningstheorie mogen toepassen.

U+Q ;U

+ dv
rrlrr T ettt

]
N
<
™
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I _ E
Oer © g Loy * vgtt) > O T 2 (Ett 4 Verr)
=% 1-v
21 b
E ‘ 2 2
RS, [ ] (e, * €, * 2ve_e Jt.r.dr d¢
2(1-v7) 0 a
dur ur
By MAEF By B g 4 (Zie S.3, Hoofdstuk 5)
b du 2 u 2 du
_ 2IE r r r
U= 5 f {(dr ) * (-;—) 2v S -t-_-}t.r.dr
2(1-v7) a
8 =

Er zijn nu twee wegen mogelijk

Y 0~
Euler-vergelijking + stoktermen

D.V in Uyt dyn. r.v.w.'n

De tweede weg werken we verder uit

£

rr tt

=21 b.t(b).ob.ur (r=b) + 20 a t(a).oa u. (r=a)

Kinematisch toelaatbaar

benaderingsveld invoeren

5% 09
bijv. u_=a,r + _£
r 1 r
%2
2
r
2
o 20, 0
2 172
PR YT
r i
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2
62 + 52 + 2ve € = 2a2(1+v) + 2d2 (1-v)
rr tt rr tt 1 rZ

8§V = 0 levert dan

AV
o, g
o
Uitwerking levert: 28,89 a, = 180 ER
o
b
G] = 0,6]5 E——'
2 - 0 levert
aa
2
o
= b
a, = 26,66 =
o
= 26,66, b
u. (0,615 - ) 2
“rr *1 7 Ete Gy 5
" X
o & "
E b 2 2
Opr = 3 F 9 -5+ v 5
1-v r »
= - 18,995
By = ob{0,922 e = }
r
o . 19,995
Byg = ob{0,922 + 5 }

r



~36~

Controle:
r _ 19,995, _
(orr)r=5 = 0,10,922 e } = 0,122 oy
_ _ 19,995, _
(0.0 10 = 910,922 - 35—} = 0,722 o

De benadering voor de spanningen is bij gebruik van het principe

van de minimale potentiéle energie slechter dan de benadering voor

de verplaatsingen.

Als we de plaat zouden opdelen in ringvormige elementen en dan per

element een benaderingsveld zouden invoeren dat op de elementgrenzen

aansluit krijgen we een betere benadering. (Dat is de elementen-—

methode) .

De potentiele energie is

(dsz)Z (dvo)
EI dx + M|——=
dx2 b x=£
2 2
2 d v d v dv0
f EI —_E— S 5 dx + M § EB?J =0
0 dx dx x=4
: I 1
Tt
f EI 2 d6v0 + MévO(Q)
0
j & 1 4 1
1 = & e
EIVO GVO ] + Mdvo(z) f dx(EI 0 )GVO dx
0 0
% a & 1
3 11 e e
EL v, vy | dx(EI v )Gv0 | + M5V0(2)
0 0
L2
+f-———d2(E1v")=0
0 dx
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Nat. r.v.w (EI v'") _— 0
L _—
(E1 A )X=£ +M=0
- P P " Xy o1 Z vey
Euler-vergelijking: (1 + 2)v0 + 2 Vo

Deze d.v. is moeilijk op te lossen.

Benaderingsoplossing

VO = ax2 + bx + ¢
VO(O) =0>e¢c=0
2
vo(l) =0->af +bL =0 b= -al
vO = ax2 - afx
v1 = 2ax - af
0
¥ . 2
vy = 2 ; V=14 f EI.4a” dx + Maf
‘ 0
2
8V =0 =4 [ EI . 8ada dx + ML 8a
0
2
>4 EI, a [ (1+3)dx = -Me
0 '3
0
Pt ] ML i M
i 6EL,

L
x
4EL, é (I+E)dx

=—}:1——
0 6EI
ben.

v (2x - xz)
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14. Een handige keuze is
w = a(r-2)> (r-b)°

wia) = w(h) = G%Q -« 38 «p

Z// i r=a r=b
? z o

w voldoet aan de kinematische randvoorwaarden.

%MMWVV\(X op = &

15, Een handige keuze is nu

a(x~4a) (x+ia) (y-4b)>

w=
= a(xz-éaz)(y-%b)2
w(ib) = w(la) = w(-4a) = (3 =0
Y y=ib

w voldoet aan de kinematische r.v.w.'n.
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Opgave Uitwerking op blz.
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