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Resumen

Pronésticos basados en un modelo multivariado autorregresivo de
umbrales (MTAR) con distribucién de error t-Student
multivariada desde el enfoque Bayesiano

En este trabajo se presenta un método que permite obtener los prondsticos basados en un
modelo MTAR con distribucién de error t-Student multivariada desde el enfoque Bayesiano.
Para ello, se encuentra la distribucién predictiva Bayesiana que incluye la incertidumbre so-
bre los verdaderos valores de los parametros del modelo MTAR. El procedimiento planteado
se basa en la obtencién de muestras de la distribucion predictiva para obtener el prondstico
puntual e intervalos de prediccion del proceso de interés. El desempeno del algoritmo plan-
teado se verifica a través de un estudio de simulaciéon basado en tres modelos en donde se
calcula el porcentaje de veces en que los valores verdaderos del proceso de salida se encuen-
tran dentro del intervalo de prediccion del 95 % de la distribucion predictiva. Posteriormente
se presenta una aplicacién a un conjunto de series de tiempo financieras donde se obtienen los
pronosticos de los retornos de los indices Bovespa y Colcap usando como variable umbral los
retornos del indice Standard and Poor’s 500 y se comparan los prondsticos con los obtenidos
por un modelo MTAR con distribuciéon de error normal multivariada.

Palabras clave: modelos MTAR, estadistica Bayesiana, prondsticos, distribucién predictiva,
distribucion t-Student, modelos no lineales.
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Abstract

Forecasts based on a multivariate autoregressive threshold model
(MTAR) with a multivariate t-Student error distribution from a
Bayesian approach

This paper presents a Bayesian method to obtain forecasts based on a MTAR model with
a multivariate t-Student error distribution. For this, the Bayesian predictive distribution is
found, which includes the uncertainty about the true values of the parameters of the MTAR
model. The proposed procedure is based on drawing samples from the predictive distribution
to obtain the point forecast and prediction intervals of the process of interest. The performan-
ce of the proposed algorithm is verified through a simulation study based on three models
where the percentage of times in which the true values of the output process are within
the prediction interval of 95 % of the predictive distribution is calculated. Subsequently, an
application to a set of financial time series is presented where the forecasts of the returns of
the Bovespa and Colcap indexes are obtained using the returns of the Standard and Poor’s
500 index as a threshold variable and the forecasts are compared with those obtained by a
MTAR model with multivariate normal error distribution.

Keywords: MTAR models, Bayesian statistics, forecasting, predictive distribution, Student’s
t-distribution, nonlinear models.
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1. Introduccion

El andlisis de series de tiempo a través de modelos no lineales permite trabajar con ca-
racteristicas més ajustadas a la realidad que los modelos lineales no permiten, como ciclos
asimétricos, irreversibilidad temporal, multimodalidad y agrupamiento de volatilidad (Cal-
der6n y Nieto, ). Una clase de modelos no lineales son los modelos de cambio de régimen,
donde los datos se caracterizan como pertenecientes a regimenes o estados diferentes y recu-
rrentes. Esta clasificacion permite que las caracteristicas de los datos de series temporales,
incluidas las medias, las varianzas y los parametros del modelo, cambien entre regimenes.
En este contexto, el enfoque Bayesiano de series de tiempo no lineales a través de modelos
de cambio de régimen ha tomado mayor relevancia en los tltimos anos debido a los avances
computacionales y la flexibilidad que brindan estos modelos.

Tong ( ; )y Tong y Lim ( ) introducen los modelos autorregresivos de umbrales
(TAR), mientras que, Tsay ( ) presenta los modelos TAR multivariados (MTAR) junto a
una prueba para detectar la no linealidad con presencia de un umbral en un vector de series
de tiempo. El trabajo de Chen y Lee ( ) es el primer ejemplo de estimacién Bayesiana
de un modelo de umbrales autorregresivos. La estructura de los modelos TAR y MTAR en
conjunto con la metodologia Bayesiana permite a los investigadores proponer aplicaciones y
avances teoricos diversos. Resultado de esta metodologia, los impactos de los modelos TAR
y MTAR han sido importantes como lo resena Tong ( ) a nivel general y Hansen ( )
en los campos de finanzas y economia.

La flexibilidad de esta clase de modelos permite crear variaciones para analizar problemas
especificos, un ejemplo reciente son los trabajos de Calderén y Nieto ( ; ) donde se
presenta la estimacion y prondstico de un modelo MTAR desde el enfoque Bayesiano con
datos faltantes y una aplicacion empirica en el campo hidrologico. Estos autores expanden
al caso multivariado la metodologia de Nieto ( ) quien analiza series de tiempo univaria-
das con datos faltantes mediante un modelo TAR. Por otra parte, Espinosa y Nieto ( )
muestran que es posible representar el efecto de apalancamiento en series financieras a través
de un modelo TAR y son susceptibles a ser adaptados para medir el riesgo de carteras fi-
nancieras. También es posible agregar un componente estacional a los modelos de umbrales,
especificamente, Gonzélez y Nieto ( ) proponen un modelo autorregresivo de umbrales
estacionales multiplicativos con entrada exdgena (TSARX) desde el enfoque Bayesiano y lo
aplican en el andlisis de la variacién mensual de la tasa de desempleo en Colombia.



2 1 Introduccién

De igual manera que en el campo tedrico, los avances computacionales han facilitado apli-
caciones practicas mas amplias. Resalta el trabajo de Li y Tong ( ), donde se propone
el algoritmo de busqueda de submuestra anidada para producir estimaciones més rapidas y
confiables. El algoritmo reduce el niimero necesario de operaciones de minimos cuadrados
para estimar un modelo TAR, lo que conlleva a menores costos computacionales. Asimismo,
Nieto, Zhang y Li ( ) proponen el algoritmo de cadena de Markov de salto reversible
Monte Carlo para identificar un modelo TAR y estimar sus parametros. El algoritmo pue-
de saltar entre modelos con diferentes espacios de parametros dimensionales, al tiempo que
conserva un equilibrio detallado que garantiza la distribucién limite correcta.

La mayoria de las aproximaciones analiticas mencionadas anteriormente asumen una distri-
buciéon normal del proceso de error, sin embargo, muchas veces este supuesto no se cumple en
la realidad; y mas atn en aplicaciones financieras y econémicas. Bartkowiak ( ) vy Wong,
Chan y Kam ( ) demuestran que la distribucién t-Student es apropiada para modelar
fenémenos financieros ya que sus colas mas pesadas pueden tener en cuenta rendimientos
extremos observados en los mercados bursatiles. Ademéds, Chiu, Mumtaz, y Pintér ( ) ex-
ponen que los prondsticos de modelos de series de tiempo que usan la distribuciéon t-Student
tienen una capacidad predictiva superior a los modelos que asumen normalidad.

Teniendo en cuenta este contexto, Zhang y Nieto ( ) proponen una metodologia para la
estimaciéon y prondstico de un modelo TAR cuando el proceso de ruido sigue una distribucion
t-Student desde el enfoque Bayesiano. La metodologia de Zhang y Nieto ( ) es extendida
al caso multivariado por Romero y Calderén ( ) para la estimacién de los pardmetros
no estructurales. Mientras que Ibanez y Calderén ( ) se enfocan en la estimacién de los
parametros estructurales del mismo modelo. Con el panorama anterior, el siguiente paso en
el estudio de los modelos MTAR cuando el proceso de ruido sigue una distribucién t-Student
multivariada es el calculo de sus pronosticos. En este ambito resaltan los trabajos de Nieto
( ) v Calderén y Nieto ( ), donde presentan los prondsticos de los modelos TAR y
MTAR respectivamente, a través de la computacion de las distribuciones predictivas cuando
el proceso de ruido sigue una distribucién normal.

Con el panorama de investigacion expuesto, el objetivo general de este documento es desa-
rrollar un método que permita obtener los prondsticos basados en un modelo MTAR con
distribucién de error t-Student multivariada desde el enfoque Bayesiano. Los objetivos es-
pecificos del documento incluyen hallar la distribucion predictiva para la prediccién futura
del proceso de salida basado en el modelo MTAR con distribucién de error t-Student, pro-
poner un algoritmo que permita obtener el prondstico puntual y los intervalos de prediccién
para el vector de salida, implementar un estudio de simulacién para validar la metodologia
propuesta, realizar una aplicaciéon de pronéstico del modelo MTAR estimado y comparar los



resultados con los pronésticos obtenidos por modelos alternativos.

Para ello, se encuentra la distribucién predictiva Bayesiana que incluye la incertidumbre so-
bre los verdaderos valores de los parametros del modelo MTAR. El procedimiento planteado
se basa en la obtencién de muestras de la distribucién predictiva para obtener el pronostico
puntual e intervalos creibles del proceso de salida. El desempeno del algoritmo planteado se
verifica a través de un estudio de simulacién basado en tres modelos en donde se calcula el
porcentaje de veces en que los valores verdaderos del proceso de salida se encuentran dentro
del intervalo de prediccion del 95 % de la distribucién predictiva. Posteriormente se presenta
una aplicacién a un conjunto de series financieras donde se obtienen los pronésticos de los
retornos de los indices Bovespa y Colcap usando como variable umbral los retornos del indice
Standard and Poor’s 500 y se comparan los prondsticos con los obtenidos por un modelo
MTAR con distribucién de error normal multivariada.

El documento se divide en cuatro capitulos, ademas de introduccion y conclusién. En el pri-
mer capitulo se presentan los aspectos tedricos del modelo MTAR y su estimacion Bayesiana
a través de métodos de cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC). En el segundo se presenta
la distribucién predictiva Bayesiana para pronosticar el vector de salida. En el tercer capitulo
se realizan simulaciones para verificar el comportamiento de la metodologia propuesta en el
capiitulo dos. Por ultimo, se realiza una aplicacion bursatil de la metodologia propuesta.



2. Aspectos teoricos

2.1. Estadistica Bayesiana

La caracteristica principal de los métodos Bayesianos es el uso de probabilidades para cuan-
tificar la incertidumbre de las inferencias basadas en datos estadisticos. La estadistica Ba-
yesiana ajusta un modelo de probabilidad a un conjunto de datos y resume los resultados
con una distribucién de probabilidad sobre los parametros del modelo y sobre cantidades no
observadas, como predicciones para nuevas observaciones. Gelman et al. ( ) muestra que
el analisis Bayesiano se puede dividir en tres fases:

1. Modelo de probabilidad completo: se establece una distribucién de probabilidad conjun-
ta para todas las cantidades observables y no observables en un problema. El modelo
debe ser consistente con el problema y datos a tratar.

2. Distribucion a posteriori: se calcula e interpreta la distribucién de probabilidad condi-
cional de las cantidades no observadas de interés final dados los datos observados.

3. Evaluacion del ajuste del modelo: se evalia el ajuste del modelo a los datos, la sensi-
bilidad a los supuestos del paso uno y se decide si las conclusiones que se obtienen a
partir de las distribuciones a posteriori dan respuestas razonables al problema tratado.

Sea 6 un vector de pardmetros desconocidos, y los datos observados y ¢ las cantidades
desconocidas, pero potencialmente observables. Para realizar enunciados de probabilidad
sobre ¢ dado y, se debe plantear un modelo con una distribuciéon de probabilidad conjunta
para 0 y y. Esta distribucion de probabilidad conjunta se puede escribir como el producto
de la distribucién a priori p(6) y la distribucién de muestreo de datos p(y|6):

p(0ly) = p(0)p(y|0). (2-1)

Al usar la regla de Bayes o la propiedad bésica de probabilidad condicional, se obtiene la
distribucién a posteriori de 6 que tiene en cuenta la incertidumbre de 6 dado los datos:

_p0,y)  p(@)p(ylo) ]
PO =y = T p@p(yio)ae (22)

donde p(y|f) es la funcién de verosimilitud de y. En el contexto de la estadistica Bayesiana

se debe elegir un criterio para generar una estimacion puntual éptima de la distribucién a



2.1 Estadistica Bayesiana )

posteriori de #. En esta direccién, una funcién de pérdida [(#, a) mide el costo no negativo
incurrido de decidir que el pardmetro tiene el valor a, cuando en realidad es igual a 6 (Bickel
y Doksum, ). La funcién de pérdida cuadrética es la funcién de pérdida més comin y
se define como:

10, a) = (q(0) — a)*), (2-3)

donde ¢(f) es un pardmetro de valor real. Teniendo en cuenta las ecuaciones (2-2) y (2-3),
la estimacion Bayesiana con una funcién de pérdida cuadratica es la solucién al siguiente
problema de minimizacién:

min ¢(0) = Ey,[1(6,6)]
- : (2-4)
con Eay [16,6)) = [ 1(6,0)p(61y)ds
e
donde c es una constante conocida y Ly, es la estimacion de la funcién a posteriori de 6 que

minimiza la funcién de pérdida cuadratica.

Con la misma logica de la ecuacién (2-2), dado que los datos y ya han sido observados, se
pueden predecir los valores futuros de ¢ a través de la distribucién a posteriori predictiva.
A posteriori porque es condicional a los valores observados de y, predictiva porque es una
prediccién para un g (Gelman et al., ). Ahora bien, dicha distribucién predictiva esta
dada por:

p(3ly) = / p(5.0]y)d6
- / p(316, 9)p(6ly)d8 (2:5)
- / p(710)p(6]y)do,
©

donde p(7|f,y) es la distribucién de § dado 6 y y. La segunda y tercera linea muestran la
distribucion predictiva a posteriori como un promedio de predicciones condicionales sobre
la distribucién a posteriori de #. El ultimo paso se deriva del supuesto de independencia
condicional de y y y dado 0. En el caso de series de tiempo multivariadas, la decision Ba-
yesiana consiste en elegir el prondstico que minimice la pérdida esperada condicionada a la
informacién disponible de Yy = (y1,...,yr):

E[£<a7yT+1:T+H)|YT] = /5(617 yT+1:T+H)p(yT+1:T+H|YT)dyT+1:T+H7 (2-6)

donde L(a,yri1.71m) es una funcién de pérdida dada. En el caso especifico de la funcién de
pérdida cuadratica (a —yri1.7+1)" (a —yri1.7+m), la solucién es el valor esperado condicional
a(Yr) = E(yrs1.7+u|Yr). Por tltimo, es importante exponer los dos tipos de distribuciones
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a priori que se pueden aplicar en la inferencia Bayesiana. Las distribuciones a priori informa-
tivas implican que existe suficiente informacién para asociar una distribucién al parametro
0 de interés. Sin embargo, Gelman et al. ( ) argumentan que dicha distribucién a priori
informativa no debe concentrarse demasiado en torno al valor real del parametro, ya que la
informacion sobre 6 contenida en los datos del problema superaran cualquier especificacion
de probabilidad a priori elegida. Mientras que las distribuciones a priori no informativas
representan los casos en los que no se tiene informacién sobre la distribucién del parametro.
La justificacion para usar distribuciones no informativas es evitar que las inferencias se vean
afectadas por informacion externa a los datos del problema.

2.2. Métodos de simulacion MCMC

Las cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC) son métodos de simulacién para generar
muestras aleatorias de una distribucion de probabilidad y asi, estimar cantidades o pardme-
tros de interés. Su uso en inferencia Bayesiana ha sido extenso, ya que en la mayoria de los
casos la forma analitica de la distribucion objetivo no pertenece a una familia de distribu-
ciones conocidas, ademas de ser compleja y de alta dimensionalidad. La idea principal del
método es construir una cadena de Markov tal que su distribucién de equilibrio sea la dis-
tribucién objetivo. Las realizaciones de Monte Carlo de dicha cadena de Markov se pueden
usar como muestras de la distribucién objetivo. Gelman et al. ( ) argumentan que el
éxito de los métodos MCMC se basan en la mejora de las distribuciones aproximadas que
se da en cada paso de la simulacién, con lo que el método converge a la distribucién objetivo.

Una cadena de Markov es un proceso estocastico Xi,...,X;,... con densidad condicional
igual a:
P(Xe| X1, Xia, .. ) = p(Xi| X)) (2-7)

Las cadenas de Markov tienen la propiedad de que X; sélo depende del estado inmediata-
mente anterior del sistema X;_;. Una cadena de Markov es homogénea si estd completamente
especificada por la densidad de probabilidad de transicién de un paso p(.|z) = p(X;11| X = 2)
para todo t. En otras palabras, las probabilidades son las mismas en cada paso y no dependen
del tiempo en que se consideren. De acuerdo con Tsay y Chen ( ), los métodos MCMC
se basan en el siguiente resultado: para una cadena de Markov ¢-irreducible y aperiédica
con densidad de transicién p(x;|z,_1), si es invariante respecto a 7(z) entonces la cadena de
Markov es ergddica, con m(z) como su distribucién de equilibrio.

Una cadena de Markov es irreducible si se puede llegar a cualquier conjunto A desde cual-
quier otro conjunto B con probabilidad distinta de cero. Es aperiddica si para cualquier
conjunto A, el nimero de pasos necesarios para volver a A no siempre debe ser un multi-
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plo de algin valor k. Ademas, la cadena es invariante si existe una densidad m(x) tal que
m(y) = [ p(ylz)r(z)dz. La ergodicidad de la cadena implica el teorema ergddico, segin el
cual, si una cadena de Markov es ergddica, entonces la ley de los grandes niimeros se cumple,
es decir, T — E.(z) donde 7(.) es la distribucién de equilibrio. Ademéds, empezando con
xo ~ g(z), la distribucién de X; converge a m(x).

Teniendo en cuenta lo anterior, los métodos MCMC construyen una regla de transicién p(y|z)
de modo que la cadena de Markov resultante sea ergddica, con la distribucién objetivo (.)
como su distribucién de equilibrio. Dada una distribucién condicional p(y|x) apropiada para
muestrear y a partir de x, se comienza con Xy = zy € (2, e iterativamente se generan
muestras de x; ~ p(y| X1 = x,1),t = 1,.... Las muestras resultantes Tg1,...,Zxim
siguen aproximadamente 7(x). Para reducir el impacto del valor inicial, los primeros valores
simulados (iteraciones de burn-in t = 1,..., K) se eliminan. A partir del proceso anterior,
wn = Er(z) se estima como:
K+m

= S h(r). (2:5)

j=K+1

Ademas de la estimacién puntual, se pueden computar los intervalos creibles, que tienen la
capacidad de describir y resumir la incertidumbre relacionada con los parametros descono-
cidos que se intentan estimar. Ya que la inferencia Bayesiana devuelve una distribucién a
posteriori, el intervalo creible es el rango que contiene un porcentaje particular de valores
de la distribucién a posteriori. En otras palabras, el intervalo creible del 95% es el rango
de valores que representan el 95 % de la distribucién a posteriori, es decir, hay un 95 % de
probabilidad de que la estimacién de un pardametro desconocido se encuentre dentro del in-
tervalo, dada la evidencia proporcionada por los datos observados.

Un algoritmo MCMC rara vez se inicializa a partir de su distribucién invariable, existe un
periodo de calentamiento o quemado en el que el estado de la cadena de Markov depende
del punto de partida inicial. Para compensar esto, se descartan las primeras B iteraciones,
y se elige un N que sea lo suficientemente grande para que la cadena alcance su régimen
estacionario.

2.2.1. Algoritmo de Metropolis-Hastings

El algoritmo Metropolis-Hastings es una técnica popular para construir cadenas de Markov
con una distribucién invariante dada (Karlsson, ). El algoritmo Metropolis-Hastings con-
sidera dos distribuciones: la distribucién objetivo o y la distribuciéon condicional propuesta
q(z*|x) de la que se extrae una muestra z* para el nuevo estado de la cadena de Markov. Si el
estado actual de la cadena es x, entonces, de acuerdo con el algoritmo Metropolis-Hastings,
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la cadena se mueve a su nuevo estado x* con probabilidad:
0($*)Q($|¢6*)]

o(x)q(z*|x)

Debski ( ) expone el pseudocédigo del algoritmo Metropolis-Hastings de la siguiente

P(z,z*) = min [1, (2-9)

forma:

1. Inicializar con z°.

2. Repetir para cada 1.
» Generar un nimero aleatorio uniforme u ~ U(0,1).

» Generar una muestra de prueba z* ~ g(z*|z?).

» Siu< P(z%,2*) =min |1 olz)a@lz?) | ontonces 7t = ot
’ o(z)g(z*|zt) |° ’
i+1

de lo contrario z*t! = zt.

m =1+ 1.
3. Continuar hasta que se genere un niimero suficiente de muestras de {z'}.

El algoritmo Metropolis-Hastings generaliza el algoritmo basico de Metropolis, ya que la dis-
tribucién condicional propuesta g(z*|z) ya no necesita ser simétrica, es decir, no es necesario
que ¢(z*|z) = q(z|z*) (Gelman et al., ). La convergencia del algoritmo Metropolis-
Hastings a la distribucién invariante se da en el limite de un niimero infinito de iteraciones.
Por lo tanto, siempre existe una probabilidad diferente de cero de que la cadena alcance la
etapa invariante después de un nimero finito de iteraciones. Debski ( ) argumenta que
la duracién de este periodo de desequilibrio (burn-in) depende de la distribucién propuesta
q(x*|z"), especialmente en el caso de una z multidimensional. El ancho de la distribucién
condicional propuesta se refiere a la varianza de la distribucién que determina la probabili-
dad de transicién entre estados en la cadena. Si q(z*|z") es demasiado delgada, se cae en el
riesgo de sobre-muestrear una parte de la cadena y, en consecuencia, solo se muestrea una
seccién de o(x). Mientras que si g(z*|z") es demasiado ancha, la tasa de rechazo puede ser
muy alta debido a un intento de muestrear distintas partes del espacio.

La eleccién de la distribucién propuesta g es determinante para el desempeno de la cade-
na de Markov y es importante que esté bien adaptada a la distribuciéon a posteriori. Una
posibilidad es extraer a ¢(z*|x) de una densidad fija f(z), ya que es importante para el
rendimiento de la cadena que la distribuciéon propuesta se adapte bien a la distribucién a
posteriori en todo el espacio de parametros (Karlsson, ). La segunda alternativa se da
cuando los pasos de la distribucién propuesta ¢ siguen una caminata aleatoria, en este caso
el algoritmo implementado se denomina como Metropolis-Hastings con caminata aleatoria.
En dicho algoritmo, la transicion entre los estados de la cadena se realiza utilizando una
caminata aleatoria, para pasar al siguiente estado de la cadena se agrega un término de
ruido aleatorio extraido de una distribucién normal al estado actual.
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2.2.2. Muestreador de Gibbs

El Muestreador de Gibbs se puede emplear cuando los estados de la cadena 2 son vectores
de dos o mas dimensiones y se pueden extraer muestras de las distribuciones condicionales

completas de todos los pardmetros o bloques de ellos. Sea = € X, x = (r1, %2, ...,2xy) donde
N es la dimensiéon de X y el conjunto de vectores con £ = 1,2,..., N con el componente
k-ésimo eliminado es x_j = (21,22, ..., Tk 1, Tpy1,--.,TN). Se asume que se conocen todas

las probabilidades condicionales de o(z;,2_;) y la probabilidad para un cambio del j-ésimo
componente en un solo movimiento de la cadena desde el estado actual z% j es:

o o(xf|a’ ;) sia* = a2’
q;(x"|x") = ! 2-10
(1) { 0 de lo contrario. ( )

La distribuciéon propuesta en el algoritmo Metropolis-Hastings se puede tomar como el pro-
ducto con respecto a todas las componentes de x:

q(a*|2") = qu(ﬂf*lxi), (2-11)

con lo que la probabilidad de cambio de estado de Metropolis-Hastings es:

P(z',2%) = min 1,((,—
|y e@)alzlaty)

=min | L[ )] (2-12)
. U(“Lj)

= min 1’H0(xi)] =

Por lo tanto, todas las muestras recién generadas siempre se aceptan dado que es posible

muestrear directamente todas las distribuciones condicionales. De esta manera, el muestrea-
dor de Gibbs es un caso especial del algoritmo de Metropolis-Hastings en que la relacion de
aceptacion es siempre uno. Debski ( ) expone el pseudocddigo del muestreador de Gibbs
de la siguiente forma:

1. Inicializar con z°.

2. Repetir para cada 1.

= Generar una muestra de ™

~ (x|, ok, ... xh).

» Generar una muestra de 25t ~ o(zo|2d, 2%, ..., 20).

i+1 )

» Generar una muestra de z ~ o (z, |z}, 25, ... 2t
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m =1+ 1.
3. Hasta que se genere el niimero requerido de muestras.

El muestreador de Gibbs es adecuado para el cdlculo Bayesiano, ya que se basa en las
distribuciones condicionales de subconjuntos del vector de pardmetros. Resulta mas sencillo
generar numeros aleatorios a partir de las distribuciones a posterioris condicionales de un
subcojunto del vector de parametros, incluso si dicha distribucién no es estdndar (Karlsson,

). El muestreador de Gibbs es sencillo de implementar y la forma del muestreador se
deriva directamente del modelo cuando las distribuciones condicionales son distribuciones
conocidas.

2.2.3. Comprobaciéon de convergencia

Se requieren herramientas de diagnéstico MCMC para decidir la convergencia de las cadenas
al estado de estacionariedad (Karlsson, ). Aunque en general, cuanto més larga sea la
cadena, mejores estimaciones produce, en la practica es recomendable utilizar reglas para un
uso eficiente de los recursos computacionales. A continuacion, se exponen los dos diagndsticos
de MCMC mas usuales que pueden ser empleados para decidir la convergencia de la cadena
de Markov a una distribucion estacionaria.

Criterio de Geweke

Geweke ( ) propone un diagndstico de convergencia para cadenas de Markov basado en
una prueba de diferencia de las medias de la primera parte n, y tultima parte n;, de una
cadena de Markov (usualmente el primer 10 % y el ultimo 50 %). Si las muestras se extraen
de la distribucién estacionaria de la cadena, las dos medias son iguales y el estadistico de
Geweke tiene una distribucion normal asintéticamente estandar. En otras palabras, si la
cadena ha convergido después de m pasos, la distribucién de las muestras m+1,...,m+n,
es igual a la distribucién de las muestras al final de la cadena. La estadistica de prueba es
Z-score estandar, es decir, la diferencia entre las medias de las dos muestras dividida por su
error estandar estimado: _ _

7, = —2a—ba (2-13)

\/ VGT‘(@_A — Q_B)

El error estandar se estima a partir de la densidad espectral en cero y, por lo tanto, tiene en

cuenta cualquier autocorrelacion.

Criterio de Gelman y Rubin

Gelman y Rubin ( ) proponen un enfoque general para monitorear la convergencia de
los resultados de los métodos MCMC en el que se ejecutan m > 1 cadenas paralelas con
valores iniciales que tienen sobre-dispersién en relacién con la distribucién a posteriori. Se
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basa en una comparacion de varianzas dentro de la cadena y entre cadenas, y es similar a
un andlisis cldsico de varianza. Karlsson ( ) expone el criterio de Gelman y Rubin ( )
)

para la estimacion Bayesiana de modelos de vectores autorregresivos. Sea ng la salida de la

cadena 7 para m cadenas ejecutadas con n = R — B pasos desde la etapa de calentamiento,
la varianza entre cadenas (B) y dentro de cadenas (W) se define como:

m m n

B= mi =D (@9 W= ﬁ 2. (9(67) - 5)°

i=1 i=1 j=1

R T N e
con g; = o Zg(ezm)a 9= Ezgl
j=1 i=1

(2-14)

La falla de convergencia o la convergencia en diferentes distribuciones estacionarias después
del periodo de calentamiento se puede identificar mediante la variacién entre cadenas, que
es mayor que la variacion dentro de la cadena. Si las cadenas han convergido después de B
muestras, se tienen dos estimaciones no sesgadas de la varianza, V = (1—1/n)W+B/ny W.
La primera tiende a sobrestimar la varianza si no se ha logrado la convergencia (la variacién
entre cadenas es grande) y la segunda tiende a subestimar la varianza (las cadenas no han
tenido tiempo de explorar el espacio de pardmetros completo). Karlsson ( ) expone que
el diagndstico de convergencia es r = /V/W, y ademds sugiere como regla general para
aceptar la convergencia tener r <1.2 para todas las cantidades monitoreadas.

2.3. Precision de los prondsticos

En esta seccion se introducen las métricas elegidas para evaluar y comparar el desempeno
de pronostico del modelo propuesto con un modelo alternativo. Para ello, se comparan los
prondsticos obtenidos con base en el error cuadrdtico medio multivariado (MSE) y error
cuadrético medio relativo multivariado (ReIMSE) en cada horizonte de prondstico a partir
de la metodologia de validacion cruzada de series de tiempo o método Rolling. Ademas
se realiza la prueba de Diebold y Mariano ( ) para determinar estadisticamente si el
pronostico de un modelo es mas preciso que el de otro.

2.3.1. Validaciéon cruzada de series de tiempo

Hyndman y Athanasopoulos ( ) argumentan que la precisién de los prondésticos se de-
be determinar considerando qué tan bien funciona un modelo con datos nuevos que no se
usaron cuando se ajusto el modelo. Para ello, se separan los datos disponibles en datos de
entrenamiento y de prueba, donde los primeros se utilizan para estimar los parametros del
modelo de interés y los segundos para evaluar su precision.



12 2 Aspectos tedricos

En el procedimiento de validacion cruzada de series de tiempo o método Rolling, hay una
serie de conjuntos de prueba, del cual su correspondiente conjunto de entrenamiento consta
solo de observaciones que ocurrieron antes de las observaciones que forman el conjunto de
prueba (Hyndman y Athanasopoulos, ). La longitud de los conjuntos de prueba depende
de qué tan lejos se desea pronosticar y la precision del prondstico se computa con una métri-
ca basada en los errores de pronéstico del conjunto de prueba como el error cuadratico medio.

Para llevar a cabo el proceso anterior, el conjunto de datos se divide inicialmente en una
muestra de entrenamiento y una muestra de prueba. Posteriormente, se ajusta el modelo
utilizando la muestra de entrenamiento y se realizan predicciones de h pasos adelante para
la muestra de prueba (Zivot y Wang, ). Dado que el conjunto de datos contiene los
verdaderos valores del conjunto de prueba, se pueden formar errores de prediccion de h pa-
sos adelante. A continuacion, la muestra de entrenamiento avanza un paso y el ejercicio de
estimacion y predicciéon se repite hasta que ya no es posible hacer méas pasos de prediccion.
Luego, se resumen las propiedades de prediccion de h pasos adelante y se utilizan para eva-
luar la precision del modelo propuesto.

La longitud de la muestra de entrenamiento se mantiene constante en todo el proceso, es
decir, a medida que se incluyan una nueva observacién, se elimina la primera. De esta forma,
para ventanas de muestras de estimacién de longitud n con n < T, {Y,,}, {X,} vy {Z.}
son procesos estocdsticos tales que Y, = (Yin,...,Yi)', X0 = (Xin, -, Xon) vy {Z,} un
proceso univariado de tamano (n x 1). Las n observaciones de {Y,,}, {X,} v {Z,} son los n
valores més recientes desde el tiempo t —n+1 a t (Zivot y Wang, ). La suma de errores
al cuadrado (SEC) via Rolling para cada horizonte de prondstico h donde Y contiene los
verdaderos valores del proceso y Yt+h|t contiene los pronosticos obtenidos obtenidos a partir
de un modelo en funcién de sus propios rezagos, {X,,} y {Z.}, se define como:

SEC(h) = tr((Yirn — Yienr) (Yien — Yianpr)), (2-15)

donde t denota el momento final de la muestra de estimaciéon y h el horizonte de prondsti-
co. En el proceso Rolling se generan errores de predicciéon de h pasos adelante a medida
que la muestra de prueba avanza, el conjunto de errores resultantes para cada horizonte de
prondstico (h) considerado puede ser utilizado para computar distintas métricas de preci-
sion de los pronésticos. Teniendo en cuenta lo anterior, el error cuadrético medio (MSE(h))
multivariado via Rolling del horizonte de prondstico h se define como:

1
T—n—h+1

MSE(h) = SEC(h) x (2-16)
A partir del MSE(h) se puede calcular el error cuadratico medio relativo (RelMSE(h)) que
es la razon entre el error cuadratico medio del modelo propuesto y el error cuadratico medio
de un modelo alternativo o de referencia con el que se desee comparar la precision de los
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prondsticos obtenidos. Su principal ventaja es la facilidad de interpretacion, esta medida re-
lativa mide la posible mejora del método de prondstico propuesto en relacién con el método
de pronéstico de referencia. Cuando el RelMSE es menor a uno, la precision de los prondsti-
cos del método propuesto es mayor que el método de referencia. Mientras que si el RelMSE
es mayor a 1, el método propuesto tiene una menor precisién que el método de referencia.

2.3.2. Prueba de Diebold y Mariano

Para complementar los resultados obtenidos por el calculo del MSE y RelMSE se realiza la
prueba de Diebold y Mariano ( ). Esta prueba utiliza los errores de prondstico h pasos
adelante para determinar estadisticamente si el prondstico de un modelo es més preciso que
el de otro. Sea éiﬁft Efil)t
competencia ml y m2, N el numero de prondsticos de h pasos, d; se define de la siguiente

y € los errores de prondstico de h pasos adelante de dos modelos en

forma:

A(ml ~(m2
dt - [5§+h|)t]2 - [€§+h|)t]2’ (2—17)

donde d; se nombra como pérdida diferencial. con lo que es posible definir definir d:

1 X
d=~ ;dt. (2-18)

Para N > k > 1, la autocovarianza v, de d; de orden k se puede estimar como:

N
1 : :
= > (dr — d)(diy — d). (2-19)
t=k+1
Con lo anterior, el estadistico de Diebold y Mariano ( ) tiene la siguiente estructura:
d
DM = (2-20)

Vo +2507 1 5/N)

La hipétesis nula indica un MSE igual para los dos prondsticos, es decir, igual precisiéon en
los pronésticos, frente a la alternativa de que un modelo tiene un MSE mas pequeno, es
decir, mejor precisién en los prondsticos frente a su comparativo. Bajo la hipétesis nula, el
estadistico de prueba DM sigue una distribucién normal estandar (Zivot y Wang, ). Por
lo tanto, hay una diferencia significativa entre los prondsticos si |[DM| > z..; donde ze.i; es
el valor critico de dos colas para la distribucion normal estandar. Vale la pena aclarar que el
supuesto clave para usar la prueba de Diebold-Mariano es que la serie de pérdida diferencial
d; es estacionaria. La prueba de Diebold y Mariano ( ) tiende a rechazar la hipétesis
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nula con demasiada frecuencia para muestras pequenas. Debido a ello, Harvey, Leybourne y
Newbold ( ) proponen la siguiente modificacién al estadistico DM:

N+4+1—2h+N"'(h—1) 1/2><DM

HLN = )
N

(2-21)
donde DM es el estadistico DM original de la ecuacién (2-20) y el estadistico HLN sigue una
distribucién t-Student con N — 1 grados de libertad. Harvey, Leybourne y Newbold ( )
demuestran que el rendimiento del estadistico de prueba HLN es mejor que el del estadistico
DM, especialmente en muestras pequenas. Ademas tiene un mejor rendimiento cuando los
errores de prondstico estan autocorrelacionados o tienen una distribucién no normal.

2.4. Modelo multivariado autorregresivo de umbrales con
distribucion de error t-Student multivariada

2.4.1. Especificacion del modelo MTAR

El modelo MTAR representa la relacion entre tres procesos estocasticos multidimensio-
nales {Y;}, {X:} v {Z;}, llamados procesos de salida, covariables y umbral, respectiva-
mente. Ahora bien, sea {Y;} v {X;} procesos estocésticos tales que Y; = (Yig, ..., Yie)' v
Xy = (Xugy ..., Xor)' v sea {Z;} un proceso univariado. {Y;} sigue un proceso MTAR con
variable de umbral {Z;} si:

) Pi () %G () 4 () 12 .
Y, = ¢y +Zizl¢g Y;—“inzlﬁf] Xt_i+zi:15f Zy i+ S e sir 1 < Zy <rj (2-22)

Si {Y;} sigue el proceso descrito en la ecuacion (2-22), el modelo MTAR resultante se denota
como:

MTAR(L,p1, ... 01, q1s -y Qs dry ..y dy), (2-23)

donde 7 = 1,...,l, con [ > 2 el nimero de regimenes, y 79, 71,...,7_1,7; los umbrales del
modelo que definen los regimenes siendo tales que —co = ro < r; < ... < 11,7 = 00.{&} es
un proceso independiente e idénticamente distribuido, y por cada ¢, €, sigue una distribucion
t-Student multivariada con vector de medias 0, matriz de covarianza [ de orden k, v grados
de libertad y es mutuamente independiente de {Xt} y {Z:}. Para j = 1,...,1, los pardmetros
no estructurales del modelo son las matrices ¢; U) de tamaio k x 1, ¢; U) con i = 0,1...,p;de
tamano k x k, ﬁi coni=0,1,...,¢; de tamano k x v, 51(3 coni=0,1,...,d; de tamaﬂo
kEx1y 22]/)2 de tamano k x k. De esta forma, el vector de parametros no estructurales es:

Oyns = (07, ..., 0;, vec(X)"), (2-24)
con 0; = vec(A;), Aj = (¢ 2 (f),..., ](fj), §”,..., b ,5? ,...,5(‘7))an7 yn;=1+kp;+

v.q; + d;) para j = 1,. ..,l, Y = (X4,...,%;). Los nimeros enteros p;, ¢; y d; con j =
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1,...,l representan los 6rdenes autorregresivos de cada régimen, los valores de los umbrales
se denotan como r = (r1,...,7,_1) vy el nimero de regimenes como [. Los niimeros enteros
Pj, ¢j, dj, 'y Lcon j =1,...,1 se definen en conjunto como los pardmetros estructurales del
modelo y se representan como:

Gys - <p17 e PLqy . Jqladh s 7dlarlul)/' (2_25>

Teniendo en cuenta lo anterior, el modelo MTAR presentado tiene el siguiente vector de
parametros completos:

0, = (Byns, Oys)' . (2-26)

Ahora bien, sea U; = (Z;, X{)' el proceso estocdstico que incluye el proceso de umbrales y
de variables exdgenas. Para efectos de prediccién, se puede asumir que {U;} es una cadena
de Markov homogénea de orden b-ésimo de dimensién (v + 1), donde b es un nimero entero
mayor que cero con densidad estacionaria f,(-) v densidad de kernel de transicién f,(-|-).
Ademés, no hay retroalimentaciéon de {Y;} a {U;}, es decir, la cadena {U;} es exdgena,
con esto es posible obtener los prondsticos de {U;} de tal forma que no dependan de {Y;}.
Sea § = (0,,0,) el vector de pardmetros completos del modelo compuesto por el vector de
parametros 6, del modelo MTAR y el vector de parametros 0, la cadena de Markov, se asume
que el proceso probabilistico de la cadena de Markov u = (uq,...,ur) no depende de los
pardmetros 6, y de manera similar, se asume que la densidad conjunta de y = (y1,...,yr)
condicional a u y (6y,6,) no depende de 6,. Teniendo en cuenta lo anterior, la funcién de
verosimilitud de # se puede escribir como:

Elmodelo MTAR expuesto es lineal a trozos en el espaciode Zy, ..., Z;_q, Xi—1, ..., Xi—g, Vi1,
.., Yi, con p = max{py,...,p} pero es no lineal en el tiempo. La utilidad de los modelos
de umbrales se debe al hecho de que las funciones lineales definidas por regimenes propor-
cionan tipicamente una aproximacion mas simple y facil de manejar a series no lineales que
un sistema no lineal con mayor cantidad de pardmetros.

2.4.2. Pruebas de no linealidad

El primer paso para ajustar el modelo MTAR presentado en la secciéon anterior, consiste
en determinar si {Y;} sigue un proceso no lineal con umbral. En este caso, se implementa
la prueba desarrollada por Lo y Zivot ( ), que es la extensiéon multivariada del test
de linealidad desarrollado por Hansen ( , ). El método de Hansen para probar la
linealidad en modelos TAR univariados basados en pruebas de hipdtesis anidadas se puede
extender para probar la linealidad en casos multivariados. La prueba de Lo y Zivot ( )
tiene la ventaja de basarse en la forma especifica del modelo de umbrales bajo la hipdtesis
alternativa, a diferencia de procedimiento no pardmetricos como la prueba de Tsay ( ).
De esta forma, en el caso multivariado se contrastan las siguientes hipétesis:



16 2 Aspectos tedricos

i Hy: los datos siguen un modelo vectores autorregresivos (VAR) lineal.
ii H,: los datos siguen un modelo MTAR con [ regimenes.

Para realizar el test, Lo y Zivot ( ) proponen el estadistico Sup-LR (supremo de un
conjunto de estadisticas de razén de verosimilitud) computado de la siguiente forma (que es
equivalente al sup-Wald o al supremo de un conjunto de estadisticas de Wald):

LRy = T(Ln|S| — Ln|S)), (2-28)

donde [ > 1 corresponde al ntiimero de regimenes y ¥ y ¥; son las matrices de covarianzas
de los residuos de los modelos VAR(P) y MTAR(l), respectivamente. La distribucién de
LRy no es estandar, por lo que se usa el procedimiento Boostrap implementado por Hansen
( , ) para computar los p-valores para varias pruebas de linealidad basadas en el
estadistico L Ry;. Para complementar los resultados de la prueba anterior, se realiza la prueba
de no linealidad de Tsay ( ) cuyo objetivo es detectar la no linealidad de tipo umbral
de {Y;} asumiendo que p,q y d son conocidos. La hipétesis nula enuncia que {Y;} es lineal
contra la alternativa en la que {Y;} sigue un modelo MTAR. Sea h = maz{p, d, q}, el vector
Wi= (LY, 1, s Yip Tt_1,- -+ T4_,) de tamafio pk + qv + 1 y la matriz no conocida ®. Si
la hipdtesis nula se cumple, el modelo colapsa a:

Y, = Wi® + <, (2-29)
para t = h + 1,...,n y valores independientes de la variable de umbral Z. Sea S =
{2h+1-d,-- -, Zn—q} €l conjunto de valores de Z;_4 y 2(; el elemento i-ésimo mas pequeno

de la estadistica de orden de S. La regresion ordenada basada en el orden creciente de la
variable umbral es:

Yinsd = Wiiyra® + €y ras (2-30)

A

donde ¢ = 1,...,n — h y ®,, es el estimador de minimos cuadrados de ® basado en las
primeras m observaciones. Ademas, se considera la regresion 772@ a= Wt’(l) LAYt é;(z) Lq Con
l=mog+1,...,n—h. Tsay ( ) propone el siguiente estadistico para probar la hipétesis
Hy : ¥ =0 contra la alternativa H, : ¥ # 0:

C(d)=[n—h—mg— (kp+vg+ 1)][In|So| — In|Si|],

n—h
1
con Sy = ——— M) +aTl; y
n—h—mo l§+1 it (2-31)
1 n—h
S =—— 3 A’
Yn—h— mo l:%.:-i-l SR

donde £,
determinante de una matriz y d indica el rezago de la variable de umbral. Bajo la hipdtesis

; son los residuales de minimos cuadrados de la regresion de 7y(m+1)+4, || €s el
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nula, {Y;} es lineal, y bajo la alternativa es no lineal de tipo umbral. Tsay ( ) demuestra
que C(d) se distribuye chi-cuadrado de forma asintética con k(pk + qu + ¢) grados de liber-
tad. Por su parte, Nieto y Hoyos ( ) muestran que el estadistico C'(d) tiene una potencia
mayor que otras pruebas estadisticas similares para probar la misma hipotesis nula.

2.4.3. Funcion de verosimilitud

Kibria y Joarder ( ) definen la funcién de densidad de probabilidad de una distribucién
t-Student k-variada como:

 T((v+k)/2) 1 B — (k) /2
flx) = (7v)F20 (v /2)| S| /2 1+;(33—N)E (x — p) ’

(2-32)

donde I' es la funcién Gamma, = es el valor realizado de un vector aleatorio X de tamano
p X 1, ¥ es una matriz definida positiva de parametros de escala de tamano p x p y v son
los grados de libertad. La variable aleatoria k-variante X tiene un vector medias p y matriz
de covarianzas —*53 con v > 2. A partir de la definicién anterior, Kibria y Joarder ( )
enuncian la siguiente propiedad para la distribucion t-Student k-variada:

Propiedad 1: Sea X una variable aleatoria distribuida t-Student multivariada con vector de
media p, matriz de covarianza Y y v grados de libertad, si A es una matriz no singular y
b un vector de constantes, entonces AX + b se distribuye t-Student k-variada con vector de
medias Au + b, v grados de libertad y matriz de escala A¥XA’. Los grados de libertad para
la distribucién de la combinacion lineal siguen siendo los mismos.

Ya que {e;} es un proceso independiente e idénticamente distribuido, y por cada t, &; sigue
una distribucién t-Student multivariada con vector de medias 0, matriz de covarianza I}
de orden k y v grados de libertad, a partir de la Propiedad 1, Romero y Calderén ( )
demuestran que:

j P (5 RN dj
Py, - Y1, 2, 2, 0y) ~ Lo (()]) + Zizlgb’(ﬁn_i + Zi:1ﬁl'(])Xt_i * Zz’:l(s’@Zt_i’ ),

(2-33)
es decir,
__ Mw+m/2) L, ]
PYelyr, - - Y1, 2,0,) = T 2) B L+ —eier , (2-34)
Romero y Calderén ( ) demuestran que que la funcién de verosimilitud basada en el

modelo MTAR parat =p+1,...,T y a partir de la factorizacién de la ecuacién (2-33) es



18 2 Aspectos tedricos

igual a:

T((v+k)/2) 17" Le 1,
p(y|u, Qy) = {%} tl;IH ‘E(J')| / tl;{1 |:1—|—;€t€t

_1/9 . P, . 4 . d. .
con ey =537 (v o)+ 7 0+ Y A T 002

donde v son los grados de libertad del proceso de ruido.

:| —(v+k)/2

(2-35)

2.4.4. Estimacion de parametros no estructurales

El proceso para estimar los pardametros no estructurales del modelo consiste en extraer
muestras de la distribucién condicional completa p(6y,s|y1.7, w11, 8ys) de los pardmetros no
estructurales dados los datos de los procesos de salida, covariables y umbral y los pardametros
estructurales. En la siguiente exposiciéon se asume que los parametros estructurales ya han
sido estimados o identificados previamente con otros métodos, y se sigue el proceso de estima-
cién propuesto por Romero y Calderén ( ). Los pardmetros de interés son independientes
a priori y a partir de sus distribuciones a priori individuales se obtienen las distribuciones
condicionales completas. Romero y Calderén ( ) proponen la siguiente distribucién a
priori no informativa para las matrices autorregresivas 6;) en el régimen j:

p(6;) = K, K € RY, (2-36)

y a partir de la distribucion anterior y la funcién de verosimilitud del modelo de la ecuacién
(2-35), demuestran que la distribucién condicional completa para 6(;)|0;),i # j con j =
1,...,l no pertenece a una distribucién conocida y es:

p(e(J)‘e(’L)a i 7& j?za U1.T, Y115 Qyns) = p(y1:T|U1:T> 07 27 V)p<9(]))

N l%r‘p ﬁ S ﬁ {1+%sgat]_(y+w2

t=p+1 t=p+1
—(v+k)/2
o H [1 + —sget}
{t:jt=5}
1 , A , S
o« TT |1+ 5= v, 0 mgysgion - e ne)|
{t:4e=4}
(2-37)
donde wy ; = (Liy, 4, ,yg,p]., L1 oo Tt—gly Bt—15 - - - 7Zt*dj);7]~><1 yW; = (wtl,j7 ce 7thj,j)77j><Nj
y t14,--.,tn;; son los puntos donde r;_; < Z; < r;, N; es el numero de observaciones en

régimen j y n; = (1 + k.p; + v.¢; + d;). La distribucién a priori de los grados de libertad v
también es no informativa de la forma:

P(V) = K x ](274_00)(7/)7 K e R+, (2—38)
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y su distribucion condicional completa es:

p(V|X,0, ur.r, Y17, Oyns) = p(yrr|urr, 0,2, v)p(v)

N {%} - ﬁ S| ﬁ {14—%82@] R

t=p+1 t=p+1 (2-39)
D((v+k)/2) 177 + 1, e
w1 [eaee]
=p+1
Romero y Calderén ( ) descomponen la matriz de covarianzas de la siguiente forma:
%) = diag (o)) Py diag (o) , (2-40)

donde o;) es un vector de tamano k x 1 de las desviaciones estdndar escaladas del régimen
7y diag (U(j)) es una matriz diagonal cuyos elementos son o) = (a(lj),a@j), e ,O'(kj)>.
Mientras P(;) es una matriz de correlaciones simétrica de tamano k x k para el régimen j cuyos
elementos son los coeficientes de correlacion escalados siguiendo la descomposicion propuesta
por Barnard, McCulloch y Meng ( ). Para el vector de desviaciones esténdar escaladas,
Romero y Calder6n ( ) proponen la siguiente distribucién a priori no informativa:

P(o() = K X Lo400)(0(1j)) X L0.400)(02)) X - X L0400 (00p)), K € BT, (2-41)
y su distribucion condicional completa es:

p<0(j)|0(i)vi # 7, P, 0, ur.r, i1, 9yns) = P(91:T|U1:T7 0,3, V)P(U(j))

. {%} T-p ﬁ DN ﬁ [1+ %62@] (k)2

t=p+1 t=p+1
—N; T 1 12 , I m—1/2 . ~tk)/2
x |E(j)|T H {1 + ;(E(j) (Y; — (Wt,j 0%y Ik)Qj)) (Z(j) (Y; — (W 0%y Ik)Q )
t=p+1
(2-42)

La distribucién a priori para los coeficientes de correlacién escalados también es una distri-
bucién a priori no informativa de la forma:

P (Py) = Tean(pn) x Iean(pa) x oo X Tean (puzn ), (2-43)
y su distribucion condicional completa es:

p(P(j)|7D(i),i %j;U,Q,U1:T,y1:T,9yns) = (yl'T|U1~T79 b V) (P(j))

- [Mr—? ﬁ | diag (o)) P diag (o)) |7/ H [1+ €t5t:| (k) /2

ot A A
S L —1/2 / 1—1/2 / e
x [Pyl H 1+ ;(2@-) (Y, — (Wy; ® I)0;)) (E(j) (Y; — (W; ® Ii)0;))
t=p+1

(2-44)



20 2 Aspectos tedricos

Para la estimacion de los parametros no estructurales, se implementa el algoritmo Metropolis-
Hastings con caminata aleatoria para obtener muestras de las cuatro distribuciones condicio-
nales completas anteriores, ya que no son distribuciones estandar. Se implementa el algoritmo
Metropolis-Hastings con caminata aleatoria para las matrices autorregresivas, el vector de
desviaciones estandar escaladas y de coeficientes de correlacion escalados con una distribu-
cién de ruido normal multivariada de media cero y matriz de covarianza ko calculada por el
método de Laplace, donde k corresponde a una constante elegida para lograr tasas de acep-
tacion adecuadas. Posteriormente se aplica el muestreador de Gibbs para estimar de manera
conjunta todos los parametros. Para extraer muestras de las distribuciones de interés y asi
obtener la estimacién de los pardmetros no estructurales del modelo MTAR se implementa el
siguiente procedimiento repitiendo n veces del paso 2 al 5 para obtener cadenas de longitud
n:

1. En k = 0, se establecen valores iniciales QJ(-O), aj(o), 73]( )y 1O para j =1,...,L.

2. Para k41, a través del algoritmo Metropolis-Hastings se simula un valor para el vector
6, de la distribucién condicional completa 0;“ ~ p(Q(j)WZ),z’ # 7, X5, V5w, Yrr, Oyns)
dada en la ecuacion 2-37.

3. Para k41, a través del algoritmo Metropolis-Hastings se simula un valor para o; de la
distribucién condicional completa o™ ~ p(olofy, i # 5, P*, 05 V% urr, yrr, Oyns)
dada en la ecuacion 2-42.

4. Para k+ 1, a través del algoritmo Metropolis-Hastings se simula un valor para P de la
distribucién condicional completa P+ ~ p(P PGy i # o0 VR uyp, yrr, Oyns)
dada en la ecuacion 2-44.

5. Para k 4+ 1, a través del algoritmo Metropolis-Hastings se simula un valor para v de
la distribucién condicional completa vt ~ p(v|SF+ 05 vy p y1r, Oyns) dada en la
ecuaciéon 2-39.

2.4.5. Estimacion e identificacion de parametros estructurales

Calderén y Nieto ( ) proponen que el vector de umbrales sea independiente de ;) y
tenga una distribucion a priori uniforme sobre el sélido:

S ={(ry,...,r_1) € R C2e) <Ti < zZpy,i=1,. .0 =1ir <rg<...<1q}

LONNEO) () (20) = 2@)"™" ))’*1 (2-45)
con volumen V(S / / / dri_q1...dridry = DY ,
Z(a) 71 ( )

donde z(,) y zs) son los percentiles a-ésimo y b-ésimo de la muestra z;,..., 2. Con lo que
la distribucién a priori es:

p(r) = ﬁh(m, re R- (2-46)
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donde 1,(r) es la funcién indicadora de S sobre IR'™!. Si el modelo tiene solo dos regime-
nes, entonces r ~ U(2(q), 2p)). Ibanez y Calderén ( ) demuestran que la distribucién
condicional para el vector de umbrales es:

L0) —(v+k)/2
N.

l J
1 1
0, , — 1 || Y| Nil? ”1 — 2-47
p(r]0y—r, y,u) 705 s(7) {j:1| | } + V5t5t , ( )

—y
t=t]

donde N; para j = 1,...,l depende de r. Posteriormente, se implementa el algoritmo
Metropolis-Hastings con caminata aleatoria para obtener muestras de la distribucion condi-
cional completa del umbral. La identificacién del nimero de regimenes y del orden autorre-
gresivo en cada régimen se realiza a través del criterio de informacion de Akaike normalizado

(NAIC):

l l
NAIC = {ZAICj(pj7QJ7dj7l)}/{ZNj} )
Jj=1 J=1

con AICj(pj, q;, dj, l) = N]ln(|Sj/Nj|) + Qk:n] (2_48>
ySi= 3 (M-ol > o+ 3 AN+ > 697,
{t:je=t}

donde N; corresponde a nimero de observaciones en el régimen j. De esta forma, se calcula
el NAIC para cada modelo con el valor de los umbrales segtin el niimero de regimenes de la
combinacion elegida.

2.4.6. Validacion del modelo

Para evaluar la bondad de ajuste del modelo, se definen los residuos del modelo MTAR
correspondiente como:

—1/2 .
gt = E(])/ (Y; — (Wt,,j X Ik)é’]), S1 rj—1 < 27 S ;. (2—49)

Los residuos anteriores se analizan a través de las graficas CUSUM con el fin de validar
la especificacion del modelo y CUSUMSQ para chequear la heterocedasticidad marginal en
el proceso del error (Espinosa y Nieto, ). Con el grafico CUSUM se puede identificar
la inestabilidad de la media condicional del modelo, mientras que el grafico CUSUMSQ
permite comprobar desviaciones no aleatorias desde su linea de valor medio. Ademaés, con el
objetivo de descartar correlacion serial en el proceso de ruido, se analizan las funciones de
autocorrelacion.



3. Prondsticos

El objetivo de los prondsticos en la estadistica Bayesiana es encontrar la distribucion predic-
tiva a posteriori, es decir, la distribucién de los puntos de datos futuros de y condicional a sus
datos observados. La distribucion predictiva captura toda la informacion relevante sobre los
eventos futuros desconocidos, con lo que se puede elegir una caracteristica relevante de dicha
distribucion, por ejemplo, la media, la moda o la mediana de la distribucién predictiva junto
con un intervalo de probabilidad que indique el rango de resultados probables (Karlsson,

). Ademas, las distribuciones predictivas no dependen de ninguna cantidad desconocida
sino de los datos observados, por lo tanto, y da informacién sobre 6, que da informacién
sobre g (Vaca y Nieto, ).

Para el caso del modelo MTAR con distribucién de error t-Student multivariada presentado
en la ecuacién (2-22), el objetivo es encontrar E[Yris|y1.1, 1.7, 21.7, 1] con b > 1, que es la
mejor prediccion basada en la funcién pérdida cuadratica, donde T es el tamano de la muestra
y h el horizonte de prondstico. En este caso y de manera similar a Calderén y Nieto ( ,

), se requiere encontrar la distribucién predictiva conjunta, la cual se puede obtener de
la siguiente forma:

p(yT+1:T+h|y1;T,131;T,Z1:T,l) =
(3-1)
/ b (yT+1;T+h|y1;T, T1.T, 21.T, ‘gy,lu l) p (Qy,l|ylzT, T1.1, 21:T, l) de,ly
2]

donde p (8y,|y1.7, 1.7, 21.7, 1) es la distribucién a posteriori de los parametros de un modelo
MTAR con [ regimenes y p (yr+1.744|Y1.7, 1.7, 21.7, 0y, 1) €s una distribucién que debe ser
especificada a partir de los supuestos de las distribuciones empleadas para estimar el modelo
MTAR. La ecuacién (3-1) se basa en la distribucion predictiva Bayesiana dada en la ecuacion
(2-5) del Capitulo 2.

El procedimiento presentado para obtener los pronésticos del modelo MTAR asume que los
valores en t+ h de las variables Z; y X, se obtienen con métodos alternos o estan disponibles
en el conjunto de datos. Para ello se asume que Yj,; no causa en el sentido de Granger a
Z; y X;. Teniendo en cuenta lo anterior, el elemento p (yri1.7+4|y1.7, 1.1, 21:7, Oy, 1) de la
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ecuacién (3-1) es igual a:

P (yT+1, ce ,yT+h|y1;T, L1.T, 21:T» Qy,la l) =

o (3-2)
H p (yT+h|$T+h, ZT+hs Y1:T+h—15 V1:T+h—1, 21:.T+h—1, 9y,l, l) .

h=1

La distribucién p (yrin|Tr4n, 204h: Y1:740—1, T1:740—1, 217401, Oy1, 1) debe ser especificada a
partir de los supuestos del modelo MTAR presentado en la ecuacion (2-22), este se puede

escribir de forma condensada de la siguiente manera para h =1,..., H:
Yin; = (W 1)0; + %7, si < 3-3
trng = Wpin,; © 1n)0; + () €t S1Tj—1 < 21 = 75, (3-3)
/ / /
donde wiin; = (L, Yy ipn_1,--- Yithopy> Ttah—1s - - Ttbh—gls Zth—15 - - 7Zt+h—dj)njx1 es un vec-
tor columna para j = 1,...,1, m; = (1 + k.p; +v.q; +d;), Wrynj = (Wi, ;- - - >thj,j)nijjv
t1,---,tn;; son los puntos donde r;_y < Z; < r; y Nj es el nimero de observaciones en el

régimen j. Ademds, el vector columna 6 = vec(A;), donde A; es:

Aj = (¢E)])7 (bgj)? te 7¢§;JJ)7 59)7 s 7ﬁ(§§)7 6§j)7 s 751(i§'))k><77j‘ (3_4>
Con las definiciones anteriores, se puede ver que para 7,1 < Z; < 15t

E+hj=Aﬂqu+$ﬁ&
= vec(AjWrin;) + Ez]/fgt
= vec(IyAjWrin ;) + Ezﬁét (3-5)
= (Wr i, @ Ir)vec(Aj) + 2(1]./)2&
= (Whyn; ® 10 + (7.

{e:} es un proceso independiente e idénticamente distribuido, y por cada ¢, &; sigue una
distribucion t-Student multivariada con vector de medias 0, matriz de covarianza [, de
orden k y v grados de libertad. A partir de la ecuacién (3-5) y la Propiedad 1 de Kibria y
Joarder ( ), es posible identificar la siguiente transformacion lineal:

Y =AX +0b,
donde:
A= E}/ S (3-6)

7))’
b= (Wiin; ® I)0;
y X = &¢ Nt,j(o,[)

En primer lugar, Tsay ( ) define a Z%]./)Q como una matriz simétrica definida positiva,
mientras que Anthony y Harvey ( ) demuestran que si L es una matriz simétrica de
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tamano n x n y es definida positiva, entonces todos sus valores propios son positivos, por lo
que 0 no es un valor propio de L y L es no singular. En segundo lugar, b es un vector cuyos
valores son fijos, ya que contiene observaciones de {Y;}, {X;} y {Z;} v los valores de §; para

j =1,...,1. Con lo anterior, se cumplen las dos condiciones de la propiedad de Kibria y
Joarder ( ) v Yy se distribuye t-Student k-variada con vector de medias igual a:
w=Au—+0b
1/2
=50 (0) + (Wiiny ® 10)0; (3-7)

o /
= (Wiin; @ 1),
y matriz de covarianzas definida como:

T = AN A
L wl/27 wl)2
= Xy LX) (3-8)
= X()-

De esta forma, la distribucion p(yT+h|fET+h,ZT+hayl:T+h—1,$1:T+h—17Z1:T+h—1,9y,l,l) de la
ecuacién (3-2) es igual a:

I'((v+k)/2) 1 B —(v+k)/2
T T 2) [ [ L+ ;(yH—h — (Win; ® Lc)ej)/z(j; (Yeen — Wi @ I)0;) ,
(3-9)

con media pu* presentada en la ecuacién (3-7), matriz de covarianza ¥* presentada en la

ecuacion (3-8) y v grados de libertad. Con la demostracién anterior, se conoce la forma que
toma la distribucién de la ecuacion (3-2). Con el supuesto de que los prondsticos de la variable
de umbral y las covariables han sido obtenidos previamente o estan disponibles, para extraer
muestras de la distribucién predictiva conjunta se implementa el siguiente procedimiento
hasta llegar a la iteracion k-ésima:

1. Extraer una muestra aleatoria para el vector 9;’? de la distribucion a posteriori
p(Oyi|y1.7, T11, 217, 1) dada en la ecuacién (2-37).

2. Extraer una muestra aleatoria para y(T'z)rl de la densidad

P(?JT+1 |$T+1, ZT+1, Y1:17, L1.T, 21:T l, 61(;[), l) dada en la ecuacién (3—9)

3. Extraer una muestra aleatoria para y(T'ZZQ de la densidad
()

P(Yrsa|Trie, 2ri2, Try1, 2741, y(ﬁ)l, Yyi.1, Trr, 211, 0, 5 1) dada en la ecuacién (3-9).
4. Continuar extrayendo muestras aleatorias hasta obtener ygﬂh de

(%) (%) (%)
P(Z/TJrh" LT+1y s TT+hy RT+15 -+ 5 RT+hs Yy1s - -+ Yppps Y11, LT 21T ey,l ) l) dada en la
ecuacion (3-9).
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Con este procedimiento se obtienen muestras {y(T”J)rl, y(Ti)Q, . ,y(T“J)rh} de la distribucion pre-

dictiva definida en la ecuacién (3-1) que se pueden usar para estimar E[Yrp|y1.7, z1.7, 217, (]
con h > 1. La incertidumbre sobre los verdaderos valores de los parametros es introducida
a través de p (0y.|yi.r, 1.1, 21.7, 1), ademds se tiene en cuenta la incertidumbre inherente
de los prondsticos a través de p (yri1.r+n|Y1.7, T1.1, 21:7, 041, 1). Con el algoritmo planteado
se generan muestras de la distribucién conjunta p (yrs1.0+n, 0y1|Y1.7, 1.7, 217, 1), ya que en
cada iteracion se obtienen observaciones de 8,; y yr.45. Posteriormente se obtienen cuantiles
de los valores muestreados de y7,,, este es el paso de marginalizaciéon basado en la ecuacion
(3-1) donde se integra la distribucién predictiva conjunta sobre los pardmetros que no son de
interés. Los prondsticos de yr., no dependen de un valor especifico de 8, ;, sino que dependen
colectivamente de todos los valores muestreados de 6, ;. De este conjunto se puede calcular
la media de yr,, que es una aproximaciéon numérica al prondstico puntual (Vaca y Nieto,
) v los intervalos de prediccién para los valores del vector (Yri1.745)-



4. Ejercicio de simulacion

El objetivo de este capitulo es llevar a cabo un estudio de simulacién para comprobar el
comportamiento de la metodologia presentada en el Capitulo 3. Para lograr este objetivo,
se realizan simulaciones de series de tamano 1000 + h de tres modelos MTAR con h = 10.
Para generar muestras de la distribucion predictiva y obtener los prondsticos puntuales e
intervalos de prediccién, se implementa el algoritmo expuesto con 5000 iteraciones y con un
periodo de calentamiento de 2000 (40 %) iteraciones. Ya que las series simuladas incluyen
todos los valores de {X;} v {Z;}, el algoritmo se implementa con los verdaderos valores
de estas variables. Posteriormente, se simulan 100 realizaciones de los tres modelos MTAR
considerados, cada uno de tamano 500 y se calcula el porcentaje de veces en que los ultimos
10 valores verdaderos del proceso de salida se encuentran dentro del intervalo de prediccion
del 95 % de la distribucién predictiva. En este proceso la longitud de las cadenas también es
igual a 5000 con un periodo de calentamiento de 2000 (40 %).

4.1. Modelo 1

El primer modelo a considerar es un MTAR bivariado (k = 2) con dos regimenes (I = 2)
donde ¢, ~ t7(0, 1) y el valor del umbral Zj 5 se refiere al percentil muestral 50 de Z:

o+ oY+ Vi + BUX o + 5T i 2 < Zos (4-1)
- ‘ _
¢(()2) + ¢g2)Y2_1 + 552)Zt—1 + 232/)26,5 si Zt > ZO.57
y:
a [22 wm _ [03 -01 @ _ [—0.1 0.5
¢y = _1'517 o1 = {_0.2 04 |’ 92" = 0.2 04]’
m _ [-05 iz _ [09 05
s = _0217 (1 = [0.5 1.1]°
- (4-2)
0 _ 13 50 — —0.3 0.6 5@ |~10
O T l1a ] M 04 03] 1.0 |’
1.8 0.6
21/2: _
2) {0.6 2.0]

Las covariables X; y Z; se generaron a partir del siguiente modelo VAR:

(%)= 07 os) ()= (). 9
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()~ ()03 ) o

A partir del modelo descrito en la ecuacién (4-1) se simula Y; con r = Zos. En la figura 4-1

donde:

se presenta el grafico de su simulacién.

Y
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Figura 4-1.: Serie simulada del modelo MTAR con k=2 y [ =2 - Modelo 1.

En la figura 4-2 se presentan las cadenas y densidades resultantes de una réplica con las
que se obtienen los prondsticos del modelo 1. Se observa que las densidades tienen forma de
campana y son simétricas y las cadenas presentan un comportamiento estacionario.

En la tabla 4-1 se presentan los verdaderos valores del proceso del salida y los prondsticos
obtenidos junto con los intervalos de prediccion del 95% para una realizacién. Se puede
observar que todos los verdaderos valores del proceso de salida se encuentran dentro de los
intervalos de prediccién individuales del 95 %.

Para verificar la convergencia de las cadenas, en la tabla 4-2 y en la figura 4-3 se muestra
el criterio de convergencia de Gelman y Rubin basado en 25 réplicas, donde los factores de
reduccién y los limites superiores son cercanos a uno, por consiguiente hay convergencia de
las cadenas. En cada réplica la longitud de las cadenas es igual a 5000.

En la figura 4-4 se presenta el criterio de convergencia de Geweke para las cadenas obteni-
das y se observa que los puntajes Z estan dentro de las bandas de confianza, lo que indica
convergencia de las cadenas.
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Horizonte de prondstico  y1000+r  U1000+% I1.C. 95 %
1.6677 -0.4762  (-4.7264;4.047)

! 2.3644  4.643  (-0.2282;9.6341)

- . 29452 0.3676  (-4.7298;5.3094)
7.4086 3.9103  (-1.9231;9.4559)

. 3.5055 -0.5734  (-5.6025;4.7294)
3.0413  4.2106 (-1.8171;10.0317)

S 471 11642 (-4.0158;6.3866)
4536 2.648  (-3.5063;8.5885)

- - 1.0655 5.3822  (2.5741;8.169)
55306  7.2726  (3.5169;10.9417)

e 5.5623 52004  (2.4026;8.2237)
5925  7.5247  (3.6852;11.1768)

- - -1.0503 -1.6719  (-6.7061;3.8665)
37572 4.605  (-1.4741;10.6709)

e 0.9926  6.4835  (3.7192;9.5478)
4532 71172 (3.2765;10.9224)

Sy 6.3957  6.9952  (4.0046;9.9679)
4.5536  6.9368  (3.2083;10.7391)

77777777 0 6201 70016 (4.0844,10.0385)

2.4566  6.7652  (2.8647;10.808)

Tabla 4-1.: Pronésticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo 1.

: i Yy Yy
Horizonte de prondstico Factor de reducciéon Limite superior I.C. | Factor de reducciéon Limite superior 1.C.
1 1.0004 1.0008 1.0002 1.0005
2 1.0001 1.0004 1.0006 1.0012
3 1.0006 1.0011 1.0004 1.0009
4 1.0004 1.0008 1.0008 1.0014
5 1.0029 1.0050 1.0028 1.0048
6 1.0033 1.0055 1.0033 1.0057
7 1.0008 1.0015 1.0009 1.0016
8 1.0037 1.0062 1.0048 1.0080
9 1.0027 1.0045 1.0044 1.0074
10 1.0033 1.0056 1.0043 1.0072

Tabla 4-2.: Resultados del criterio de convergencia de Gelman y Rubin para 25 réplicas de
los prondsticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo 1.
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Figura 4-2.: Cadenas y densidades para los pronosticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo
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Figura 4-3.: Resultados del criterio de convergencia de Gelman y Rubin para 25 réplicas
de los prondsticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo 1.
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Figura 4-4.: Criterio de convergencia de Geweke para los prondsticos de 1 a 10 pasos ade-
lante - Modelo 1.
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4.2. Modelo 2

El segundo modelo a considerar es un MTAR bivariado (k = 2) con dos regimenes (I
donde ¢, ~ tg(0, 1) y el valor del umbral Zj 55 se refiere al percentil muestral 55 de Z:

68 + oY1+ oY + B X+ Sl si 2 < Zoss
v _ (1)

¢é2) 4 ¢§2)Yt—1 + ng& si Z; > 20.557

@ [ 1.0 0 — 05 01] (i _ [LO 06
o |-10]7 " |04 05]" T® 0.6 1.5]°

a 0.0 0.0} ’ ﬁil) _ { 0.3 } , /2 _ {2.5 0.51 7

> 1025 0.0 —0.4 @ 0.5 1.0
@ 0.3 0.5
toolo2 07y’

Las covariables X; y Z; se generaron a partir del siguiente modelo VAR:

Zt o 0.5 0.1 Zt—l + €1¢
X,) \04 05\ X, e )’
donde:

()~ () (63 20))

:2)

(4-7)

(4-8)

A partir del modelo descrito en la ecuacion (4-5) se simula Y; con r = 20,55. En la figura 4-5

se presenta el grafico de su simulacién.
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Figura 4-5.: Serie simulada del modelo MTAR con k=2 y [ = 3 - Modelo 2.

En la figura 4-6 se presentan las cadenas y densidades resultantes de una réplica con las que
se obtienen los prondsticos del modelo 2. Las cadenas obtenidas se distribuyen alrededor del
valor verdadero del proceso de salida y son simétricas.

En la tabla 4-3 se observan los prondsticos obtenidos. De manera similar al modelo 1, los
verdaderos valores del proceso de salida se encuentran al interior de los intervalos resultantes
de una realizacion.

Para verificar la convergencia de las cadenas, en la tabla 4-4 y en la figura 4-7 se muestra
el criterio de convergencia de Gelman y Rubin basado en 25 réplicas, donde los factores de
reduccién y los limites superiores son cercanos a uno, por consiguiente hay convergencia de
las cadenas. Ningtn factor de reduccién es mayor a 1.2, por lo que al seguir la regla propuesta
por Karlsson ( ), se acepta que hay convergencia de las cadenas monitoreadas. El crite-
rio de convergencia de Geweke es presentado en la grafica 4-8, se observa que las cadenas
obtenidas convergen a pesar de que algunos valores de Y; se salen de las bandas de confianza.
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Horizonte de prondstico  y1000+n  Y1000+h I.C. 95 %
] 20.2868 18.3529  (13.6716;23.0090)
13.6025 16.9376  (14.7089;18.9042)

) 17.6876 18.8695 (13.6805;23.8828)
16.8939 17.5552  (14.4773;20.5009)

- ;) 777777777 18.6480 19.4028  (13.7726;24.9395)
17.3046 18.0693  (14.6272;21.6311)

- ;l 777777777 227529 19.7750 (13.93478;25.5797)
20.0347 18.5726  (14.8180:22.5475)

- ; 777777777 18.4430 20.2000  (14.5543;26.0489)
19.7043 19.0219  (14.7454;23.3210)

R ;5 ********* 55736 7.2618  (6.0868;11.7601)
0.6779  4.7847  (-0.2685:9.8804)

R ; 777777777 9.1609 10.7845 (5.7809;11.56187)
16.7236  14.1985  (10.7012;17.4536)

R é 777777777 7A756  11.0993  (6.1433;12.1075)
7.8095  3.0791  (-2.3084:8.2468)

S ;9 ********* 52812 3.1552  (0.1597:6.1764)
9.3108 24879  (-3.01215:7.9375)

R i S 54838  3.3531  (0.4482:6.2938)

6.5172  1.9908 (-3.2006;7.2958)

Tabla 4-3.: Pronosticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo 2.

: i Yy Yy
Horizonte de prondstico Factor de reduccién Limite superior I.C. | Factor de reducciéon Limite superior I.C.
1 1.0006 1.0012 1.0008 1.0014
2 1.0005 1.0010 1.0012 1.0022
3 1.0007 1.0013 1.0015 1.0026
4 1.0031 1.0052 1.0016 1.0028
5 1.0032 1.0054 1.0017 1.0030
6 1.0020 1.0035 1.0028 1.0047
7 1.0023 1.0039 1.0033 1.0056
8 1.0028 1.0048 1.0040 1.0067
9 1.0021 1.0036 1.0012 1.0021
10 1.0006 1.0012 1.0018 1.0032

Tabla 4-4.: Resultados del criterio de convergencia de Gelman y Rubin para 25 réplicas de
los prondsticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo 2.
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Figura 4-6.: Cadenas y densidades para los pronosticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo
2.
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Figura 4-7.: Resultados del criterio de convergencia de Gelman y Rubin para 25 réplicas
de los pronésticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo 2.
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Figura 4-8.: Criterio de convergencia de Geweke para los prondsticos de 1 a 10 pasos ade-
lante - Modelo 2.
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4.3. Modelo 3

El tercer modelo a considerar es un MTAR trivariado (k = 3) con dos regimenes (I = 2)
donde ¢, ~ t4(0, ) y el valor del umbral 20_5 se refiere al percentil muestral 50 de Z:

B ¢§1)y;71 + ﬁ{l)thl + Z?{fat si Z, < Zos (4.9)
C o+ oY+ S e si Zo > o,
y:
05 02 —04 0.3 1.8 —04 0.6
=104 -03 06|, BY=]05], ui=|-04 11 -06/,
01 03 05 0.4 0.6 —0.6 2.2 o
1.2 0.3 02 —0.2 1.6 —0.6 0.7 (4-10)
P=115, ¢=]01 03 03|, SH=1]-06 14 04
1.8 —02 02 —05 0.7 04 20

Las covariables X; y Z; se generaron a partir del siguiente modelo VAR:
Zy 0.2 0.6\ [(Z;1 1t
= 4-11
(Xt) <O4 03) (Xt_1> + (62t> ’ ( )
€1t 0 0.7 0.5
~ N . 4-12
(e) > () (5 12)) (12

A partir del modelo descrito en la ecuacién (4-9) se simula Y; con r = Zy5. En la figura 4-1

donde:

se presenta el grafico de su simulacion.

T
[ 2m a0 &0 an 1000

Tiernpo

T
[ 2m a0 &0 an 1000

Tiernpo

T
[ 2m a0 &0 an 1000

Tiernpo

Figura 4-9.: Serie simulada del modelo MTAR con k=3 y [ =2 - Modelo 3.
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Tabla 4-5.: Pronésticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo 3.

Las cadenas y densidades resultantes de una réplica con las que se obtienen los prondsti-
cos del modelo 3 se presentan en la figura 4-10. Se observa que tienen un comportamiento
simétrico y son estacionarias.

Los pronosticos e intervalos obtenidos se muestran en la tabla 4-5, los verdaderos valores
del proceso de salida se encuentran al interior de los intervalos de prediccién individuales del
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95 % para una realizacién.

Los resultados del criterio de convergencia de Gelman y Rubin basado en 25 réplicas se
encuentran en la tabla 4-6 y en la figura 4-6. Los resultados de este criterio confirman la
convergencia de las cadenas generadas. La figura 4-12 presenta los resultados del criterio de
convergencia de Geweke donde también se observa la convergencia de las cadenas obtenidas.

. -~ Y Y, Y;
Horizonte de prondstico Factor de reduccién  Limite superior I.C. | Factor de reducciéon Limite superior I.C. | Factor de reduccién Limite superior I.C.
1 1.0013 1.0022 1.0006 1.0011 1.0006 1.0011
2 1.0011 1.0019 1.0009 1.0015 1.0001 1.0003
3 1.0010 1.0016 1.0004 1.0008 1.0005 1.0010
4 1.0003 1.0006 1.0007 1.0014 1.0002 1.0005
5 1.0007 1.0011 1.0005 1.0008 1.0007 1.0013
6 1.0013 1.0018 1.0007 1.0013 1.0003 1.0005
7 1.0006 1.0012 1.0008 1.0014 1.0005 1.0008
8 1.0003 1.0007 1.0006 1.0011 1.0002 1.0005
9 1.0006 1.0012 1.0011 1.0017 1.0002 1.0004
10 1.0004 1.0008 1.0011 1.0019 1.0001 1.0003

Tabla 4-6.: Resultados del criterio de convergencia de Gelman y Rubin para 25 réplicas de
los prondésticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo 3.
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Figura 4-10.: Cadenas y densidades para los prondsticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo
3.



shrink factar

shrink factor

shrink factor

shrink factar

shrink factor

shrink factar

shrink factar

shrink factar

shrink factor

Figura 4-11.:

102 1.04

1.00

1.010

1.000

1o

1.000

1020

1.000

1015

1.000

1.06

1.00

104 108

1.00

1.008

1.000

1.015

1.000

40

Ejercicio de simulacion

ylconh=1 ylconh=2 ylconh=7 ylconh=8
4 N T N T L ]
] - £ . £ - g 5]
- £ S LR - 2 5
- = i = -] = -]
£ £ ]
- E 4 E 4V E -
_ R E g B 3 Ly e o 5 g — -
T T T T T T T =TT T T T T T T =2 T T T T T T P T T T T T T
0 50 100D 1500 2000 2500 3000 ] 500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000
Iast fteration in chin st iteration in chain Izst iterstion in chain Iast iteration in chain
ylconh=3 ylconh=4 ylconh=9 ylconh=10
- 1= = I < B
g el — . — 5 =] —
£ 27 | -- £ 34" -- g 27 --
= i = - =
£ £ ] 4
£ =1 £ 1 ] oo _
& AT CRN=N I e e & 2
= T T T T T T =2 T T T T T - T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 300 500 1000 500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000
last iteration in chain last iteration in chain last iteration in chain last iteration in chain
ylconh=5 ylconh=6
& . q=
1! - g 2"
i - £ 24,
= .
£ ]
7 E
T T T T T T T 27T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 300
last iteration in chain last iteration in chain
y2conh=1 y2conh=2 y2conh=7 y2conh=8
=
o . T = o ]
— - : - 5 -] - L
] - £ - E oo - 2 5
] £ =z 27 S -
4 £ g i ] 4
] £ £ £z . .
5 . 5 3 - =
T T T T T T T T T T - T T T T T T = T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 300 500 1000 1500 2000 2500 3000 1500 2000 2500 3000
Last iteration in last iteration in chain last iteration in chain tion in chain
y2conh=3 y2conh=4 y2conh=9 y2conh=10
@
7 - 297 5 E 5 S
11 £ E - £ B ' £ 871
=4 £ =z -- 8 B 00 -
e P £ T bt = T
- 1t E i E q £ | \llr
- =9 Crmre—oo Ry == = -
SIS = 5 g N 5 B S g e e R
T T T T T T T - T T T T T T - T T T T T T z T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 25800 3000 Q 500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 30M0 500 1000 1500 2000 2500 W0
last iteration in chain iteration in chain kast iteration in chain
y2conh=5 y2conh=86
g N I
T — 5 a7
4 - g 54
] E_]
- £ E —— [
T T T T T T T - T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2800 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
last iteration in chain last iteration in chain
yiconh=1 yiconh=2 yiconh=7 yl3conh=8
= . E - T
5 o 5 — ] v
- £ =4 £ oo 8 =2 .
m £ 2 £ 549 - B 54
= = - : - -
£ g £ 7 ] \
b £ g - £ 27
_ -] 5 2] 5 g R - -
T T T T T T T - T T T = T T T z T T T T T T
0 50 100D 1500 2000 2500 3000 ] 500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000 500 1000 1500 2000 2500 3000
last fteration in chain Iast iteration in chain Izst iteration in chain last iteration in chain
yiconh=3 yiconh=4 yiconh=9 y3conh=10
I 5 5 T 5 17
] — 4 4 — w
T 2 B g 2
1 - ER-E £ & | - g 51}
1 2 —40 2z - £ T
9.5 E 1w E i £ 4 e
B Rt il o & =2 \»‘-f\,\ R oz R = Mmoo
T T T T T T T Ea T T T T T T B T T T T T T = T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 300 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 o 500 1000 1500 2000 2500 3000
Last iteration in chain last iteration in chain st iteration in chain last iteration in chain
yiconh=5 yiconh=6
T . R
J — 5 . —
. E 4
I £ 1 -
v =z 1
4+ . i [
L T S £ = T e el
T T T T T T T g5 T T T T 7 ;
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 300

Last iteration in chain

de los pronésticos de 1 a 10 pasos adelante - Modelo 3.

Izt iteration in chain

Resultados del criterio de convergencia de Gelman y Rubin para 25 réplicas



4.3 Modelo 3 41

ytconh=1 ylconh=2 yleonh=7 ylconh=8
o
g ® % x [ RV * e ] X e
2 e 2 P (R H x H
3 =« xR xox * B = * ® o ] X *® % ®oow R B
™ - % oy M - % * N Fowse ¥ o _wow o ______] N
o P E
T T T T T T T T
0 500 200 500 0 500 000 500
First iterstion in sagment First iteration in segment First iteration in sagment First iteration in sgment

ylconh=4 yiconh=10
2
5
]
H
.
First iteration in segment First iteration in segment First iteration in ssgment First iteration in ssgment
ylconh=5 ylconh=6
xa -4 x x®
R e - BT ok, x w¥y % %
5 = P % [ x % M x X ®
[ E % 4% X x
%y ® M K
.
0 500 1000 1500
First iteration in segment First iteration in
y2conh=1 y2conh=2 y2conh=7 y2conh=8
o
s - s - %
5 & X%
FEEE FRCE P e
[N N 3
PR R
o o
First iteration in segment First iteration in ssgment First iteration in ssgment
y2conh=3 y2conh=4 y2conh=9 y2conh=10
P
2 = g - = 2 g -1 X
[ A FETI H g o Lo ¥ B
@ o ® ®ow X " x o o X% w
N 4 N - N N < X x x ® x x5
o E [ N x
! T T T T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 0 ®0 1000 1500 0 ) 1000 1500
First iteration in s2gment First iteration in segment First iteration in = First iteration in sgment
y2conh=5 y2conh=6
L ] o
4 %
] X % % z -
2 x o § eqxx . Loyon X % *
no ooy RE B oxx wo L RV
First iteration in s2gment First iteration in segment
ylconh=1 yiconh=2 yiconh=7 y3conh=8
o === === === L i o
o - * - I
z % z “ % %o g x ® 2
5 ® 5 x %X g x %X * ® H
3 o X x R . x y ® ;:—xxxxxxxxx * * % g =4 X, Hx x H
M 4 % " x * M 4 N 4 Box N
% % X % x % x
L S S AU L L S R
T T T T T T T T T T T T
0 500 200 500 0 500 1000 500 ] 500 000 500
First iteration in s2gment First iteration in segment First iteration in szgment First iteration in segment
ylconh=3 yiconh=4 yiconh=9 y3conh=10

First iteration in segment First iteration in segment First iteration in sgment First iteration in ssgment
ylconh=5 ylconh=6
2 2
H H
H H
M M
T T T T T T T T
0 500 000 500 0 500 000 1500
First iteration in segment First iteration in segment

Figura 4-12.: Criterio de convergencia de Geweke para los prondsticos de 1 a 10 pasos
adelante - Modelo 3.
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4.4. Evaluacion de la metodologia de prondstico

Ya que aplicar el método propuesto para obtener los prondsticos basados en un modelo
MTAR con distribucién de error t-Student multivariada desde el enfoque Bayesiano sola-
mente a tres series simuladas no es suficiente para comprobar su validez, se realiza un estudio
de simulaciéon ampliado. Para ello, se simulan 100 realizaciones de los tres modelos MTAR
considerados cada uno de tamano 500 y se calcula el porcentaje de veces en que los tltimos
10 valores verdaderos del proceso de salida se encuentran dentro del intervalo de prediccion
del 95 % de la distribucién predictiva. La longitud de las cadenas obtenidas es igual a 5000
con un periodo de calentamiento de 2000 (40 %).

Los resultados para los tres modelos simulados se presentan en la tabla 4-7. Las columnas
Y1, Y2 y Y3 muestran para cada uno de los tres modelos segiin sea bivariado o trivariado,
el porcentaje de veces que los verdaderos valores del proceso de salida estan incluidos dentro
de los intervalos de prediccién individuales del 95 % para los horizontes de prondstico de 1 a
10 pasos adelante. El nimero promedio de veces que los intervalos de prediccion contienen
los verdaderos valores del proceso de salida para los tres modelos es de 93 %, cercano al 95%
esperado. La tabla 4-7 muestra el rango medio de los intervalos de prediccién individual
para cada modelo, observando que este es variable y no estrictamente creciente.

Horizonte Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
Y1 | Y2 | Rango medio IC | Y1 | Y2 | Rango medio IC | Y1 | Y2 | Y3 | Rango medio IC
1 87 | 90 7.340 94 | 99 10.160 94 | 87 | 95 10.353
2 90 | 93 7.790 88 | 91 11.150 92 | 93 | 92 12.347
3 96 | 95 8.530 91 | 94 12.030 95 | 95 | 90 12.960
4 96 | 93 9.030 90 | 88 12.450 97 | 97 | 90 13.360
5 95 | 100 9.080 95 | 95 12.580 94 | 91 | 91 13.433
6 96 | 94 8.790 97 | 96 12.460 89 | 93 | 94 13.580
7 88 | 92 9.090 92 | 92 12.560 92 |1 92 | 93 13.260
8 94 | 97 9.090 96 | 93 12.590 96 | 91 | 96 13.527
9 96 | 95 9.200 99 | 97 12.610 91 | 90 | 95 13.300
10 95 | 95 9.160 90 | 93 12.670 97 | 98 | 93 13.467

Tabla 4-7.: Porcentaje de veces en que los valores verdaderos del proceso de salida se encuen-
tran dentro del intervalo de prediccién del 95 % y rango medio de los intervalos
- Modelos 1, 2 y 3.

Los resultados obtenidos con datos simulados sugieren que el procedimiento planteado tiene
un desempeno satisfactorio en términos del niimero de veces que los intervalos de prediccién
contienen el verdadero valor de {Y;}. De igual forma, los porcentajes de cobertura se asemejan
a los obtenidos por Calderén y Nieto ( , ) para los prondsticos del modelo MTAR
con distribucién de error normal multivariada.



5. Aplicacion

El objetivo de este capitulo es aplicar la metodologia propuesta a un conjunto de datos
financieros reales, donde la distribucién de error t-Student multivariada es de utilidad ya
que puede modelar el exceso de curtosis cominmente encontrado en series bursatiles. La
serie {Y;} esta conformada por los retornos del indice BOVESPA de la Bolsa de Valores de
Brasil (Y3;) y del indice COLCAP de la Bolsa de Valores de Colombia (Y3;). La variable de
umbral {Z;} corresponde a los retornos del indice S&P 500 de Estados Unidos. Para las tres
variables, los retornos se definen como la diferencia entre el logaritmo en los tiempos t y ¢t —1.

indice S&P 500 Retornos indice S&F 500

100 2000 300
L1

¥ 000 00
L1

a 500 1000 1500 2000 a 500 1000 1500 2000

indice Bovespa Reternos indice Bovespa
g g
z | 1
= I
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T T T T T T T T T T
a 500 1000 1500 2000 a 500 1000 1500 2000
indiceCnlcap Retornos indice Coleap

1200 1800
TR B
PRT ]
L

a 500 1000 1500 2000 a 500 1000 1500 2000

Figura 5-1.: Retornos e Indices S&P 500, COLCAP y BOVESPA - Aplicacién.

El COLCAP es un indice de capitalizacién que refleja las variaciones de los precios de las
acciones més liquidas de la Bolsa de Valores de Colombia (BVC), donde la participacién de
cada accién en el indice estd determinada por el correspondiente valor de la capitalizacién
bursatil ajustada. La canasta del indice COLCAP esta compuesta por minimo 20 acciones
de 20 emisores diferentes. De manera similar, el BOVESPA es un indice bursatil compuesto
por las 50 empresas mas liquidas que cotizan en la Bolsa de Valores de Sao Paulo. El indice
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estd compuesto por los titulos de las empresas que suponen el 80 % del volumen transado en
los tltimos 12 meses y que fueron negociados por lo menos el 80 % de los dias de cotizacién.
Es revisado trimestralmente, para mantener el grado de representaciéon de todas las accio-
nes negociadas en el mercado. Mientras que, el indice S&P 500 se basa en la capitalizacién
bursatil de las 500 mas grandes empresas que poseen acciones que cotizan en la Bolsa de
Valores de Nueva York o en la Asociacién Nacional de Cotizaciones Automatizadas de Co-
merciantes de Valores (NASDAQ), v es una referencia del estado de la economia de Estados
Unidos. La influencia que tiene la economia de Estados Unidos junto a la Reserva Federal
sobre demas economias y mercados bursatiles a nivel mundial, hacen que el indice S&P 500
sea una variable apropiada de umbrales para las series elegidas. Colombia y Brasil se pueden
entender como tomadores de precios en los mercados financieros internacionales, por lo que
el indice S&P 500 tiene una influencia significativa sobre sus comportamientos.

Los datos fueron tomados de la plataforma [nvesting y corresponden a las observaciones
registradas desde el 5 de enero de 2010 al 30 de diciembre de 2019, para un total de 2290
datos con periodicidad diaria. El periodo de tiempo elegido se caracteriza por una nueva
arquitectura del sistema financiero internacional dirigida a reducir el riesgo sistémico, luego
de crisis de las hipotecas subprime (Espinosa y Nieto, ). La muestra de entrenamiento
consiste en las primeras 2290 observaciones, mientras que la muestra de prueba esta com-
puesta por las ultimas 10 observaciones. En la figura 5-1 se presentan la gréaficas de las series
elegidas. La estacionariedad de las tres series temporales se verifica a través de las pruebas de
raiz unitaria Dickey-Fuller Aumentada (ADF), Phillip-Perron (PP) y Kwiatkowski-Phillips-
Schmidt-Shin (KPSS) y sus resultados se encuentran en la tabla A-2 del Anexo A.2. Las
tres series son estacionarias segun las pruebas realizadas a nivel de significancia de 0.05.

Como se menciond en el capitulo 2, el primer paso para ajustar un modelo MTAR consiste
en determinar si {Y;} sigue un proceso no lineal con umbral. En este caso, se implementa la
prueba desarrollada por Lo y Zivot ( ), que es la extensiéon multivariada del test de no
linealidad desarrollado por Hansen ( , ). En la tabla 5-1 se muestran los resultados
de la prueba realizada en mencion.

Dos regimenes - m = 2

Rezagos en cada régimen
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LR Test | 37.38361 | 45.93660 | 57.32864 | 76.50008 | 90.22438 | 90.09702 | 105.97392 | 119.03742 | 132.00562 | 148.07415
P - valor | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.10000 | 0.30000 | 0.30000 0.00000 0.00000 0.00000
Tres regimenes - m = 3

Rezagos en cada régimen
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
LR Test | 37.38361 | 45.93660 | 57.32864 | 76.50008 | 90.22438 | 90.09702 | 105.97392 | 119.03742 | 132.00562 | 148.07415
P - valor | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.10000 | 0.30000 | 0.30000 0.00000 0.00000 0.00000

Tabla 5-1.: Prueba de no linealidad de Lo y Zivot ( ) - Aplicacion.
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La prueba se realiza tomando 2 y 3 regimenes y 1 a 10 rezagos autorregresivos en cada
régimen. En la mayoria de los casos, a excepcion de la combinacién de 2 y 3 regimenes con 5,
6 y 7 rezagos, se rechaza la hipdtesis nula y por lo tanto, hay presencia de una no linealidad
en los datos que puede ser explicada mediante un modelo MTAR. Para complementar los
resultados de la prueba anterior también se realiza la prueba de no linealidad de Tsay ( )
cuyos resultados se encuentran en la tabla 5-2 con un rezago autorregresivo. El valor maximo
del estadistico de prueba se da para d = 0, es decir, la variable de umbrales apropiada es
Zy, entendida como los retornos de S&P 500 sin rezagar. En la tabla A-1 del Anexo A.1 se
presentan los resultados de la prueba para los ordenes autorregresivos de 1 a 10, donde la
interpretacion sobre la variable de umbrales es la misma.

Rezago de la variable de umbral
0 1 2 3 4 5 6 7
P-valor | 0.00000 | 0.00061 | 0.94411 | 0.46843 | 0.03719 | 0.05273 | 0.02803 | 0.25736
é(d) 760.61 23.63 1.71 5.61 13.39 12.45 14.15 7.75

Variable

Tabla 5-2.: Prueba de no linealidad de Tsay ( ) - Aplicacion.

En el Anexo A se encuentran todos los detalles del procedimiento implementado para es-
timar un modelo MTAR con distribucién de error t-Student multivariada desde el enfoque
Bayesiano a partir de las series de retornos de BOVESPA (Y7;), COLCAP (Yy;) y S&P 500

(Z¢) como variable de umbral. El modelo estimado es de la forma:

. (()1) + ¢§1)Y}_1 + ¢gl)yt_2 + 2(11/)2& siZy <r (5-1)
t — -
(()2) + ¢§2)Y}4 + 232/)2 +ey 8t 2y >
donde 7 = 0.00139, 7 = 6.7794 y la estimacion de los deméas parametros es:
S [—0.00150 S0 — 0.05170 0
© [-0.0050]" "' [0.05250 0.04050]
o 0 0 o172 _ [0.00730 0.00153
210 0.07950) 7 TM " {0.00153 0.01120] (52
(%(2) - [0.0015
0 ]0.0044]°
50 — [0.0794 0 ~1/2  [0.00670 0.0010
00347 o] T® | 0.0010 0.0110]°

En el primer régimen, los retornos del indice S&P 500 son en su mayoria negativos. Se
observa que un periodo atras, los retornos del indice BOVESPA afectan a los retornos del
indice COLCAP, pero no al contrario. Ademas, para uno y dos periodos atras, los retornos
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de indice COLCAP se ven afectados por rezagos de si mismo, mientras que los retornos del
indice BOVESPA solo se ven afectados por sus mismos rezagos un periodo atras.

A diferencia del primer régimen, en el segundo los retornos del indice S&P 500 son en su
mayoria positivos. Se observa que un periodo atrés, los retornos del indice BOVESPA afectan
a los retornos del indice COLCAP, pero no al contrario. Los resultados anteriores indican
que el tamano de economia brasilena hace que su mercado accionario tenga una influencia
mayor sobre el mercado accionario colombiano y son similares a los resultados obtenidos por
Romero y Calderén ( ).

Una vez estimado el modelo, se procede a obtener los prondsticos de las series elegidas de
1 a 10 pasos adelante. Para generar muestras de las distribuciones predictivas, el algoritmo
expuesto se ejecuta con 10000 iteraciones y un periodo de calentamiento de 4000 (40 %) itera-
ciones. Las cadenas y densidades obtenidas para la obtencién de los prondsticos del ejercicio
de aplicacion se presentan en la figura 5-2. En la tabla 5-3 se presentan los prondsticos e
intervalos obtenidos cuando los valores futuros de la variable de umbrales son conocidos.
Los verdaderos valores del proceso de salida se encuentran al interior de los intervalos de
prediccién individuales del 95 % para una realizacién. Los retornos se mueven alrededor de
cero y tienen un comportamiento similar al de la serie original. La figura 5-3 presenta los
resultados del criterio de convergencia de Geweke para las cadenas obtenidas. En la figura
se observa la convergencia de las cadenas estimadas.

El procedimiento presentado para obtener los prondsticos del modelo MTAR con distribu-
cion de error t-Student multivariada asume que los valores en t + h de las variables Z; y X;
se obtienen con métodos alternos o estan disponibles en el conjunto de datos. Para ello se
plantea el supuesto de que Y7, no causa en el sentido de Granger a Z; y X;. Sin embargo,
es de utilidad ilustrar el proceso de prondstico en el caso de que los valores de la variable de
umbrales no estén disponibles en el conjunto de datos. En este caso, los valores futuros de los
retornos del indice S&P 500 se obtienen a partir de un modelo autorregresivo de media movil
(ARIMA) con la variable en niveles, ya que es estacionaria. En el Anexo C.3 se encuentran
los detalles del modelo ARIMA estimado donde los residuos no tienen presencia de autoco-
rrelacion. Posteriormente se implementa el procedimiento planteado con cadenas de longitud
10000, 4000 (40 %) iteraciones de periodo de calentamiento y con las predicciones de {Z;}.
Las cadenas empleadas para calcular los prondsticos puntuales e intervalos de prediccion del
proceso de salida se encuentran en el Anexo C.4. La tabla 5-4 muestra los resultados de
predecir 10 dias adelante tanto del proceso de salida como de la variable de umbrales {Z;},
es decir cuando los valores futuros de la variable de umbrales no son conocidos.
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Figura 5-2.: Cadenas y densidades para los prondsticos de 1 a 10 pasos adelante - Aplica-
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Horizonte de prondstico  ys9g0+n 9228044 I1.C. 95%

1 0.0075 -0.0008 (-0.0181;0.0168)
0.0032 -0.0031 (-0.0295;0.0247)

N ; 777777777 0.0007 0.0018  (-0.0141:0.018)
-0.006  0.0047  (-0.0213;0.031)

N 23 777777777 -0.0042 -0.0013 (-0.0189;0.0165)
0.0064 -0.0038 (-0.0298;0.0232)

R ;1 777777777 0.0065 -0.0013 (-0.0191;0.0159)
0.015  -0.0039 (-0.0311;0.0221)

R ; 777777777 0.0067 0.0028 (-0.0137;0.0184)
0.0071  0.0056  (-0.0217;0.032)

R ;3 777777777 -0.0023  0.0022 (-0.0137;0.0182)
-0.0001  0.0053  (-0.022;0.0317)

N ; 777777777 0.0136 -0.0016 (-0.0194;0.0153)
0.0064 -0.0038 (-0.0326;0.0231)

N é 777777777 -0.004  0.0024 (-0.0132;0.0187)
0.0115 0.0061 (-0.0198;0.0339)

N ;) 777777777 0.0008 -0.0015 (-0.0189;0.0164)

-0.0057 -0.0039  (-0.031;0.023)

77777777 ioﬁ ~0.0007 -0.0014 (-0.0185;0.0162)

-0.0077 -0.0038 (-0.0318;0.0222)

Tabla 5-3.: Pronésticos de 1 a 10 pasos adelante - Aplicacién.

Figura 5-3.: Criterio de convergencia de Geweke para los prondsticos de 1 a 10 pasos ade-

lante - Aplicacién.
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Horizonte de prondstico  #aag041 1.C. 95 % 2999041 1.C. 95 %
%%%%%%%%% : o0 (omspomy) OO (0016300150)
%%%%%%%%% : D0 (ommpons OO0 (oolsLosic)
%%%%%%%%% ) 000 (onmnuery 0008 (0016500159
e 00036 (ouzanoensy 0001 (001630010
s 00037 [omngm) 0002 (001630010
e 00085 (ogssanoens) 0001 (001630010
o 0008 (oiaanger) 001 (001630010
%%%%%%%%% 8 0008 (oaanoerey 0001 (0016200101
%%%%%%%%% 9 00055 (omimpoas 00! (0016Z00161)

10 00014 (-0.02:0.0156) 00, (-0.0162;0.0161)

-0.004  (-0.0331;0.0211)

Tabla 5-4.: Pronésticos de 1 a 10 pasos adelante - Prondsticos conjuntos - Aplicacién.

5.1. Evaluacidén de los prondésticos

El objetivo de esta seccion es comparar la capacidad predictiva de un modelo MTAR con
distribucién de error t-Student multivariada con la de un modelo MTAR con distribucién de
error normal multivariada. Este ejercicio es relevante ya que al comparar distintos modelos, es
posible evaluar la capacidad predictiva de las predicciones obtenidas y minimizar el riesgo de
sesgos o errores en los resultados. Ademas, se puede observar si los resultados son consistentes
entre ellos y si se mantienen incluso cuando se utilizan diferentes enfoques del mismo modelo.

Para ello, se comparan los pronosticos de 1 a 60 pasos adelante con base en el error cuadrati-
co medio (MSE(h)) y error cuadratico medio relativo (ReIMSE(h)) en cada horizonte de
pronéstico a partir de la metodologia de validacién cruzada de series de tiempo o método
Rolling. Ademids, se realiza la prueba de Diebold y Mariano ( ) para determinar estadisti-
camente si el prondstico de un modelo es mas preciso que el de otro.
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Figura 5-4.: Validacion cruzada de los pronésticos obtenidos.

En la figura 5-4 se encuentra el plan de ejecucion de validacion cruzada de series de tiempo o
método Rolling. En total, el conjunto de datos estd conformado por 2290 observaciones con
periodicidad diaria que se dividen en conjuntos de entrenamiento y de prueba. Se consideran
10 muestras de entrenamiento, cuyos puntos iniciales van de la observacion nimero 1 a la
10 y puntos finales de la observacion 2220 a la 2229. De esta forma, las 10 muestras de en-
trenamiento tienen un tamano igual a 2220 observaciones. Mientras que los puntos iniciales
de las 10 muestras de prueba van de la observacion 2221 a la 2230 y puntos finales de la
observacion 2280 a la 2289. El tamano de las muestras de prueba es constante y es igual
a 60 observaciones con lo que es posible evaluar los pronésticos de 1 a 60 pasos adelante.
Para ambos modelos MTAR considerados, tanto la etapa de estimacion como la etapa de
prondéstico se realiza con cadenas de longitud 10000 con 4000 (40 %) iteraciones de calenta-
miento con los parametros fijos. En el Anexo B se encuentran todos los detalles tedricos del
modelo MTAR considerado con distribucién normal multivariada.

. L MSE

Horizonte de prondstico MTAR t-Student | MTAR Normal RelMSE
1 0.000097 0.000126 0.771072

5 0.000111 0.000135 0.821427

10 0.000126 0.000147 0.858804

15 0.000131 0.000159 0.821427

20 0.000151 0.000176 0.858804

25 0.000160 0.000194 0.821427

30 0.000189 0.000220 0.858804

35 0.000205 0.000250 0.821427

40 0.000252 0.000294 0.858804

45 0.000287 0.000350 0.821427

50 0.000379 0.000441 0.858804

55 0.000479 0.000583 0.821427

60 0.000757 0.000882 0.858804

Tabla 5-5.: Resultados de validacion cruzada - Aplicacion.

La tabla 5-5 muestra los resultados resumidos del ejercicio llevado a cabo, en el Anexo C.1
se encuentran los resultados ampliados con todos los horizontes de prondsticos considerados.
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Se observa que para el conjunto de datos elegido, la capacidad predictiva del modelo MTAR
con distribucién de error t-Student es mayor que la del modelo MTAR con distribucién de
error normal multivariada. La razén principal se debe a que la distribucién t-Student es
apropiada para modelar fendmenos financieros ya que sus colas mas pesadas incluyen rendi-
mientos extremos observados en los mercados financieros, como lo demuestran Bartkowiak
( ) v Wong, Chan y Kam ( ). También se observa que el MSE en ambos modelos
es creciente a medida que el horizonte de prondstico aumenta. A pesar de que la capacidad
predictiva del modelo MTAR con distribucién de error t-Student es mayor que la del modelo
MTAR con distribucion de error normal multivariada, ambos modelos tienen una capacidad
de pronéstico considerable, ya que permiten que las caracteristicas de los datos de series
temporales, incluidas las medias, las varianzas y los parametros del modelo, cambien entre
regimenes.

Para complementar los resultados anteriores, se obtiene el estadistico propuesto por Harvey,
Leybourne y Newbold ( ) (HLN) presentado en la ecuacién (2-21) para los horizontes
de prondstico considerados. Se evalia la hipétesis nula de igual precision predictiva frente
a la hipdtesis alternativa cuando los prondsticos obtenidos a partir del modelo MTAR con
distribucion de error t-Student multivariada son mas precisos que los obtenidos a partir del
modelo MTAR con distribucion de error normal multivariada.

Horizonte de pronéstico HLN
COLCAP | BOVESPA
1 53.17034 67.55761
5 43.71142 46.20000
10 113.1255 | 105.15121
15 59.50796 60.72916
20 90.72199 84.32690
25 57.65419 57.21297
30 68.31753 63.50175
35 47.26222 45.83838
40 45.91085 42.67454
45 31.48733 29.96072
50 23.49562 21.83939
55 11.92577 11.16529

Tabla 5-6.: Resultados de la prueba de Diebold y Mariano modificada - Aplicacion.

La tabla 5-6 muestra los resultados resumidos de la prueba de Diebold y Mariano modifi-
cada, en el Anexo C.2 se encuentran los resultados ampliados con todos los horizontes de
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pronosticos considerados. El valor de los estadisticos obtenidos permite rechazar la hipétesis
nula con un p-valor menor a 0.05 en todos los horizontes considerados, por lo que se sugiere
que los pronosticos de COLCAP y BOVESPA obtenidos a partir del modelo MTAR, con
distribucién de error t-Student multivariada son mas precisos que los obtenidos a partir del
modelo MTAR con distribucién de error normal multivariada.



6. Conclusiones

Este documento desarrollé un método analitico para obtener los prondsticos basados en un
modelo MTAR con distribucién de error t-Student multivariada desde el enfoque Bayesiano.
Para ello, se encontro la distribucién predictiva Bayesiana que incluye la incertidumbre sobre
los verdaderos valores de los pardametros del modelo MTAR. El procedimiento planteado se
basa en la obtencién de muestras de la distribucion predictiva para obtener los prondsticos
puntuales e intervalos de prediccién del proceso de salida.

Con el objetivo de comprobar el comportamiento de la metodologia presentada se realizé un
estudio de simulacién a partir de tres modelos MTAR. Se ilustr6 la metodologia propuesta
para una réplica de cada modelo establecido y se obtuvieron los prondsticos puntuales e
intervalos de prediccion del proceso de salida que contenian los verdaderos valores de las
series simuladas. Posteriormente, se simularon 100 realizaciones de los tres modelos y se
calculé el porcentaje de veces que los tltimos 10 verdaderos valores del proceso de salida
estaban dentro del intervalo de prediccién del 95% de la distribucién predictiva. Para los
10 horizontes de prondstico considerados, se observd que la metodologia propuesta tenia un
porcentaje de cobertura cercano al esperado de 95 %, por lo que es una alternativa vélida
para obtener los pronésticos del modelo MTAR con error t-Student multivariados en lo que
respecta a escenarios de corto plazo. Ademas, se puedo verificar que las cadenas obtenidas
convergian satisfactoriamente.

Adicionalmente, se aplicé la metodologia propuesta a un conjunto de datos financieros. Los
verdaderos valores del proceso de salida se encontraron al interior de los intervalos obtenidos.
Ademas, se observé que para el conjunto de datos elegido, la capacidad predictiva del modelo
MTAR con distribucion de error t-Student es mayor que el modelo MTAR, con distribucién
de error normal multivariada.

Como limitantes de esta investigacion, el costo computacional del algoritmo y su implemen-
tacion en R es bastante alto, lo cual demanda un tiempo considerable para su ejecucién. En
investigaciones futuras relacionadas, se debe mejorar este aspecto. Se propone como trabajo
futuro desarrollar un método que también permita obtener los pronésticos de las covaria-
bles {X;} y el umbral {Z;} de manera conjunta. Ademds, se propone realizar un trabajo
de comparacién de la precision de los prondsticos que un modelo MTAR con distribucién
de error t-Student multivariada puede brindar frente a otros modelos lineales y no lineales
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como vectores autorregresivos o redes neuronales.



A. Generalidades del Modelo MTAR

ajustado para las series de retornos

COLCAP y BOVESPA

A.1. Prueba de no linealidad
_ Rezago de la variable de umbral
p | Variable 0 1 5 3 1 3 5 -
] P-valor | 0.00000 | 0.00061 | 0.94411 | 0.46843 | 0.03719 | 0.05273 | 0.02803 | 0.25736
C(d) 760.61 23.63 1.71 5.61 13.39 12.45 14.15 7.75
5 P-valor | 0.00000 | 0.00144 | 0.60818 | 0.73759 | 0.02242 | 0.01349 | 0.08054 | 0.36095
C(d) 775.67 | 28.61 8.21 6.87 20.81 22.33 16.73 10.96
5 P-valor | 0.00000 | 0.00045 | 0.60916 | 0.04460 | 0.07267 | 0.00022 | 0.05599 | 0.22485
C(d) 790.23 | 38.42 11.96 24.10 22.30 40.41 23.27 17.62
4 P-valor | 0.00000 | 0.00010 | 0.41888 | 0.07253 | 0.28499 | 0.00145 | 0.06911 | 0.34703
C(d) 791.68 | 49.07 18.57 27.36 20.89 41.15 27.56 19.75
5 P-valor | 0.00000 | 0.00014 | 0.30214 | 0.11051 | 0.34875 | 0.00155 | 0.11275 | 0.01921
C(d) 791.07 | 54.56 24.89 30.34 23.97 46.83 30.24 37.82
6 P-valor | 0.00000 | 0.00022 | 0.28434 | 0.18077 | 0.29130 | 0.00500 | 0.21300 | 0.04667
C(d) 797.54 | 59.11 29.60 32.38 29.44 48.29 31.42 39.20
- P-valor | 0.00000 | 0.00038 | 0.00784 | 0.13166 | 0.21798 | 0.00595 | 0.30434 | 0.04299
C(d) 797.12 | 63.11 51.88 38.74 35.70 52.98 33.43 44.49
g P-valor | 0.00000 | 0.00037 | 0.00686 | 0.17661 | 0.33303 | 0.00540 | 0.31606 | 0.06820
C(d) 798.29 | 68.92 57.66 41.49 36.98 58.65 37.39 47.00
9 P-valor | 0.00000 | 0.00031 | 0.00276 | 0.25823 | 0.21186 | 0.00539 | 0.31545 | 0.03147
C(d) 807.94 | 75.13 66.65 43.22 44.67 63.86 41.64 55.76
10 P-valor | 0.00000 | 0.00021 | 0.00755 | 0.22448 | 0.02467 | 0.00168 | 0.43636 | 0.01628
C(d) 805.33 | 82.21 67.49 48.60 61.84 73.98 42.81 63.90

Tabla A-1.: Prueba de no linealidad de Tsay (

de umbral - Aplicacién.

) para diferentes rezagos de la variable
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A Generalidades del Modelo MTAR ajustado para las series de retornos
COLCAP y BOVESPA

96

Pruebas de raiz unitaria

Serie Prueba Hipétesis nula Estadistico de prueba | Valor critico al 5% Intepretacién

ADF No estacionariedad -30,.857 1,955

Retornos S&P 500 PP -49,652 -2,86 Estacionaria en niveles
KPSS con constante | Estacionariedad 0,0377 0,463
ADF No estacionariedad -32,238 -1,955

Retornos Bovespa PP -47,392 -2,86 Estacionaria en niveles
KPSS con constante | Estacionariedad 0,31 0,463
ADF No estacionariedad -24,719 -1,955

Retornos Colcap PP -47,392 -2,86 Estacionaria en niveles
KPSS con constante | Estacionariedad 0,086 0,463

Tabla A-2.: Pruebas de raiz unitaria ADF, PP y KPSS para las series de retornos S&P 500,
COLCAP y BOVESPA - Aplicacion.

A.3. Estimacion de parametros estructurales

Nuamero de regimenes y 6rdenes autorregresivos

Para la eleccion del niimero de regimenes y el orden autorregresivo en cada régimen se emplea
el criterio de informacién NAIC definido en la ecuacién (2-38).

MTAR NAIC
MTAR(2,2,3) | -18.30375
MTAR(2,3,3) | -18.30347
MTAR(2,2,2) | -18.30274
MTAR(2,2,1) | -18.30262
MTAR(2,3,1) | -18.30159

Tabla A-3.: NAIC de los 5 mejores modelos considerados - Aplicacién.

Se consideran distintas combinaciones de 2 a 3 regimenes y de 1 a 4 rezagos en cada régimen,
en la tabla A-3 se presenta el NAIC de los 5 mejores modelos considerados. Al usar este
criterio, el modelo a estimar es un MTAR(2,2,3) que se describe en la ecuacién (A.1) a
continuacion:

)
o ) Yio+ X e si Zy <
2

)

1 1 1
o . el
1) O )
v Po.2 121 D192 1 P20
t ol @ e, ST O o, 12
)Tl .o o |t o & | Y2t o o |YestXgesiZi>r
Po5 121 Pioo 521 P30 321 P322

(A.1)
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Vector de umbrales

Con el nimero de umbrales y ordenes autorregresivos conocidos, se aplica el algoritmo de
estimacién expuesto en el Capitulo 2 con 10.000 iteraciones y un periodo de calentamiento
del 40%. En la figura A-1 se muestra la cadena y densidad resultante para r. En la tabla
A-4 se presenta la estimacién puntual junto con el intervalo de credibilidad del 95 %. Con
ello, el valor estimado del umbral 7 es igual a 0.00139.

Trace of var1 Density of var1
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0.00135 0.00137 0.00139 0.00141
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Iterations N =6000 Bandwidth = 2.592e-06

Figura A-1.: Cadena y densidad del vector de umbrales r - Aplicacion.

Pardmetro Estimacion L;(2.5%) Ls(97.5%)
r 0.00139 0.001372  0.001415

Tabla A-4.: Estimacion puntual del vector de umbrales r con su respectivo intervalo de
credibilidad del 95 % - Aplicacién.

En la figura 5-3 se presenta el criterio de convergencia de Geweke para la cadena obtenida
y se observa que los puntajes Z estan dentro de las bandas de confianza, lo que indica
convergencia de la cadena.

var1

2Z-score
0
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T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

First iteration in segment

Figura A-2.: Criterio de convergencia de Geweke del vector de umbrales r - Aplicacion.
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A.4. Estimacion de parametros no estructurales

Matrices autorregresivas

Las cadenas y densidades obtenidas para las matrices autorregresivas de ambos regimenes
se presentan en las figuras A-3 y A-4. Se observa que tienen un comportamiento simétrico
y las cadenas son estacionarias.
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Figura A-3.: Cadenas y densidades de las matrices autorregresivas correspondientes al régi-
men j = 1 - Aplicacién.

En las tablas A-5 y A-6 se observan las estimaciones puntuales e intervalos de credibilidad
del 95 % para las matrices autorregresivas de ambos regimenes. Los pardmetros significativos
del primer régimen, es decir, aquellos cuyo intervalo de credibilidad no toma el valor de cero,
son gbég, c;S(()g, qbﬂl, qbgl, ¢§1;2 y ¢§1§2 Mientras que los pardmetros significativos para el
segundo régimen son @Q, @%, (bfil y ¢%1. En las figuras A-5 y A-6 se presenta el criterio
de convergencia de Geweke para las cadena obtenidas y se observa que los puntajes Z estan
dentro de las bandas de confianza, lo que indica convergencia de la cadenas.
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Trace of var1 Density of var1 Trace of vars Density of vars
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Figura A-4.. Cadenas y densidades de las matrices autorregresivas correspondientes al régi-
men j = 2 - Aplicacién.

Parametro Estimacion  L;(2.5%) L,(97.5%)
o -0.001500  -0.002000  -0.000900
) -0.005000  -0.005800  -0.004000
) 0.051700  0.010300  0.093900
), -0.022800  -0.094900  0.048600
) 0.052500  0.022800  0.079700
) 0.040500  0.001200  0.081400
) 0.006100  -0.040500  0.055400
i
)
2
)
2

2 -0.017700  -0.085800  0.052400
1 0.021900  -0.010400  0.055000
9 0.079500  0.015300  0.125800

Tabla A-5.: Estimacion puntual de las matrices autorregresivas correspondientes al régimen
j =1 - Aplicacién.
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Pardmetro Estimaciéon L;(2.5%) Ls(97.5%)

o5 0.0015 0.0011 0.0021
B 0.0044 0.0038 0.0051
o1, 0.0794 0.0353  0.1217
o), 0.0468  -0.0129  0.1289
s 0.0347 0.0046 0.0570
B\ a 20.0227  -0.0569  0.0208
o5, 20.0060  -0.0484  0.0394
O5 s 0.0224  -0.0468  0.0783
By 0.0080  -0.0175  0.0340
B52 0.0086 0.0251  0.0490
O, 0.0374 -0.0085  0.0746
O 0.0325  -0.0403  0.1033
s 20.0054  -0.0342  0.0199
OS2 20.0049  -0.0421  0.0312

Tabla A-6.: Estimacion puntual de las matrices autorregresivas correspondientes al régimen
j =2 - Aplicacién.
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Figura A-5.: Criterio de convergencia de Geweke de las matrices autorregresivas correspon-
dientes al régimen j = 1 - Aplicacién.



A.4 Estimacion de parametros no estructurales 61
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Figura A-6.: Criterio de convergencia de Geweke de las matrices autorregresivas correspon-
dientes al régimen j = 2 - Aplicacion.

Desviaciones estandar escaladas

En las figuras A-7 y A-8 se presentan las cadenas y densidades para estimar los vectores
de desviaciones estandar escaladas de ambos regimenes. Se observa que las densidades son
relativamente simétricas y las cadenas no toman el valor cero.
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Figura A-7.: Cadenas y densidades del vector de desviaciones estandar escaladas corres-
pondiente al régimen j = 1 - Aplicacion.



A Generalidades del Modelo MTAR ajustado para las series de retornos
62 COLCAP y BOVESPA

Trace of var1 Density of vari
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Figura A-8.: Cadenas y densidades del vector de desviaciones estandar escaladas corres-
pondiente al régimen j = 2 - Aplicacion.

Parametro Estimacion L;(2.5%) Ls(97.5%)
o1 0.0073 0.0068 0.0079
09 0.0112 0.0106 0.0120

Tabla A-7.: Estimacion puntual del vector de desviaciones estandar escaladas correspon-
diente al régimen j = 1 - Aplicacion.

En las tablas A-7 y A-8 se presenta la estimacion puntual de los vectores de desviaciones
estandar escaladas para ambos regimenes junto con el intervalo de credibilidad del 95 %.
En ambos regimenes el primer elemento de desviaciones estdndar escaladas es menor que el
segundo.

Pardmetro Estimacién  L;(2.5%) L4(97.5%)
o1 0.0067 0.0063 0.0073
09 0.0110 0.0103 0.0117

Tabla A-8.: Estimacion puntual del vector de desviaciones estandar escaladas correspon-
diente al régimen j = 2 - Aplicacion.

En las figuras A-9 y A-10 se presenta el criterio de convergencia de Geweke para las ca-
denas obtenidas y se observa que los valores se encuentran en las bandas de confianza de 2
desviaciones estandar, por consiguiente hay convergencia de las cadenas.
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var var2
o
N 4 X
X s %
- - =7 X X
x X X Xx y ® X
X x X X * X><
2 ¥ o X
§ o A v x X % § o 4 X
X X
N N
% KK ¥ M
X
- X
(}I .
X ql .
I I I I I I I I I I I I I I
0 500 1500 2500 0 500 1500 2500
First iteration in segment First iteration in segment

Figura A-9.: Criterio de convergencia de Geweke del vector de desviaciones estandar esca-
ladas correspondiente al régimen j = 1 - Aplicacién.
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Figura A-10.: Criterio de convergencia de Geweke del vector de desviaciones estandar es-
caladas correspondiente al régimen j = 2 - Aplicacién.

Coeficientes de correlacidon escalados

Las cadenas y densidades obtenidas para la estimacién de los coeficientes de correlacién
escalados de ambos regimenes se presentan en las figuras A-11 y A-12. Se observa que
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tienen un comportamiento simétrico y son estacionarias. De manera similar a las cadenas
del vector de desviaciones estandar escaladas, las cadenas de los coeficientes de correlacion
escalados no toman el valor de cero.

Trace of var1 Density of var1
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Figura A-11.: Cadenas y densidades del coeficiente de correlacion escalado correspondiente
al régimen 7 = 1 - Aplicacién.
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Figura A-12.: Cadenas y densidades del coeficiente de correlacién escalado correspondiente

al régimen 7 = 2 - Aplicacién.

En las tablas A-9 y A-10 se encuentran las estimaciones de los coeficientes de correlacion.
El pardmetro toma el valor de 0.1703 en el primer régimen y 0.1165 en el segundo.

Pardmetro Estimacion L;(2.5%) Lg(97.5%)
P 0.1703 0.1225 0.2138

Tabla A-9.: Estimacion puntual del vector del coeficiente de correlacién escalado corres-
pondiente al régimen j = 1 - Aplicacion.
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Pardmetro Estimacion L;(2.5%) Ls(97.5%)
p 0.1165 0.0758 0.1596

Tabla A-10.: Estimacién puntual del vector del coeficiente de correlacion escalado corres-
pondiente al régimen j = 2 - Aplicacion.

En las figuras A-13 y A-14 se presenta el criterio de convergencia de Geweke para las
cadenas obtenidas y se observa que los puntajes Z estan dentro de las bandas de confianza,
lo que indica convergencia de la cadenas.
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Figura A-13.: Criterio de convergencia de Geweke del coeficiente de correlacién escalado
correspondiente al régimen j = 1 - Aplicacién.
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Figura A-14.: Criterio de convergencia de Geweke del coeficiente de correlacién escalado
correspondiente al régimen j = 2 - Aplicacién.

Grados de libertad

La figura A-15 muestra la cadena y densidad empleada para estimar los grados de libertad.
Se observa que la densidad es simétrica y la cadena es estacionaria. En la tabla A-11 se
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presenta la estimacion puntual junto con el intervalo de credibilidad del 95 %. Con ello, el
valor estimado de los grados de libertad © es igual a 6.7794.

Trace of var1 Density of var1
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Figura A-15.: Cadena y densidad de los grados de libertad v - Aplicacion.

Pardmetro Estimacion L;(2.5%) Ls(97.5%)
v 6.7794 5.7379 7.8659

Tabla A-11.: Estimacion puntual de los grados de libertad v con su respectivo intervalo de
credibilidad del 95 % - Aplicacién.

En la figura A-16 se presenta el criterio de convergencia de Geweke para la cadena obtenida
y se observa que los puntajes Z estan dentro de las bandas de confianza, lo que indica
convergencia de la cadena.
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Figura A-16.: Criterio de convergencia de Geweke de los grados de libertad v - Aplicacion.
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A.5. Residuos

A partir del modelo estimado se calculan lo residuales y se presentan en la figura A-17. En
la figura A-18 se presentan los graficos de CUSUM y CUSUMSQ donde se observa que el
ajuste del modelo es bueno. Mientras que en la figura A-19 se observa que los residuales no
presentan alta correlacion.

e i n\ww M» \W ur« iy ‘M* Hi WW bl MMW‘WMWMW

mM»&MMwW%wf«»MWWM««»m»w«wwwwWWWWMWMWM*W*““‘*“'*’WW

Figura A-17.: Residuales del modelo MTAR estimado - Aplicacién.

uuuuuuu

Figura A-18.: CUSUM y CUSUMSQ de los residuales del modelo estimado - Aplicacién.
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Correlacion simple residuales
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Figura A-19.: Correlaciones de los residuales del modelo estimado - Aplicacion.



B. Modelo multivariado autorregresivo
de umbrales (MTAR) con distribucion
de error normal multivariada

El modelo representa la relacién entre tres procesos estocasticos {Y;}, {X;} v {Z;} de salida,
covariables y umbral, respectivamente. Ahora bien, sea {Y;} y {X;} procesos estocdsticos
tales que Y; = (Yig, ..., Yi) v Xy = (Xu4, ..., Xot)' y sea {Z;} un proceso univariado. {Y;}
sigue un proceso MTAR con variable de umbral {Z,} si:

. i a 4 /2 .
Y, = Cb(()]) +Zi:1¢§])Yt—z‘+Zi:15¢(j)Xt—i+Zi:15i(])zt—i+2(]/) grsirj 1 < Z < (B.1)

donde j = 1,...,0l con [ > 2 el numero de regimenes, y 79,71,...,7_1,7; son los umbrales
del modelo que definen los regimenes tales que —oco = rg < r; < ... < 11,7 = 00. {&} es
un proceso independiente e idénticamente distribuido, y por cada t, ; sigue una distribu-
cién normal con vector de medias 0 y matriz de covarianza [ de orden k y es mutuamente
independiente de {X,;} y {Z;}. Esta independencia se refiere a que para cualquier n, los vec-

tores aleatorios (X, ..., Xy,) ¥ (€4, ...,&y,) son independientes (Calderén y Nieto, )
Para j = 1,. ..,l ) los parametros no estructurales del modelo son los coeficientes ¢, U) con
i=0,1...,p, 5; G) parai=0,1,...,qj, 5(]) parat=0,1,...,d; y E(/) Teniendo en cuenta

lo anterior, el vector de parametros no estructurales es:
Oyns = (01, ..., 0;, vec(X)"), (B.2)

con 8; = vec(A;), A; = (gbo ,gbl e pj), %j),... b ,(5§J ,...,55]))“,7] yn; = (1+kp;+
v.q; +d;) para j = 1,...,l y ¥ = (¥q,...,%;). Los nimeros enteros p;, ¢; y d; con j =
1,...,l representan los ordenes autorregresivos de cada régimen, los valores de los umbrales
se denotan como r = (ry,...,r,—1)" y el nimero de regimenes como [, en conjunto se les
define como los parametros estructurales del modelo y se representan como:

eys = (pla <P 41, - aql7d17 s 7dlarlal)/' (B3>

Teniendo en cuenta lo anterior, el modelo MTAR presentado tiene el siguiente vector de
parametros completos:

Oy = (Oyns, 0ys)'- (B.4)
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Ahora bien, sea Uy = (Z;, X])' una cadena de Markov homogénea de orden bth de tamano
(v + 1), donde b es un nimero entero mayor que cero con densidad estacionaria f,(-) y
densidad de kernel de transicién f,(-|-). Ademds, no hay retroalimentacién de {Y;} a {U;}.
Sea § = (6,,0,) el vector de pardmetros completos del modelo compuesto por el vector de
parametros ¢, del modelo MTAR y el vector de parametros 6, la cadena de Markov. Se asu-
me que el proceso probabilistico de la cadena de Markov u = (uy, ..., ur) no depende de los
pardmetros 6, y de manera similar, se asume que la densidad conjunta de y = (y1,...,yr)
condicional a u y (6, 6,) no depende de 6,.

El proceso para estimar los parametros no estructurales del modelo consiste en extraer
muestras de la distribucién condicional completa p(8yns|yi.r, w17, 8ys) de los parametros no
estructurales dado los datos de los procesos de salida y umbral y los parametros estructurales.
En la siguiente exposicion se asume que los pardmetros estructurales ya han sido estimados
previamente con otros métodos. En en caso del modelo MTAR con errores normales, las
distribuciones condicionales completas para 7 = 1,...,[ son:

p(€j|9“Z 7é j? Z7 Uy, yl:T)7
p(E(j)\Z(i),z’ # 3,01, ....0, U1:T7y1:T),

donde los pardmetros entre cada régimen son independientes entre si y 0; y ¥ ;) también son

(B.5)

independientes. Para el modelo con la distribucién normal en el error, la distribucion a priori
para ¢; es normal multivariada de media 6; y matriz de covarianza ;. Calderén y Nieto
( ) demuestran que la distribucién condicional completa para 6,|6;,7 # jcon j =1,...,1
es una distribucién normal multivariada de la forma:

p(ej‘elvz 7& ja Ea U1.T, Y115 Qyns) X exp {(6] - 0;)/‘/;71(93‘ — 0;)}
con matriz de covarianza V; = [W;W; ® Z(_ﬁ + E(_O;)]_l (B.6)
y media 0; = V;([W; ® E(_j;]yj + E(_O;)O-Oj)?

donde Wy,5 = (17 yg—la s 7y£—pj7xt—1/a 7xt—q;72:t—1; s 7Zt—dj)’/q]')<17 Wj = (wtl,jv ce 7thj,j)7]j><Nj7
t1j,---,tn;; son los puntos donde r;_; < Z; < r; y N; es el numero de observaciones en
el régimen j. Mientras que la distribucion a priori de ;) es una inversa de Wishart con
matriz de covarianza Sy; y vo; grados de libertad. Calderén y Nieto ( ) demuestran que
la distribuciéon condicional completa para X;)|X@),7 # j es una inversa de Wishart de la
forma:

(Nt 1 _
p(ulzT7y1:T7 eyns) = |Z(j)| N+ 0j+k+1)/26$p |:—§t7“ {2(5(5(] + SO])}:|

. pJj - qj j 4 j '
donde S; = Z (yt — ¢§”Zizl¢§”)ym + Zizlﬁi@)l‘t*i + Zizlézg])ztf’i) (B.7)

{t:5:=3}

HN () G o) G ()
<yt— 0 Zizl(ﬁi %—H‘Zi:lﬁi let—i‘i'zi:l(si Zt—i>>



71

con matriz de covarianza (S; + So;) y N; + vo, + k grados de libertad. De esta forma se
implementa el muestreador de Gibbs a las distribuciones condicionales anteriores.

Para obtener los prondsticos del modelo MTAR con distribucién de normal multivariada pre-
sentado en la ecuacién (B.1), Calderén y Nieto ( : ) demuestran que la distribucion
predictiva conjunta, siendo 7" es el tamano de la muestra y h el horizonte de prondstico, es
igual a:

p (yT+1:T+h7 UT+1:T+h|y1:T, Uy, l) =
(B.8)
/ p (yT+1:T+h, UT+1:T+h|y1:T7 uy.r, ey,la l) p (Qy,l|y1:Ta ur.t, l) dey,la
S)

donde p (0y,|y1.7, u1.1, 1) es la distribucién a posteriori de los pardmetros de un modelo MTAR
con [ regimenes y p (Yr+1:7+hs Ur+1:7+1|Y1:7, Ur:T, Oy, 1) €s una distribucion que debe ser es-
pecificada a partir de los supuestos de las distribuciones empleadas para estimar el modelo
MTAR. Para ello se asume que Y7.; no causa en el sentido de Granger a Z; y X;. Teniendo
en cuenta lo anterior, el primer elemento en la ecuacién (B.8) es igual a:

p (yT—i—h s YTn, UT 1, - - - 7uT+h|y1:T7 Uy, Hy,h l) -
h (B.9)
H p (UTH ’u1:T+z>1) p (yT+i ’UT+i7 Y1:14i—1, UL:THi—1, ey,la l) .
i=1
Calder6n y Nieto ( , ) demuestran que p (yri|Wrti, Y1:7+i—1, Ur:14i—1, Oy, 1) €s una

distribucién normal multivariada con media (I, ® wy,; ;)0; y matriz de covarianza %) si
ri-1 < zr4i < r;. Mientras que p (upii|uiryi—1) es la densidad Kernel de la cadena de
Markov {U;}. Para extraer muestras de la distribucién predictiva conjunta y asi obtener el
conjunto {y%lh} se implementa el siguiente procedimiento hasta llegar a la iteracion i-ésima:

1. Extraer una muestra aleatoria (975? de la distribucién posterior p(6, |y1.7, u1.7,1).
2. Extraer una muestra aleatoria ugfzrl de la densidad de kernel p(ug1|uy.r).
(2) l

3. Extraer una muestra aleatoria y(Till de la densidad p(yT+1|u¥zrl, Y1.1, UL.T, le, ).

4. Extraer una muestra aleatoria uéfer de la densidad de kernel p(uT+2|u§erl, uL.T)

5. Extraer una muestra aleatoria yf(pilz de la densidad p(yr42|, uglg, uéfzrl, yc(pizrl, Y1.7, U1, 953, l)

6. Continuar extrayendo muestras aleatorias hasta obtener u§3)+ p de plupyp|uria, ..., urgn—1, ur)
@ 9 (4) () ©) (4) 09 |
y yT+h € p(yTJrh’a uT+1> v 7uT+h7 yT+1a <. 7yT+h7 Y117, U1, y,l )

: . @ ) : -
Con lo anterior se obtiene {y; ;. Uy, }in- De este conjunto se puede calcular una medida
de tendencia central como la media o mediana de yri; y ury, que es una aproximacién
numérica al pronéstico puntual (Vaca y Nieto, ) v los intervalos creibles para los valores
futuros del vector (Uri1.74n, Yri1.174h)-
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C.1.

Resultados de la validacion cruzada

: , - MSE
Horizonte de prondstico MTAR t-Studont | MTAR Normal RelMSE
1 0.000097 0.000126 0.771072
2 0.000101 0.000129 0.783271
3 0.000104 0.000129 0.804588
4 0.000104 0.000131 0.793870
5 0.000111 0.000135 0.821427
6 0.000112 0.000138 0.811218
7 0.000114 0.000137 0.833621
8 0.000121 0.000142 0.848709
9 0.000124 0.000145 0.857148
10 0.000126 0.000147 0.858804
11 0.000113 0.000147 0.771072
12 0.000118 0.000151 0.783271
13 0.000122 0.000151 0.804588
14 0.000122 0.000154 0.793870
15 0.000131 0.000159 0.821427
16 0.000132 0.000163 0.811218
17 0.000136 0.000163 0.833621
18 0.000144 0.000169 0.848709
19 0.000149 0.000174 0.857148
20 0.000151 0.000176 0.858804
21 0.000137 0.000177 0.771072
22 0.000143 0.000182 0.783271
23 0.000148 0.000184 0.804588
24 0.000149 0.000188 0.793870
25 0.000160 0.000194 0.821427
26 0.000162 0.000200 0.811218
27 0.000167 0.000200 0.833621
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28 0.000178 0.000210 0.848709
29 0.000185 0.000216 0.857148
30 0.000189 0.000220 0.858804
31 0.000172 0.000222 0.771072
32 0.000181 0.000230 0.783271
33 0.000188 0.000233 0.804588
34 0.000190 0.000240 0.793870
35 0.000205 0.000250 0.821427
36 0.000210 0.000259 0.811218
37 0.000218 0.000261 0.833621
38 0.000234 0.000275 0.848709
39 0.000245 0.000286 0.857148
40 0.000252 0.000294 0.858804
41 0.000231 0.000299 0.771072
42 0.000245 0.000313 0.783271
43 0.000257 0.000319 0.804588
44 0.000264 0.000332 0.793870
45 0.000287 0.000350 0.821427
46 0.000298 0.000367 0.811218
47 0.000312 0.000375 0.833621
48 0.000340 0.000400 0.848709
49 0.000361 0.000421 0.857148
50 0.000379 0.000441 0.858804
51 0.000352 0.000457 0.771072
52 0.000381 0.000487 0.783271
53 0.000408 0.000507 0.804588
54 0.000428 0.000540 0.793870
55 0.000479 0.000583 0.821427
56 0.000510 0.000629 0.811218
57 0.000553 0.000663 0.833621
58 0.000623 0.000734 0.848709
59 0.000690 0.000805 0.857148
60 0.000757 0.000882 0.858804

Tabla C-1.: Resultados ampliados de la validacion cruzada - Aplicacion.
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C Aplicacion

Resultados de la prueba de Diebold y Mariano

modificada
. L HLN
Horizonte de prondstico COLCAP | BOVESPA
1 53.17034 67.55761
2 45.00728 50.96195
3 41.92945 45.82230
4 41.35270 44.74404
5 43.71142 46.20000
6 47.60183 50.13958
7 55.42916 57.47422
8 68.11971 70.20708
9 88.66496 89.90897
10 113.12556 | 105.15121
11 94.21573 95.53762
12 76.57515 79.15239
13 66.11449 68.45382
14 60.58388 62.82234
15 59.50796 60.72916
16 60.53782 61.48470
17 65.10283 65.05445
18 72.49165 71.59028
19 82.38938 79.86378
20 90.72199 84.32690
21 82.44225 79.91502
22 72.23822 71.51648
23 64.48137 64.41378
24 59.51101 59.72800
25 57.65419 57.21297
26 57.29728 56.55932
27 59.15594 57.58627
28 62.28930 60.00288
29 66.00178 62.74740
30 68.31753 63.50175
31 63.90595 60.75491
32 58.15666 56.14009
33 53.10706 51.71283




C.2 Resultados de la prueba de Diebold y Mariano modificada 75

34 49.33438 | 48.24876
35 47.26222 | 45.83838
36 46.00798 | 44.38630
37 45.82756 | 43.75023
38 46.08023 | 43.67046
39 46.34791 43.58785
40 45.91085 | 42.67454
41 43.09835 | 40.53180
42 39.69232 37.68540
43 36.43135 34.80126
44 33.62271 32.19745
45 31.48733 29.96072
46 29.65512 28.07529
47 28.15222 26.47316
48 26.71748 25.03010
49 25.21675 23.55176
20 23.49562 21.83939
o1 21.24273 19.84014
52 18.83664 17.67540
53 16.43969 15.47145
o4 14.12556 13.29231
25 11.92577 11.16529
26 9.75715 9.09252
57 7.59390 7.05542
o8 5.40216 0.01774
29 3.14164 2.92018

Tabla C-2.: Resultados ampliados de la prueba de Diebold y Mariano modificada - Aplica-
cion.
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ARIMA - Proceso de umbrales

Coeficiente | Valor estimado | Error estandar
arl 0.46667328 0.30942888
ar2 0.47724569 0.29414831
mal -0.48234619 0.31025028
ma2 -0.54093292 0.29053403
mad 0.04334495 0.02852557

Intercepto 0.00045883 0.00007498

Tabla C-3.: Modelo ARIMA(2,0,3) estimado para S&P 500 - Aplicacion.
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Figura C-1.: Residuos del modelo ARIMA de S&P 500 - Aplicacion.
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Rezagos | Estadistico | P-Valor
1 0.00000 0.99983
2 0.00055 0.99972
3 0.20649 0.97654
4 1.33415 0.85555
5 1.33535 0.93125
6 1.63223 0.95023
7 1.95780 0.96214
8 1.96408 0.98209
9 2.17808 0.98833
10 4.31899 0.93181
11 6.01596 0.87230
12 6.77347 | 0.87221
13 9.65143 0.72216
14 9.82066 0.77517
15 9.82717 | 0.83047

16 10.15141 | 0.85860
17 10.16236 | 0.89666
18 10.55325 | 0.91234
19 11.37102 | 0.91073
20 11.39556 | 0.93531

Tabla C-4.: Prueba Ljung-Box S&P 500 - Aplicacién.
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4. Cadenas y densidades de prondsticos conjuntos

Cadena de BOVESPA con h =1 Densidad de BOVESPA con h= Gadena de BOVESPA conh =4 Densidad de BOVESPA con h =4
o Wm0 W0 40 00 e o0 20 ) ooz oot EIRRT - R R R 208 004
Nrations N Bandidth = 0001415 tsratons
Cadena de BOVESPA con h = 2 Densidad de BOVESPA con h=2 Cadena de BOVESPA conh =5 Densidad de BOVESPA con h
g < s
LIS S S R S R ) 20 04 D02 00 0@ 0% 008 CRET R S A 208 0 00
teratons N Bandidth 0001475 teratons Bandwittn =0.00145
Cadena de BOVESPA conh = 3 Densidad de BOVESPA con h=3 Cadena de BOVESPA conh =6 Densidad de BOVESPA con h =6
[} s g
LR I ) LTI R T T I T T o 2w B0 AR B0 M am A% oW em e 0
taratens N=f858 Banduinth = 0001420 teratons M= Bs5s Banewietn = 0001468
Cadena de BOVESPA con h =7 Densidad de BOVESPA con h=7 Cadena de BOVESPA con h=10 Densidad de BOVESPA con h =10
£l = g
o Wm0 W 40 w0 e 208 A 20z 00 002 004 o 0 20 W0 am om0 e 20 004 00 0m 0o 004 008
hesons Sxnsuien =0.001478 Iarstens N Bansuistn = 0.001455
Cadena de BOVESPAconh=8 Densidad de BOVESPA con h =8
o Wm0 W0 40 00 e 008 008 004 D02 000 00 004 008
heratons N Bandwidt = 0.00147
Cadena de BOVESPA con h =9 Densidad de BOVESPA con h=9
LIS S S R S R ) 20 X') 00
teratons N=t5% Banduinth = 0001462
Cadena de COLCAP con h=1 Densidad de COLCAP con h = Cadena de COLCAP con h=4 Densidad de COLCAP con h=
LR I ) E ) o0 o 2w B0 AR B0 M o0 20 O AR O MR 0 0
[ = 0002227 N Bansuittn =0.002
Cadena de COLCAP con h=2 Densidad de COLCAP con h Cadena de COLCAP con h=5 Densidad de COLCAP con h=5
o Wm0 W0 o0 w0 e a0 20 oo 00 a0 o 0 20 W0 A0 @0 e 210 208 oo 008
hesons = 0002262 Iarstens
Cadena de COLCAP con h=3 Densidad de COLCAP con h =3 Cadena de COLCAP con h=6 Densidad de COLCAP con h=6
o Wm0 W0 40 00 e 208 000 008 EIRRT - R R R 210 20 000 008
lertons th=00m2sE tarstons th = 0002289
Cadena de COLCAP con h=7 Densidad de COLCAP con Cadena de COLCAP con h Densidad de COLCAP con b =10
o Wm0 W0 00 @0 ew o 0 0 W0 w0 m0 s 210
ratons =
Cadena de COLCAP con h=8 Densidad de COLCAP con h =8
) 000 2000 3000 4000 5000 8000 .10 0.05 0.10
[ = 0002287
Cadena de COLCAP con h=9 Densidad de COLCAP con h =9
o Wm0 W0 o0 w0 e 208 0 008
hesons 1 =0002261

Figura C-2.: Cadenas y densidades para los pronosticos de 1 a 10 pasos adelante - Semana
extra - Aplicacién.
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Figura C-3.: Criterio de convergencia de Geweke para los pronodsticos de 1 a 10 pasos ade-
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