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RESUMO

O Principio dos Trabalhos Virtuais, Método dos Deslocamentos e o Teorema de
Castigliano sdo formulagdes tedricas aplicaveis em materiais continuos homogéneos e
com comportamento elastico-linear e a madeira ndo apresenta tais caracteristicas, dessa
forma, pela auséncia de modelos tedricos aplicaveis a madeira, tais formulacdes sao
utilizadas. Assim sendo, o objetivo deste trabalho é prever teoricamente as deflexdes
através da carga de ruptura de uma peca fletida de Pouteria Pachycarpa Pires e constatar
experimentalmente os resultados obtidos. Deste modo, foi utilizado trés corpos prova para
0 ensaio de compressdo paralela as fibras, afim da caracterizagdo mecénica da madeira
Pouteria Pachycarpa Pires. Posteriormente, procedeu-se ao dimensionamento de uma
viga para ser submetida a um ensaio de flexdo em trés pontos, através da metodologia de
baixo custo, uma vez que com 0 aumento da carga ocasiona uma diferenca entre os dados
tedricos e experimentais. Portanto, é verificado que o desempenho mecéanico das
estruturas esta garantido por conta das informac6es teéricas que consideram os valores
de projeto das propriedades mecénicas da madeira.

Palavras-chave: principios dos trabalhos virtuais, método dos deslocamentos, teorema
de Castigliano, madeira, deflexdo.

ABSTRACT

The Principle of Virtual Works, Displacement Method and Castigliano's Theorem are
theoretical formulations applicable in homogeneous continuous materials with elastic-
linear behavior and wood does not present such characteristics, thus, due to the absence
of theoretical models applicable to wood, such formulations are used. Therefore, the
objective of this work is to theoretically predict deflections through the rupture load of a
bent part of Pouteria Pachycarpa Pires and to experimentally verify the results obtained.
Thus, three specimens were used for the compression test parallel to the fibers, in order
to mechanically characterize Pouteria Pachycarpa Pires wood. Subsequently, the load
increased, since with the increase of the load a difference between the theoretical data and
the experiments. Therefore, it is verified that the mechanical performance of the structures
is guaranteed by the project because of the theoretical information that considers the
values of the mechanical properties of the wood.

Keywords: principles of virtual works, displacement method and Castigliano theorem,
wood, deflection.
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1 INTRODUCAO
De forma a garantir a seguranca nas estruturas é necessaria a verificacdo para os

Estados Limites que, segundo Filgueira (2017), sdo definidos como momentos no quais
a estrutura ndo cumpre mais 0s requisitos necessarios para um uso satisfatorio e eficiente.
Desta forma o Estado Limite de Servigo (ELS) esta relacionado com a interrupcao do uso
normal da estrutura, devido a deterioracdo e danos que possam ocorrer na mesma (SALES
et al., 2015). O Estado Limite Ultimo (ELU) implica na paralisacio, total ou parcial, do
uso da estrutura.

Uma caracteristica do ELU € o colapso da estrutura, ou seja, transformacédo da
estrutura original em uma estrutura parcial ou totalmente hipostéatica provocada por
plastificacdo. Assim sendo, para ELU é aplicavel a condigdo da Equagdo 1, na qual 0s
valores majorados das acGes atuantes na estrutura ndo poderdo ser ultrapassados pelos

valores das resisténcias mecanicas dos materiais (valores minorados).

(Equacéo 1)

Ry < Sy

Onde:

R, é o valor de calculo de resisténcia mecanica do material;

S, € o valor de célculo da(s) acao(des);

O valor de S, no caso de vigas, considera as tensées normais (o) e as tensoes de
cisalhamento (7) atuantes. Estas deverdo ser majoradas em funcdo da norma de
dimensionamento aplicavel ao material empregue no elemento estrutural. As tensdes
normais sao quantificadas através da formula da flexdo (Equacéo 2), enquanto as tensdes
de cisalhamento podem ser calculadas através da (Equacéo 3).

As tensdes normais aumentam com a distancia em relagdo a linha neutra elastica
que, para um comportamento elastico, esta € coincidente com o eixo principal de inércia
perpendicular a direcdo do carregamento, no caso de flexdo simples. As tensbes de
cisalhamento passardo a constituir um critério preponderante no dimensionamento, para
um carregamento vertical, & medida que a largura da secdo, medida perpendicularmente

a direcdo do carregamento, diminui.
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(Equacéo 2)
M
o = T.C
(Equacéo 3)
L Vs
It
Onde:

o = Tenséo normal (MPa);

M =Momento fletor (kN.mm);

I = Momento de Inércia (mm?);

c¢ = Distancia perpendicular ao eixo neutro (mm);

T = Tensdo de cisalhamento (MPa);

V' = Forca de cisalhamento (KN);

S = Momento estatico (mm);

t = Largura da area da secdo transversal do elemento (mm).

Para ELS, Caldeirdn (2017) ressalta a importancia do calculo dos deslocamentos
para o dimensionamento de estruturas ja que esses valores podem ultrapassar os limites
admitidos pelas normas dos materiais. E possivel prever o deslocamento sofrido pelos
elementos estruturais por meio de teorias tais como: Principio dos Trabalhos Virtuais
(PTV), Teorema de Castigliano e Método dos Deslocamentos. O PTV consiste no
equilibrio dos esforcos solicitantes em um corpo rigido, no qual ocorrerd um
deslocamento virtual, quando as forcas externas sao iguais a zero (KASSIMALLI, 2015).
A formulacdo do PTV esté apresentada na Equacao 4.

O Teorema de Castigliano é aplicavel em materiais que tenham comportamento
elastico-linear. Este teorema consiste na derivada parcial de primeira ordem da energia
de deformacdo do corpo para a for¢a no ponto e na direcao do deslocamento (HIBELLER,
2013), conforme é possivel constatar na Equagéo 5. O conceito basico do Método dos
Deslocamentos para analise de vigas e quadros é que o estado de uma barra é
completamente definido pelos deslocamentos de seus nds, conforme a Equacao 6 (MAU,
2015).

(Equacéo 4)

MM
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(Equacéo 5)
v_ P
6_dl-_ 1
(Equacéo 6)
_ 810
X, = - R
Onde:

6 = Deslocamento horizontal ou vertical (mm);

M = Momento virtual (KN.mm);

M = Momento real (kN.mm);

E = Mddulo de elasticidade (MPa);

I = Momento de Inércia (mm?);

U = energia de deformacéo (J);

dd; = deformacdo (mm);

P; = carga axial (kN);

X, = incognita hiperestatica;

610= deslocamento em determinado trecho da estrutura (mm);

611= deslocamento em determinado trecho da estrutura (mm).

O interesse na construgdo com estruturas de madeira tem vindo a aumentar,
sobretudo devido a pesquisas de novas tecnologias, como por exemplo: madeira lamelada
cruzada colada (PEREIRA, et. al. 2019), sistemas construtivos wood frame (RIBASKI et
al. 2017), ligacBes envolvendo ago e madeira (BULHOES et al. 2020b; 2020c) e
reaproveitamento de residuos de madeira (BULHOES et al. 2020a).

Dentre as caracteristicas importantes a serem consideradas ao se utilizar a madeira
estd sua heterogeneidade, uma vez que possui diferentes tipos de células que
desempenham func@es especificas (FERRO, et al. 2015). A madeira também apresenta
anisotropia quanto as propriedades fisicas, visto que estéo relacionadas com a disposi¢édo
das suas fibras (LOGSDON, et al. 2014). Por outro lado, a madeira possui um
comportamento higroscopico, que consiste na troca de moléculas de agua com o0 meio
circundante (PADUA, et al. 2021), o que afeta sua estabilidade dimensional e resisténcia
mecanica. Medeiros Neto et al. (2016) ainda destacam a viscoelasticidade da madeira
como responsavel pela obtencdo de modulos de elasticidade dindmicos e estatico

distintos, sendo destacadas como desvantagens do seu uso (SANTOS, 2018).
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O PTV, o0 Método dos Deslocamentos e o Teorema de Castigliano sdo empregados
em materiais isotropicos e homogéneos com comportamentos elastico-linear. No entanto,
pela auséncia de formulacdes teoricas aplicaveis a madeira, utilizam-se PTV, o Método
dos Deslocamentos e o Teorema de Castigliano (VIDAURRE, 2013). Desse modo, 0
objetivo deste trabalho é prever teoricamente deflexdes e a carga de ruptura de uma peca
fletida de madeira de Pouteria Pachycarpa Pires em constatar experimentalmente os

resultados obtidos.

2 METODOLOGIA
Na cidade de Acailandia — MA, é frequente encontrar elementos estruturais

fletidos de madeira de Pouteria Pachycarpa Pires. Esta madeira possui o cerne e alburno
idénticos por obterem as cores, amarelo-palido, com seu brilho moderado, predominéancia
de cheiro e gosto imperceptiveis, densidade alta e apresenta moderada resisténcia ao corte
e a textura fina tendo como caracteristica seu facil processamento (IPT, 2002).

Desta forma, foi adquirida uma peca de madeira 6 cm de altura por 20 cm de
largura por 750 cm de comprimento. A partir desta peca, foram obtidos 3 corpos de prova
(CPs) com dimens@es de (5,0 x 5,0 x 15,0) cm3, para serem submetidos ao ensaio de
compressdo paralela as fibras (Figura 1), conforme a norma ABNT NBR 7190-3:2022-
Métodos de ensaio para corpo de prova isentos de defeitos para madeiras de florestas

nativas.

Figura 1- Ensaio de compress&o

paralela as fibras.
‘ﬂ' ST £\

N =
Fonte: Autores.
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Com base nos resultados obtidos, foi realizado o dimensionamento de uma viga
através da férmula da flexdo (Equacdo 2), considerando os valores apresentados em IPT
(2022) para a resisténcia a compressdo paralela as fibras. Na flexao, as pecas fletidas com
secdo quadrada e largura maior do que a altura, apresentam o seu comportamento critico
para tensdes normais de compressédo devidas ao momento fletor. Desta forma, obteve-se
uma peca com dimensoes (4,4 x 4,4 x 550,0) cm?, apoiada em pontos separados de 450,0
cm entre si. Assim sendo, a razdo entre o comprimento do vao livre (L) e a altura da secéo
(h) foi de 102,27. Icimoto, et al. (2015) referem que a relacdo entre o comprimento (L) e
a altura (h) devera ser superior a 21, de forma a que nao ocorram influéncias dos
deslocamentos de cisalhamento ndo s&o significativas na deflex&o total.

Ap0s o dimensionamento da viga, procedeu-se a previsao das deflexbes para o0s
carregamentos de 20, 40, 60 kgf, recorrendo as formulages teoricas advindas do PTV
(Equacéo 4), Teorema de Castigliano (Equacéo 5) e Método dos Deslocamento (Equacao
6), considerando a secdo transversal da peca, 0 mddulo de elasticidade da madeira
utilizada e a idealizacdo apresentada na Figura 2.

Figura 2- Idealiz;%éo estrutural da viga

. 0

I

X X
| ||

! —1
0,5 m 4,5 m 0,5 m

|

———> X

Fonte: Autores

Para constatar a consisténcia dos resultados obtidos pelas formulagdes teoricas,
procedeu-se ao ensaio ndo destrutivo de flexdo estatica em trés pontos da viga de madeira
de Pouteria Pachycarpa Pires. O ensaio foi realizado na Universidade Estadual da Regido
Tocantina do Maranhdo — UEMASUL, campus Acailandia recorrendo a um aparato de
ensaio de baixo custo, constituido por dois apoios de madeira de corymbia citriodora
(oferecidos pela Venturoli), com dimensdes de (30x15) cm? de segéo transversal e 60 cm

de comprimento. As pec¢as de Corymbia citriodora foram coladas entre si com epoxi bi-
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componente Compound Tix (oferecido pela Vedacit). No topo dos apoios, foram
utilizados CPs de concreto cilindricos, com 15 cm de didmetro por 30 cm de comprimento
(Figura 3).

Figura 3- CPs de concreto cilindricos.

Fonte:'Autores

Para permitir a aplicacdo do carregamento no CP de flexdo, através da utilizacdo
de pesos de academia, foram utilizadas cruzes compostas por duas barras nervuradas de
16 mm de didmetro, fixadas e através de duas abracadeiras metalicas, formando um
angulo de 90° entre si. Com a finalidade de manter os pesos em equilibrio, foi necessario
dobrar as barras em um angulo de 45°. Na superficie superior do CP, foi introduzido um
cilindro metalico, de forma a transmitir o carregamento de forma uniforme na secéo
transversal (Figura 4). Para conectar o cilindro e as cruzes, foi utilizado um cabo de ago

de 6,35 mm, fixo com esticadores metalicos (Figurab).

Figura 4 — Cilindro metalico

14

Fonte:. Autores.
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Figura 5 — Esticadores metalicos com cabos de acos presos as cruzes.

Fonte: Autores

Ap0s cada carregamento (20, 40, 60 kgf) foi realizada a medicéo das deflexdes,
com 0 recurso a uma trena metalica e uma linha de nylon que fora previamente fixada no
topo do conjunto dos apoios formados por madeira corymbia citriodora e CPs de
concreto. Posteriormente, os resultados experimentais foram comparados com os valores

obtidos a partir das formulagdes tedricas.

3 RESULTADOS E DISCUSSOES
A Tabela 1 apresenta os resultados do ensaio de resisténcia a compressao paralela

as fibras dos CPs de Pouteria Pachycarpa Pires. Conforme supracitado, este ensaio
serviu para verificacdo da veracidade da informacédo fornecida pelo vendedor da madeira
que, neste caso, apresentou um valor médio de 74,86 MPa e um Coeficiente de Variacdo
de 1,45%.

Tabela 1 - Resultados do ensaio de resisténcia & compressdo paralela as fibras.
Coeficiente de

N° CP ch (MPa) Média (Mpa) Varlag:éo (%)
1 75,18
2 73,65 74,86 1,45
3 75,76

N° CP: nimero do corpo de prova, f,: resisténcia a compressao paralela as fibras. Fonte: Os autores.

Arroyo et al. (2022) investigaram a influéncia do teor de umidade nas
propriedades fisicas e mecéanicas de Pouteria Pachycarpa Pires, tendo obtido um valor

médio de resisténcia a compressdo paralela as fibras, para a referéncia de 12%, igual a
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58,82 MPa. Araujo (2007), apresenta um valor de 74,04 MPa para a resisténcia a
compresséo paralela as fibras desta madeira. Conforme as informacgdes presentes em IPT
(2022), o valor médio da resisténcia a compressdo paralela as fibras da Pouteria
Pachycarpa Pires, para um teor de umidade de 12%, é de 74,0 MPa. Comparando 0s
resultados deste trabalho, é possivel verificar que o valor médio obtido € 27,18% superior
ao resultado de Arroyo et al. (2022), 1,11% superior ao valor de Aradjo (2007) e 1,16%
maior que o valor de IPT (2022).

Conforme o item 4.3 da norma ABNT NBR 7190-3:2022, uma vez que 0
Coeficiente de Variacéo ¢ inferior a 18%, é possivel admitir que estamos perante um lote
homogéneo e os resultados obtidos séo representativos, ndo havendo uma dispersdo de
resultados consideravel. Desta forma, por comparacdo com 0s resultados presentes na
bibliografia, admite-se que a madeira em questdo poderd ser da espécie Pouteria
Pachycarpa Pires.

Com o valor médio da resisténcia a compressdo paralela as fibras, o
dimensionamento da viga foi realizado através das disposi¢des normativas presentes na
ABNT NBR 7190-1:2022- Critérios de dimensionamento, considerando as piores
condicdes de servico (para pecas ndo submersas) para a determinacédo dos valores de k04
(kmoda1 = 0,6, kymoaz = 0,8 € ka3 = 0,8). Desta forma, o valor de céalculo para a
resisténcia a compressdo paralela as fibras (f.o4) foi igual a 143,7daN/cm2.

N&o dispondo de equipamentos que permitissem obter o médulo de elasticidade a
compressdo paralela as fibras, adotou-se o valor indicado por IPT (2022), uma vez que a
resisténcia a compressdo paralela as fibras média desta referéncia (74,0 MPa) foi
semelhante ao resultado obtido na Tabela 1. Consequentemente, considerando 0s mesmos
valores de k,,,q adotados para f.qq, resultando num valor de calculo (E.f) igual a
62887,68 daN/cm?2. De posse dos valores de f.qq € E. ¢ € recorrendo as Equacdes 2 e 3,
foi obtida uma secéo transversal de (4,4 x 4,4) cm? para as vigas, sendo que estas
apresentaram comprimentos totais de 550 cm, sendo seu véo livre de 450 cm.

A Tabela 2 apresenta os resultados experimentais — para cada carregamento — da
deflexdo obtida experimentalmente (5., ) € as deflexdes calculadas através do PTV
(8prv), Teorema de Castigliano (Scqstigr) € Método dos Deslocamentos (84esioc.)- E
possivel verificar que todos os resultados de deflexdo aumentam em funcdo do
carregamento aplicado. O Teorema de Castigliano apresenta os maiores resultados para a

deflexdo, quando comparado com os demais valores obtidos através das formulacdes
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tedricas. J& os menores valores foram obtidos pelo PTV a excecéo do resultado referente
a carga de 20 kgf, onde o Método dos Deslocamentos apresentou 0 menor valor.

Tabela 2 — Deflexdes experimental e tedricas para a viga em estudo.

Carga (kgf) 6exp. (Cm) 6PTV(Cm) 6Castigl.(cm) ODesloc (Cm)
20 4,9 7,2792 7,2816 17,2776
40 10,9 14,5543 14,5633 14,5551
60 17,1 21,8357 21,8450 21,8360

8exp.- deflexdo obtida experimentalmente, &pry :deflexdo obtida teoricamente através do método do
principio do trabalho virtual, 8¢qeeig:. deflexdo obtida teoricamente através do método de Castigliano,
Opesioc.. deflexdo obtida teoricamente através do método do deslocamento. Fonte: Autores.

A Tabela 3 mostra as diferencas entre os valores obtidos para a deflexdo através
do ensaio experimental e segundo as formulacdes numéricas. E possivel verificar que a
menor diferenca entre a previsdo tedrica e o resultado experimental foi de 2,377 cm
(Método dos Deslocamentos para a carga de 20 kgf), sendo que a maior diferenca foi de

4,745 cm (Teorema de Castigliano para a carga de 60 kgf).

Tabela 3 — Diferenca entre a deflexdo experimental e as deflexdes tedricas.
Carga

Método (kgf) Ste(’)rico - sexp. (Cm) Ad (Cm)

20 2,3792 7,2792

PTV 40 3,6543 7,2751

60 4,7357 7,2814

20 2,3816 7,2816

Castigliano 40 3,6633 7,2817
60 4,7450 7,2817

20 2,3776 7,2776

Deslocamentos 40 3,6551 7,2775
60 4,7360 7,2809

PTV: Principios dos Trabalhos Virtuais; 8., : deflexdo obtida experimentalmente; &;eyico: deflexdo
obtida teoricamente; Ad: diferenca de deslocamento entre duas deflexdes consecutivas. Fonte: Autores.

Todas as diferencas entre as formulagdes tedricas e os resultados experimentais
aumentam como consequéncia do incremento do carregamento. O Figura 6 evidencia a
divergéncia entre os resultados em funcdo do acréscimo de carga. Todas as formulagdes
tedricas apresentam resultados entre si que divergem em valores na ordem de décimas de

milimetros.
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Figura 6- Relacéo da carga-deflexdo, comparando os tedricos com o experimental

70
60
) —0—exp
©
20 30 ——PTV
©
o
20 cast
10
—0—desl
0
0 5 10 15 20 25

Deflexdo (cm)

exp.: experimental, PTV: Principio dos Trabalhos Virtuais, cast: Teorema de Castigliano, desl: Teorema
dos Deslocamentos. Fonte: Autores.

O fato de os valores de deflexdo experimentais serem menores do que 0s
resultados obtidos por via tedrica (PTV, Teorema de Castigliano e Método dos
Deslocamentos), demonstram que os coeficientes utilizados para minorar o valor médio
do modulo de elasticidade & compresséo, obtido através de IPT (2022), garantem a
seguranca relativamente aos ELS, no que concerne as deformacdes excessivas. Por outro
lado, apesar do mddulo de elasticidade da peca ensaiada nao ter sido determinado, é
possivel admitir que este € superior ao valor de projeto (E..r) determinado sob as
condicdes supracitadas.

Analisando a Tabela 3 e o Grafico 1, é possivel verificar que as diferencas entre
os resultados teoricos e os valores obtidos experimentalmente aumentam em funcéo do
acréscimo de carga. Isto revela que as formulacdes tedricas sdo mais conservadoras para
maiores carregamentos, o que beneficia a seguranca das estruturas, no entanto nao
consiste num dimensionamento econémico. Por outro lado, a Tabela 4 revela que existe
um aumento da diferenca entre resultados de deflex&o obtida experimentalmente, o que
revela que o comportamento da viga ndo foi elastico-linear, no entanto as formulagoes
teoricas (Equacdes 4, 5 e 6) apresentam um comportamento mecanico por elas obtido é

linear-elastico.

Tabela 4 - Diferencas entre deslocamentos de um mesmo método

Comparagdo Carga (kgf) Bexp.(CM)  bie6rico (CM) Ad (cm)
20 4,9 7,2792 4,9
Sexp/Oprv 40 10,9 14,5543 6
60 17,1 21,8357 6,2
20 4,9 7,2816 4,9
Sexp/Ocastigl 40 10,9 14,5633 6
60 17,1 21,845 6,2
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20 4,9 7,2776 4,9
S exp/Opestoc 40 10,9 14,5551 6
60 17,1 21,836 6,2

8 exp.- deflexdo obtida experimentalmente, &p7y :deflexdo obtida teoricamente através do método do
principio do trabalho virtual, 8¢qs¢ig:. - deflexdo obtida teoricamente através do método de Castigliano,
Spesioc.: deflexdo obtida teoricamente através do método do deslocamento; Aé: diferenca de
deslocamento entre duas deflexdes consecutivas Fonte: Autores.

As divergéncias entre resultados tedricos sdao na ordem de centesimas de
milimetros, sendo, portanto, de uma ordem de grandeza que podera ser considerada
desprezavel, quando comparadas com os valores apresentados pela Tabela 3. Sendo
assim, uma vez que os resultados obtidos através das formulagdes teoricas estdo acima
dos valores experimentais, o dimensionamento estrutural baseado na equacdo 2, para

garantir o desempenho mecanico da estrutura perante os critérios de deflexdo dos ELS.

4 CONCLUSAO
As previsdes teoricas forneceram resultados superiores as deflexdes obtidas

experimentalmente, sendo que as diferencas obtidas entre estes valores variaram entre
4,745 cm e 2,3775 cm. uma vez que o aumento da carga ocasiona a diferenca entre os
dados tedricos e experimentais. Essas diferencas entre resultados tedricos e experimentais
aumentam em funcdo do incremento do carregamento, indicando que o comportamento
da viga ndo foi elastico-linear, sendo que as formulagdes tedricas apresentam um

comportamento linear-elastico.
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