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RESUMO

O presente trabalho apresenta os principios matematicos e compara duas técnicas do
Método dos Elementos de Contorno que usam funcBes de base radial para resolver a
integral relacionada ao termo reativo da Equacgdo de Helmholtz. Assim, em um primeiro
momento, apresenta-se a técnica da Dupla Reciprocidade, a qual usa procedimentos
relacionados com a aplicacdo de principios de reciprocidade para transformar a integracao
do dominio em integral de contorno. Em um segundo momento, a apresenta-se a técnica
da Interpolacéo Direta, que se baseia em um procedimento de interpolacdo, no qual todo
0 nucleo do integral do dominio é aproximado. A comparacdo entre as duas técnicas é
realizada por meio da analise de precisdo das frequéncias naturais, encontradas pela
solucéo dos problemas de autovalor. Um exemplo cléssico foi escolhido para a avaliagéo
dos resultados.

Palavras-chave: método dos elementos de contorno, dupla reciprocidade, método
interpolacdo direta.

ABSTRACT

This paper presents the mathematical principles and compares two techniques of the
Boundary Element Method (BEM) that use radial basis functions to solve the integral
related to the reactive of the Helmholtz Equation. Initially, the Dual Reciprocity technique
(DRBEM) is presented, which uses procedures related to the application of reciprocity
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principles to transform the domain integration into a boundary integral. In a second
moment, it is shown the Direct Interpolation (DIBEM) which is based on an interpolation
procedure in which the entire kernel of the domain integral is approximated. The
comparison between the two techniques is performed through the precision analysis of
the natural frequencies, found by the solution of the eigenvalue problems. A classic
example was chosen for the evaluation of the results.

Keywords: boundary elements method, dual reciprocity, direct interpolation method.

1 INTRODUCAO

A auséncia de discretizacdo de dominio foi inicialmente relatada como uma das
principais vantagens do Método dos Elementos de Contorno (MEC) em relacdo a métodos
de dominio bem conhecidos, tais como o0 Método dos Elementos Finitos (MEF) e outros.
Contudo, a transformacdo exata de integrais de dominio é possivel usando uma funcédo
auxiliar, conhecida como a solugdo fundamental ou funcdo de Green, que se ajusta
exatamente ao operador diferencial original do problema abordado. E possivel quando os
operadores que caracterizam matematicamente a equacao de governo sdo auto adjuntos.
No entanto, a utilizacdo de uma solugéo fundamental rigorosamente relacionada com o
problema pode ndo ser numericamente interessante se a equagdo diferencial for
complicada. Além disso, muitos problemas ndo tém uma solucdo fundamental, por
exemplo, problemas fisicamente ndo homogéneos, problemas difusivo-advectivos com
campos de velocidade variavel, problemas de forgas corpo, casos ndo lineares, etc.

Assim, se ndo existir uma solucdo fundamental rigorosamente correlacionada, a
primeira técnica para resolver integrais de dominio consiste na discretizacdo utilizando
células, semelhante a MEF. No entanto, encontrar uma técnica que substitua
adequadamente a integracdo do dominio no contexto MEC resultou no surgimento de
muitas formulagfes MEC que transformam as integrais de dominio em integrais de
contorno utilizando aproximacgfes. A classe mais importante de estratégias emprega o
procedimento de interpolagdo com base nas fungdes radiais [1]. A primeira estratégia bem
conhecida é a Formulagdo da Dupla Reciprocidade (MECDR) [2]. Esta técnica foi
inicialmente proposta para lidar com problemas de autovalor para anélise de vibragéo
livre linear [3], sendo rapidamente alargada a outras classes de problemas, por exemplo,
difusdo em regime transiente [4, 5], problemas de forcas corpo [2], problemas difusivo-
advectivos [6], problemas acusticos [7] e alguns casos de analises ndo lineares [2]. O
MECDR utiliza uma solucéo fundamental simplificada, mas ainda estd matematicamente
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fechada ao problema proposto, sendo geralmente a solu¢do do problema estacionario
correlacionado. Esta funcdo simplificada produz uma incontestavel perda de preciséao,
mas o dominio integral é transformado. Deve ser destacado que utilizando uma fungéo
radial especifica adequada para a aproximacéo, o principio da reciprocidade reproduz a
estrutura matematica dos termos estacionarios. As matrizes que resultam na discretizagdo
dos termos estacionarios sdo repetidas, produzindo uma evidente economia
computacional.

Mais recentemente, foi proposto um novo modelo utilizando uma aproximacao de
base radial, denominado Método dos Elementos de Contorno de Interpolacdo Direta
(MECID). Apresentando melhor desempenho do que o MECDR para varios problemas
de campo escalar e, como vantagem adicional, ndo exigindo fungdes particulares [8, 9],
ou seja, 0 MECID ndo exige uma funcdo primitiva que reproduza precisamente o teorema
da reciprocidade. Por essa razdo, pode ser aplicado a problemas mais complexos, por
exemplo, os modelos de placas finas e espessas.

O MECID ¢ semelhante ao MECDR, mas esta préximo de um procedimento de
interpolacdo; assim, é ainda mais simples, mais geral e mais robusto, uma vez que nado
requer a construcdo de duas matrizes auxiliares através da multiplicacdo das matrizes
classicas de elementos de contorno H e G. Podem ser utilizados tipos mais amplos de
funcgBes radiais sem problemas numéricos, incluindo casos tridimensionais [10]. A sua
combinagdo com o procedimento de interpolacdo de Gao's [11] permite uma reducgéo do
tempo computacional de muitas aplicacbes MEC com integrais de dominio [12]. Por
outro lado, é necessario um nimero mais significativo de pontos interpolantes internos
(polos), em comparagdo com o MECDR; contudo, este aspecto ndo pode ser
necessariamente assumido como um defeito, uma vez que muitos graus de liberdade sdo
essenciais na dinamica. O classico MECID tem um problema de singularidade produzido
por coincidéncia entre o ponto fonte e o ponto campo no nucleo do dominio integral, que
é totalmente interpolado, ao contrario do que ocorre com 0 MECDR.

Assim, este trabalho compara o desempenho de duas técnicas de solucao baseadas
no Método dos Elementos Contorno para resolver problemas de Helmholtz, com o
objetivo de destacar o desempenho da técnica MECID comparativamente a técnica
MECDR. Em rela¢do ao exemplo estudado, sdo utilizados elementos lineares em todas

as formulagdes.
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2 EQUACIONAMENTO BASICO
Considerando os procedimentos matematicos conhecidos do MEC, a equacao
integral de contorno de Helmholtz € dada por [13]:

c{E}u({HIli:zu(i'}c?_f(tf:f}dr—
Jo QXu (E )ar = 7 [ () ' X)d0

Na Eqg. (1), o escalar u(X) é o potencial, q(X) é a sua derivada normal, u*(&; X)
é a solucdo fundamental de Laplace e q*(§; X) é a sua derivada normal. A frequéncia de
vibracdo considerada ao sistema é w, k é a velocidade de propagacdo da onda, & € um
ponto particular denominado ponto fonte e X é o ponto de campo. O coeficiente c(§)
depende da posi¢cdo do ponto fonte relativamente ao dominio fisico Q(X); contudo, se
este ponto estiver localizado no contorno, o valor do c(§) também depende da sua
suavidade [14]. A solucdo fundamental utilizada em Eq. (1) corresponde a expressao
analitica do potencial produzido num meio infinito governado pela equacao de Poisson,

na qual uma fonte concentrada atua no ponto de origem &, ou seja:

u,;; (&X) = -4 X) 1)

Na Eq. (2), A(§; X) é a funcdo Delta de Dirac. Resolvendo Eq. (2), tem-se:

W& X) = _ln[rgg;; X)] ()

(& X)) = - n& O Q)

_
2nr(§; X)

Na Eqg. (3) e (4), r(§, X) € a distancia euclidiana entre a fonte e os pontos de campo
e n;(X) é a normal externa no contorno I'(X). A diferenca entre o MECDR e o MECID
diz respeito a abordagem do dominio integral referente a inércia do sistema, ou seja, 0
lado direito do Eq. (1). Nas se¢des seguintes, sdo brevemente apresentados os principais
aspectos das formulagfes retratadas neste trabalho. Ha muitos trabalhos em que séo

apresentados mais detalhadamente cada um dos métodos.
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3 TECNICA DA DUPLA RECIPROCIDADE

A abordagem com o MECDR consiste em proceder com a seguinte aproximagao

para o potencial u(X), presente no nucleo do dominio integral do lado direito da Eq. (1):
u(X) ~ a'Fi(x5X) = a'w), (x5x)  (4)

Na Eq. (5), o' sdo coeficientes a serem determinados e F(X; X) representa um
conjunto de fungbes de interpolacdo radial. O Laplaciano das fungbes W!(X%; X)
corresponde a F'(X%; X); assim sendo, a transformagéo de integrais de dominio para o
contorno pode ser implementada utilizando da integracdo por partes e da aplicacdo do
Teorema da Divergéncia. Isto justifica a denominacdo de Dupla Reciprocidade. As
funcdes radiais utilizadas se referem a pontos de base arbitrarios X¢, geralmente
escolhidos em coincidéncia com os pontos nodais. Estes pontos também devem ser
localizados internamente para melhorar a interpolacdo proposta dentro do dominio.

Assim sendo, é entdo possivel reescrever a integral de dominio gerada pela formulacédo

integral da seguinte forma:

Jo Wl (6 X)d = ~ae(FI¥(E) +

I;.f[ni(‘&rf‘: X]H-‘l:f: ..‘:':I _ {E‘}l
Wi X% X)q*(£:x)]dr

Convém mencionar que n'(X%; X) e w¢(X%; X) sdo funcdes conhecidas, geradas a
partir das funcdes Fi(Xi; X) que sao arbitrarias. As fungdes radiais simples e as fungdes
de placa fina [8] produzem os melhores resultados. Ao definir os pontos fonte ¢&,
geralmente escolhidos em coincidéncia com os pontos de base das funcdes radiais e
avancando para a discretizacdo de acordo com os conhecidos passos do MEC, o dominio

integral é transformado numa matriz que representa a propriedade de inércia do sistema:

[Hl{u} - [6l{q} = [H¥ — Gl{c} =

[HY¥ — Gy]F~YHu} = :L:[M]{u} i)
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4 TECNICA DA INTERPOLACAO DIRETA
A ideia basica do MECID é interpolar todo o nucleo do dominio integral no lado
direito de Eq. (1), incluindo a solucdo fundamental, de acordo com Eq. (8):

uXu*(&X) = falFi(xhXx) ()

As mesmas funcdes radiais sdo aqui utilizadas e 0 mesmo tipo de procedimento
realizado para MECDR também sdo aplicados, mas agora a diferenca é que 0s
coeficientes ¢a' dependem do ponto de origem. Tais coeficientes podem ser obtidos por

meio da resolugdo do sistema ap06s a discretizacéo [9]:

[¢a] = [F1[ $A][F]e = [F]~*[$A])  (6)

O termo integral de dominio é transformado para o contorno utilizando uma

funcdo primitiva:

[ faiFi(xtx)dn = [ Fatw; (xf x)do =
[ et (0 Xm0 dr = (o
fad [ pi(xE x)dr

Para dominios convexos, o procedimento mostrado na Eg. (10) pode ser feito
evitando a ado¢do de uma funcdo primitiva, utilizando uma técnica de integracéo [15].

No MECID, uma vez que a solu¢do fundamental também compde o nucleo a ser
interpolado, para que o ponto fonte ¢ tenha a mesma posicao que 0s pontos campo X, é
necessario realizar um procedimento de regularizacdo, como o proposto por Hadamard
[16]. Neste sentido, o procedimento seguinte é realizado no termo integral do lado direito
da Eq. (1):

() + [ 00g EX) -
qUOu* (5 AT = 2{ [ s (6 )1dr -
i () (5 0)1dn) +
& [ T (5010

1)
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Devido ao procedimento de regularizacdo, a sentenca basica dada na Eq. (5)

engloba as duas primeiras integrais no lado direito da Eq. (11):

o (o T (& X))dr —

[ B (i x0]dn) = (12)
Sl fa'Fi(x x)dn}

O tratamento matricial desta equagdo, considerando os procedimentos tipicos da
MEC ¢ apresentado em detalhes nos trabalhos anteriores [17], resultando no seguinte

sistema matricial:

[H]{u} — [6]{q} = ‘;:— M (@

5 SIMULACOES NUMERICAS

O MECDR e o MECID sdo formulacGes semelhantes: ambas transformam
integrais de dominio em integrais de contorno e as integracfes de dominio ndo sao
realizadas. Ainda assim, é necessario introduzir pontos interpolantes no interior do
dominio para melhorar a precisdo dos modelos numéricos, que empregam interpolacao
com fungdes de base radial. O MECDR aproxima por uma sequéncia de funcdes radiais
apenas o potencial u(X), (vide Eq. (5)) garantindo a ocorréncia de matrizes referentes aos
termos difusivos da equacdo do governo por meio do principio da reciprocidade. O
procedimento € elegante, mas tem apresentado problemas de estabilidade em problemas
de resposta dindmica. Um mau condicionamento das matrizes de interpolacdo também
tem sido relatado na literatura. Existem fortes limitagdes no seu desempenho para muitos
tipos de funcGes radiais, especialmente em casos tridimensionais.

O maior problema com o MECID ¢ a utilizacdo de demasiados pontos internos
para alcancar uma boa precisdo, pois € intrinsecamente um procedimento de interpolacéo.
Contudo, como mencionado, tem maior robustez e flexibilidade e ndo necessita de utilizar
fungdes primitivas, uma vez que o principio da reciprocidade ndo é necessario.

Sendo assim, sdo comparados os resultados do MECDR e do MECID em
problemas de autovalor. Os modelos de vibragdo estacionarios gerados por estas

formulacGes permitem a obtencdo direta de frequéncias naturais, uma vez que as matrizes
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ndo dependem delas. Por outras palavras, € formado um problema de autovalor padrao.
A obtencgéo das frequéncias diretamente, por sua vez, permite a comparagdo direta da
preciséo dos dois modelos.

Os sistemas de equacfes mostrados tanto na Eq. (7) quanto na Eq. (13) precisam
ser adequadamente operacionalizados antes de resolver o problema padrédo de autovalor,
ISso porque envolvem simultaneamente valores do potencial quanto da sua derivada
normal. Para fazer isso, é estratégico explicitar os valores do potencial e a derivada

normal, na seguinte forma [3]:

Huu Huer] ‘} [ﬁ:: ?;g] q}: -

[,ﬁ um "’fuq] {u}

Considerando que os valores prescritos para i e g sao nulos na vibracéo livre,

tem-se:

Huq u— Gul_l q = 12 Muau (8)
Hoygu— Ggz q = A* Mygqu

Eliminando-se a derivada do potencial q(X), obtém-se:

[Hl{u} = 2% [M]{u} ©)

Onde:

(] = [Hoq] — [Gaul[Guul ™ [Hual 1

[M] = [Mgq] — [Gqul[Guu] ™ [Myq]

5.1 EXEMPLO DE APLICACAO
Este exemplo consiste em obter as frequéncias naturais por meio da solucdo do
problema de autovalor em uma chapa quadrada fixa de dimensdo unitaria. Assim sendo,

a Figura 1 apresenta as caracteristicas fisicas e geométricas deste problema.
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Figura 1: CondicBes de contorno para a chapa engastada.
Tatay1y = 0

1

2(X) —

k=1 —

oo =0 Tgtixp =10

}

i

N NN

x 1
0 1 >

Tgtay) = 0

A propriedade k, por simplicidade, foi considerada unitaria. Os valores analiticos
das frequéncias, incluindo os valores relacionados com as vibracGes transversais, séo

dados por:

T
Wy = E\/4m2 +4n2 —4n+1 (11)

Os resultados sdo mostrados inicialmente para MECDR e posteriormente para
MECID usando a mesma quantidade de pontos nodais. No que tange aos testes de
convergéncia, recorreu-se ao critério de avaliacdo do erro relativo percentual E(%); este
é igual a diferenca entre os valores numéricos e analiticos dividida pelo médulo do maior

valor analitico.

N
100
E(%)=Z|w o ——  (12)
i=1 : nlNlMantl

Na Eq. (19) os termos w, € w,, representam os valores do potencial analitico e do
potencial numérico calculado no ponto i respectivamente; M,,,; € 0 maior valor analitico
encontrado na varredura de cada problema; e N caracteriza 0 numero de potenciais
calculados ou graus de liberdade.

A funcdo radial de placa fina foi utilizada em ambos os métodos, mas é de notar
que a funcdo radial simples também foi testada e mostrou resultados com precisdo
semelhante. Na dinamica, tanto as propriedades de inércia devem ser bem constituidas
como o0 modelo numérico deve ter graus de liberdade suficientes para que os altos modos

vibracionais e as suas respectivas frequéncias sejam bem calculados. Infelizmente, as
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primeiras experiéncias com o0 MECDR utilizaram apenas um ponto interno [3] e apenas
se basearam num bom refinamento das malhas de elementos no contorno, o que foi
insuficiente para uma boa precisdo nos resultados. No entanto, 0 aumento destes pontos
interpolantes no interior do dominio permitiu uma melhoria significativa nos resultados
da analise de vibragdo e da resposta dindmica. Ainda assim, é possivel utilizar outras
estratégias para melhorar a representacdo da inércia do sistema, tais como polinémios
alargados [18, 19]. Contudo, este recurso, isoladamente, ndo pode reproduzir
adequadamente o comportamento dos modos vibracionais superiores. Assim, a utilizagédo
de polos é ainda o melhor recurso auxiliar na dindmica. Melhora a representacéo das
propriedades e introduz os graus de liberdade necessarios no sistema.

A Figura 2 mostra os resultados obtidos para a formulagdo do MECDR para o
problema da chapa engastada utilizando malhas com 80 e 200 elementos de contorno
linear. No gréafico, a notacdo na forma 84/144 indica, por exemplo, uma malha com 84
elementos de contorno e 144 pontos internos. Os erros relativos para as primeiras quatorze
frequéncias sao indicadas por caracteres preenchidos, que sdo ligados por linhas solidas
apenas para maior clareza. Como o refinamento da malha de contorno, a introducéo de
polos também produz uma melhoria significativa nos resultados de frequéncias mais altas,
porque para uma boa representacdo destas é necessario ter informacfes mais precisas
sobre a propriedade da inércia dentro do dominio. As frequéncias mais baixas sdo melhor
calculadas, como em qualquer método numérico. No entanto, é salientado por
experiéncias anteriores [10, 20] que a perda gradual de precisao no calculo de autovalores
ndo € monotona com 0 MECDR ou MECID. Alguns modos, mesmo correspondentes a
frequéncias mais baixas, podem néo ser bem representados pelo tipo de funcdo radial e,
principalmente, pela disposigdo dos pontos internos.

Figura 2: Erros relativos para MECDR em frequéncias proprias calculadas para a chapa engastada.
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—— MECDR 80/144
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-
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N&o obstante da importancia de introduzir pontos interpolantes no interior do
dominio, o refinamento da malha de elementos no contorno continua a ser muito
importante para reduzir erros, uma vez que os pontos de contorno refletem diretamente
na construcdo de todas as matrizes MEC. Assim, a Figura 3 mostra os resultados para

uma malha mais refinada no contorno.

Figura 3: Curva de convergéncia do erro relativo para MECDR para uma malha mais refinada no
contorno.

20

—— MECDR 200/144
—a— MECDR 200/256

= =
© [N} o

Erro Relativo Percentual
S

" " n " N
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Valore Crescente de w,

Como esperado, os erros diminuem significativamente nestas simulacdes em que
a malha com 200 elementos no contorno foi utilizada. No entanto, pode ser observado
que um grande nimero de pontos internos € impotente para melhorar os resultados de
uma determinada malha de contorno. Em excesso, pontos interpolantes no interior do
dominio podem produzir imprecisdes e mesmo divergéncias nos resultados. Esta questédo
ndo se deve a problemas de integracdo numeérica; resultam de um mau condicionamento
da matriz.

O MECID ¢ mais sensivel a introducdo de polos, por isso as malhas necessitam
obrigatoriamente de um maior nimero dos mesmos. No entanto, 0 mais relevante € que
os resultados séo superiores aos obtidos por MECDR, como se mostra na Figura 4 para

malhas menos refinadas.
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Figura 4: Curva de convergéncia do erro relativo para MECID.
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Os erros do MECID séo geralmente reduzidos quando sdo utilizadas malhas mais
refinadas no contorno e com mais polos. O refinamento da malha dos elementos de
contorno tem sobretudo impacto na precisdo das primeiras frequéncias, enquanto que o
efeito dos polos melhora as frequéncias mais altas. No deve utilizar malhas muito
refinadas no contorno sem uma quantidade relativamente proxima de polos. Como j& foi
mencionado, as frequéncias especificas, mesmo que mais baixas, podem ter menos
precisdo devido a distribuicdo dos polos. Embora menos significativa, a relacdo entre a
distribuicdo dos polos localizados no limite e a sua disposi¢cdo no interior também

influencia os resultados.

Figura 4: Curva de convergéncia do erro relativo para MECID para uma malha mais refinada no
contorno.
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A superioridade dos resultados do MECID em relagdo ao MECDR é bastante
significativa. Esta mesma tendéncia aparece na simulacdo de problemas regulares com

outras condi¢Oes de contorno, mas ndo mostrados aqui por questdo de espaco.
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6 CONCLUSOES

No que tange aos problemas de campo escalar, tanto a técnica do MECDR quanto
o0 MECID sdo muito flexiveis quanto simples de programar. Ambas transformam integrais
de dominio em integrais de contorno por meio de interpolacdo com funcdes radiais.
Contudo, no MECDR, as primitivas das fun¢des radiais permitem a aplicacdo do principio
da reciprocidade, conduzindo as integrais para o contorno do problema em termos das
matrizes H e G, j& obtidas na operacionalizacdo integral do termo difusivo. No entanto,
tais fungdes primitivas empregadas no MECDR - chamadas solucgdes particulares -
precisam estar relacionadas com o operador diferencial que rege a solucéo estacionaria.
Em problemas de campo escalar, o operador diferencial é simples, dado pelo Laplaciano;
contudo, estes operadores podem ser complicados em outras situa¢fes. Além disso, ha
questdes numéricas relacionadas com o condicionamento da matriz, relatadas em algumas
aplicacdes ou associadas com a precisdo dos resultados. Diante do aspecto supracitado, a
solucdo do problema de autovalor aqui apresentado confirmou a precisdo razoavel do
MECDR apenas para o calculo das primeiras frequéncias naturais.

O MECID ndo requer solugdes particulares para reproduzir o principio da
reciprocidade que garante a sua acessibilidade em problemas mais elaborados. Sendo
aplicado no nucleo completo da integral de dominio, 0 MECID é mais versatil uma vez
que pode ou ndo usar funcBes radiais primitivas para transformar o termo integral de
dominio num termo de contorno. No entanto, requer um maior nimero de pontos
interpolantes no interior do dominio do que o MECDR, o que tem impacto no custo
computacional. A maior qualidade dos resultados das frequéncias naturais para 0s
problemas de autovalor confirma a superioridade do MECID sobre o MECDR nos
problemas de Helmholtz.

O MECID foi testado com sucesso em problemas de difusdo-advecc¢éo, problemas
tridimensionais e problemas fisicamente ndo homogéneos [21]. J& foram feitas
comparag¢des com MECDR e com o Método dos Elementos Finitos em outros problemas
de campo escalar, apontando o desempenho superior do MECID em termos de precisdo
dos resultados e robustez numeérica [22].

Finalmente, tendo em vista os parametros analisados, em trabalhos futuros, pode-
se propor a extensao da formulacdo MECID para problemas dindmicos, isto €, casos em
que a resposta avanca no tempo, além realizar a modelagem matematica para outros tipos

de problemas, por exemplo: os de elasticidade.
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