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RESUMO

A grande maioria dos estudos sobre a anélise da capacidade de carga de fundagdes tem
se baseado no trabalho de 1920 do professor Ludwig Prandtl intitulado “Uber die Hrte
plastischer korper” (sobre a dureza dos corpos plasticos). No entanto, ndo € comum
encontrar referéncias que apresentem as diferentes considera¢fes por trads da proposta
original. Como, por exemplo, que o0 método exposto é de origem tedrica, sem validacdo
empirica, ndo sendo formulado nem para solos, nem para fundacdes, pois seu objetivo era
avaliar a dureza de um material sélido, determinando as tensbes que produzem a sua
plastificacdo total. Em vista disso, apresenta-se uma versao rigorosa do artigo original
completo de Prandtl de 1920, adaptado do alem&o para o espanhol, e, posteriormente, do
espanhol para o portugués, o que se espera contribuir para o conhecimento dos principios,
consideracOes e limites de validade, da amplamente conhecida Cunha de Prandtl, que
representa um dos pilares dos métodos para o dimensionamento geotécnico de fundagdes
rasas.

Palavras-chave: Ludwig Prandtl, Cunha de Prandtl, Uber Die Harte Plastischer Korper,
dureza de corpos plasticos, zonas de plastificacao.

ABSTRACT
Most studies on the analysis of the load-bearing capacity of foundations have been based
on the 1920 work by Professor Ludwig Prandtl entitled “Uber die hiirte plastischer
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korper” (on the hardness of plastic bodies). However, it is not common to find references
that present the different considerations behind the original proposal. As for example, that
the related method is of theoretical origin without empirical validation not being
formulated for soils or foundations, since its objective was to evaluate the hardness of a
solid material, determining the stresses that produce its total plastification. In view of this,
a rigorous version of Prandtl's complete original article from 1920 is presented, adapted
from German to Spanish, and later from Spanish to Portuguese, which is expected to
contribute to the knowledge of the principles, considerations, and validity limits, from the
widely known Prandtl Wedge, which represents one of the pillars of the methods for the
geotechnical design of shallow foundations.

Keywords: Ludwig Prandtl, Prandtl's Wedge, Uber Die Harte Plastischer Korper,
hardness of plastic bodies, plastification zones.

1 COMENTARIOS INICIAIS

No ano de 1920, o engenheiro mecanico alemdo Ludwig Prandtl, com o objetivo
de avaliar a dureza de um material solido, determinando a tensdo produzida por sua
plastificacdo total, analisou teoricamente sua resposta ante a solicitacdo imposta por um
material rigido [i]. A partir disso, propds um mecanismo de ruptura, conhecido como
“Cunha de Prandtl”. Mais de um século apos sua formulagdo, seus principios ainda sio
utilizados para a analise geotécnica de fundacGes rasas. No entanto, a abordagem e a
origem de sua solugdo nao tinham objetivo pratico para a engenharia geotécnica, nem
muito menos para a analise de fundacdes, por isso as consideracGes tomadas para a
solugéo do problema analisado estdo distantes dos requisitos de engenharia, como, por
exemplo, a consideracgao de um material com propriedades de atrito e coesédo, e com peso
préprio. Além disso, ndo foi apresentada uma validacdo do método com medidas
experimentais.

Trabalhos sucessivos enriqueceram o trabalho pioneiro de Prandtl, culminando
com a formulacéo teérica da conhecida expressdo polinomial da capacidade de carga de
fundacBes rasas, realizada por Terzaghi [ii]. No entanto, ndo é comum encontrar
referéncias que apresentem as consideracdes por tras da proposta original de Prandtl,
levando em alguns casos a consideragdes fora do criado pelo autor.

Com base no exposto, apresenta-se uma versdo rigorosa do artigo original de
Prandtl de 1920, adaptado do aleméo para o espanhol [iii], e, posteriormente, do espanhol
para 0 portugués — recorrendo ao original para definicdo de alguns termos técnicos —,
considerado de grande utilidade pratica para analisar, desde a fonte, os principios,
considerac0es e limites de validade da amplamente conhecida Cunha de Prandtl.
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No presente trabalho, a estrutura original do artigo de Prandtl foi respeitada, em
toda a sequéncia de paragrafos, incluindo a originalidade das figuras e tabela — e a
correspondente auséncia de titulos para elas —, e a nomenclatura e numeragdo das
equacOes. Ademais, embora o documento original contenha vérias citacGes de obras da
época, as referéncias bibliogréaficas ndo foram apresentadas no documento (apenas no
rodapé), pelo que neste trabalho foram devidamente incluidas, para todos os autores
citados. Faz-se, aqui, uma diferenciacdo entre as referéncias do artigo original e as
introduzidas pelos tradutores.

Por fim, para fins de entendimento, foi necessario ajustar algumas das frases
originais, onde sua estrutura dificultava notavelmente a interpretacdo da ideia a ser

transmitida. A seguir, € apresentada a traducéo in totum do artigo.

2 UBER DIE HARTE PLASTISCHER KORPER (PRANDTL, 1920)

Deve-se a Heinrich Hertz [iv] a Teoria do Contato de Corpos Elasticos, onde
deduziu uma magnitude da dureza correspondente a tensdo de compressao, aplicada no
centro da superficie de contato, que excede o limite elastico. Pela impossibilidade de
estabelecer essa tensdo limite em corpos nao frageis, convencionou-se, para a medi¢do
préatica de dureza, causar um afundamento permanente no material a ser estudado, e
adotar, como magnitude de dureza, a tensdo de compressdo média aplicada na superficie
de contato. Para fazer isso, por exemplo, em um ensaio Brinell, uma esfera de aco
temperado é pressionada sobre a superficie do material em anéalise. Até agora, ndo se
conhece uma teoria do estado de tensdo associado com a mudanca de forma! permanente.
Em seguida, busca-se demonstrar que tal teoria € possivel para um problema
bidimensional, sob certas premissas simplificadoras.

Busca-se ampliar o conceito de corpo plastico, para além de como ele é entendido,
geralmente, de acordo com o método de B. de Saint Venant [1] e M. Lévy [2]. De acordo
com a abordagem de ambos, nas regides de um corpo onde o limite elastico foi excedido,
a maior tensdo de cisalhamento deve ter um valor constante C, ou seja, a diferenca entre
as tensdes principais maior e menor deve ser constante e igual a 2C. Haar e v. Karméan
[3] também diferenciam os estados ‘“semiplastico” e o “perfeitamente pléstico”,
dependendo se a magnitude da tensd@o principal intermediaria tem valor entre as outras

duas tensdes principais ou se coincide com uma dessas duas.

! Nota dos Tradutores: Esse termo associa-se com “deformagido”, mas os tradutores preferiram deixa-lo no
seu sentido original, em aleméo.
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E necessario formular uma condicdo geral para o estado plastico, que pode ser
caracterizada por uma determinada relagéo entre as tensdes principais maior e menor, e
que de forma simplificada considera-se como linear, mas que, também, pode ser ndo
linear. Nessa hipdtese, formulada por O. Mohr [4-6], com uma aparéncia um tanto
diferente, o “corpo plastico ideal” de Saint-Venant [1] € incluido como um caso especial.
Sem ddvida, a formulacdo também abrange os casos em que a tensdo de cisalhamento
limite é incrementada pela pressdo exercida em todas as dire¢Ges. O caso limite, onde a
tensdo de cisalhamento é igual a zero, sem nenhuma tensdo lateral, conduz a uma
aproximacdo linear a tradicional Teoria da Pressao Lateral de Terra.

Portanto, assume-se um comportamento elastico sempre que a diferenca entre as
tensGes principais maior e menor é menor que o valor deduzido da relacdo anteriormente
mencionada. Pelo contrario, sempre que o limite elastico for ultrapassado,
independentemente da magnitude da mudanca de forma, cumpre-se a relacdo indicada
acima entre as tensdes principais externas. Para isso, 0s eixos principais do elipsoide de
incremento de deformagé&o deve coincidir em dire¢cdo com os do elipsoide de tenséo, e 0s
sinais das diferencas de cada uma das principais deformacdes devem ser iguais aos
gerados a partir das diferencas das respectivas tensdes.

Devido as premissas do problema bidimensional, as deformagfes na direcdo
perpendicular ao plano séo iguais a zero, do que segue imediatamente que o estado
“semiplastico” é gerado, no qual a tensdo principal intermediaria € perpendicular ao plano
de anélise do problema.

Uma vez que as mudancas de forma elasticas dos elementos compactos que
compdem o0s materiais de construcao usuais sdo muito pequenas, e que as mudancas de
forma plasticas as superam em muitos casos, é possivel, como primeira aproximacao,
simplificar a analise ignorando as trajetorias de deformacéo elastica. Ao mesmo tempo,
sera considerada, também, a regido plastica como incompressivel, e os deslocamentos sao
considerados pequenos. Consequentemente, deve-se resolver o problema de se encontrar
a borda que delimita a zona pléastica do resto do corpo, de modo que a zona delimitada
permaneca rigida, enquanto, a0 mesmo tempo, nas outras fronteiras as respectivas
condicdes especificadas devem ser preenchidas. Com o pressuposto de uma delimitacdo
rigida é facilitada, consideravelmente, a anélise.

Apbds avaliar o que foi observado por O. Mohr [4-6] - onde o supracitado é
cumprido -, devido ao estado de tensdo em um corpo, ocorre um deslizamento ao longo

de dois conjuntos de superficies que sdo inclinados em um angulo «, em relacédo a direcéo
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da maior tensdo de compressdo (a menor corresponde a tensdo de tragdo) e contendo, em
si, a direcdo da tensdo principal média. No caso de uma relagéo linear, o &ngulo o é uma
constante do material. Uma simples reflexdo ensina que esse limite rigido deve ser uma
superficie de deslizamento.

Procura-se, agora, um mecanismo de deslizamento no qual uma regido AB da
superficie livre plana (Figura 1) é submetida a pressdo do exterior para o interior. As
regides adjacentes a esquerda e a direita dela sobressaem-se, entdo, até a superficie. Uma
investigacdo mais detalhada mostra que esta solugdo é encontrada pela divisdo de area
mostrada na Figura 1, onde no triangulo ABC domina um estado de tensdo uniforme, e a
maior tensdo ocorre na direcdo vertical, com uma contrapresséo horizontal de magnitude
um pouco menor. Da mesma forma, um estado de tensao uniforme domina, também, nos
triangulos ADF e BEG, onde a pressdo vertical € igual a zero, enquanto a horizontal é
igual a resisténcia a compressdo comum. Entre o primeiro e Ultimo tridngulos estdo os
setores ACD e BCE.

e
) ST
B ‘{,/,

Se puder ser demonstrado que se prevalece uma condic¢do na qual cada um dos
raios de A ou B irradiam um estado de tensdo homogéneo que conduz a um equilibrio
compativel com a condi¢do do estado plastico, entdo, € possivel unir os “setores” ACD e
BCE com uma transicdo suave de tens@es, em direcdo aos triangulos ADF e BEG e, com
isso, satisfazer plenamente as condi¢Ges do problema, como mostrardo os calculos
apresentados posteriormente. Ao mesmo tempo, verifica-se que, em ambos 0s setores, 0S
raios sdo linhas de deslizamento, donde se deduz imediatamente que, no caso de relagdo
linear, as curvas CD e CE — que representam o outro sistema de linhas de deslizamento e
interceptam o primeiro em um angulo 2« — séo espirais logaritmicas. Pela experiéncia, a
tensdo na area de compressao sera significativamente maior que a resisténcia a

compressao.

Brazilian Journal of Development, Curitiba, v.8, n.10, p. 69680-69696, oct.., 2022



Brazilian Journal of Development
ISSN: 2525-8761

69685

3. A execugdo do célculo é a seguinte: Para o caso linear, a relagdo da tensdo

principal maior o1 e a menor (maior tensdo de compressao) o» pode ser escrita na forma:

01-02 01402
— = =C — kT

2
1)

onde o lado esquerdo representa a maior tensao de cisalhamento, funcéo linear da
média de o1 e o».

Conforme proposto por O. Mohr [4-6], se forem consideradas ordenadas as
tensdes de cisalhamento z, que atuam nas superficies de cisalhamento tracadas nas
diferentes orientagdes, e como abcissas as tensdes normais o correspondentes, entdo todos
os estados de tensdo sdo representados com pontos de uma regido delimitada
externamente por um circulo de diametro oz - o2 e centro no eixo o. A Equagéo 1 mostra,
como uma linha reta, o envelope do circulo de estados de tensdo, com a distancia C da
origem, e intercepta o eixo das abscissas em o = C/k, conforme mostrado na Figura 2.
Para o caso geral onde uma relacdo ndo linear possa ser considerada, em vez da Equacao

1, o envelope sera representado por uma curva.

T
s
[
—m=r’ -

& r"jhh""‘-u -
03 o - T
ik
Abb, 2

As superficies de cisalhamento, cujos estados de tensdo na condi¢do limite sdo
representados por pontos, contém a direcdo da tensdo principal média. Segundo O. Mohr

[4-6], o ponto de contato entre o circulo e o envelope esta relacionado com as superficies
de deslizamento. A perpendicular do ponto % no envelope fornece o dobro do angulo
da superficie de deslizamento «, uma vez que, em geral, os raios do circulo de tenséo

formam o dobro do angulo com 0 eixo o, como ocorre com as respectivas intersecoes

com 0 eixo o»2. De acordo com a Figura 2, no caso linear tem-se:

2 Nota dos Tradutores: A rigor, ndo existe eixo oz, mas apenas €ixo o;
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k = send = cos2a 2

De acordo com a Figura 2, as componentes de tensdo na superficie de
deslizamento s&o:

01+02 01-02
o =22
2 2

(32)

send

01-0-
T = %cosd

(3b)

Se néo se tem, diretamente, as tensdes principais o1 € oz, mas sim, um estado geral

de tensdo plano, entdo tem-se as equacoes:

2

0140 Ox4+0: 01-0 Ox-0:

H2 =2 s (’“y) + 72 (4)
2 2 2 2

Da equacéo 1 obtém-se agora:

2
O'x_a'y O'x+0'y _ 3
(T) tP+k——==C (5)

obtida como condicéo para o estado plastico.

Se for inserido, por meio de relagdes, uma funcéao

_0%F _0%F _ O0%F
% = oy’ T2 T 0xdy

de tensdo F (“fungdo de Airy”), entdo a Equagdo 5 resulta em uma equacao
diferencial de segunda ordem do tipo hiperbdlico, pois k < 1. Devido a essa circunstancia,
justifica-se, matematicamente, a possibilidade de se chegar a solucdo a partir de
componentes individuais. As caracteristicas da equacdo diferencial sdo as linhas de
deslizamento; portanto, cada um dos componentes da equacdo é sempre delimitado por
linhas de deslizamento.

3 Nota dos Tradutores: No artigo original ha um erro tipografico na Equagdo 5, ao colocar um sinal “+” no
primeiro termo da expressdo do interior da raiz quadrada.
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Para os setores ACD e BCE é necessario, agora, encontrar um estado de tensao
que satisfaca a Equacdo 5, gerando, em cada raio, um estado limite de tensfes constantes,
mas de magnitude diferente entre eles, que deve ser cumprido para todos os raios. Se se
introduz uma funcéo de tenséo F para determinar o equilibrio interno, entdo ela deve estar

em coordenadas polares, na forma:

,r.2
F="Ff(p) (6)
onde as tensoes radiais or, tangenciais ot e de cisalhamento 7 s&o iguais a:

10%F  10F 1 .
0, = —— _ - ;
r r26<p2+r6r Zf +f

(7)
9

0%F 1 0F 1,
or=5==1 T—‘a(:a)——zf

Da Equacdo 5, a seguinte equacdo diferencial € obtida:

thrreredren=e @

Uma solucdo da Equacéo 8 é:

f=r+Aef? )
onde S deve satisfazer a equacao:

2

EE+1)-k2(E+1) =08 (10)

um primeiro par de valores que satisfaz essa equacdo de quarto grau é S =+ 2i; a

solugéo correspondente f(¢) = Cicos2¢p + Cosen2¢q representa um estado de tenséo

2
homogéneo comum e ndo o aqui procurado. Depois de dividir a Equacdo 10 por 1

resulta no seguinte par de valores:

4 Nota dos Tradutores: No artigo original ha um erro tipogréafico na Equagdo 10, ao colocar um sinal “+”
no segundo termo da expresséo.
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2k
1-k?

p == = 1+2tgé (11)

Para o caso especial de k = 0 (corpo plastico ideal), g = 0, entdo a Equacédo 9
assume a forma indeterminada o« - co. Um cruzamento de limite muito simples da a

solugéo:

f = x2C¢p + constante
(92)

Se - para o caso geral - as expressdes para or, ot € 7 sdo formadas, usando a
Equacdo 7, entdo as tensdes principais podem ser determinadas usando a Equacéo 4. Para

0s sinais positivo e negativo na Equagdo 11 tem-se:

C | Ae?9t9d
oy =—+
k 1tk

(12)

onde deve ser considerado que A é sempre negativo. Para o corpo plastico ideal tem-se:

oy = +C(2¢ + 1) + constante>

Dada a concordancia dos valores de ot e zcom os valores calculados de o’ e 7’, a
partir das Equacdes 12, 3a e 3b, respectivamente, segue-se que as superficies radiais do
setor sdo, de fato, superficies de deslizamento. Com isso, decorre, imediatamente, de que
prevalece nas areas triangulares estados de tensdo (as tensdes principais sdo
perpendiculares e paralelas a superficie) em que os angulos <FAD e <ACO - e os angulos
simétricos a eles - s&o angulos de deslizamento, ou seja, iguais a a. Do exposto, segue-se
que os angulos «CAD e «CBE séo angulos retos.

Se agora for considerado que no triangulo ADF - e, portanto, também no raio AD

~ 2C T ~
do setor ADC - o1 =0, de acordo com a Equagéo 1, o, = — s (resisténcia a compresséo

ponderada), entdo, com um calculo simples, para o raio AC girado em /2, contra AD,

tem-se:

% Nota dos Tradutores: Ha um erro tipografico na equagio do artigo original, ao colocar sinal “+” entre os
termos dentro dos parénteses.
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01 = _%(emga -1)
(13a)
(13b)

No entanto, essas tensdes séo uniformes em todo o tridngulo ABC. A Equacdo 13b
indica a tensdo de compressdo da superficie entre A e B, que corresponde a magnitude de

. . C A e ~ - 2C ~
dureza desejada. Se se introduz a resisténcia a compressao ordinaria o; = —.ha Equacéo

13b, a seguinte equacdo ¢ determinada para a “dureza plastica”:

T

op = ‘Z’—Z (1+ k)evi-k* — (1 — k)l (14)

Com o mesmo raciocinio obtém-se, para o corpo plastico ideal, e as consideraces

definidas na Equacéo 9a, ou cruzando com o limite da Equacéo (14):

Op = 0y (1 + g) (14a)

Se k for diferente de zero, como acontece, por exemplo, em misturas de materiais
de grdos duros com ligante plastico, em que o atrito dos gréos entre si desempenha um
papel relevante no movimento® plastico do ligante, a razio on/os aumenta

acentuadamente com o aumento de k (ver a tabela no final do trabalho).

2.1 NOTAS

As consideragdes acima podem, também, ser aplicadas diretamente a resisténcia
ao cisalhamento com bordas inclinadas com um angulo de cunha 9 (em vez da Figura 1,
deve-se usar uma figura onde a polilinha FABG é dobrada nos pontos A e B, e onde as
linhas FA e BG formam o angulo 9 entre si). Como pode ser visto, facilmente, a
resisténcia com as bordas inclinadas é obtida quando na Equacéo 14 ¥ é aplicado no lugar
de .

Se a pressdo de puncéo ndo atuar perpendicularmente a superficie - ou no caso de

uma borda inclinada da Nota 1, fora da linha de bissetriz - mas de alguma forma

® Nota dos Tradutores: Esse termo pode, também, ser associado a “deformacdo”.
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distorcida, o tridngulo ABC (Figura 1) também se torna distorcido, de tal forma que a
bissetriz do angulo ACB permanece na dire¢do da pressdo. Como resultado, ambos 0s
setores teriam angulos diferentes, assim também, diferentes tensdes o1 e o» resultam para
as linhas AC e BC. Devido ao equilibrio em ABC, isso ndo € possivel, segue-se, entdo,
que apenas no setor de menor angulo e no triangulo adjacente ocorrem o estado plastico,
mas o limite elastico ndo é excedido no outro lado de ABC. Nesse caso, a mudanca de
forma é completamente unilateral.

Se a condicdo de estado plastico ndo tem a forma da Equacdo 1, mas o envelope
da Figura 2 € curvo, os desenvolvimentos da Nota anterior ainda se aplicam para setores
de angulo infinitesimal, pois o estado de tensdo é constante em cada raio e, portanto,

também a magnitude k. Além disso, por exemplo, diferenciando-se a Equacgéo 12:

a0 A\ ) T i T

No entanto, k pode ser representado, a qualquer momento, por uma lei especifica
de plasticidade em fungéo de o», de modo que o dngulo do setor, que agora ég +oc, — Xy
(on Angulo de deslizamento para a tensdo de endurecimento’, aq angulo de deslizamento

para a resisténcia a compressao) por quadratura. Em vez da Equacdo 14, a relacdo agora

aparece:

op V1—k?2
5

d koy,—C

do, =+ 2(o¢,—Xg) (14b)

Resta esclarecer os movimentos do corpo plastico sob a acdo de um pistao®.
Supondo que o pistao seja rigido e a sua superficie suficientemente rugosa para evitar o
deslizamento, a medida que o pistao penetra mais profundamente, partes da superficie do
corpo plastico que entram em contato com ele continuam a se mover paralela e
uniformemente para baixo, resultando que a area ABC na Figura 1 move-se como um
corpo rigido. Um movimento infinitesimal desse tipo causa, como uma observacdo mais
detalhada mostra isso, deslocamentos nos setores na direcdo tangente as espirais

logaritmicas, onde os referidos deslocamentos séo constantes em qualquer raio particular

" Nota dos Tradutores: Esse termo corresponde & “plastificagio”.
8 Nota dos Tradutores: Na verdade, trata-se do elemento penetrante na superficie do metal a ser submetido
ao ensaio de dureza.
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e, devido a constancia do volume, sdo inversamente proporcionais ao comprimento do
raio. Dessa forma, os triangulos externos sao empurrados para fora como corpos rigidos,
ao longo das linhas DF e EG. A componente perpendicular a superficie dv desse
deslocamento comporta-se inversamente como AF para OA, devido a continuidade com

0 deslocamento do pistédo ds. Dado que:

- 1 - )
0A:AC = sena, AD:AF° = e AC:AD = e~ 298
2cosa

(espiral logaritmica com um angulo de inclinagéo g — 2a = 6, veja a Figura 2),

entdo:

k
9 1 -z 1 [1-k ~57—
2= Ztgae 9% =2 | 212 (15)

ds 2 24 1+k

(uma vez que cos2a = seno = k, Equacgéo 2).

Para movimentos finitos deve-se notar que, enquanto o pistdo continua a penetrar,
a extensdo AB da tira comprimida aumenta continuamente e, portanto, os limites
mostrados na Figura 1 mudam constantemente. O material previamente deslocado opde-
se a penetracdo, de modo que a extensdo AB, para uma determinada trajetéria s acaba
sendo maior do que resultaria da analise geométrica elementar. A forma do deslocamento
da superficie que ocorre por meio de uma trajetéria do pistdo s, com um raio de curvatura
r do pistdo, pode ser calculado como segue.

Uma vez que todas as trajetdrias de deformacdo sdo consideradas pequenas, em
comparagao com o raio r, e, portanto, ocorrem apenas pequenas inclinacdes em relacdo a
superficie original, os efeitos dos deslocamentos tangenciais u, na forma da superficie
podem ser desprezados, em comparacdo com 0s deslocamentos v (perpendicular a
superficie). Desse modo, apenas v € calculado aqui. A equacéo para a superficie do pistdo
éy =x2/2r, o que resulta (veja a Figura 3) no deslocamento da superficie do corpo plastico

dentro do segmento AB com a trajetoria do pistdo s:

v=="—5 (16)

. .. . - e 1
® Nota dos Tradutores: No artigo original ha um erro tipografico, ao colocar o termo 5 cosa.
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Se x1 denota o comprimento atual da linha OA, entdo AF = Ax; com:

n k
A=o=2 /g e2Vii2 (17)

entdo, parax > (A + 1)x;:v = 0.

N

Para x; < x < (A + 1)x4, levando-se em consideracdo a Equacdo 15:

ov N (s=sD
=) =—" (18)

v= 2

onde s' é o deslocamento do pistdo, no qual a elevagao no ponto x iniciou-se, com

a superficie de pressao tendo um raio x’ =

a+1) "’

g . o N Fx
T e il /;;ﬁ?xxxfﬁﬁf//ﬁ’f/rxf///x/zjfﬂ//ﬁ/k
|
—— ALy .
x -

Da equacdo 16 verifica-se que para x = x; ha o deslocamento vi correspondente

a (veja a Figura 3):

2
S+U1=% (19

Assumindo que a razdo numérica entre s e vi1 € invariavel e definida:

s=n3, (20)
também:
r__ ux?
- 2r(1+1)2 (21)

As Equacdes 19 e 20 e as Equacdes 18 e 21 aplicadas a x = x; sdo suficientes
apenas para estabelecer uma relacdo entre p e A, apds eliminar s, s' e x2 /2r, 0 que prova

a suposicdo proposta na Equacéo 20, onde:
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_ A+ 1)?

T (A+1)3-1 (22)

e com isso, usando as Equacgdes 18 e 21:

x? 1
2r (A+1)3-1

V=-—

> (23)

parax; < x < (1 + 1)x,, onde, de acordo com a Equacdo 20, x; = /2rs/pu.

Em uma primeira aproximacao, o deslocamento da superficie livre fornece uma
imagem afim da forma do pistdo, com uma abcissa ampliada na proporcdo (4 + 1):1 e
uma ordenada reduzida na proporcao de 1:4. Essa relacdo aparece para perfis de pistdo
simétrico plano e, com exce¢do da posicdo x = 0, em nenhum lugar se aplica para
inclinacdo variavel.

Devido as Equacdes 19 e 20, a maior elevacdo na borda é:

n=0-pi=sT0o 0 (24)
2.2 NOTA

Se 0 movimento do pistdo ndo for vertical, mas obliquo, a elevacdo em ambos 0s
lados do pistdo tera uma altura desigual. Além disso, enquanto o esfor¢o conserva sua
direcdo vertical inalterada, somente se a inclinacdo do deslocamento exceder o angulo de
deslizamento «, e 0 levantamento ndo ocorre em um dos lados, resultam em direcGes

obliquas da forca (ver notas 2 a 419).

d « | k E oyfog A 1 I ! e

0o | 4° | o 2,571 2,000 | 0,6023 ‘ 0,4445
10° | 40° . 0,1736 3,400 3,144 | 07695 | 0,2095
20° | 35° | 0,3420 5104 | 5059 | 08387 | 0,1923
30° | 80° | 05000 | 870L | 8579 | 08966 | 0,153
40° 25° | 06428 | 17,558 | 16,924 0,0413 0,0624

10 Nota dos Tradutores: No artigo original ha um erro tipografico em mencionar as Notas 2 a 4, porquanto
somente existem trés delas; logo, trata-se das Notas 2 e 3.
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3 RESUMO

Para materiais que, ao ultrapassarem o0s limites elasticos, apresentam
comportamento plastico, caracterizado por uma relacéo linear entre as tensdes principais
maior e menor, os estados de tensdo e deformacao tornam-se um problema bidimensional,

ante a penetracdo de um corpo rigido. Algumas extensdes sdo adicionadas em Notas.

4 COMENTARIOS FINAIS
Van Baars (2018) [v] revisitou a obra classica de Prandtl e reportou alguns
comentarios interessantes, e.g., o fato de que:
1) O trabalho de Prandtl fora criado e analisado essencialmente por um
engenheiro mecénico, dai as suas premissas e conclusfes basearem-se em
materiais como 0 ago, pois, para este material, o angulo de atrito é igual a zero,
mas, para 0s solos, isso ndo é correto, porque uma parte da resisténcia ao
cisalhamento vem do angulo de atrito;
i) Os simbolos empregados no artigo sdo diferentes daqueles consagrados
em engenharia de fundacdes, como é o caso do angulo de atrito (), ao invés do
consagrado simbolo ¢, e, também, C, em vez de c, para a coesdo do material; ha,
também, o emprego do parametro k, em vez de send;
iii)  Em relacdo a Figura 1, ha outras duas observagdes notaveis: primeiro, o
envelope de ruptura de Coulomb é desenhado, para engenheiros geotécnicos,
como uma imagem de espelho, pois, na engenharia mecanica, a tensao de tracao
é positiva, enquanto na geotécnica a tensao de compressdo € positiva; em segundo
lugar, a coesdo ndo ¢ tracada verticalmente como deveria ser, mas,
perpendicularmente, ao envelope de ruptura. Esses dois pontos explicam por que
na solucdo final (Equacdo 13b) existe um - C/k, uma vez que deveria ser apenas
um ¢, conforme emprego na engenharia geotécnica;
iv) Infelizmente, o artigo & muito direto; solugdes finais sdo muitas vezes
dadas sem muita explicacdo. Por exemplo, a parte mais importante da publicagéo,
a “descoberta” da Cunha de Prandtl é discutida em apenas algumas linhas;
ademais, como a solucédo final (Equacdo 13b) é encontrada, ndo é indicada no
artigo;
V) A simples razéo pela qual Prandtl ndo analisara o efeito da sobrecarga na

superficie do material é que este efeito é, tipicamente, um problema de engenharia
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civil, tema abordado, posteriormente, por Reissner (1924) [vi], que era um

engenheiro civil e Prandtl, um engenheiro mecéanico.

Pode-se, ainda, incrementar as observacdes daquele autor relatando que Prandtl
apenas afirmou que as linhas de cisalhamento CD e CE (Figura 1) sdo espirais
logaritmicas, sem, todavia, comprovar essa afirmagdo. Ademais, uma importante
contribuicdo do trabalho é a demonstracdo que, para caso de materiais sem atrito (com k
=0), e aplicando-se a Equacdo 14a, tem-se que a tensdo de compressao de ruptura é igual
op = C(m + 2) = 5,14C, um valor muito proximo dos valores atuais, encontrados para
argilas puras, em termos de tensdes totais. Outra contribuicdo foi a questdo do
levantamento (elevacdo) das bordas, na fase de plastificacdo total (ruptura fisica),
confirmado por modelos em laboratério e colapsos de estruturas em verdadeira grandeza.
Em adicdo, reportou os conceitos de superficie rugosa e lisa que depois foram
incorporados as teorias de capacidade de carga, para o contato entre a base da fundacéo e
0 macico de solo.

Finalmente, ndo se pode deixar de mencionar o interessante fato de que a Teoria
de Capacidade de Carga de Fundagdes Superficiais moderna teve sua origem a partir do
trabalho de Prandtl (1920), i.e., a partir de uma teoria aplicada a um ensaio de indentacdo

de metais!

Brazilian Journal of Development, Curitiba, v.8, n.10, p. 69680-69696, oct.., 2022



Brazilian Journal of Development
ISSN: 2525-8761

69696

REFERENCIAS

[i] L. Prandtl. Uber die Harte plastischer Korper. Nachrichten der Gesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen Mathematisch-physikalischen Klasse, 7485, 1920.

[ii] K. Terzaghi. Theoretical soil mechanics. New York: J. Wiley and Sons, Inc., 1943.

[iii] E.G. Diaz-Segura. Origen de la Cufia de Prandtl — Mecanismo de falla usado para
cimentaciones superficiales. Revista Gaceta Técnica. Articulo de Divulgacion. 23(2),
107-120, julio-diciembre, 2022, Universidad Centroccidental Lisandro Alvarado. ISSN:
2477-9539.

[iv] H. Hertz. Uber die Berthrung fester elastischer Kérper. Journal fur die reine und
angewandte Mathematik, 92, 156-171, 1881.

[1] B. de Saint-Venant. Memoire sur 1’établissement des équations differéntielles
desmouvements intérieurs opérés dans les corps solides ductiles au deld des limites ol
I’¢lasticité pourrait les ramener a leur premier état. Journal de mathématiques pures et
appliquées, 16, 308-316, 1871.

[2] M. Lévy. Extrait du Mémaoire sur les égquations générales des mouvements intérieurs
des corps solides ductiles au dela des limites ou I'élasticité pourrait les ramener a leur
premier état. Présenté le 20 juin 1870. Journal de mathématiques pures et appliquées, 16,
369-37, 1871.

[3] A. Haar and von T. Zu Karman. Theorie der Spanungszustande in plastischen und
sandartigen Med. Nachr. Gesellsch. Wissensch., Gottingen, Math-phys. Klasse, 204,
19009.

[4] O. Mohr. Uber die Darstellung des Spannungszustandes und des
Deformationszustandes eines Korperelementes und tber die Anwendung derselben in der
Festigkeitslehre. Der Civilingenieur, 28(2), 113-156, 1882.

[5] O. Mohr. What are the circumstances that lead to reach the limit of elasticity and the
failure of materials. Zeitschrift des Ver Deutsch Ing, 44, 1524-1530, 1900.

[6] O. Mohr. Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik, Berlin: Ernst,
1906.

[v] S. van Baars. 100 Years of Prandtl’s Wedge. IOS Press BV, Amsterdam, The
Netherlands, 2018.

[vi] H. Reissner. Zum Erddruckproblem. Proceedings of the 1% International Congress for
Applied Mechanics, Biezeno, C. B. and Burgers, J. M. eds., Delft, the Netherlands, 295-
311, 1924.

Brazilian Journal of Development, Curitiba, v.8, n.10, p. 69680-69696, oct.., 2022



