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RESUMO

A andlise linear elastica é ainda muito utilizada devido a simplicidade de aplicacdo e ao
fato de que o seu conhecimento ja se encontra consolidado. Entretanto, uma das
dificuldades da andlise linear é sua inaptiddo em refletir o real comportamento de
estruturas menos comuns sob condicdes de carregamentos préximos ao colapso. H& uma
tendéncia atual das normas de incorporar, direta ou indiretamente, os efeitos das nédo
linearidades fisica e geométrica em projetos estruturais. Os modelos constitutivos de dano
tém sido usados como uma ferramenta importante de analise da perda de rigidez de
elementos estruturais com o intuito de prever a degradacdo do material. O dano pode ser
visto como as deformacdes plasticas ou permanentes originadas pela deterioracdo das
propriedades fisicas do material, como por exemplo, o moédulo de elasticidade
longitudinal. Nesse contexto, este artigo apresenta modelo numérico-computacional para
a analise estatica ndo linear fisica de vigas por meio do Método dos Elementos Finitos. O
material é descrito por um modelo constitutivo fundamentado na teoria da Mecéanica do
Dano Continuo. A solucdo aproximada do sistema de equagdes nao lineares é obtida com
o procedimento incremental de Newton - Raphson associado a técnica de continuagao
Controle de Deslocamento Generalizado. Na obtencdo do vetor de forca interna e da
matriz de rigidez do elemento de viga, 0 mddulo de rigidez a flexdo equivalente € obtido
com o Método das Fatias. Problemas de vigas encontrados na literatura séo analisados
com o intuito de comprovar a eficiéncia do cddigo computacional implementado, quanto
a obtencdo da trajetoria de equilibrio e a distribuicdo do dano em secdes transversais ao
longo do comprimento da viga.
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ABSTRACT

Elastic linear analysis is still widely used due to its simplicity of application and the fact
that its knowledge is already consolidated. However, one of the difficulties of linear
analysis is its inability to reflect the real behavior of less common structures under
conditions of near-collapse loading. There is a current trend in norms to incorporate,
directly or indirectly, the effects of physical and geometric nonlinearities in structural
designs. The constitutive models of damage have been used as an important tool to
analyze the loss of stiffness of structural elements in order to predict the degradation of
the material. Damage can be seen as plastic or permanent deformations caused by the
deterioration of the physical properties of the material, such as the longitudinal elasticity
modulus. In this context, this article presents a numerical-computational model for the
physical nonlinear static analysis of beams using the Finite Element Method. The
approximate solution of the system of nonlinear equations is obtained with the Newton -
Raphson incremental procedure associated with the Generalized Displacement Control
path-following technique. In obtaining the internal force vector and the stiffness matrix
of the beam element, the equivalent bending stiffness modulus is obtained with the Slice
Method. Beam problems found in the literature are analyzed in order to prove the
efficiency of the implemented computational code, regarding obtaining the equilibrium
path and the distribution of damage in cross sections along the length of the beam.

Keywords: finite element, damage mechanics, physical nonlinearity, slice method,
equivalent bending stiffness.

1 INTRODUCAO

Na andlise estrutural, muitos problemas sdo caracterizados pelo comportamento
inelastico dos materiais que conformam as estruturas, identificando fendbmenos tais como
plasticidade, dano, fraturamento, entre outros, os quais mudam substancialmente as
propriedades de rigidez do sistema. Um problema complexo gerado pela inelasticidade
dos materiais € a ocorréncia de deformac6es localizadas no sistema. A consideracdo desse
fendmeno pode levar a problemas na implementacdo numérica, acarretando inclusive a
interrupcdo da andlise por problemas de convergéncia ou mau condicionamento
numerico. Nesse contexto, a andlise numérica de estruturas com caracteristicas inelasticas
de material requer controles de anélise que permitam avaliar as mudancas de rigidez do
sistema ocasionadas pelo comportamento ndo linear dos materiais (MUNOZ; ROEHL,
2012).

Com o avanco do conhecimento do comportamento dos materiais e das técnicas
de calculo, além do desenvolvimento de computadores cada vez mais eficientes, torna-se

possivel a consideracdo de mecanismos de comportamento das estruturas por meio de
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modelos matematicos mais realisticos. A tentativa de aproximacdo desses modelos a
realidade do comportamento estrutural tem a vantagem de possibilitar uma resposta mais
precisa. Contudo, tais modelos apresentam o inconveniente do nimero excessivo de
parametros de entrada, a identificacdo paramétrica complexa com a necessidade de
ensaios experimentais elaborados e processamento numerico - computacional com custo
computacional elevado (PITUBA; DELALIBERA, 2010).

Pilares e vigas sdo amplamente utilizados como componentes estruturais para
resistir a cargas de compressao e de flexao, respectivamente, na maioria das estruturas da
engenharia civil. Esses elementos estruturais sdo conectados entre si para formar porticos,
que séo utilizados para suportar cargas verticais oriundas da gravidade e cargas laterais
provocadas pela acdo do vento. O projeto e a seguranca de tais membros estruturais sao
geralmente baseados nas propriedades iniciais da secdo nao danificada. O dano presente
em qualquer elemento estrutural provoca alteracbes nos parametros fisicos e nas
propriedades mecanicas de uma estrutura, como por exemplo, a area da secéo transversal,
o0 momento de inércia e as rigidezes a flexdo e ao cisalhamento (KHAN et al., 2020).

A Mecénica do Dano Continuo (MDC) é uma ferramenta para a analise da
deterioracdo do material em solidos submetidos a acdo de natureza mecanica ou térmica.
Enquanto a Mecéanica da Fratura lida com as condi¢des de propagacdo de fissuras
macroscopicas, a MDC estuda o efeito de microfissuras distribuidas na resposta do
material. Os modelos constitutivos formulados pela aplicagdo dos conceitos da MDC
permitem considerar as perdas de rigidez e de resisténcia, observadas em diferentes
materiais, como resultado do processo evolutivo de microfissuracdo. Essa teoria pretende
descrever a evolucdo dos fendmenos dessas perdas que se desenvolvem entre um estado
inicial, relativo a uma situacdo de material integro, e um estado final, correspondente a
ruptura do elemento de volume. Para tanto, fundamenta-se nos principios e nos métodos
da mecanica dos meios continuos e da termodindmica dos processos irreversiveis
(PROENCA, 1992).

A MDC tornou-se um dos campos de pesquisa mais ativos em Mecanica dos
Sélidos. A ideia principal dessa teoria é a introducdo da varidvel interna dano. Essa
variavel inclui a degradacdo do desempenho mecénico decorrente de imperfeicdes e
defeitos em microescala no meio continuo. A sua evolucdo esta associada a um
mecanismo dissipativo derivado de um potencial de dano elastico (CIPOLLINA; LOPEZ-
INOJOSA; FHEZ-LOPEZ, 1995; ALVES; YU; JONES, 2000; FINCATO; TSUTSUMI,
2016).
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Os elementos finitos de viga séo usados tipicamente para a analise estrutural de
vigas e pérticos devido a sua eficiéncia computacional e a capacidade de capturar com
precisdo a resposta deslocamento - carga da estrutura com comportamento eléstico-
plastico. Este artigo apresenta um modelo numérico-computacional para a analise nao
linear de vigas por meio do Método dos Elementos Finitos, levando-se em consideracao
o efeito da ndo linearidade fisica. O material € descrito por um modelo constitutivo
isotropico fundamentado na teoria da Mecénica do Dano Continuo proposto por Manzoli
(1998), com a possibilidade de prever o comportamento diferenciado tanto a tracdo
qguanto a compressdo. Nesse modelo, a variavel dano € um escalar, uma vez que a
distribuicdo dos defeitos no interior do meio é considerada uniforme.

As analises ndo lineares estaticas sdo efetuadas com o método de Newton —
Raphson padrdo associado a técnica de continuacdo Controle de Deslocamento
Generalizado. Problemas de estruturas de vigas encontrados na literatura sdo analisados
com o intuito de comprovar a eficiéncia do codigo computacional implementado quanto
a obtencdo da trajetdria de equilibrio.

O vetor de forga interna e a matriz de rigidez do elemento de viga séo obtidos em
funcdo do mdédulo de rigidez a flexdo equivalente, o qual é obtido por meio do Método
das Fatias. Nesse método, a secdo transversal € dividida em fatias e permite a degradacéo
gradual da secdo transversal ao longo da altura do elemento. As simulagOes
computacionais sao efetuadas com o programa livre Scilab, versdo 6.1.1 (SCILAB, 2021).

2 MODELO CONSTITUTIVO PARA O MATERIAL DA VIGA

O modelo baseado na teoria Mecénica do Dano Continuo proposto por Manzoli
(1998) ¢é utilizado para descrever o comportamento do material que constitui a viga. A
variavel interna dano, que caracteriza a densidade superficial de microfissuras e
microvazios, € introduzida nessa teoria. Sejam Aqg a area de microdefeitos e A area
nominal total de um elemento de volume representativo. O dano d é definido como
(CIPOLLINA; LOPEZ-INOJOSA; FHEZ-LOPEZ, 1995):

d=—. 1)

O dano pode assumir valores entre zero (elemento integro) e um (elemento

totalmente danificado), isto €, d € [0,1]. O dano influencia no comportamento elastico do
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material, que é levado em consideracdo por meio das hipoteses de tensédo efetiva e de
deformacéo equivalente. A tenséo efetiva ¢ e definida como a razdo entre a carga aplicada
no elemento de volume e a area de resisténcia efetiva A = A - Aq. A relacgdo entre a tensio
efetiva e a tensdo de Cauchy é dada por (CIPOLLINA; LOPEZ-INOJOSA; FHEZ-
LOPEZ, 1995; AMIR; PAPAKONSTANTINOU; WARN, 2022):

@

A hipdtese de equivaléncia de deformacéo consiste em assumir que se a tenséo de
Cauchy for substituida pela tensdo efetiva, 0 comportamento de um material danificado
é 0 mesmo de um material integro, ou seja (CIPOLLINA; LOPEZ-INOJOSA; FHEZ-
LOPEZ, 1995):

[y c

e ®)

na qual €° € a deformacéo elastica e Eo € 0 modulo de elasticidade longitudinal
para o material integro. As equacdes constitutivas na Mecanica do Dano sdo obtidas por
adicionar uma lei de evolucédo de dano na Equacao (3).

Seja o limite de dano inicial ro uma propriedade do material, sendo relacionado a
tensdo limite de proporcionalidade fo por:

7B @

em que By é um parametro adicionado ao modelo original. Define-se a norma da

tensdo efetiva t(o) por:

1(0) = |+ ®)

A partir das relagbes de Kuhn - Tucker, o limite de dano r € dado pelo maximo

valor da variavel t durante o processo de carregamento, tal que:
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r = max(ry, T). (6)
A partir das Equacdes (3) e (5), t pode ser expresso em termos da deformagéo

especifica ¢ por:

(e) = \/E_O £°, ©)

A variavel de dano d € escrita em funcdo do médulo H e do limite de dano r de

acordo com a equagao:

d= r—r, 8
" r(1+H) ®)

Variando-se a funcdo que descreve o médulo H, tem-se na Figura 1 em: (a) o
regime elastodegradavel perfeito (perfeitamente plastico); em (b) o encruamento linear
positivo (endurecimento); em (c) o encruamento linear negativo (abrandamento); e em

(d) o abrandamento exponencial.

Figura 1 — Comportamentos distintos de endurecimento/abrandamento em funcéo de H.

T =
H=0
H=0
H = constante H = constante
> >
€ €
- @) (b)
A Ca
H=<0
H=exponencial
H = constante
> >
(©) = @ =

3 MODULO DE RIGIDEZ A FLEXAO EQUIVALENTE

Ao considerar a ndo linearidade fisica do material, as fibras constituintes da secdo
transversal danificam devido as tensdes provenientes do carregamento aplicado serem
superiores a tensdo limite de proporcionalidade fo do material. Para a determinacdo do
modulo de rigidez a flexdo equivalente Eleq, emprega-se o Método das Fatias, o qual

consiste na divisdo da secdo transversal retangular da viga em nc camadas de mesma
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espessura, conforme o desenho esquematico na Figura 2. O momento de inércia da

camada i (l;) é calculado, conforme o Teorema do Eixo Paralelo, por:

_ b(y; — Yi—1)3

Vi —Vi-1\* .
v +b(yi — yi-1) (Yi—1+1711) , i=1,,nc+1, )

I
em que b é a largura e yi € a coordenada da i-ésima camada a partir do centro
geométrico da secdo transversal retangular.

A rigidez a flex&o equivalente Eleq € calculada conforme a equagéo:
Eleq = L5 EL = 55 E (1 - d)l,, (10)

na qual E; é o modulo de elasticidade longitudinal para o material danificado e di
é o0 dano, referentes a camada i.

Na obtencdo do vetor de forca interna e da matriz de rigidez do elemento, o
modulo Eleg € avaliado nos pontos de Gauss na integracdo numérica (método de
Quadratura de Gauss-Legendre). Supde-se, por simplificacdo, que a linha neutra esta
localizada no centroide da se¢do transversal no procedimento de célculo desse médulo,

ndo mudando de posi¢do durante a analise nao linear.

Figura 2 — Secdo transversal retangular dividida em nc camadas.

Yy
Ync/z A A
A
Yz
z yl T
Ync/2+1 Yo Y 5 ZL h
nc/2+
Ync/2+3
v
Ync+1 v v
—»
b

A danificacdo da camada i da secdo transversal inicia (di > 0) quando o valor de
1, avaliado de acordo com a Equacao (7), atinge o valor do limite de dano inicial na tragao

Fot OU Na compressao roc. Esses parametros séo calculados por, respectivamente:
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for
Lot = Bj—, (11)
JEo
foc (12)
roc = By )
VEo

em que fo € a tensdo limite na tragdo e foc € a tensdo limite na compresséo.

Para o caso de um procedimento incremental, o dano d no passo de carga t + At
pode ser obtido a partir da deformacéo especifica ° em cada camada de divisdo da se¢do
transversal da viga, na iteracdo k, por meio do algoritmo do modelo constitutivo de dano
diferenciado a tracdo e a compressdo apresentado na Figura 3. Nesse algoritmo, os

maodulos Hc e Ht referem-se a compressao e a tracao, respectivamente.

Figura 3 — Algoritmo para o modelo de dano diferenciado & tragdo e & compresséo.

Entrada: Eq. He, Hy. roc. ron 20
1) Caleular t® = /E, |[¢&Y)]
) see™P>0  (tragdo)

Se 1® > ot
B ®

sendo

P =
Fim
Caleular d® =

& _rg;
r®(1+Hy)

Fim
3) See®D<g (compressdo)
&)

Se 17 = rpe

&= ®

sendo

® = Toc
Fim

®)
| L q00 — *PTec
Calcular d ST

Fim
4) See®D=0,d™ = 0, Fim
%) Sed®™ >1.d® = 1, Fim
6) Sed®™ < 0.d®™ = 0. Fim
Saida: d®

4 METODO DE SOLUCAO DO PROBLEMA ESTRUTURAL
Algoritmos existentes de métodos de solucdo apresentam como passo
fundamental a avaliacdo do vetor de carga de forcas residuais "2'g®, e uma nova

estimativa para os deslocamentos é obtida por meio do sistema de equagdes nao lineares:

thatpe (k=1) tHatg, (k) — tratg () _ t+At}\(k)Fr _ t+AtFi(k—1)' (13)

4

na qual *A'K*D é a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural, #2tgu®

é 0 vetor subincremento de deslocamentos nodais, *A'Fi* é o vetor de forcas internas e
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Ay & ¢ o parametro de carga total. No sistema de equacdes dado em Equacdo (13), 0
superindice direito refere-se a iteracdo e o superindice esquerdo, ao passo de carga.
O parametro de carga total A e o vetor de deslocamentos totais u sao obtidos pelas

seguintes equacdes no passo de carga t+Dt e iteracdo Kk, respectivamente:

tHAG (k) = tHAG (k-1) 4 tHAtgy (k). (14)

tHAL (K) — thAty (k1) 4 tHAtgy (k). (15)

Uma equacdo de restrigdo foi proposta por Yang e Kuo (1994) para o célculo do
subincremento de carga "2'%6A®), sendo que essa equagdo deve ser respeitada na
obtencdo da solucdo do sistema em duas etapas (solucédo predita e ciclo de iteracfes). A
equacao de restricdo é dada por (ROCHA, 2000):

CT 8u® + k,50® = Hy, (16)

sendo o vetor C e o escalar ki constantes e Hx um pardmetro incremental. Em
funcdo dos valores selecionados para essas variaveis na Equacdo (16), obtém-se
diferentes técnicas de continuacéo.

Para a determinacdo do parametro de carga iterativo, utiliza-se a técnica de
continuacdo Controle de Deslocamento Generalizado (GDCM). Essa técnica foi
apresentada por Yang e Shieh (1990) e consiste na utilizacdo do parametro geral de
rigidez (GSP), que é definido pela seguinte equacdo (RODRIGUES et al., 2008):

T
1su, D 15y,
GSP = T o an
tsur t+At8ur

em que *urM) é o vetor de deslocamentos tangentes da primeira iteracdo no
primeiro passo de carga, dur'? é o vetor de deslocamentos tangentes da primeira iteragdo
do passo de carga anterior e *2%urY é o vetor de deslocamentos tangentes da primeira
iteracdo do passo de carga corrente. O parametro do subincremento de carga "2'51® é
calculado por (ciclo de iteracbes) (RODRIGUES et al., 2008):
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DT t4a k
tu, D t8ug( )

t+At6A(k) — (18)

T .
t8ur(1) t+At8ur(k)

A Equacdo (18) pode ser obtida fazendo-se na Equacdo (16) k; =
T T
Bu, M Heu® He = 0e CTou® = Tsu, M Aeu, M. Os vetores AEu,® e

t*“&ur(k) sdo avaliados segundo as equaces, respectivamente:

K k-1)] k-1
t+At8ug( ) _ [t+AtK( )] t+Atg( ), (19)

t+At8ur(k) _ [t+AtK(k—1)]_1Fr. (20)

A solucéo do sistema dado em Equacéo (13) é obtida por meio da decomposi¢éo

do vetor subincremento de deslocamentos **2%6u® em duas parcelas:
t+At8u(k) — t+At8}\(k) t+At8ur(k) + t+At8ug(k). (21)

Ha possibilidade de que o subincremento de carga tenda ao infinito em pontos
préximos a um ponto limite da trajetéria de equilibrio. Para evitar que isso ocorra,

limitou-se a norma do vetor **2%8u® a um valor maximo Sumsx, de tal forma que se

|+28u®|| > Supmsx, entdo (KRENK, 1995):

t+At87L(k) — 18}L(1), (22)

em que ||-|| € a norma Euclidiana. Uma estratégia adaptativa que pode ser muito
util no emprego da técnica de controle de carga é a determinacdo automatica da variacao
do parametro de carga inicial (*5A() para a definicdo do valor do pardmetro de carga para
a primeira iteragdo (‘" 2), que consiste em, ao final de cada passo da analise, monitorar
0 nmero de iteracGes requeridas para a convergéncia (Nit) da técnica iterativa e comparar
esse nimero com um valor 6timo (Not). Por meio dessa monitoracéo, calcula-se *5A®)

para o passo de carga seguinte por (CRISFIELD, 1991):
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’N
t+Atgy (1) — N_Ot 150D /|GSP|. (23)
it

O sinal do subincremento de carga inicial (*2%5A(%) pode ser positivo ou negativo.
A escolha do sinal correto é de suma importancia na definicao de sequéncias de solugdes
que permitam 0 avango na resposta carga - deslocamento. O pardmetro de rigidez

generalizado (GSP) depende exclusivamente dos vetores t8ur(1) (passo de carga

anterior) e t+At8ur(1) (passo de carga corrente). A mudanca de sinal do parametro GSP
serve como um indicador para a mudanca do sentido de crescimento da carga, uma vez
gue 0 mesmo se torna negativo somente nos incrementos da carga imediatamente apos a
passagem por pontos limites. Na Figura 4 € apresentado o algoritmo implementado
referente ao método de Newton - Raphson associado a técnica de continuagdo GDCM.

Figura 4 — Algoritmo para o método de solucéo.
(1}

e fazer 1P =1

1) Determinar um valor para o parametro de carga inicial 67
2) Para a primeira iteragdo (k = 1), em qualquer passo t + At:
a) Determinar a matriz de rigidez K(®.
b) Resolver as equacdes de equilibrio Bu[.{l) = I{w:'_lFr e -!iug{1J = [{E‘}J_lg{n:’
c) No primeiro incremento, fazer GSP = 1 Do segundo mncremento em diante
utiliza-se a equagéo:

. . - . @ — [Nt 160(1) /TGspl
d) Do segundo passo em diante, usar 6A N, & |GSP|.

e) Vernficar o smal de GSP. Se GSP < 0, multiplicar YA por -1 para mudar o
sentido de crescimento do parametro de carga.
f) Calcular o deslocamento u'!) = ﬁ»ug(1J + ﬁl{l}ﬁur{l}.
3) Para as proximas iteracdes (k = 2) no passo t + At:
a) Determinar o vetor das forcas gik-l) = lik-ljFr — F]-(k_l).
b) Atualizar a matriz de nigidez K&,
c) Resolver -BugtkJ = ka—l}_lg(k_l} e Sur(k} = KEk—l}_lFr.
T
tﬁ t+ﬁta (k}
d) Calcular 528 = — % e
tﬁur t+ﬂt8u,"k}
e) Calcular os deslocamentos su® = ﬁug{k) + Glt-kz'ﬁurck).

£) Se [8u®)|| > Sups,, entio SAH = qu%}f” s
Uy

4} Atvalizar o parametro de carga total /. e o vetor de deslocamentos totais u:
At = 3k-1) 4 5.8
a® = &b 4 gu®

3) Repetir os passos 3) a 4) até que ||gtk_1:'|| =L

6) Voltar ao passo 2) para o proximo incremento de carga fazendo AE = 4 g
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5 ELEMENTO FINITO DE VIGA-PILAR

Nesta secao é apresentada a formulacéo do elemento finito de viga-pilar, com dois
nos e trés graus de liberdade por n6 (duas translagdes e uma rotagdo), baseada na teoria
de viga de Euler-Bernoulli. Essa teoria considera que a se¢do transversal se mantém plana
e normal ao eixo da barra apos a deformacdo. A matriz de rigidez elementar Kelem N0
sistema local de coordenadas é determinada conforme a equacdo (KWON; BANG, 2018;

BATHE, 1996):

1
L
Kelemgxe ZJ- BTDBEdS’ (24)
-1

na qual L € o comprimento do elemento, a matriz B é:

Lo o Ly o
L L

Boe=| 6 13 6 _13f (29)
2° L1 > "L 1°

e a matriz D contém as rigidezes equivalentes axial e a flexdo:

_[EAyqq O
l)2x2 - 0 Eleq]. (26)

O vetor de forgas internas elementar feem No sistema local de coordenadas é

representado por:
1 T L
Fotemey; = f B"De ds, @7)
-1

sendo o vetor € dado por:
Ex1 = Bulocal' (28)
em que Uiocal € 0 vetor de deslocamentos nodais do elemento:

uloca16x1=[u1 Vi 0 u vy eZ]T, (29)
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na qual u; é a translacéo na direcdo do eixo local X, vi € a translacéo na direcéo do
eixo local Y e 0; a rotacdo em torno do eixo local Z, comi=1, 2.
A matriz de rigidez e o vetor de forca interna no sistema global de coordenadas

séo determinados por, respectivamente:

Kelemﬁx6 = TTkelemT: (30)

Felem6X1 = TTfelem' (31)

em que T é a matriz de transformacao.
Para o célculo das integrais dadas nas Equacdes (24) e (27) é utilizado 0 método
Quadratura de Gauss-Legendre com dois pontos. Os pontos de integracdo S; e 0s

respectivos coeficientes de ponderagédo wi séo apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 - Pontos de integraco e coeficientes de ponderacao para a quadratura de Gauss-Legendre
supondo um intervalo (-1, 1).
Numero de pontos (n) Si Wi

2 +0,5773502691 | 1,00

6 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo sdo apresentados os resultados numéricos de problemas de vigas
hiperestaticas encontrados na literatura, levando-se em conta a nao linearidade fisica na
andlise estatica. Com relacédo a discretizacdo das estruturas, a malha é constituida por 20
elementos finitos de viga com dois nos e trés graus de liberdade por n6 (duas translacoes
e uma rotacao). Em todas as analises estruturais, consideraram-se 0s seguintes parametros
para 0 método de solugdo: tolerancia z = 1,0 x 10 para a verificacio da convergéncia a
cada iteracdo k; numero desejavel de iteraces Not = 5; e 0 deslocamento maximo dUmax

= ||*6ur®)||. O peso proprio das estruturas é desprezado nas analises.

6.1 SIMULACAO NUMERICA 1 - VIGA BIENGASTADA

Seja o problema de viga biengastada, mostrada na Figura 5, de comprimento L =
5,0 m e secdo transversal retangular (0,30 x 0,60) m2. O material é 0 aco macio com o
comportamento elastodegradavel perfeito (Figura 1a). A viga estd sujeita a uma forca
concentrada vertical P aplicada no meio véao. Esse problema foi estudado por Lourenco
(1999).
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Figura 5 — Esquema estatico da viga biengastada. Fonte: Adaptada de Lourenco (1999).

Ll

- XK}

Na Tabela 2 sdo apresentados os parametros do Modelo de Dano e os utilizados

na técnica GDCM. No Figura 6 aparecem as curvas numéricas deslocamento vertical

maximo versus forca, variando-se 0 nimero de camadas da secéo transversal da viga (nc).

Tabela 2 - Parametros do Modelo de Dano e da técnica GDCM.

Modelo de Dano GDCM
Eo = 200 GPa
foc = for = 300 MPa AP =0,29 MN
Hc=Ht=0 AW =1,0x 10
Bl =1

Figura 6 — Deslocamento vertical maximo versus forca P variando-se no nimero de camadas (nc).

X 106

14

1 | AT (P s IN VRPN Ll sk ke S
e R s o
%%@é‘ :

Forca P (N)

—%—nc =60
—H— Lourenco (1999) |—

& —nc=2
nc =10

o
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
Deslocamento vertical (m)

Vé-se no Figura 6 que, com o0 aumento do nimero de camadas de divisdo da secéo

transversal da viga, a curva numérica obtida pelo modelo implementado se aproxima da

curva numeérica obtida por Lourengo (1999).
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O valor da forca limite de elasticidade obtido na simulagéo é igual a 8,99 MN (o
valor teorico € igual a 8,64 MN), e corresponde a0 momento em que as fibras mais
afastadas em relacdo ao eixo neutro da segéo atingem a tenséo de escoamento tanto na
compressao quanto na tragdo. O valor da forca de colapso (Piim) obtido é de 13,08417 MN

com erro relativo percentual igual a 0,958 % em relacdo ao valor tedrico de 12,96 MN.

6.2 SIMULAC}AO NUMERICA 2 - VIGA ENGASTADA - APOIADA

Seja a viga engastada - apoiada indicada na Figura 7, de secdo retangular e
comprimento L = 10 m, submetida a uma for¢a concentrada P no meio do véo, e para a
qual deseja-se o valor da forca de colapso (Piim). A viga é constituida por um material
com comportamento elastodegradavel perfeito, conforme o diagrama tensdo X
deformacéo esquematico apresentado na Figura la. Essa estrutura foi estudada por Santos
(2003).

Figura 7 — Esquema estatico da viga engastada - apoiada. Fonte: Adaptada de Santos (2003).

P Secdo transversal
QI 0,4 m
N A
0,1
! L/2 0 L/2 S

A secdo transversal da viga foi dividida em 64 camadas de mesma espessura. Na
Tabela 3 sdo apresentados os parametros do Modelo de Dano e da técnica GDCM. A
trajetéria de equilibrio (deslocamento vertical no centro do vdo versus forca) é
apresentada na Figura 8.

No modelo constitutivo, considera-se que a camada da se¢éo transversal danifica
quando a variavel dano assume valor maior que zero (d > 0). A forca limite tedrica (carga

de colapso da estrutura) € calculada pela seguinte equag&o:

3bh?

Piim = —7—fo (32)

sendo b a largura da secéo, h a altura da secéo e L o comprimento da viga.
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Tabela 3 - Parametros do Modelo de Dano e da técnica GDCM.
Modelo de Dano GDCM
Eo = 205 GPa
foc = for = 250 MPa AP =100 kN
Hc=Hi=0 AW =1,0x 10
Bl =1

A partir da Equacéo (32), obtém-se o valor da forca limite igual a 600 kN. Vé-se
na Figura 8 que o valor numérico da forca limite (599,6552 kN) ficou bastante proximo
do valor tedrico, com erro relativo percentual igual a 0,0574587 %. A distribuicdo do
dano no final da simulacdo nas camadas das se¢des transversais ao longo do comprimento
da viga pode ser vista na Figura 9. Observa-se, nessa figura, as camadas das secdes
transversais da viga que iniciaram a danificagdo (d > 0), sendo que as regides mais

danificadas se situam proximas ao engaste e ao ponto de aplicacdo da forga P.

Figura 8 — Deslocamento vertical no centro do vao versus forca P.
5
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Figura 9 — Distribuicdo do dano nas camadas das se¢des transversais ao longo do comprimento da viga.
Legenda (Dano)

Elemento 1

7 CONCLUSAO

A partir das simula¢gdes computacionais realizadas dos problemas de vigas, a
modelagem proposta utilizando o Método dos Elementos Finitos e o modelo constitutivo
baseado na Mecénica do Dano Continuo apresentou razoavel performance quanto a
obtencdo da trajetdria de equilibrio em comparacdo com os resultados disponiveis na
literatura.

No segundo problema, o modelo numérico produziu um mapa da distribuicdo do
dano nas camadas das sec¢des transversais em pontos ao longo do comprimento da viga
(localizadas nos pontos de Gauss de cada elemento finito), evidenciando a formagéo de
fissuras nas regides mais solicitadas da estrutura. Em geral, modelos discretos necessitam
de técnicas sofisticadas e onerosas computacionalmente de reconstrucdo da malha para
capturar a propagacédo de fissuras ao longo do processo de carregamento. Assim, essa
metodologia apresenta a vantagem de ndo requerer 0 uso de técnicas de reconstrucdo da
malha de elementos finitos.

Uma barreira no uso corrente de modelos ndo lineares estd relacionada aos
problemas numéricos e instabilidades na convergéncia que podem surgir em virtude de
diversos refinamentos de modelo. Isso ocorre por conta da calibracdo dos parametros
necessarios nos modelos ndo lineares, sendo oneroso o processo, visto que diversas
analises preliminares devem ser feitas antes de realizar o estudo final da estrutura.

Evidencia-se a necessidade da utilizacdo de um metodo incremental-iterativo para

a solucdo adequada de problemas com néo linearidade fisica. A técnica Controle de
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Deslocamento Generalizado (GDCM) mostrou-se eficiente na obtencdo das trajetorias de
equilibrio.

Como pesquisa futura, sugere-se a analise estrutural de vigas de concreto armado
reforcadas a flexdo com laminas de PRFC, acrescentado na determinacdo da rigidez a
flexdo equivalente as rigidezes das armaduras longitudinais e do refor¢o. Além disso, a
modelagem proposta pode ser estendida para a analise de estruturas do tipo pértico plano,

levando-se em conta o efeito da ndo linearidade geométrica.

AGRADECIMENTOS
Este estudo foi financiado pela Coordenagéo de Aperfeicoamento de Pessoal de
Nivel Superior - Brasil (CAPES) — Cddigo financeiro 001.

Brazilian Journal of Development, Curitiba, v.8, n.7, p. 49641-49660, jul., 2022



Brazilian Journal of Development
ISSN: 2525-8761

49659

REFERENCIAS

ALVES, M.; YU, J.; JONES, N. On the elastic modulus degradation in continuum
damage mechanics. Computers & Structures, v. 76, n. 6, p. 703-712, 2000.

AMIR, M.; PAPAKONSTANTINOU, K. G.; WARN, G. P. State-space formulation for
structural  analysis  with  coupled  degradation-plasticity —and  geometric
nonlinearity. Journal of Structural Engineering, v. 148, n. 4, p. 04022016, 2022.

BATHE, K. J. Finite element procedures. Klaus-Jurgen Bathe, 2006.

CIPOLLINA, A.; LOPEZ-INOJOSA, A.; FLOREZ-LOPEZ, J. A simplified damage
mechanics approach to nonlinear analysis of frames. Computers & Structures, v. 54, n.
6, p. 1113-1126, 1995.

CRISFIELD, M. A. Non-Linear Finite Element Analysis of Solids and Structures.
Vol. 1. Essentials, Chicester, John Wiley & Sons, Inc., 1991.

FINCATO, R.; TSUTSUMI, S. Numerical modelling of ductile damage mechanics
coupled with an unconventional plasticity model. Frattura ed Integrita Strutturale, v.
10, n. 38, p. 231-236, 2016.

KHAN, M. A.; AKHTAR, K.; AHMAD, N.; SHAH, F.; KHATTAK, N. Vibration
analysis of damaged and undamaged steel structure systems: cantilever column and
frame. Earthquake engineering and engineering vibration, v. 19, n. 3, p. 725-737,
2020.

KRENK, S. An orthogonal residual procedure for non-linear finite element equations.
Int. J. Numer. Methods Eng., v. 38, p. 823-839, 1995.

KWON, Y. W.; BANG, H. The finite element method using MATLAB. New York:
CRC Press, 2018.

LOURENCO, P. B. Métodos computacionais na mecanica dos sélidos néo linear.
Relatério 99-DEC/E-1, Departamento de Engenharia Civil, Universidade do Minho,
1999.

MANZOLI, O. L. Um modelo analitico y numérico para la simulation de
discontinuidades fuertes em la mecanica de sélidos. Tese (Doutorado), Escola Técnica

Superior D’Enginyers de Camins, Canals 1 Ports, Universitat Politécnica de Catalunya,
Barcelona, 1998.

MUNOZ, L. F. P.; ROEHL, D. M. Comparacdo de Métodos de Continuacdo em
Problemas com Andlise Inelastica. In: Congresso Argentino de Mecanica Computacional,
2012, Salta. Anais... Salta: AMCA, v. XXXI, 2012.

PITUBA, J.J. C.; DELALIBERA, R. G. Contribuig&o para a estimativa de deslocamentos
em vigas de concreto armado. In: Mecanica Computacional, v. XXIX, Buenos Aires,
2010, Buenos Aires. Anais... Buenos Aires: Eduardo Dvorkin, Marcela Goldschmit,
Mario Storti (Eds.), 2010.

PROENCA, S. P. B. Simulagéo numérica do comportamento de elementos estruturais em
concreto e argamassa armada pelo emprego de um modelo de dano. Revista

Brazilian Journal of Development, Curitiba, v.8, n.7, p. 49641-49660, jul., 2022



Brazilian Journal of Development
ISSN: 2525-8761

49660

Internacional de Métodos Numeéricos para Calculo y Disefio en Ingenieria, v. 8, n. 4,
p. 351-360, 1992.

ROCHA, G. Estratégias de incremento de carga e de iteracdo para a analise ndo
linear de estruturas. Dissertacdo (Mestrado), Universidade Federal de Ouro Preto, Ouro
Preto, 2000.

RODRIGUES, P. F. N.; VARELA, W. D.; SOUZA, R. A. Anélise de estratégias de
solucdo do problema né&o linear. Revista de Ciéncia & Tecnologia, v. 8, n. 2, p. 36-48,
2008.

SANTOS, F. D. Analise limite e projeto 6timo de vigas em concreto armado.
Dissertacdo (Mestrado), Programa de Pds-Graduagdo em Engenharia Civil, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2003.

SCILAB, verséo 6.1.1. France: ESI Group, 2021.

YANG, Y. B, KUO, S. R. Theory & Analysis of Nonlinear Framed Structures.
Singapore: Prentice-Hall, 1994.

YANG, Y. B.; SHIEH, M. S. Solution Method for Nonlinear Problems with Multiple
Critical Points. AIAA Journal, v. 28, n. 12, p. 2110-2116, 1990.

Brazilian Journal of Development, Curitiba, v.8, n.7, p. 49641-49660, jul., 2022



