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RESUMO

Este artigo discute a eficiéncia dos métodos numericos de Runge-Kutta classico de quarta
ordem, de Dormand-Prince e de Bulirsch-Stoer, na solugéo de problemas de valor inicial.
Os trés métodos foram comparados resolvendo-se um problema da dinamica de
suspensdo de um veiculo, quando ele passa sobre uma lombada na pista. O problema é
descrito por uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem. Os resultados foram
obtidos variando-se o tamanho do passo inicial igualmente para os trés métodos e o
comportamento da suspensdo do veiculo em resposta a elevacdo da lombada foi analisado
para cada tamanho de passo. Concluiu-se que € essencial conhecer a natureza do problema
a ser resolvido, para escolher adequadamente 0 método numérico e o tamanho do passo
de integragéo a ser utilizado. Quanto mais alta a ordem do método de integragédo, maior a
possibilidade de usar um tamanho de passo maior com precisdo desejada. Portanto, o
conhecimento da natureza do problema é fundamental para a escolha do método de
solucgéo e do tamanho do passo de integracdo para se obter resultados adequados.

Palavras-chave: métodos numéricos, equagOes diferenciais ordinérias, runge-kutta,
dormand prince, bulirsch-stoer.
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ABSTRACT

This article discusses the efficiency of the Runge-Kutta classical of fourth-order,
Dormand-Prince and Bulirsch-Stoer numerical methods in solving initial value problems.
The three methods were compared by solving a problem of the suspension dynamics of a
vehicle when passing over a speed bump in the lane. The problem is described by a second
order ordinary differential equation. Results were obtained by varying the initial step size
equally for the three methods, and the behavior of the vehicle suspension in response to
the speed bump height was analyzed for each step size. It was concluded that it is essential
to know the nature of the problem to be solved, to properly choose the numerical method
and the size of the integration step to be used. The higher the order of the integration
method, the greater the possibility of using a larger step size with the desired precision.
Therefore, knowledge of the nature of the problem is essential for choosing the solution
method and the size of the integration step to obtain adequate results.

Keywords: numerical methods, ordinary differential equations, runge-kutta, dormand
prince, bulirsch-stoer.

1 INTRODUCAO

Varios problemas encontrados nas ciéncias, particularmente em engenharia,
podem ser resolvidos pela modelagem matematica que resulta, na maior parte, em
equac0es diferenciais. Equaces diferenciais ordinarias (EDO) sé@o um subconjunto desse
universo, que constituem a formulacéo de problemas de valor inicial de uma variedade
de processos e sistemas. A solucdo desses problemas pode ser obtida pela solucdo das
EDO que descrevem a dinamica do sistema (GEAR, 1971, NAGLE; SAFF; SNIDER,
2018, DUTTA et al., 2020). Uma das ferramentas fundamentais para obter essas solucdes
sdo os métodos numéricos (LAPIDUS; SEINFELD, 1971, HULL et al., 2006, BISWAS;
CHATTERJEE; MUKHERJEE, 2013, BRONSON; COSTA, 2014).

Uma das vantagens da modelagem de processos por meio de EDO é que elas
podem ser resolvidas utilizando métodos de integracdo numeérica, sem a necessidade de
focalizar profundamente nos aspectos tedricos dos modelos matematicos utilizados
(STOER; BULIRSCH, 2002, QUARTERONI; SACCO; SALERI, 2007, PRESS et al.,
2007).

Estudos de métodos de resolucdo de EDO mostraram, ao longo do tempo, que a
maioria delas ndo podia ser resolvida apenas por integracdo simples ou por solucGes
analiticas (BRONSON; COSTA, 2014, NAGLE; SAFF; SNIDER, 2018). Em muitos

casos, ou em sua maioria, tornou-se necessaria a utilizagdo de metodos numéricos para
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obter uma solucdo aproximada, com acuracia desejada, utilizando-se algoritmos
computacionais eficientes, possibilitando a solugdo de problemas complexos.

Os Métodos de resolucéo das EDO podem ser vistos como originados de modelos
diferentes, o que facilita a compreensdo do problema, e a computacéo esta intimamente
ligada a origem do problema e ao uso que sera feito das respostas. Portanto, a modelagem
e 0s métodos computacionais ndo sdo passos a serem dados separadamente da realidade
e estd inserido em um contexto mais amplo, que envolve a analise numérica. Neste
contexto, um método numérico é uma ferramenta matematica projetada para resolver
problemas numéricos e a sua implementacdo, com uma verificacdo de convergéncia
apropriada, consiste na criagdo de um algoritmo numérico implementado em uma
linguagem de programacdo ou em uma plataforma computacional (QUARTERONI;
SACCO; SALERI, 2007, ZILL, 2018).

Dentre os primeiros métodos numéricos desenvolvidos, destaca-se 0s métodos de
Euler (BOYER, 1996), que, devido a sua simplicidade, sdo utilizados para facilitar a
compreensdo dos conceitos envolvidos nos métodos de integracdo numérica, além de
fornecer resultados satisfatérios para alguns problemas, sob certas condicGes e restricao
(CORLESS, 2000, BISWAS et al., 2013, SHAMPINE).

Varios outros métodos foram desenvolvidos, que fornecem resultados mais
precisos para problemas mais complexos, embora necessitem de algoritmos mais
sofisticados e maior tempo computacional. Dentre os métodos numéricos classicos mais
modernos citam-se 0s métodos de Runge-Kutta, e seus aprimoramentos, e 0 método de
Bulirsch-Stoer (BUTCHER, 2000, PRESS et al., 2007).

Varios trabalhos com aplicacdes de métodos numéricos para a solucdo dos mais
variados tipos de problemas s&o encontrados na literatura. Entretanto, detalhamentos
sobre o desenvolvimento e a fundamentacdo tedrica desses métodos sdo encontrados em
livros-textos classicos (GEAR, 1971, NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012, ZILL, 2018).

Artigos técnico-cientificos sobre o tema séo encontrados de maneira geral e
apresentados em dissertacdes e teses € ndo contém detalhamento tedrico sobre os métodos
utilizados na obtencdo dos resultados. Entretanto, esses artigos servem como referéncia
para comparacdo de resultados e validagdo de novas metodologias ou técnicas de
abordagem para solucdo de novos problemas (VANANI; AMINATAEI, 2011,
OBERLEITHNERA; PASCHEREITA; SORIAB, 2015, DUTTA et al., 2020;
GHANBARI; BALEANU, 2020, HOSSEINI et al., 2020, BOSCH NETO et al., 2020).
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Neste contexto, o presente artigo apresenta uma comparagdo da eficiéncia do
método classico de Runge-Kutta de quarta ordem, de Dormand-Prince e do método de
Bulirsch-Stoer, na solucéo do problema da dindmica de suspensdo de um veiculo.

2 REVISAO DA LITERTURA

Um problema envolvendo equacfes diferenciais ordinarias, genericamente, é
reduzido ao estudo de um conjunto de N equacgOes diferenciais acopladas de primeira
ordem para uma funcéo y;, i = 1,2,---, N, expressa pela seguinte forma geral (PRESS et
al., 2007):

dy;(x)
dx

=fi, (xlyli"'lyN): i=1,-,N (1)

As fungdes f;' do lado direito na Equacéo (1) sdo conhecidas. A aspa () aqui ndo
significa derivar, mas apenas uma notagdo para lembrar que as fungdes f; sdo as
derivadas de y;(x).

Um problema envolvendo equac6es diferenciais ordinarias ndo é completamente
definido pelas suas equacdes, porque depende da natureza das condi¢es iniciais, crucial
para determinar a melhor maneira de abordéa-lo. CondicGes iniciais sdo condigdes
algébricas dos valores da funcéo y; (x) na Equacéo (1) que, em geral, podem ser satisfeitas
em pontos discretos especificos, mas ndo sdo automaticamente preservadas pelas
equac0es diferenciais (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012, PRESS et al., 2007, ZILL, 2018).

Ao invés de serem fornecidas as condicOes iniciais, podem ser apresentadas as
condicdes de contorno junto com a equacdo, e podem ser tdo simples quanto exigir que
certas varidveis tenham determinados valores numéricos, ou tdo complexas como um
conjunto de equagBes algebricas ndo-lineares em suas variaveis. Normalmente, séo as
condicdes de contorno que determinam quais métodos numéricos sao viaveis, e sdo
divididas em duas grandes categorias (PRESS et al., 2007, NAGLE; SAFF; SNIDER,
2012, ZILL, 2018):

1) Problemas de valor inicial - neste caso, todos os y;(x) sdo dados para algum
valor inicial x, e deseja-se obter os y; em algum ponto para algum valor final da variavel
independente, x¢, ou em alguma lista de pontos discretos;

2) Problemas de valor no contorno em dois pontos - aqui as condi¢des de
contorno sdo especificadas em mais de um valor de x. Tipicamente, algumas das

condigdes sao especificadas em x, € as restantes em x;.
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2.1 METODO DE RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

O meétodo de Runge-Kutta de quarta ordem é o mais popular dentre 0os métodos
explicitos de um passo, descrito pela Equacdo (2). Sem entrar em detalhes, apresenta-se
na Figura 1 uma ilustragdo esquematica desse método (PRESS et al., 2007, NAGLE;
SAFF; SNIDER, 2012, ZILL, 2018).

ki =h-f(xn, yn)

ky=h-f(x,+05h, y,+0,5" k)

ks=h-f(x,+05h, y,+0,5"k;) (2)
ky=h-fQOoq+h yu+ks)

Vo1 =Vn+ (ki +2-ky+2-ks+k,)/6

Figura 1. llustragdo esquematica do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Fonte: PRESS et al., 2007 (adaptado).

2.2 METODO DE DORMAND-PRINCE

O método de Dormand-Prince de sete estagios, com estimativa de erro local e
interpolador € apresentado em um quadro de Butcher (Quadro 1). A solugdo é avancada
com y,,, de ordem cinco, procedimento denominado de extrapolacéo local, e a solugéo
Vn+1 de ordem quatro € usada para obter a estimativa de erro local por meio da diferenca
Yn+1 — Vn+1- De fato, y,,., ndo é calculado, ao invés disso, os coeficientes na linha
bT - bT no quadro de Butcher sdo usados para obter a estimativa de erro local. A sexta

constante (Cz) no termo de erro de ordem superior € minimizada, mantendo a
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estabilidade. Seis estagios sdo necessarios para 0 metodo de ordem 5 e para 0 sétimo
estagio é necessario ter um interpolador, que é a tltima linhado  Quadro 1 (ASHINO;
NAGASE; VAILLANCOURT, 2000).

Esse método de sete estagios, na pratica, se reduz a seis estagios porque k£"+1] =

k&”], e o vetor linha bT é igual a sétima linha correspondente a k,. O intervalo de
estabilidade absoluta desse método €, aproximadamente, (—3,3, 0), como mostrado na
Figura 2. Esse método esta implementado em sub-rotinas computacionais em diversas
plataformas, tais como MATLAB (ASHINO; NAGASE; VAILLANCOURT, 2000),
OCTAVE e SCILAB.

Quadro 1. Quadro de Butcher para o método Dormand-Prince de Sete Estagios com Interpelador.

c 4
ky 0 0
1 1
3 3 g
ks ) 20 20 .
4 44 56 32
ke 5 a5 T r) .
8 19372 25360 | 64448 212
s 9 6561 T 2187 6561 T 729 0
9017 355 46732 49 5103
ke 1 68 | 33 | Soa7 76 | ~1@ess .
35 500 125 2187 11
ks 1 384 . [EEE) 192 T 5
. . 5179 7571 303 92097 1
Mot b 57600 0 16695 g0 339200 40
. 35 500 125 2187
Vet b 364 . [EEE) 192 ~57ee .
71 71 71 17253 1
bT _ bT 0 [ - _ N
57600 16695 1920 339200 40
5783653 466123 41347 | 16122321 183
Yur0s 57600000 0 1192500 | 1920000 | 339200000 | 10000

Fonte: ASHINO; NAGASE; VAILLANCOURT, 2000 (Adaptado).

Brazilian Journal of Development, Curitiba, v.8, n.4, p, 28999-29017, apr ., 2022.



Brazilian Journal of Development
ISSN: 2525-8761

29005

Figura 2. Regido de estabilidade absoluta do método Dormand-Prince.

- 4i

- 2i

4 2 0
Fonte: ASHINO: NAGASE: VAILLANCOURT, 2000

2.3 METODO DE BULIRSCH-STOER

Para entender esse método € preciso discutir o método do ponto médio
modificado, que tem sua aplicacdo mais importante no Método de Bulirsh-Stoer. Outra
técnica que pode ser combinada com o método de Bulirrsch-Stoer € a Extrapolacao de
Richardson. Uma breve discussdo desses métodos é apresentada a seguir (STOER,;
BULIRSCH, 2002, PRESS et al., 2007)

2.3.1 Método do Ponto Médio Modificado

O método do ponto médio modificado consiste em avancar um vetor de variaveis
dependentes, y(x), de um ponto cuja abscissa € x para x + H por uma sequéncia de n
subpassos de tamanho h cada, dado pela Equacéo (3):

H
h=—
n

(3)

O numero de avaliacBes do lado direito exigidas pelo método do ponto médio

modificado é n + 1. As formulas para esse método sdo:

zy = ¥(x]
zy =z h fixzy) — 12 ) 4
Zpis = Zgpey T 2R flxtmeh, oz param = ham e )

Yx+H) By, =2[z,+ 2,4 + he f(x + H,2,)]

Brazilian Journal of Development, Curitiba, v.8, n.4, p, 28999-29017, apr ., 2022.



Brazilian Journal of Development
ISSN: 2525-8761

29006

As variaveis z sdo aproximagdes intermediérias que marcham ao longo dos passos
h, enquanto y, é a aproximacéo final de y(x + H). Esse é um método basicamente de
diferenca centralizada ou ponto médio, exceto no primeiro e no Gltimo ponto, que
conferem ao método o qualificador modicado.

O método do ponto médio modificado é de segunda ordem com a vantagem de
exigir, assintoticamente, para n grande, apenas uma avaliacdo da derivada primeira por
cada passo h, em vez das duas avaliacbes exigidas pelo método de Runge-Kutta de
segunda ordem. Em geral, o uso do método do ponto médio modificado, por si so, é
superado pelo método de Runge-Kutta com controle adaptativo de tamanho do passo
incorporado.

A utilidade do método do ponto médio modificado para a técnica de Bulirsch-
Stoer deriva do fato de obter, a partir da Equacédo (4), um resultado detalhado (STOER;
BULIRSCH, 2002). Ocorre que o erro da Equacdo (4), expresso como uma série de

poténcias de h, contém apenas poténcias pares de h:

[ee]

Y= yCr+ H) = ) oy b ©)

i=1

O valor de H é mantido constante, mas o valor de h muda quando n varia na
Equacdo (3). A importancia dessas séries de poténcias pares € que, se forem aplicados 0s
trugues habituais de combinar etapas e eliminar termos de erro de ordem superior, podem-
se obter mais duas ordens de precisdo de cada vez. Esse processo permite que se obtenha
precisdo de maior ordem com menor nimero de avaliagdes da fungdo derivada, em geral
mens da metade das avaliacBes relacdo ao método de Runge-Kutta de quarta ordem
(PRESS et al., 2007).

2.3.2 Extrapolagéo de Richardson

A extrapolagédo de Richardson usa a poderosa ideia de extrapolar um resultado
computado para o valor gque teria sido obtido se o tamanho do passo tivesse sido muito
menor do que realmente era. Em particular, a extrapolacdo para passo de tamanho zero é
0 objetivo desejado. O primeiro integrador pratico de EDOs que implementou essa ideia
foi desenvolvido por Bulirsch e Stoer e, portanto, os métodos de extrapolacdo sdo,
frequentemente, chamados de Métodos de Bulirsch-Stoer (PRESS et al., 2007).
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2.4 FORMULAC}AO DO METODO DE BULIRSCH-STOER
A sequéncia de tentativas separadas para cruzar o intervalo H é feita com o
aumento do numero de subpassos, n. Bulirsch e Stoer propuseram, originalmente, a

seguinte sequéncia (PRESS et al., 2007):
n=2,4,6,8,1216,24,32,48,64,96,-,[n = 2n_,|, - (6)

De acordo com Deuflhard (1983, 1985) a seguinte sequéncia era mais eficiente:
n=2468101214,-,[n; = 2], (7

Nessa sequéncia, para cada etapa, ndo se sabe, antecipadamente, onde ela ira
parar. Depois de cada passo intermediario, n, sucessivo, uma extrapolacéo polinomial é
realizada. Essa extrapolacdo fornece valores extrapolados e estimativas de erro. Se 0s
valores dos erros ndo forem satisfatorios, aumenta-se o valor de n. Se forem satisfatorios,
prossegue-se para 0 proximo passo e comega-se novamente com n = 2 (PRESS et al.,
2007).

Existe algum limite superior, além do qual conclui-se que existe algum obstéaculo
no caminho ao longo do intervalo H, de modo que devesse reduzir H em vez de apenas
subdividi-lo mais finamente, porque ocorre perda de precisdo se for escolhido uma
subdivisdo muito fina. Nas implementacdes de algoritmo usando esse método,
geralmente, considera-se n igual a oito. O oitavo valor na sequéncia expressa pela
Equacdo (7) é 16, que é o nimero maximo de subdivisdes de H permitido (PRESS et al.,
2007).

O controle de erros € reforcado, monitorando-se a consisténcia interna e
adaptando-se o tamanho do passo para corresponder a um limite prescrito do erro de
truncamento local. O controle de erros esta representado no Quadro 2 por uma espécie de
algoritmo genético, expresso na forma da Equacéo (8), em que P representa uma “filha”

€ x representa os seus “pais”.

Quadro 2. Representacdo simbdlica do algoritmo de Neville.
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Xy Yo =5y
P
Xyt wn=>F Poiz
F., Priza (8]
Xa! ¥, =P Piag
Pag
Xg ¥y = Py

O algoritmo de Neville é uma maneira recursiva de preencher os nimeros no
Quadro 2, uma coluna de cada vez, da esquerda para a direita. E com base no
relacionamento entre uma "filha" P e seus "pais" x, conforme Equacdo (9), que essa

recorréncia funciona, porque os dois “pais” ja concordam nos pontos X; 11 *** Xjym—1-

PiGis1)..i+m)
O = Xin)Pigeny . Gam-1 T (X = X)Paeny+2)..rm) (©)
(X — Xigm)

Cada novo resultado da sequéncia de integracfes modificadas do ponto médio

permite que um quadro, como o Quadro 2, seja estendido por um conjunto adicional de

diagonais, escrito como uma matriz triangular inferior, expressa pela Equacao (10):

TOO
T10 T11
Too Tor Ta (10)

Em que Tyo = Vi, € V& = y(x, + H) calculado com o tamanho do passo h; =
H /ny,. Substituindo-se P = T, x; = h?, e x = 0 na Equagéo (10), o algoritmo de Neville

pode ser reescrito como:

Tyj — Ti-1,j
+ =
(e /e —j)" = 1

Tk,j+1 =Tk} V] = 0,1,"‘,k—1 (11)

A cada novo tamanho de passo h; inicia-se uma nova linha na tabela e, em seguida,
a extrapolagdo polinomial preenche o restante da linha. Cada novo elemento na tabela
vem dos dois elementos mais proximos da coluna anterior. Os elementos na mesma

coluna tém a mesma ordem, e Ty, 0 Ultimo elemento de cada linha, é a aproximacao de
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mais alta ordem de precisdo com esse tamanho de passo. A diferenca entre os dois ultimos
elementos consecutivos é considerada como estimativa de erro (conservadora). Essa
estimativa de erro pode ser usada para ajustar o tamanho do passo. Uma boa estratégia
foi, originalmente, proposta por Deuflhard (1983, 1985), e posteriormente modificada,
cujo detalhamento pode ser obtido na literatura (LAPIDUS; SEINFELD, 1971, HAIRER;
WANNER; NORSETT, 1993, STOER; BULIRSCH, 2002, PRESS et al., 2007).

3 METODOLOGIA
3.1 MODELO DO SISTEMA DE SUSPENSAO DE UM VEICULO

A modelagem da suspensdo de um veiculo pode ser realizada considerando o
veiculo passando sobre uma lombada. A forca que a lombada exerce sobre a suspenséo é

descrita pela expressao:

F(t)=a-y(t)+b §210) (12)
dt
em que
F(t) = Forcasobre a suspensio, [N],
v(t) = Deslocamento provocade pela superficie dawia, [m];
o) = Constante,
b = (Constante.

O modelo de suspensdo do veiculo, considerando um quarto do seu tamanho por

simetria, € representado na Figura 3.

Figura 3. Modelo do sistema de suspenséo de um veiculo.

Sentido do
—3» movimento
do veiculo

QQ:\'\\\Q\\
¢ k
Ponto de contato
entre o pneueavia Superficie

davia

Altura de
referéncia

L e e e e e e Y i e e e o v

Fonte: CENGEL; PALM lI11, 2014 (Adaptado).

Brazilian Journal of Development, Curitiba, v.8, n.4, p, 28999-29017, apr ., 2022.



Brazilian Journal of Development
ISSN: 2525-8761

29010

No modelo simplificado, as massas da roda, do pneu e do eixo sdo desprezadas e,
por simetria, a massa m representa um quarto da massa do veiculo. A constante da mola
k representa uma combinacdo dos efeitos do pneu e da mola da suspensdo. A constante ¢
representa a constante de amortecimento do amortecedor. A posicdo de equilibrio da
massa m, quandoy = 0, é x = 0.

O deslocamento provocado pela superficie da via, y(t), pode ser obtido a partir
do perfil da superficie da via e da velocidade do veiculo. A equagdo do movimento do
veiculo é obtida por meio do diagrama de corpo livre, mostrado na Figura 4, considerando

somente a forca dinamica, porque a forca estatica é cancelada pela forca gravitacional:

m'dzgt)+c-d’;(tt)+k-x(t)=k-y(t)+6'd);—(tt) (13

Figura 4 - Diagrama de corpo livre, assumindo que dy/dt > dx/dtey > x.

11

ey —x) k(v — x)

Fonte: CENGEL; PALM I11, 2014 (Adaptado).

3.2 SIMULAGAO DA RESPOSTA DO VEICULO A ELEVACAO DE UMA
LOMBADA

A resposta de um veiculo a elevacdo de uma dada lombada com altura h e
comprimento L, movendo-se a uma velocidade v, pode ser simulada resolvendo a equacéo
diferencial do movimento, Equacdo (13). Para isto € necessario o perfil da elevacdo da
lombada, nesse caso, dado por (CENGEL; PALM I11, 2012):

y(z(¢)) = 54366 - z(t) - exp(—4 - z(¢)) (14)
em que
y[z{t}] = Peffil da elevacio da lombada, [m];
z = Distancia horizontal percorrida pelo weiculo sobre a elevacéo, [m];
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O deslocamento y(t) sentido pela suspensdo esté relacionado com y(z(t)), por
meio da velocidade, em que z(t) = v(t) - t. Substituindo-se z(t) na Equacéo (14) obtém-
se:

y(t) =97,859-t-exp(=72-t) (15)

Para este trabalho utilizaram-se os dados contidos na Tabela 1. Combinando a
Equacdo (14) com a Equagdo (15) e substituindo os dados contidos na Tabela 1, obtém-

se a equacao do movimento para este problema:

d?x(t) 5.000 dx(t) 4 16.000

dz T 240 ar a0 W

(16)
_1489.290 — (33.663.152) - t oot
- 240 ¢
Tabela 1. Dados utilizados na solu¢do do problema.
Parémetro Descricéo Valor Unidade

m Massa do veiculo 240 [kg]
c Constante de amortecimento 5.000 [N-s/m]
k Constante elastica da mola 16.000 [N/m]
v Velocidade do veiculo 18 [m/s]
h Altura da lombada 0,5 [m]
L Comprimento da lombada 1,0 [m]

Trata-se de um problema de valor inicial de segunda ordem, portanto a solu¢édo da
Equacdo (16) foi realizada usando os métodos de Runge-Kutta de quarta ordem e
Dormand-Prince (BUTCHER, 2000, ASHINO; NAGASE; VAILLANCOURT, 2000) e
de Bulirsch-Stoer (STOER; BULIRSCH, 2002, PRESS et al., 2007), transformando-a em

um sistema de duas equacdes de primeira ordem da forma:

dx,
ks
(17)
elx
dtz =0y %+ Cprxy+ flx)

4 RESULTADOS E DISCUSSAO
Os resultados do tempo computacional e as estimativas finais da solucdo

encontram-se na Tabela 2, para varios valores do passo de integracdo, para 0s métodos
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de Runge-Kutta de ordem 4, Dormand-Prince e Bulirsch-Stoer. A variacdo do tempo

computacional em funcdo do tamanho do passo encontra-se na Figura 5.

Tabela 2. Tempo computacional e estimativas finais da solucdo do problema do sistema de suspensao de
um veiculo.

Tempo Computacional, [s]”

Passo
RK4 DP BS
h =0,05000 0,00070 0,00200 0,00707
h =0,02500 0,00149 0,00473 0,00617
h =0,01250 0,00110 0,00200 0,00472
h =0.00125 0,00371 0,00199 0,02264
Passo Estimativa Final
RK4 DP BS
h = 0,05000 1.0355 x 101 9.3881 x 10~* 9.3304 x 10~*
h = 0,02500 9.7124 x 1073 9.3881 x 10~* 9.3304 x 10~*
h =0,01250 1.5333 x 1073 9.3881 x 10~* 9.3304 x 10~*
h =0,00125 93310 x 10~* 9.3881 x 10~* 9.3304 x 10~*

RK4: Runge-Kutta, ordem 4; DP: Dormand-Prince; BS: Bulirsch-Stoer

Figura 5. Tempo computacional da solu¢do do problema do sistema de suspensdo de um
veiculo em func¢do do tamanho do passo de integragao.

0.025 T T T T T T T T T
—O— Runge-Kutta: k=4
—O©— Dormand-Prince
—+H&— Bulirsch-Stoer
0.02

0.015

Tempo [s]

0.01

0.005

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

Passo

Observa-se, na Figura 5, que o comportamento do tempo computacional em
relacdo ao tamanho do passo ndo apresentou uma tendéncia funcional bem definida. Nao
foi possivel, neste trabalho, encontrar uma explicagdo razoavel para essa aleatoriedade,
embora se cogite que possa ser um efeito do estado transitorio do processador do

computador utilizado, influenciado por algum evento eletromagnético. O que foi
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constatado, efetivamente, foi a obtencao de valores de tempo de processamento diferente
para 0 mesmo problema, quando se repete o processamento.

Observa-se, todavia, que o tempo computacional do método de Runge-Kutta de
quarta ordem, em geral, foi 0 menor e para 0 método de Bulirsh-Stoer foi 0 maior, com o
método de Dormand-Prince em posi¢do intermediaria, mas todos apresentaram resultados
coerentes. Por outro lado, esses resultados dependem da natureza do problema em relagéo
ao método utilizado. Portanto, para um problema diferente esses resultados podem ser
completamente opostos. As solucdes finais estdo representadas graficamente nas Figuras
6,7,8¢e09.

Figura 7. Solugdes numéricas do problema de sistema de suspensdo de um veiculo, usando o método de
Runge-Kutta de quarta ordem (k = 4), com passo fixo, e 0s métodos de passo adaptativo de Dormand-Prince
e de Bulirsch-Stoer, com h = 0,025.

m.dzxmz +c.Jxdt + kX = Ry - cuoydt

06 T T
Bevagdo (analtia)
034 F Bulirsh- Stoer
| wIE CAttura da elevaci Dormand- Prince |
0.48 Runge- kutta: 47 ordemn
E 042 b =0.025 |
&
2036 1
m
% 0.3 1
E
= 024 7
% *(11({Deslocamento do chaszsi
o 015 1
Pt
01z 1
0.06 9
|:| I 1 § i L I ~ . — I

0 o3 008 003 042 045 048 02 024 027 03
Tempo [=]

Figura 8. SolugBes numéricas do problema de sistema de suspensdo de um veiculo, usando o método de
Runge-Kutta de quarta ordem (k = 4), com passo fixo, e os métodos de passo adaptativo de Dormand-Prince
e de Bulirsch-Stoer, com h = 0,0125.
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m.d‘zxmz +odx/dt + kKx = Ry - cudyagt

0E T T
Bewagao (analiia)
034 F Bulirsh- Stoer
045 | i) (At da elevacio) Dormand-Prince

Runge-Kutta: 49 ordem

=
I
[l

h=00125 7
0.36

03F

(11 (Dezlocamento do chassi

Deslocamento e Attura [m)

0 0o3 008 009 012 015 018 021 024 027 03
Tempo [=]

Figura 9. Solu¢Bes numéricas do problema de sistema de suspenséo de um veiculo, usando 0 método de
Runge-Kutta de quarta ordem (k = 4), com passo fixo, e 0s métodos de passo adaptativo de Dormand-Prince
e de Bulirsch-Stoer, com h = 0,00125.

wr.dxidt’ + c.dwidt + kx = k.y - c.dyidit

0.5 T T
Bewagdo (analtia)
054 Bulirsh- Stoer
E CAEE da elevacio) Diormand- Prince
0.48 Funge- kKutta: 47 ordem
Eonazf h=000125 1
P
= i E
o 0.36
L)
% 0.3
E
B 0.24 4
7 x(t) (Deslocamento do chazsl)
o 015 4
&
012 |
.08 4
I:I A I 1 L |

1 o3 00 009 042 045 048 0 024 027 03
Tempo [2]

Observa-se nas Figuras 6 a 9 que, para todos os métodos, houve uma melhora na

precisdo das respostas do deslocamento do chassi do veiculo em funcéo do tempo, com a
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diminuicdo do passo de integracdo. Todavia, observa-se que 0 método de Dormand-
Prince apresentou, praticamente, a mesma resposta, independentemente do tamanho do
passo de integracdo. Portanto, esse método, depende muito pouco do passo de integracdo
inicial, por causa do processo de adaptacdo do tamanho do passo. Nesse problema, os
métodos de Runge-Kutta de quarta ordem e de Bulirsch-Stoer apresentaram solucfes

viaveis somente para h < 0,01, no dominio 0 < t < 0,25.

5 CONCLUSOES

E essencial conhecer a natureza do problema a ser resolvido, para escolher
adequadamente o método numérico e o tamanho do passo de integracdo a ser utilizado.
Quanto mais alta a ordem do método de integracdo, maior a possibilidade de usar um
tamanho de passo maior com preciséo desejada.

O método de Dormand-Prince apresentou, praticamente, a mesma resposta,
independentemente do tamanho do passo de integracdo. Portanto, esse método, depende
muito pouco do passo de integracao inicial, por causa do processo de adaptacdo do
tamanho do passo.

Os métodos com algoritmo de adaptacéo do passo, como 0s métodos de Bulisrch-
Stoer e Dormand-Prince, sdo pouco sensiveis ao tamanho inicial do passo porque estes
sdo modificados ao longo do processo para manter a precisao.

Em geral, todos os tipos de métodos podem ser aplicados a qualquer problema de
valor inicial, cada um deles com seu préprio conjunto de pros e contras, que deve ser
entendido antes de serem usados.

Em todos os métodos numeéricos, geralmente, a precisao aumenta com a
diminuicdo do tamanho do passo, principalmente nos métodos de passo fixo. Portanto, 0s
métodos de passo adaptativo como os métodos de Dormand-Prince e Bulirsch-Stoer, em
geral, fornecem estimativas mais precisas, desde que usados de forma adequada.

Portanto, conclui-se que o conhecimento da natureza do problema é fundamental
para a escolha do método de solugédo e do tamanho do passo de integracéo para se obter

resultados adequados.
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