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RESUMO

A equacdo da onda tem sido utilizada ao longo dos anos em diversas aplicacbes em
engenharia e geofisica. O fendmeno fisico de propagacao de ondas é modelado por meio
dessa equacdo, que tem sido uma ferramenta vital nas atividades exploratdrias de bacias
sedimentares que buscam hidrocarbonetos, uma vez que o método da sismica de reflexdo
é um dos mais utilizados para esses fins (KEAREY, A., 2009). Esse método consiste em
criar um campo de ondas, oriundo de uma fonte pontual, que se propaga pela
subsuperficie terrestre, de modo que a energia desse pulso é particionada nas interfaces
entre as camadas de impedancias acusticas diferentes. Dessa forma, parte da energia é
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refletida e ascende até ser lida na superficie e a outra parte segue descendente até
encontrar outra interface e assim ter sua energia particionada novamente (TARANTOLA,
A., 1984). E a partir dos dados registrados em superficie que a industria do petrdleo
consegue utilizar técnicas de imageamento para recuperar as propriedades de
subsuperficie, utilizadas para localizar as reservas de hidrocarbonetos. A acuracia dessas
técnicas de imageamento, que em sua maioria consiste na resolugdo de problemas
inversos, depende da preciséo e estabilidade dos métodos utilizados na modelagem da
propagacdo de ondas, e € nesse contexto que este trabalho estd inserido. O presente
trabalho aborda a modelagem no dominio do tempo da propagacdo de ondas, utilizando
0 Método das Diferencas Finitas (MDF), e busca, por meio de diferentes experimentos
numéricos, avaliar os efeitos da escolha de diferentes discretizacfes espaciais e temporais
do operador do MDF na obtenc¢&o da solucao da equacao da onda em modelos geoldgicos
com diferentes dimensdes.

Palavras-Chave: MDF, Equacdo Da Onda, Modelagem.

ABSTRACT

The wave equation has been used over the years in various applications in engineering
and geophysics. The physical phenomenon of wave propagation is modeled through this
equation, which has been a vital tool in the exploratory activities of sedimentary basins
that seek hydrocarbons, since the seismic method of reflection is one of the most used for
these purposes (KEAREY, A., 2009). This method consists of creating a wave field,
originating from a point source, which propagates through the terrestrial subsurface, so
that the energy of that pulse is partitioned into the interfaces between the layers of
different acoustic impedances. Thus, part of the energy is reflected and ascends until it is
read on the surface and the other part continues downwards until it finds another interface
and thus has its energy partitioned again (TARANTOLA, A., 1984). Itis from the surface
data that the oil industry can use imaging techniques to recover the subsurface properties
used to locate hydrocarbon reserves. The accuracy of these imaging techniques, which
mostly consists of solving inverse problems, depends on the accuracy and stability of the
methods used in the modeling of wave propagation, and it is in this context that this work
is inserted. The present work approaches the modeling in the time domain of wave
propagation, using the Finite Differences Method (MDF), and seeks, through different
numerical experiments, to evaluate the effects of the choice of different spatial and time
discretizations of the MDF operator in obtaining the solution of the wave equation in
geological models with different dimensions.

Keywords: MDF, Wave Equation, Modeling.

1 INTRODUCAO

Atividades exploratorias de hidrocarbonetos possuem um papel de extrema
importancia mundial. Como os reservatorios de petrdleo localizam-se no subsolo, muitas
das vezes no fundo dos oceanos a profundidades extremamente elevadas, se faz
necessario a realizacdo de um levantamento geofisico para se mapear o subsolo a fim de

descobrir as caracteristicas dele e a localizacéo das reservas de hidrocarbonetos. Outras
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finalidades importantes da modelagem da subsuperficie sdo a definicdo dos melhores
locais para a perfuracdo de novos pocos e a avaliagdo dos reservatorios ja encontrados
para que possam ser mais bem explorados (DI BARTOLO, 2010; SOUZA, 2018).
Existem inimeros métodos para explorar uma bacia sedimentar, dentre eles, 0 método
mais utilizado é o da sismica de reflexdo, que utiliza uma fonte de energia artificial para
geracdo de ondas (SILVA et al., 2009).

O metodo da sismica de reflexdo consiste em criar um campo de ondas, oriundo
de uma fonte pontual como a dinamite em terra ou canhdo de ar comprimido no mar,
criando-se assim, um campo de ondas que gera uma perturbacdo controlada, que se
propaga pela subsuperficie terrestre, interagindo com o meio de estudo, e produzindo
reflexdes que sdo captadas e registradas por aparelhos, geofones (em terra) e hidrofones
(meio marinho), conhecidos como receptores, como mostra a Figura 1.1. Cada receptor
registra um chamado traco sismico, e o0 conjunto dos tracos sismicos é chamado
sismograma. Essas informacBes sdo entdo processadas, resultando na descricdo das
estruturas presentes na subsuperficie (SILVA et al., 2009).

A seguir é ilustrado o método sismico de reflexéo:

Figura 1.1 — llustracdo do método sismico de reflexéo.

Gecfores _
Yy Y yy | Dnamite

T Canndo
‘. * i ‘ oE ar Hidrafones

Fonte: (SILVA et al., 2009).

Na fase de processamento dos dados sismicos, sera criada uma imagem das
camadas de material presentes em subsuperficie. A acuracia dessas técnicas de
imageamento, que em sua maioria consiste na resolucéo de problemas inversos, depende

da precisdo e estabilidade dos métodos utilizados na modelagem da propagacdo de ondas,
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e € nesse contexto que este trabalho esta inserido.

Para que seja possivel realizar a modelagem da propagacdo de ondas € preciso
resolver a equacdo da onda. Em geral, se utiliza métodos numéricos para se obter a
solucdo aproximada dessas equacOes diferenciais. Entre os métodos mais conhecidos
tem-se: Método das Diferencas Finitas (MDF), Método dos Elementos Finitos (MEF) e
Método dos Elementos de Contorno (MEC). O grande avanco na capacidade de
processamento dos computadores possibilitou que hoje em dia os métodos numericos
consigam resolver problemas que envolvam equac@es diferenciais mais complicadas e
modelos mais complexos (THOMAS, 2013).

O MDF é amplamente utilizado em diversas areas do conhecimento, como
transferéncia de calor, mecénica dos fluidos e propagacdo de ondas, tanto acusticas,
quanto elasticas, sendo amplamente utilizado na area de geofisica, devido a simplicidade
de formulacéo e implementacdo computacional.

O presente trabalho aborda a modelagem no dominio do tempo da propagacéo de
ondas, utilizando o MDF, e busca, por meio de diferentes experimentos numéricos,
avaliar os efeitos da escolha de diferentes discretizacdes espaciais do operador do MDF
na obtencdo da solucdo da equacdo da onda em modelos geoldgicos com diferentes

dimensoes.

2 DESENVOLVIMENTO TEORICO

Equacbes diferenciais sdo instrumentos matematicos usados para calcular a
evolucdo de sistemas. A modelagem tem como objetivo encontrar a dindmica temporal
do sistema que se tem interesse, isto é, determinar a taxa de variacdo com o tempo das
grandezas que caracterizam o problema. Ao se resolver a equacao diferencial (ou sistema
de equacdes diferenciais) que caracteriza o processo de propagacdo da onda, pode-se
prever 0 seu comportamento. Sendo assim, a modelagem de um sistema de propagacao
de onda em um conjunto de equacdes diferenciais fornecera uma descri¢ao aproximada e
simplificada do processo real (THOMAS, 2013).

A equacdo diferencial da onda é amplamente utilizada na modelagem. A equagéo
(1) expressa a equacdo geral da onda, que descreve a propagacdo da onda acustica em
todas as direcOes, considerando que 0 meio possua uma densidade (p) constante ou que
ela varie suavemente, de tal modo que seja possivel simplificar a equacao.

1 92
C——p —72p = s(x,,0), W
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onde c é a velocidade de propagacdo do meio, p € 0 campo de pressdo, t € o tempo, V é
o gradiente e s(x, y, t) representa a fonte sismica.
No presente trabalho, foi utilizada uma fonte sismica do tipo Ricker, que é representada

por:

FRick(x; t) = {(1 - anfpztz) exp(—ﬂzfpztz) sex = x, ' .

0 sex=+x

onde x € a variavel do espaco, t € a variavel do tempo, f,, € a frequéncia de pico e x, € a
posicao inicial.

Para resolver numericamente a equacao (1), aplica-se entdo o MDF para se obter a solucao
aproximada da equacdo diferencial. Para isso, se faz necessario a discretizacdo do meio,
passando entdo a considerar o dominio fisico do problema (dominio continuo) como
sendo um dominio discreto (dominio aproximado) representado por um conjunto finito
de pontos regularmente espacados (grid ou grade), como mostra a figura 2.1. Como as
funcBes/variaveis e propriedades de interesse sdo consideradas apenas nestes pontos
discretos, o método calcula uma solucdo aproximada, sendo mais acurada a solucéo

quanto mais pontos o grid conter.

Figura 2.1 — Discretizacdo do dominio.

Dominio Q
(continuo)

» X Contornos do domimo £

Através do meio discretizado é possivel que as derivadas da equagdo diferencial

que se deseja aproximar, sejam numericamente equilibradas em pontos discretos do
dominio. A aproximacdo das derivadas espaciais e temporais pode ser feita a partir da
expansao da série de Taylor truncada, usando pontos vizinhos em diferencas ponderadas.
Para isso, a série de Taylor € rearranjada de modo a isolar a derivada da ordem da qual se
deseja aproximar. Isso permite obter a ordem do erro de aproximacéo, fazendo com que

seus resultados sejam tdo precisos quanto o desejado. Esse motivo faz com que o Método
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da Diferencas Finitas apresente acurdcia muito superior em comparagdo aos outros
métodos de modelagem sismica. Cabe observar que quanto maior a ordem de
aproximag&o, mais pontos serdo considerados no calculo e em consequéncia maior custo
computacional em termos de memoria e tempo de processamento (SANTOS;
FIGUEIRO, 2006). Por exemplo, para a aproximacao da derivada segunda com erro de
aproximacdo de 42 ordem para a derivada espacial tem-se as expressoes (6) e (7), ja para
a aproximagéo da derivada segunda com erro de aproximacéo de 22 ordem para a derivada
temporal tem-se a expressdo (8). Neste trabalho, foi utilizado o erro de 22 ordem na

derivada segunda do tempo e um erro de 42 ordem na derivada segunda do espaco.

6;1;(:6) _ =fGe+28%) + 16f(x + Ax) _éggz) +16f(x — Ax) - f(x — 20%) 0(ax®),  (@3)

0*f(2)  —f(z+2Az) +16f(z + Az) —30f(2) + 16f(z — Az) — f(z — 2A2)
dz2 12(az)?

+ 0(az%), (4)

2 —_ —_
aa);gt) _fe+a0) ZIS) + f(t — At) + 0. 5)

Tratando-se de algoritmos de integracdo temporal, existem dois tipos: 0 método
explicito e 0 método implicito. Para o presente trabalho, optou-se pelo uso do método
explicito por ele ndo necessitar da resolucdo dos sistemas algébricos ou inversdo de
matrizes, melhorando assim sua eficiéncia computacional (DI BARTOLO, 2010). Nesse
método, a equacdo de equilibrio é expressa no instante t e sua solucdo é calculada no
instante t + At, isso permite calcular a solu¢do em t + At usando um esquema iterativo,
como ilustrado na figura 2.1. A desvantagem do método explicito é que ele é
condicionalmente estavel, ou seja, os valores de At e Ax sdo limitados para que se possa
garantir que a solucdo atenda aos critérios de estabilidade e dispersdo. O método implicito
por sua vez, necessita da resolucdo dos sistemas algébricos, mas € incondicionalmente

estavel, ou seja, possui solucdo estavel para qualquer valor de At e Ax.

Figura 2.2 — Esquema do método explicito.

Esquemas explicitos

it
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O critério de dispers@do numérica, um dos focos de estudo deste trabalho, esta
associado ao espagamento Ax e Ay da malha/grade adotado. Segundo Irshad R. Mufti,
para que o critério da dispersdo seja atendido o valor limite de Ax deve satisfazer a

seguinte relacéo:

le'n
Ax < ——WM, (6)
N - f corte

onde Vi, é a velocidade minima do meio, f,.,: € a frequéncia de corte da fonte e N
assume o valor de 10 quando usado operador de 22 ordem e 5 quando o operador for de
42 ordem.

Por sua vez, o critério de estabilidade numérica esta associado ao esquema de integracao
temporal e esta relacionado ao tamanho do passo de tempo At. Para que esse critério seja
atendido no caso 2D, tem-se que a expressdo a seguir deve ser satisfeita.

Vinax - At < é )
Ax T8’

onde V,,s, é a velocidade maxima do meio.

4 DESENVOLVIMENTO NUMERICO/IMPLEMENTACAO NUMERICA

No presente trabalho, seréo analisados casos com diferentes Ax e At no intuito de
verificar se os valores dos limites tedricos de Ax e At realmente sdo os limites dos critérios
da dispersdo e estabilidade, respectivamente. Para isso, foi desenvolvido um programa
em linguagem Fortran para realizar a modelagem de propagacao de ondas.

O problema possui as condi¢es iniciais de repouso apresentadas nas equacdes (8)
e (9), e o dominio possui condi¢cdes de contorno do tipo ndo reflexivas para as bordas
laterais e inferior e para a borda superior condi¢éo de presséo nula, como expressas pelas
equacoes (10), (11), (12) e (13), respectivamente.

Condic0es iniciais de repouso:

u(x,t=0)=0 (8)
du(x,t =0) 0 ©)
or
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Condic6es de contorno nao reflexivas das bordas laterais:

9 1 o
—_— _— = =0

(ax LTon) at) ube=0,) (10)
o 1 o

z_- 2 —Lt)=0

(ax v(x) at) ur==L0 (12)

Condicéo de contorno néo reflexiva da borda inferior:

0 1 0
(£+@a)u<z — L) =0 (12)

Condicdo de contorno da borda superior:

u(z=0,t)=0 (13)

O meio de propagacdo da onda, que possui dimensbes (301 x 301)m, foi
considerado homogéneo (&gua), possuindo velocidades de propagacdo maximas (V;,s) €
minimas (V,,.;,,) iguais ao valor de 1500m/s. A fonte utilizada possui frequéncia (f,orte)

de 25Hz e esté situada no no central do modelo.

4.1 CRITERIO DA DISPERSAO
Foi determinado o limite te6rico do critério da dispersdo numérica
(AxXjimite tesrico), €XPresso na equacao (34). Como foi utilizado um erro de 42 ordem na

derivada segunda do espaco, adota-se N=5. Portanto:

y 1500
Ax < _Vmin__ - Ax<
N 'fcorte 5% 25

- Ax<12m (34)

Dessa forma, tem-se que AXjimite tesrico = 12M, OU Seja, para valores superiores
a esse a solucdo ja comegaria a gerar dispersdo numérica.

Para se verificar o limite da dispersdo de forma experimental (Ax;imite exp.) ©
avaliar os efeitos da escolha de valores acima desse limite, o programa foi testado usando
o0s valores de Ax = AXjjnmite tesrico = 12m e Ax = 20m, utilizando para esses casos 0
Atjimite tesrico FESPECtiVO para cada um dos Ax. Para esses exemplos foi analisado o perfil

da onda gerada com o proposito de encontrar a manifestacao da dispersao.
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4.2 CRITERIO DA ESTABILIDADE

Para a analise do critério da estabilidade numérica determinou-se algebricamente o limite
tedrico do At (Atyimite tesrico) Para Ax pré-estabelecidos. Dessa forma, foram escolhidos os
valores de Ax = 10m e Ax = AXjpmite tesrico = 12m, que satisfazem o critério da dispersdo. Nas
equacOes (15) e (16) estdo representados os valores dos limites tedricos de At encontrados para

cada um dos casos:

10 3

At < m\/; - At < 0,00408248290463863016366214012451s (15)
12 3

At < 500 |8 - At < 0,00489897948556635619639456814941s (16)

Tem-se que, para 0s Ax utilizados, 0S Atjimite tesrico SA0 0S valores expressos
acima, de modo que para valores superiores a eles, segundo a literatura, a solucao ja
deveria apresentar instabilidade numérica.

Para se verificar empiricamente o limite do critério da estabilidade numérica
experimental (At;imite exp.) fOram testados valores acima dos Atyimite tesrico, Presentes
nas equacdes (15) e (16), no intuito de identificar a partir de quais valores de At

iniciavam-se as instabilidades.

5 RESULTADOS
5.1 CRITERIO DA DISPERSAO

Nesta secdo sdo apresentados os resultados obtidos com 0s experimentos
numéricos abordados no item anterior. O primeiro experimento consiste no teste com
Ax =12m, onde o At utilizado foi o correspondente Atjimite tesrico =
0,00489897948556635619639456814941s. Através da figura 4.1.1, é possivel
perceber que o perfil da onda gerada no meio do modelo ndo apresentou disperséo quando

utilizado 0 Ax = 12m = AXjimite tesrico » at€ndendo ao critério da dispersao.
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Figura 4.1.1. — Perfil da onda no meio do modelo sem a presenca de dispersdo numérica, quando utilizado
Ax =12m e Atjmite tesrico = 0,00489897948556635619639456814941s.
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Jé& para o teste utilizando Ax = 20m e seu correspondente Atjimite tesricor Presente
naequacéo (17), notou-se a presenca de um “serrilhado” no perfil da onda, caracterizando
aocorréncia de dispersao numerica. A figura 4.1.2 mostra o perfil da onda gerada no meio

do modelo com a presenca de dispersdo numeérica.

At Sm- % - At < 0,00816496580927726032732428024902s 17)

Figura 4.1.2 — Perfil da onda no meio do modelo com a presenca de dispersdo numeérica, quando utilizado Ax =
20m e Atymite tesrico = 0,00816496580927726032732428024902s.
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5.2 CRITERIO DA ESTABILIDADE

Para o caso em que foi usado Ax = 10m e seu correspondente At;imite tesrico =
0,00408248290463863016366214012451s, percebeu-se que a solugcdo comeca a
apresentar instabilidade quando a sétima casa decimal aumentou de 4 para 9, ou seja,
valores iguais ou superiores a At = 0,0040829s passaram a apresentar instabilidade
numérica. O aumento dos valores das casas decimais posteriores a sétima casa decimal
ndo foi suficiente para gerar instabilidade. A figura 4.2.1 é do snapshot gerado pelo
programa apos 3s de propagacdo da onda, e atraves dele é possivel ver o inicio da

instabilidade, manifestado pela formacéo de linhas horizontais no centro da imagem.

Figura 4.2.1 — Snapshot apds 3s de propagacao da onda, com inicio da instabilidade numérica para Ax =
10m e At = 0,0040829s. As setas vermelhas indicam as linhas horizontais geradas pela instabilidade.

Arquivo  Visualizar Ferramentas  Sobre

AW ¢ [0 W] w0 [z W[ Ne [0
o oo 88

010 Snapshot_00010 b
011 Snapshol 00011 by
012 Snapshol_00012 b
013 Snapshol_00013 b
014 Snapshol 00014 b
015 |Snapshol_00015 bin

A00.
(x.2) - (299.00. 172,00) -> 0.00000E +00

Quando utilizado 0 Ax = 12m com 0 seu correspondente Atjimite tesrico =
0,00489897948556635619639456814941s, percebeu-se que apenas quando a sexta
casa decimal foi aumentada de 8 para 9, e a sétima casa decimal assumiu o valor de 7,
que se verificou instabilidade numérica. Dessa forma, valores iguais ou superiores a At =
0,0048997s passaram a apresentar instabilidade numérica. O aumento dos valores das
casas decimais posteriores a sétima casa decimal ndo foi suficiente para gerar
instabilidade. A figura 4.2.2 é do snapshot gerado pelo programa ap6s 2,8s de propagacao
da onda, e através dele é possivel ver o inicio da instabilidade, manifestado pela formacao

de linhas horizontais no centro da imagem.
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Figura 4.2.2 — Snapshot ap6s 2,8s de propagacao da onda, com inicio da instabilidade numérica para Ax =
12m e At = 0,0048997s . As setas vermelhas indicam as linhas horizontais geradas pela instabilidade.

Arquivo Visualizar Ferramentas Sobre

A B ¢ Q% @] e e sz Nx [T Nz[307

» : Anmaglo
E = ?] C] 100

(x.2) - (300,00, 195.00) -> 0.00000E +00

6 CONCLUSOES

A partir dos diversos experimentos numericos realizados foi possivel verificar que
0 AXjimite tesrico = 12m ndo apresentou dispersao numerica, condizente com o sugerido
pela literatura. Porém, os experimentos numeéricos indicam que 0 AXjimite experimental
pode ser maior do que 0 AXjimite tesrico = 12m. Assim, é necessario a implementacdo
de um algoritmo que possibilite determinar o inicio da dispersdao numérica de forma mais
acurada.

Quanto aos limites de At fornecidos pela literatura, foi verificado que eles sdo
condizentes com os valores encontrados nos testes, uma vez que os valores de
Atiimite experimentar S40 Proximos o suficiente dos valores de Atmite tesrico-

Para Ax = 10m:

Atiimite tesrico = 0,00408248290463863016366214012451s ~ Atyimite experimental
= 0,0040829s

Para Ax = 12m:

Atyimite tesrico = 0,00489897948556635619639456814941s ~ Atjimite experimental
= 0,0048997s

Assim, a partir das verificacfes que constam no presente trabalho se conclui que a
adocdo dos limites de Ax e At fornecidos pela literatura resulta em solucgdes que atendem

aos critérios da dispersao e estabilidade.
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