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RESUMO

Este artigo apresenta uma pesquisa voltada a analisar os caracterizadores do pensamento algébrico
presentes nas resolugdes, por estudantes de um curso de licenciatura em matematica, de atividades
envolvendo padrdes matematicos durante um evento em uma instituicdo estadual de ensino
superior. A pesquisa faz parte dos estudos para elaboragéo do trabalho de concluséo de curso de
quatro estudantes dessa instituicdo, que integram o grupo de pesquisa GPEMA, ora em formacao.
As andlises se embasaram nas ideias de Fiorentini, Fernandes e Cristovao (2005), que utilizam as
potencialidades pedagdgicas das investigacdes matematicas na mobilizacdo e desenvolvimento do
pensamento algébrico e de sua linguagem. Constatou-se que 0s participantes evidenciaram muitos
dos aspectos caracterizadores do pensamento algébrico ao resolverem questbes envolvendo
padroes.

Palavras-chave: Generalizacdo de Padrdo, Pensamento Algébrico, Ensino Superior.

ABSTRACT

This article presents a research aimed at analyzing the characterizers of algebraic thinking present
in the resolutions, by students of a degree course in mathematics, of activities involving
mathematical standards during an event in a state institution of higher education. The research is
part of the studies for the elaboration of the course conclusion work of four students of this
institution, who integrate the research group GPEMA, now in formation. The analyses were based
on the ideas of Fiorentini, Fernandes and Cristovao (2005), who use the pedagogical potential of
mathematical research in the mobilization and development of algebraic thinking and its language.
It was found that the participants highlighted many of the characteristic aspects of algebraic thinking
when solving issues involving patterns.

Keywords: Standardization, Algebraic Thinking, Higher Education.

1 INTRODUCAO

Este artigo apresenta parte de um estudo realizado no Grupo de Pesquisa sobre 0 Pensamento
Matemético Avangado (GPEMA), ainda em formacdo, com o intuito de construir o trabalho de
concluséo de curso de trés licenciandos e um integrante do curso de especializagdo de uma institui¢éo
estadual de ensino superior da Bahia. Sdo focalizados dois importantes temas: ‘pensamento
algébrico’ e ‘generalizacdo de padrdes’. Segundo Vale et al (2011), a descoberta de padrdes
contribui para o desenvolvimento da abstracdo e de outras capacidades matematicas,
particularmente o pensamento algébrico.

Apos estudarmos o artigo de Fiorentini, Fernandes e Cristovao (2005), decidimos analisar
o0s protocolos de uma atividade envolvendo a observagdo e generalizacdo de padrbes aplicada em
2014 no SEAMAT, evento matematico organizado por um grupo de estudantes e professores da
instituicdo supracitada, por meio do minicurso Padrdes matematicos: desafios e possibilidades.
Conduzimos nossa analise tentando evidenciar os caracterizadores do pensamento algébrico

presentes nas resolucdes de seis discentes do curso de licenciatura em matematica que participaram
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do minicurso. Neste sentido, o objetivo deste artigo é o de apresentar alguns dos resultados dessa
investigagdo. Antes, porém, abordaremos de modo sucinto algumas ideias de pesquisadores sobre a

importancia das atividades que envolvem generalizacao de padrdes.

2 PADRAO MATEMATICO E SUAS POTENCIALIDADES

Devlin (2002), eminente educador matematico, tem se dedicado a divulgar o que é
matematica e o papel desta na sociedade atual. Define matematica como a ciéncia dos padrdes e
comenta que os fundamentos importantes da matematica atual (entre eles a teoria dos nimeros e a
I6gica matematica) foram concebidos através da observacgdo e generalizacdo de padrdes. Observa

que:

[...] ao longo dos anos, a matematica tornou-se cada vez mais complicada, as pessoas
concentraram-se cada vez mais nas formulas, equagdes e métodos e perderam de vista
aquilo a que esses numeros, formulas e equagdes se referiam e por que se desenvolveram
esses métodos. Perderam de vista o fato de que a matematica néo € apenas manipulagéo
de simbolos de acordo com regras misteriosas, mas sim compreensdo de padrbes —
padrdes da natureza, padrfes da vida, padrdes de beleza. (DEVLIN, 1998, p. 206)

Assim, o tema da generalizacdo de padrdes é concebido pelo autor de forma ampla, como
parte do processo mental que fundamenta a matematica. Por sua vez, Mason enfocaesse tema de
forma direcionada a questdo do ensino e da aprendizagem de matematica. Para Mason (1996), a
esséncia do pensamento matematico € o reconhecimento, apreciacao, expressdo e manipulacao da
generalidade. Isso implicaao mesmo tempo especializar-se e generalizar, assim como conjecturar e
justificar.

Vale e Pimentel (2005) refor¢cam a importancia dos padrdes afirmando que:

A profundidade e variedade das conexdes que os padrdes possibilitam com todos os
topicos da matematica conduzem a consideragdo deste tema como transversal em
toda matematica escolar, quer para preparar 0s alunos para aprendizagens posteriores,
quer no desenvolvimento das capacidades de resolucao de problemas e comunicagao.
(VALE; PIMENTEL, 2015, p. 168)

Ferrini-Mundy, Lappan e Phillips (1997) apontam que o estudo de padrdes € um modo
produtivo de desenvolver o pensamento algébrico. Vale et al (2011, p. 24) afirmam que “a
descoberta de padrBes contribui para o desenvolvimento da abstracdo e de outras capacidades

matematicas, designadamente o pensamento algébrico”.
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3 SOBRE AS ATIVIDADES ENVOLVENDO PADROES

As atividades que envolvem a observacao e generalizacdo de padrfes seguem um mesmo
critério, em que é dada uma sequéncia (que pode ser numérica, figurativa ou figurativo- numérical),
solicitando-se gradativamente ao aluno a indicacdo de um termo da sequéncia, que pode comecar
pela posi¢do mais proxima da ultima figura da sequéncia e ir se distanciando, ou questionar qual o

termo que comparece numa posicao qualquer, conforme exemplo no Quadro 1.

Quadro 1 - E>§emplo de atividade envolven‘do padrao.

1. Quantos palitos sio necessénos para construn a figura seguinte”
Como cada figura ¢ transforma na segunte”
3. Quantos palitos sio necessinos para construir a vigésima figura?

4. Quantos palitos sko necessanos para construtr a figura numa posigio qualquer”?

Fonte: Adaptado de Vale et al (2011, p. 27).

A ideia subjacente a esse tipo de atividade é que o estudante comece fazendo uma
generalizacdo proxima e, na continuacdo dos itens, chegue a generalizacdo distante e/ou algébrica.
Segundo Stacey (1989) a “generaliza¢do proxima” acontece quando o aluno, diante da questdo
envolvendo padrBes, a resolve passo a passo desenhando ou contando. Por outro lado, a
“generalizag¢do distante” € percebida quando o estudante vai além do limite pratico razoavel da

abordagem passo a passo. Para Kaput (1999, p. 6) envolve deliberadamente:

[...] estender a gama de raciocinio ou da informacéo além do caso ou casos
considerados, explicitamente identificar e expor o trago comum nos casos, ou
elevar o raciocinio ou a informacdo a um nivel em que o foco ndo esteja mais
sobre os casos ou das proprias situagbes, mas sim sobre os padroes,
procedimentos, estruturas e através das relacGes entre eles (0s quais, por sua
vez, tornam-se novos objetos com um nivel mais alto de raciocinio ou de
comunicagéo).

Radford (2006, p. 5) define o processo da generalizacéo algébrica como sendo aquela

que:

1 Vale e Pimentel (2015, p. 169) explicam que é o tipo de sequéncia em que, embora partindo de figuras
geométricas, é feita uma exploracdo numérica. Exemplificam com a sequéncia da figura, quando consideramos a
perspectiva de que os termos de ordem impar estdo na vertical e os de ordem par na horizontal
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[...] é baseada na capacidade de perceber uma regularidade em alguns
elementos de um conjunto S e ser capaz de usa-la para construir uma
expressao direta de qualquer termo de S. Em outras palavras, a generalizacdo
algébrica de um padréo se baseia na identificagcdo de uma regularidade local
que é depois generalizada a todos os termos da sequéncia e que serve de
garantia para a construcdo da expressdo dos elementos da sequéncia que
permanecem para além do campo perceptivo.

A respeito da importancia de propor ao aluno situac6es que exijam generalizacao, é preciso
salientar que varios pesquisadores, como Stacey (1989) e Mason (1988), ha mais de trés décadas se
referem a relevancia da generalizacdo de padrGes para o desenvolvimento do pensamento
matematico.

Constatamos assim, a importancia da generalizacdo de padrdes para 0 ensino e
aprendizagem da matemaética e de sua real potencialidade para o desenvolvimento do pensamento
algébrico. Isso nos fez emergir o seguinte questionamento: O que realmente caracteriza tal
pensamento?

Na discussao do grupo ficou patente a concepcao dos alunos de que a educacao algébrica se
inicia concomitantemente com o surgimento das “letras”, exatamente no 7.° ano, em conformidade
com a experiéncia estudantil vivenciada pelos participantes. Para fundamentar tal discusséo, nos
respaldamos nas ideias de Fiorentini, Fernandes e Cristovao (2005) sobre os caracterizadores do
pensamento algébrico, que nos permitiram perceber que tal pensamento vai além da linguagem
algébrica.

Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) apontam trés momentos importantes no
desenvolvimento do pensamento algébrico em funcéo das fases evolutivas da linguagem algébrica:
a retdrica, ou verbal, que € abordada sem o uso de simbolos; a sincopada, com o surgimento dos
simbolos; e a simbdlica, em que a linguagem algébrica passa a ser representada somente por
simbolos, além da utilizacdo de sinais para expressar 0 pensamento algébrico.

Fiorentini, Fernandes e Cristovdo (2005) concluem que investigacbes matematicas
constituem-se num contexto rico de mobilizacdo e desenvolvimento da linguagem e do
pensamento algébrico dos alunos, além de representarem um momento rico e desafiador de
aprendizagem, tanto para alunos quanto para professores.

Cientes de que as atividades envolvendo padrdes séo fortes aliadas no desenvolvimento do
pensamento algébrico e que este envolve aspectos que vdo além de simplesmente uma linguagem
simbolica, descreveremos na se¢do seguinte os caracterizadores apontados por Fiorentini, Miorim

e Miguel (1993) e reforgados nos estudos de Fiorentini, Fernandes e Cristovéo (2005).
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4 CARACTERIZADORES DO PENSAMENTO ALGEBRICO

Fiorentini, Miorim e Miguel (1993, p. 88) destacam que “o pensamento algébrico ¢ um
tipo especial de pensamento que pode se manifestar ndo apenas nos diferentes caminhos da
Matematica, como também em outras areas do conhecimento”. Ao analisarem comparativamente
as concepgoes de educacgdo algebrica que se manifestaram ao longo da histéria do ensino da
matematica e as concepcdes de algebra subjacentes as leituras mais frequentes do desenvolvimento
histérico desse campo de conhecimento, concluiram que repensar a educacao algébrica implica,

de algum modo, repensar a relacdo que se estabelece entre pensamento e linguagem:

Acreditamos subsistir entre pensamento algébrico e linguagem nao uma relagéo de
subordinagdo, mas uma relacéo de natureza dialética, o que nos obriga, para melhor
entendé-la, colocar a questdo de quais seriam os elementos caracterizadores de um
tipo de pensamento que poderia ser qualificado como algébrico. (FIORENTINI;
MIORIM; MIGUEL, 1993, p. 85)

Fiorentini, Fernandes e Cristovdo (2005) apontam que as investigagdes matematicas que
podem ser realizadas por meio de atividades exploratorio-investigativas podem levar os alunos a

mobilizar e desenvolver os aspectos do pensamento algébrico listados no Quadro 2.

Ouadro 2 — Caracterizadores do pensamento algébrico
1 | Estabelecer relagdes/comparaches entre expressdes numeéricas ou padrdes geométricos.

Perceber e tentar expressar as estruturas aritméticas de uma situacdo-problema.

LR I ]

Produzir mais de um modelo aritmético para uma mesma situagdo-problema; ou,
reciprocamente, produzir varios significados para wma mesma expressio numeérica.

4 | Interpretar uma igualdade como equivaldncia entre duas grandezas ou entre duas expressbes
numericas.

3 | Transformar uma express3o aritmética em outra mais simples.

Dezenvolver algum tipo de processo de generalizagio.

Perceber e tentar expressar regularidades ou invarincias.

£ | Deszenvolver/criar uma linguagem mais concisa ou sincopada ao expressar-se
matematicamente.

Fonte: Fiorentini, Fernandes e Cristovao (2005, p. 5).

Esses caracterizadores podem ser observados nas atividades envolvendo padrdes, as quais,
de acordo com a pesquisa realizada por Baqueiro (2016), ja podem ser aplicadas desde as series
iniciais para que, a medida que o estudante va avancando nos niveis de ensino, tenha a possibilidade
de ir se apropriando aos poucos da linguagem algébrica, desenvolvendo sua capacidade de
interpretar, generalizar e abstrair conceitos matematicos, de acordo com seu grau de estudo. Nesta

pesquisa, optamos por aplicar e analisar atividades envolvendo padrfes a alunos de um curso de
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licenciatura em matematica, visando descobrir os caracterizadores do pensamento algébrico
presentes nas resolucbes de tais atividades. A seguir, apresentaremos 0s procedimentos

metodoldgicos desta pesquisa e 0s principais resultados.

5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O minicurso Padrdes matematicos: desafios e possibilidades foi realizado em dois dias e
contou com a presenca de seis alunos no primeiro dia e cinco no segundo. Compés-se de duas etapas.
Na primeira, sem qualquer mengdo ao tema ‘generalizagdo de padrdes’, aplicou-se um questionario
aos discentes com o intuito de conhecer seu perfil e sua percepcao sobre atividades envolvendo
padrdes matematicos, por meio da questdo exemplificada no Quadro 1. Somente apds responderem
0 questionario é que o tema ‘padrdes matematicos’ foi-lhes apresentado, com exemplos de
atividades envolvendo a generalizacao de padrdes, incluindo a que constava no questionario.

No segundo dia, aplicou-se novo questionario, composto de duas partes, a primeira das quais

continha uma nova atividade envolvendo generalizacéo de padrdes (Quadro 3).

Quadro 3 — Parte | do questionario apresentado aos alunos no segundo dia do minicurso.

1 Fagura 21 Figues M hgues

Fonte: Adaptado de Souza e Diniz (2008, p. 27).

A parte Il do questionario tinha como objetivo conhecer a opinido do licenciando sobre as
possibilidades e desafios das atividades envolvendo padrdes. A seguir, apresentaremos alguns dados
coletados nos questionarios sobre o perfil dos alunos pesquisados e algumas de suas concepgdes
sobre o tema e mostraremos, com base nas atividades dos Quadros 1 e 3, os caracterizadores do

pensamento algébrico presentes nas solugcdes dadas pelos participantes as atividades propostas.
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6 INTERPRETANDO AS RESOLU(}@ES

A anélise do primeiro questionario mostrou que dois dos seis licenciandos participantes
exerciam a profissdo de professores, sendo que um deles ja havia aplicado atividades envolvendo
padrdes em sala de aula. Os demais ainda néo lecionavam e/ou ndo conheciam formalmente o termo
‘padrao matematico’. Na atividade (Quadro 1), a maioria dos participantes conseguiu perceber a
regularidade, estabelecendo assim relagdes/comparacdes entre padrfes geométricos e utilizando
uma linguagem sincopada e/ou simbdlica para expressar seu pensamento em relacdo a questdo
proposta.

Dos seis alunos, quatro chegaram a generalizacdo algébrica, conforme esperado, sendo que
trés utilizaram expressdes do tipo: 3 (n—1) + 4 e 4n—(n — 1) (onde n representa 0 nimero da posi¢do

da figura) e um ndo utilizou linguagem algébrica para expressar sua generalizacao (Figura 1).

Figura 1 — Protocolo do aluno que fez a generalizacdo distante, mas ndo a expressou algebricamente

1 —» 20X 2+ 14

(edo> ar 4 Qe pap compneile— nov 2 pol te—, vl
- A o compoiless por. X polten 2ok
Sa ol Q. ammadiue fr- Qs M JAGEH MACK Yol
Y " g & g .
! Lol o). | F2s don. a 20000~ Q. Fegeorrks
, T, > 2 PR
FasmfInE LS00 mudtinlzon, a P Lai

e ANATD (WS ki

Fonte: Dados da pesquisa.

Um aluno percebeu que a sequéncia do numero de palitos era uma progressao aritmética de
razdo 3 e respondeu as questdes 3 e 4 utilizando a formula a, = a1 + (n — 1)r para célculo do termo
geral da progressdo. Neste caso, 0 aluno foi capaz de responder a questdo, porém nada podemos
afirmar sobre seu poder de fazer generalizacdes algébricas. Apenas um aluno ndo conseguiu
observar o padrdo existente na sequéncia da figura e, consequentemente, ndo respondeu

adequadamente a atividade (Figura 2).

Figura 2 — Protocolo do aluno que nédo conseguiu fazer a generalizacdo distante.

L2uantos palltos sa 1eCEessan pDar CONSTrULr 2 vVigesimasa
F

Wwm

\.r\"Lu.\V‘_»E('\,COQ—") y:‘U S.‘L-LQ,LLU’ &

,

71-03.

Fonte: Dados da pesquisa
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Nessa primeira parte consideramos que todos os alunos envolvidos conseguiram expressar
alguns dos caracterizadores do pensamento algébrico: percebem e tentam expressar as estruturas
aritméticas de uma situacdo-problema; desenvolvem algum tipo de processo de generalizagéo;
percebem e tentam expressar regularidades ou invariancias; desenvolvem/criam uma linguagem
mais concisa ou sincopada ao expressar-se matematicamente.

Ao aplicar a parte | do segundo questionario (Quadro 3), contamos com a presenca de cinco
alunos, sendo que apenas dois responderam o primeiro questionario. Nessa atividade, todos
responderam corretamente os itens a, b e ¢, demonstrando habilidade em fazer generalizagdes
proximas. As demais questdes sO6 foram respondidas por quatro dos participantes. Todos eles
responderam “48 bolinhas” no item d, 0 que nos leva a concluir que conseguiram identificar uma
regra para contar o niamero de bolinhas sem precisarem se ater ao desenho.

No item e o0 aluno do protocolo 3 (Quadro 4), expressa simbolicamente como ele percebeu a
transformacé&o das figuras, ou seja, na 22 figura preservou as bolinhas da figura anterior e acrescentou
mais 5 (3 + 5=8); na 32 figura, as bolinhas da figura anterior mais 7 (8+7=15) e, assim,
sucessivamente. Este ¢ um modo recursivo de “ver” o padrao, onde a construgao da sequéncia
depende da figura anterior. Ja os discentes dos protocolos 1, 2 e 4 (Quadro 4) esbocaram uma
resposta a pergunta proposta, no entanto, notamos que os mesmos sentiram dificuldades para
expressar, na linguagem natural, suas percep¢oes da regularidade existente.

Quadro 4 — Imagens de parte dos protocolos dos alunos referentes a atividade do Quadro 3
D EEEm—— ]

PROTOCOLO1 PROTOCOLO2

@0

.."_-. :“.j & ,,A

PROTOCOLO3 PROTOCOLO 4

Fonte: Dados da pesquisa.
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Ainda com base nas imagens do Quadro 4 observamos que o item f foi respondido por todos,
sendo que os discentes dos protocolos 1 e 4 expressaram a generaliza¢do por meio de uma expressao
numeérica, nos levando a perceber de imediato que conseguiram desenvolver o processo da
generalizacdo distante. Todavia, o estudante do ultimo protocolo se confundiu com o sinal no item e,
fazendo-o obter como resposta (10-1)2 -1 = 80, ao invés de (10 +1)? -1 = 120.

No item g, verificamos que todos expressaram a generalizagédo utilizando uma linguagem
simbdlica, ou seja, chegaram a generalizacdo algebrica, sendo que o aluno do protocolo 4
apresentou uma expressdo em conformidade com as respostas apresentadas nos itens e e f, nos quais
confundiu-se com o sinal. Cabe ressaltar também que nos protocolos 2 e 3, os discentes nao
deixaram indicios de como chegaram a “regra” que os levaram a expressao algébrica. Percebemos
com isso que deveriamos ter solicitado no item f uma posicdo mais distante, a 100? por exemplo,
seguida de uma justificativa de como fizeram o célculo.

A partir das resolugdes apresentadas acima e de nossas interpretagdes, constatamos que 0s
quatro alunos demonstraram diversos dos caracterizadores algébricos apresentados por Fiorentini,
Fernandes e Cristovao (2005) (Quadro 5).

Quadro 5 — Caracterizadores apresentados pelos alunos.

Caracterizadores do pensamento do algébrico Protocolos
PL | P2 | P3| P4
Estabelecer relagGes/comparacdes entre expressdes numéricas ou X X X X
padrBes geométricos.
Perceber e tentar expressar as estruturas aritméticas de uma X X X

situagdo-problema.

Produzir mais de um modelo aritmético para uma mesma situagdo-
problema; ou, reciprocamente, produzir varios significados para
uma mesma expressao numérica.

Interpretar uma igualdade como equivaléncia entre duas grandezas ou
entre duas expressdes numeéricas.

Transformar uma expressao aritmética em outra mais simples.
Desenvolver algum tipo de processo de generalizacdo.
Perceber e tentar expressar regularidades ou invariancias.
Desenvolver/criar uma linguagem mais concisa ou sincopada ao
expressar-se matematicamente.

Fonte: Dados da pesquisa.

7 CONSIDERACOES FINAIS
As anélises dos protocolos desenvolvidos atraves de atividades exploratdrio- investigativas
nos possibilitaram perceber os caracterizadores do pensamento algébrico presentes em alunos do

ensino superior. Embora a maioria dos participantes tenham tido o primeiro contato com a
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atividade envolvendo padrdes durante o minicurso, demostraram interesse para resolver as
questdes propostas. A seu modo, cada aluno conseguiu visualizar um tipo de regularidade nas
sequéncias.

Segundo Vale e Pimentel (2011, p. 29), “¢ importante que os estudantes consigam perceber
que diferentes modos de ver a figura conduzirdo, eventualmente, a expressdes diferentes (pois
traduzem modos diferentes de ver), mas que sdo equivalentes”.

Poderiamos tomar como exemplo as expressdes algébricas (p +1) Cp+pe(p +1)°—1
(Quadro 4), que sao equivalentes e cujo modo de “ver” poderia ser:
Figura 1 — Nossa interpretacdo acerca das visualizagGes das expressdes (p +1) Op+pe(p+ 1) - 1.

Visualizagio 1: Visualizagdo 2:

.
e
T aee
..
ceee -
seee !

PR R

»

PR R Inde2 4xd) (

Fonte: Autoria propria

No item g dos protocolos 1 e 2 (Quadro 4), os licenciandos produziram dois significados
diferentes para uma mesma expressao algébrica, no entanto, tal caracterizador ndo é contemplado
em nosso referencial teérico. Descobrimos posteriormente que Hamazaki (2010), em seus estudos,
utilizou na analise e tratamento dos seus dados, um quadro com 13 caracterizadores do pensamento
algébrico baseados em Fiorentini, Fernandes e Cristovao (2005) e Ursini et al. (2005), e que um
dos aspectos apontados nesse quadro é que o aluno consiga produzir mais de um modelo
aritmético/algébrico ou geométrico para uma situacéo- problema.

Consideramos que atividades envolvendo padrdes possuem grande potencial para o estudo
dos caracterizadores do pensamento algébrico, visto que os pesquisados expressaram alguns
aspectos desse pensamento, entre eles: estabelecer relagbes/comparacfes de padrdes geométricos;
perceber e tentar expressar as estruturas aritméticas de uma situacdo-problema; desenvolver algum
tipo de processo de generalizacdo; perceber e tentar expressar regularidades ou invariancias;
desenvolver/criar uma linguagem mais concisa ou sincopada ao expressar-se matematicamente e
ainda produzir mais de um modelo algébrico para uma mesma sequéncia.

Concluimos com o depoimento de um dos participantes que relata sua experiéncia apos a

resolucgéo das atividades:
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