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RESUMO

Este trabalho apresenta o projeto de um controlador por alocacdo de polos aplicado aos modelos
linear e ndo linear de um péndulo invertido rotacional (péndulo Furuta). O controlador foi projetado
a partir do modelo linearizado de um péndulo invertido rotacional em torno de um ponto de operacéo
e tem por finalidade estabilizar o péndulo na posicao vertical invertida. O controlador projetado foi
testado nos modelos linear e ndo linear do sistema por meio de simulaces que consideram trés
condicdes iniciais distintas, a fim de verificar a eficiéncia do controlador nas situacdes propostas. Os
resultados apresentados neste trabalho sdo promissores e indicam que a estratégia de controle
utilizada é uma opcao vélida para este tipo de aplicacao.

Palavras-chave: Péndulo Furuta, Modelo linear, Modelo néo linear, Alocacédo de polos.

ABSTRACT

This paper presents the design of a pole placement controller applied on linear and non-linear models
of a rotary inverted pendulum (Furuta pendulum). The controller was designed from the linearized
model of a rotational inverted pendulum around an operating point, aiming to stabilize it at the
inverted vertical position. The designed controller was tested in the linear and non-linear models of
the plant by means of simulations which consider three distinct initial conditions, in order to verify
the efficiency of the controller under the proposed situations. The results presented in this work are
promising and they indicate the control strategy is a valid option for that type of application.

Keywords: Furuta Pendulum, Linear model, Non-linear model, Pole placement.

1 INTRODUCAO

Sistemas ndo lineares sdo interessantes aos estudos de diferentes tecnicas de controle,
utilizadas com o objetivo de estabiliza-los em um determinado ponto de operacdo. O péndulo Furuta
é um sistema fisico ndo linear e com ponto de operagdo instavel, geralmente considerado como uma
ferramenta didatica para o estudo de teorias de controle moderno de cursos de Engenharia e areas
afins. O interesse didatico neste sistema tem sua origem no fato que as caracteristicas do péndulo
Furuta se assemelham a caracteristicas de outros sistemas das inddstrias militares, espacial, como
também na &rea da robdtica mével (AKHTARUZZAMAN, SHAFIE, 2010).

O sistema de péndulo invertido mencionado possui dois graus de liberdade e é composto por
um motor DC, conectado a uma das extremidade de um braco rotacional (plano horizontal), cuja
posi¢do no plano é determinada pelo &ngulo 6, enquanto que, na outra extremidade do braco, um
potenciémetro conecta um péndulo, cuja movimentacao ocorre no plano vertical, com posi¢do dada
pelo angulo 6;. Um exemplo estrutural de um péndulo Furuta é apresentado na Figura 1. Para

estabilizacdo do péndulo invertido é necessario aplicar um torque (acdo de controle) gerado pelo
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motor, que proporciona 0 movimento horizontal do braco (FURUTA et al., 1992; ASTROM,
FURUTA, 2000; FURKA et al., 2019).

Figura 1 - Péndulo Furuta.

Fonte: Elaborado pelos Autores.

Uma das técnicas que podem ser utilizadas na estabilizacdo do péndulo Furuta consiste na
realimentacdo de estado com alocacéo de polos. Em seguida, s&o destacados os principais trabalhos
que abordam a estratégia mencionada em aplicacdes correlatas e que foram utilizados como bases de
investigacdo: Lan, Minrui (2011) utiliza esta técnica de controle para o estabilizar um sistema de
péndulo invertido paralelo duplo; um lancador de missil € abordado por (BELKACEM et al., 2016);
um péndulo invertido linear é apresentado em (MALVIYA et al., 2011); e, por fim, um absorvedor
de vibracoes é apresentado por (ABDELAZIZ, VALASEK, 2004).

Outras técnicas de controle também podem ser utilizadas para estabilizar o péndulo na posi¢édo
invertida, tais como: no trabalho de (SIRISHA, JUNGHARE, 2014; OLIVARES, ALBERTOS,
2013) é apresentado um controlador PID e um controlador LQR (SIRISHA, JUNGHARE, 2014);
enquanto um controlador 6timo de trajetéria é apresentado em (ISMAIL, LIU, 2017); um controlador
Fuzzy PID é abordado em (HAMZA et al., 2017); além de (PIVOVAR et al., 2020) utilizar um
controle seguidor de referéncia.

Neste trabalho € apresentada uma metodologia de controle por alocagéo de polos testada nos
modelos linear e ndo linear de um péndulo Furuta. com o objetivo de estabilizar a haste (péndulo) na
posicdo invertida. Resultados de simulacdo do controlador projetado s&o apresentados, a fim de

validar a estratégia frente aos modelos linear e ndo linear da planta.
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O restante do artigo € organizado como segue. A Secdo 2 apresenta os modelos linear e ndo
linear considerados para representar a dinamica do péndulo Furuta. A estratégia de controle por
alocacgdo de polos é descrita na Se¢do 3. Em seguida, sdo apresentados os resultados e discussdes, na

Secdo 4. Por fim, na Secdo 5, séo expostas as conclusées do trabalho.

2 MODELAGEM MATEMATICA NAO LINEAR E LINEAR DO PENDULO FURUTA
A modelagem matematica do péndulo Furuta é obtida através das equacdes de Euler —
Lagrange (GUSMAN et al, 2016; AGARANA, AKINLABI, 2019):

d dL 0L

—_— =T

dtoe, 09, (1)
d oL JL

. =0,
dtge, 06,
em que T representa o torque aplicado pelo motor no brago, e a Lagrangeana L € definida em (2).

L= EC _Ep
)
EC - EO +E1,

sendo E. a energia cinética total do sistema e Ep a energia potencial do sistema (GUSMAN et al,
2016). A energia cinética total € dada pela soma da energia cinética do brago, E,, e a energia cinética
da haste do péndulo, E;, e depende das velocidades dos centros de massa da haste do péndulo, m, e
do braco, m,, conforme apresentado em (3). J&, a energia potencial do sistema é dada por (4), em

seguida.

1
EO = E 1090,

1 '2 1 . 2 . 2, 2 ’ 2 (3)
E, = 2 J101 + 2 my[(LoBo)” + (L160)" sin?(81) + (1161)

+2000,Lol;cos(8,),
Ep = mlgll(cos(el)). @
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Usando (3) e (4), a Lagrangeana L é obtida de acordo com (2), e 0 uso de (1) resulta na

dindmica dada em (5), representando o modelo nédo linear do péndulo Furuta, devido a inclusdo de

funcdes trigonométricas e da relacdo entre as velocidades angulares 8, e 8; (GUSMAN et al, 2016).

M(q)4 +C(q,q) +9g(q) =F

M(q) = [10 +my (L3 + 25in2(0,(D))  myliLo C05(91(t))l _ 60] (®)
v= mylyLg cos(04(2)) I +myl? S N
. C11(q, @) Ci2(q,9) 0 T
¢@.q) = [C21(q' q) 0 ]'g(q) - [_m1l1g Sin(91(t))] F = [0] '

1 .
C11(q,q) = §m1l%91 (1) sin(291 (t)) )
. 1 .
C12(q,q) = —myl;Ly6,(t) Sin(91(t)) + §m1l%90(t) sin(201 (t)) ,

1 .
C1(q,9) = — Emll%HO (t) Sin(291 (t))-

Para desenvolver o modelo em espaco de estados, o vetor de estado € definido em (6).

X1 [20]
_ |*2| _ |Yo

X = X3 - 61 4 (6)
X4 él

sendo 6, e 6, as posicdes angulares do braco e da haste do péndulo, respectivamente, e 6, ¢ 8, as

respectivas velocidades angulares. Para equilibrar a haste do péndulo na posicédo invertida, 6; = 0,

utilizando o modelo linear, é necessario iniciar a posicao da haste proxima dessa configuracdo, ou

seja, 0, devera apresentar uma variaco inicial pequena, em torno de 0 (GUSMAN et al, 2016).
Isolando ¢ em (5), encontra-se

g = M_l(xl,x3)[—C(x1,x2,x3,x4)[x2,x4]T - g(xl,xg) + F]

a)l(xl,xz,x3,x4,r) (7)
w» (xll X2,X3, X4, T) .
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Com o vetor de estado dado em (6), a partir de (7) obtém-se a correspondente equacdo de

estado:

x = f(x,u),
[f1(x,w)] X2 @
_ fZ(x) u) _ wl(xl) X2, X3, X4, u) _
f(X,U,) - f3(x,U) - X4 , u=r.

lf4(x, u)J w3 (X1, X2, X3, X4, U)

A partir da dinamica em (8), considera-se sua aproximacao linear em torno do par de pontos

de operagdo (x*,u"), de tal modo que

x* = xi = 8 , u* =0, flx*,u*) = 9
0

(= Nl ]

Neste caso o angulo inicial do brago é x; = 6;, 0 que significa que essa variavel pode ser
escolhida arbitrariamente, diferentemente da variavel x; = 6; = 0, que implica na haste do péndulo
préxima da posicao invertido.

Dada a dinamica (8) e o ponto de operacéo (9), o modelo linear em espaco de estados é dado
por (10), na qual A é a matriz de estado, B a matriz de entrada, ambas representadas na equacéo (11)
(OGATA, 2010).

x = Ax + Bu, y = Cx, (10)
0f,(vw) AW 0fi(kw) (0w OF Co)
0x, dx, d0x; 0x, ~ou
afZ(xr u) afz(x, u) afz(x, u) afz(x, u) afz(x, u)
B 0x, 0x, 0x3 0xy _ | ou
A= lopew apew asEw aEGw| BT lasEw| D
0x, dx, 0x3 0x, ou
0falx,u) dfa(x,u) 0fi(x,u) 9dfs(x,u) 0 f4(x,u)
dx, dx, 0x3 0x, | L Ju

As equacdes (5)-(11) definem o procedimento para se encontrar o0 modelo linear do péndulo

invertido rotacional, resultando em
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i 0 T i 0
0 1 —gmilf Lo 0 J1+mylf
10 0 LU +myld) +JimiL§ o _ loUr +ml3) + Jymy LG
4=10 0 0 1 B= 0 : (12)
0 O (10 + mlL%)mlllg O _m1l1L0
L Iy + myl}) + Jym,Ly | o (Jy + myl%) + Jymy L3 ]

Para os calculos do modelo sdo necessarios os parametros fisicos da planta, que foram
considerados conforme Tabela 1, sendo baseados no prototipo existente no laboratério de automacéo
industrial do Instituto Federal do Paran4, Jacarezinho (PIVOVAR et al., 2020).

Tabela 1. Pardmetros do péndulo invertido rotacional.

Simbolo  Descricéo Valor Unidade

g Aceleragéo da gravidade 9,81 m/s?

L Distancia da extremidade até o centro de 0,145 m

massa do péndulo

L, Distancia do centro do braco até o péndulo 0,150 m

m, Massa da haste do péndulo 0,0248 kg

m Massa do brago 0,155 kg

J1 Momento de inércia do péndulo 0,00017385 kg m?

I, Momento de inércia do braco 0,0012 kg m?

Fonte: Elaborado pelos Autores.

Substituindo os dados da Tabela 1 nas matrizes dadas em (12), tem-se o modelo linear do
péndulo invertido Furuta em torno do ponto de operacdo (9) dado por (10), em que as matrizes A, B

e C sdo

0 1 0 0 0
_lo o =208703 o 7625775 | . 1 0 0 0
4=1o o 0 1| B o e=lg 0 1 o]' (13)
0 0 669295 0 ~591,6167

sendo C escolhida de modo que a saida y em (10) seja o vetor composto pelos angulos 6, e 6, .

E importante destacar que o modelo é linearizado em torno de um ponto de operagio onde
0, = 0, que ¢ considerado a posi¢do invertida da haste do péndulo na vertical, isso significa que levar
0 péndulo de 8, = m para 6; = 0 é uma tarefa que ndo pode ser garantida com um controlador

projetado com base no modelo linear. Portanto esse problema é resolvido usando um controlador
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projetado através do modelo ndo linear da planta, conforme apresentado em (5) (GUSMAN et al,
2016).

3 CONTROLE POR ALOCAC}AO DE POLOS APLICADO AO PENDULO FURUTA

Neste trabalho, o projeto de controlador por alocacdo de polos é considerado para a
estabilizacdo do péndulo Furuta, que se inicia com a determinacdo dos polos de malha fechada
desejados. Para isso, admite-se que todas as varidveis de estado s@0 mensuraveis e que estdo
disponiveis para realimentacdo ou, entdo, requer a inclusdo de um observador de estado no sistema
de controle. Como requisito para ter polos de malha fechada nas posic¢Ges desejadas, € necessario que
0 sistema seja de estado completamente controlavel (OGATA, 2010). Neste sentido, considerando o

sistema de controle dado pela equagéo (10), utiliza-se o sinal de controle definido por (14):
u = —Kx, (14)

sendo u € R e K uma matriz de ganho para a realimentagéo de estado (OGATA, 2010). Substituindo

(14) em (10), resulta-se na dindmica de malha fechada
x = (A — BK)x. (15)
A solucdo de (15) é encontrada como sendo
x(t) = eA=BKtx (), (16)

na qual x(0) representa o estado inicial do sistema. A estabilidade e a caracteristica da resposta
temporal do sistema em malha fechada séo determinadas pelos autovalores da matriz A — BK. Se a
matriz K for escolhida corretamente, a matriz A — BK podera conduzir para uma resposta
assintoticamente estavel do sistema em malha fechada e, para todo x(0) # 0, é possivel fazer x(t)
tender a 0, a medida que t tender a infinito (OGATA, 2010). O diagrama do sistema de controle por

alocacao de polos é apresentado na Figura 2.
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Figura 2 - Sistema de controle de malha fechada com alocacéo de polos

| Planta do Péndulo Furuta !
' X X 1y

4 B J C
" |
I |
I A !

|
e e e e e e— 1 _ ___ .

-K

Fonte: Adaptado de Ogata (2010)

Para a determinacao da matriz de ganho de realimentacéo de estado K sera utilizado a formula
de Ackermann (OGATA, 2010). Suponha que os polos desejados de malha fechada estejam em s =
Uy, S = Uy,..,s = u,. Definad = A — BK, consequentemente a equacio (17) apresenta a equagao
caracteristica desejada.

|sI— A+ BK| = |sI — A = (s —u)(s — uy) . (s — up) an
= s"+ a;s" 1+ + a5+ a, = 0.

O teorema de Cayley-Hamilton estabelece que A satisfaz sua propria equagio caracteristica,
no caso (17), assim,

O(A) = A"+ a; AV 1+ -+ ay A+ a,l = 0. (18)
Calculando a funcdo definida em (18) para a matriz A, do sistema em malha aberta, segue que
PA) =A"+ a; A"+ + a1 A+ ayl # 0. (19)

Agora, considere as seguintes identidades,

A=A-BK
A%? = (A—BK)? = A(A— BK) — BKA = A> — ABK — BKA
A% = (A-BK)® = (A—BK )(4 — BK)?

- - - - (20)
= A(A? — ABK — BKA) — BKA? = A®> — A°’BK — ABKA — BKA?

At = (A—-BK)"!
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= A1 — A" 2BK — A" 3BKA — A" *BKA? — --- — BKA™ !
A" = (A—BK)" = (A—BK )(A—BK)™!
= A(A"! — A" 2BK — AV 3BKA — AV *BKA? — .- — BKA™ 1)
—BKA™
= A" — AV 'BK — A" 2BKA — AV 3BKA? — .- — ABKA"™! — BKA"

Substituindo (20) em (18), encontra-se

O(A) = A"+ ay AV P+ o+ ay A+ ayl
= (A" — A" 'BK — A" 2BKA — A" 3BKA? — . — ABKA™? — BKA"') +
+a; (A"t — AV 2BK — AV 3BKA — AV*BKA? — - — BKA™2) + -
+ a,_3(A% — A°BK — ABKA — BKA?) + a,_,(A* — ABK — BKA)
+a,_1(A— BK) + a,I

= A"+ AV + a3 A3+ an A%+ a1 A+ ayl
—BK(A" '+ ay AV 2 + o+ a3 A% + ap 2 A + ay_q])
—ABK(A™2 + AV 3 + -+ ay A + ap_,l)
—A?BK (A3 + AV + ey 3l) + - — AV 3BK(A? + A + a,l)
—A"2BK(A + a;1) — A" 'BK.

Usando (19) e notacdo matricial, (21) pode ser reescrita como

®(A) = @0(A)—[B AB A’B -+ An3p An-2B An-1B]

KA+ g AV 2 + 4 @y 3A% + a2 A + ay_q1)]

K(A" 2+ AV 3 + o+ ay_sA + ay_,l)
K(A™3 + ay AV + o ay_3])

X :
K(4? + a4 + a,l)
K(A+ aiI)
K
e assim
Q)(A) = [B AB AZB An—3B An—ZB An—lB]
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K(A™ + a AV + o4 a3 A% + an o KA + ay 1)
KA1+ 0y A" 2 + o+ @34 + ay o)
K(A" ' + ay AV 2 + - ay_3l)

K(A% + a-lfi + a,l)
K(A+ aiI)
K

Sendo o sistema de estado controlavel, existe a inversa da matriz de controlabilidade

[BL AB A?B .- A" 3B An—2B An—1R] e, ao considerar este fato, a partir de (22),

[B AB A%2B -+ An-3B A"2B A"1B] ! x 0(4)

K(A™ + a AV + o 4 a3 A% + an o KA + ay 1)
KA + A" 2 + o+ ay_3A + ay,])

KA + ) AV2 + -y _5)
= ; . (@23)
K(4? + a4 + a,1)
K(A+ ayl)
K

Observa-se que a matriz de ganhos K, da lei de controle (14), aparece na ultima linha em (23).
Entdo, multiplicando (23) por [0 --- 0 1], obtém-se a formula de Ackerman para a obtencédo da
matriz de ganhos (OGATA, 2010):

K=[0 - 0 1][B AB A?B - A"3B A"2B A" 'B]7'@(A). (24)
Aplicando essa metodologia ao modelo do péndulo Furuta descritos em (10) e (13), com polos

definidos por u; = —6, u, = -7, u3 =—-8 e u, = —9, escolhidos arbitrariamente para a

estabilizacdo do péndulo, encontra-se:

|sI—A+BK|= (s+6)(s+7)(s+8)(s+9)
= s*+ 3053+ 33552+ 1650s + 3024 (25)

®(A) = A* + 30 A3 + 335 A% + 16504 + 3024I.

Usando (24) e (25), com n = 4, encontra-se
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K=1[0 0 0 1][B AB A?B A3B]™'0(4) (26)
= [-0,0198 —-0,0108 —0,2098 —0,0244],
sendo a matriz de ganho K dada em (26) utilizada para estabilizar o péndulo na posi¢éo invertida em

todas as simulacGes descritas neste trabalho.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Para verificar se o controle com realimentacao de estado para a alocacdo de polos é capaz de
estabilizar os modelos linear e ndo linear do péndulo invertido rotacional, simula¢es considerando
trés condicdes iniciais foram realizadas e sdo descritas a seguir.

Os seguintes indicadores de desempenho sdo considerados: (i) tempo de acomodacéo, o qual
representa o tempo até a saida do sistema atingir o equilibrio; (ii) o sobressinal, que é o maximo valor
atingido pela saida, acima da referéncia; (iii) o subsinal, sendo o valor minimo negativo alcancado
pela saida, abaixo da referéncia que neste trabalho é igual a zero; e (iv) indice ITAE, definido como
f0°° t le(t)|dt, sendo e(t) o erro entre a saida do sistema e a referéncia nula.

A primeira condicdo inicial simulada admitida foi x(0)=[z/6 0 0 0]7. Nesta
condicdo, a haste do péndulo ja esta estabilizada na posicdo invertida, na vertical, e apenas o brago
do sistema esta fora do seu ponto de operagcdo, com um erro de posicao de 7 /6 rad.

Na Figura 3 é apresentado o sinal de controle (torque do motor), responsavel por gerar o
movimento angular do braco do sistema para sua estabiliza¢do e, na Figura 4, a evolugédo temporal

das variaveis de estado obtidas durante as simulagdes.

Figura 3 - Sinais de controle para o sistema péndulo invertido em simulagdo considerando seu modelo linear e néo linear

Ag?m de‘contr(‘)le

0.015
Modelo linear
0.01 Modelo nio linear -
E‘ 0.005
Z
-0.005 ¢
-0.01

0 05 1 15 2 25 3
tempo [s]
Fonte: Elaborado pelos Autores

Outro fato verificado nas Figuras 3 e 4 € que, na primeira condi¢do considerada, tanto o

modelo linear quanto o ndo linear apresentaram caracteristicas de respostas muito préximas, o que
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pode ser explicado pelo ponto de equilibrio (9) para o qual o modelo linear foi obtido, que considera

uma condicéo arbitraria 6; para a posi¢do angular do brago. Também é possivel observar que o erro

de posicao do sistema tendeu a zero considerando ambos os modelos, mostrando que o controlador é

capaz de estabilizar o péndulo na condicéo inicial requerida.

A Tabela 2 apresenta as caracteristicas de desempenho dos modelos linear e ndo linear em
malha fechada com x(0) = [t/6 0 0 0]7. A partir dos dados presentes nesta tabela é possivel

verificar, assim como a partir das Figuras 3 e 4, que o desempenho do controlador foi similar tanto

no controle do modelo linear quanto do modelo néo linear do sistema.

Figura 4 - Variaveis de estado do sistema péndulo invertido em simulagdo considerando seu modelo linear e ndo linear
com condic&o inicial x(0) = [z/6 0 0 0]T
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Fonte: Elaborado pelos Autores

Tabela 2. Caracteristicas de desempenho obtidas em simulagéo para a condi¢do x(0) = [z/6 0 0 0]7

Modelo linear

Modelo néo linear

0o 0, 0o 0,

Tempo de acomodacgéo 1,8 2,3 1,8 2,3
ITAE 0,08869 0,01348 0,08842 0,01346
Sobressinal 0,575 0,02511 0,575 0,02539
Subsinal 0 -0,05855 0 -0,05855

Fonte: Elaborado pelos Autores
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No de admitiu-se a  condicdo inicial

x(0)=[0 0 m/6 0]7, ou seja, apenas a posicdo da haste do péndulo difere de sua posicéo de

segundo  conjunto simulacgdes
equilibrio. Diferente da primeira simulag&o, a condicao inicial ndo coincide com o ponto de equilibrio
e, assim, as respostas provenientes do modelo linear e do modelo néo linear sdo diferentes, conforme
apresentadas nas Figuras 5 e 6. Observa-se na Figura 5 que ha uma maior oscilacdo na resposta do
modelo ndo linear, mas, ainda assim, o controlador foi capaz de estabilizar o péndulo invertido na

posicao desejada.

Figura 5 - Variaveis de estado do sistema péndulo invertido em simulagdo considerando seu modelo linear e ndo linear
com condicdo inicial x(0) =[0 0 w/6 O0]F
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Fonte: Elaborado pelos Autores

Na resposta do modelo ndo linear (Figura 5), mesmo apresentando um sobressinal maior,
constata-se um tempo menor para se atingir a estabilizacdo, quando comparado com o modelo linear.
Na Figura 6 é apresentado o torque necessario para movimentar o conjunto do péndulo Furuta até seu
ponto de equilibrio.

A Tabela 3 apresenta o valor dos indicadores adotados na comparagéo entre as respostas com
o modelo linear e n&o linear do péndulo Furuta, para a condicéo inicial x(0) =[0 0 =m/6 0],
em malha fechada com o controlador projetado. Observe que a maior oscilagdo observada nas Figuras
5 e 6 refletem os valores de sobressinal e subsinal da Tabela 3. Como a estabilizagdo no modelo néo
linear ocorreu em menor tempo, o critério ITAE é menor para 0 modelo ndo linear com relagéo ao

angulo do braco, 6,, mas ndo para o &ngulo da haste, 6, .
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Figura 6 - Sinais de controle para o sistema péndulo invertido em simulacdo considerando seu modelo linear e ndo linear
com condicdo inicial x(0) =[0 0 w/6 O0]F
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Fonte: Elaborado pelos Autores

Tabela 3. Caracteristicas de desempenho obtidas em simulagdo para a condicdo x(0) = [0 0 m/6 0]T

Modelo linear Modelo néo linear
0o 0, 0o 0,
Tempo de acomodacéo 2,3 2,1 2,1 15
ITAE 0,2669 0,04634 0,1849 0,06874
Sobressinal 1,267 0,0525 1,876 0,233
Subsinal 0 -0,258 -0,081 -0,472

Fonte: Elaborado pelos Autores

No terceiro conjunto de simula¢bes foram consideradas as posi¢des angulares iniciais nao
nulas: x(0) =[r 0 m/12 0]7. Na Figura 7 é apresentada a acéo de controle, torque do motor,
obtidos nas simulagcdes em malha fechada dos modelos considerados e na Figura 8 sdo apresentadas

a evolucdo temporal das varidveis de estado dos sistemas para esta condic¢do inicial.

Figura 7 - Sinais de controle para o sistema péndulo invertido em simulacdo considerando seu modelo linear e néo linear
com condigdo inicial x(0) =[x 0 m/12 0]T
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Fonte: Elaborado pelos Autores
Figura 8 - Variaveis de estado do sistema péndulo invertido em simulagéo considerando seu modelo linear e ndo linear
com condicdo inicial x(0) =[x 0 m/12 0]T
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Fonte: Elaborado pelos Autores

Os indicadores de desempenho para a comparagao entre as respostas considerando os modelos
linear e ndo linear sdo descritas na Tabela 4. Para essa condicdo inicial, o sistema néo linear
apresentou um tempo maior para sua estabilizacdo quando comparado as simulagdes anteriores, além

de possuir maiores valores de sobressinal e subsinal, o que refletiu nos maiores valores de ITAE.

Tabela 4. Caracteristicas de desempenho obtidas em simulagdo para a condi¢do x(0) =[x 0 m/12 0]T

Modelo linear Modelo néo linear
0, 0, 0, 0,
Tempo de acomodacéo 1,6 19 2,2 2,5
ITAE 0,6656 0,1003 0,9935 0,1994
Sobressinal 3,934 0,1725 3,982 0,5719
Subsinal 0 -0,4518 0 -0,4902

Fonte: Elaborado pelos Autores

Apesar dos resultados deste conjunto de simula¢fes mostrarem uma resposta mais oscilatoria
para 0 modelo ndo linear (Figuras 7 e 8 e Tabela 4), o controlador foi capaz de estabilizar ambos os

modelos considerados tambem para essa condicao inicial, mostrando-se adequado para a aplicagéo.
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5 CONCLUSOES

Este trabalho apresenta uma estratégia de controle por realimentacéo de estado para a alocacao
de polos aplicada aos modelos linear e ndo linear de um péndulo invertido rotacional, conhecido na
literatura da area como péndulo Furuta.

A partir dos resultados de simulacéo apresentados, para ambos os modelos linear e ndo linear,
conclui-se que o projeto do controlador por realimentacdo de estado e alocacdo de polos foi
satisfatorio no controle do péndulo Furuta, no sentido de levar o péndulo a um ponto de estabilizacao
nas trés situacbes distintas consideradas. Respostas menos oscilatérias foram obtidos nas simulacoes
com o modelo linear do sistema, quando comparadas com as respostas do modelo ndo linear,
principalmente nas condic@es iniciais em que o angulo do péndulo foi diferente de zero, ou seja, 0
péndulo ndo se encontrava inicialmente na posicéo vertical.

Embora as respostas obtidas do modelo ndo linear serem mais oscilatdrias, este € o modelo
que mais se aproxima de uma planta real de um péndulo invertido, dado que sdo consideradas relacdes
mais complexas entre as variaveis de estado do que aquelas contempladas no modelo linear. Dessa
forma, pode-se concluir que os resultados obtidos sdo promissores e que o controlador projetado,
dados os ajustes necessarios, pode ser implementado em um protétipo real, o qual serd considerado
em etapas para trabalhos futuros.
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