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Resumen

Se aplica la teoria de rayos en un medio con estratos homogéneos (velocidades y espesores constantes) para obtener una
formulacion matematica con la que se puedan determinar los puntos x’ donde los rayos interactiian con las interfases de las capas. La
formulacion utiliza el método de Newton en su forma matricial para obtener de manera iterativa las posiciones x]-i+1 a partir de una
aproximacion inicial de los valores x]l El jacobiano del sistema de ecuaciones es una matriz tridiagonal. Por medio de la formulacion

presentada, es posible implementar programas de computo que resuelvan el problema numérico a través de diversas técnicas.

Palabras claves

Meétodo de Newton, trazado de rayos

Abstract

Ray theory is applied in a medium with homogeneous strata (constant velocities and thicknesses) to obtain a mathematical
formulation with which to determine the points x' where the rays interact with the interfaces of the layers. The formulation uses
Newton's method in its matrix form to iteratively derive the positions xji+1 from an initial approximation of the values xji. The
Jacobian system of equations is a tridiagonal matrix. By means of the formulation presented, it is possible to implement computer
programs that solve the numerical problem through various techniques.
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pequeiias variaciones de la gravedad o variaciones de alglin
elemento del campo magnético terrestre, etc.), se relacionan a

Por medio de la exploracion geofisica se puede obtener la  propiedades fisicas de las rocas, tales como: velocidad de ondas,
estructura del subsuelo. Para ello se utiliza el conocimiento de  densidad, susceptibilidad magnética, etc.

diversos fenémenos fisicos (expresiones matematicas) como la En particular, la exploracion sismica se encarga de estimar
propagacion de ondas, la gravedad y el magnetismo terrestre,  [a variacién de las velocidades de las ondas dentro del subsuelo,
entre otras. A traves de mediciones (tiempos de arribo de ondas,  con base en los fenomenos de reflexion y refraccion de las ondas.
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Se utiliza una fuente que produce ondas (golpe de un martillo en
una placa, la explosion de dinamita, etc.), las cuales se propagan
en el subsuelo hasta llegar a un detector (ge6fono) y se registra
el tiempo de arribo.

En el caso de sismica de exploracidn, las estructuras mas
simples para estudiar son los medios con estratos horizontales
homogéneos, en los que se considera que la velocidad de las
ondas y el espesor en cada estrato es constante. La figura 1 es un
claro ejemplo de un medio estratificado. Las mediciones de los
tiempos de arribo de las ondas son utilizadas para determinar las

velocidades de las ondas y los espesores de cada capa; lo cual se
puede realizar a través del modelado directo. En Burger (1992)
se puede consultar la teoria relacionada a este tema.

Una forma de resolver este problema es a través del trazado
de rayos (ver Figura 1), el modelado directo consiste en obtener
la expresion matematica que relacione los parametros de la
estructura (velocidades, espesores) y los tiempos de arribo, con
los puntos donde los rayos interactuan con las interfases de las
capas.
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Figura 1: Modelo de cuatro reflectores sismicos sobre un semi espacio homogéneo y el trazado del rayo, las condiciones son:
e;>0yv;>0,parai=1,2,3,4, son los espesores y las velocidades respectivas. x, = Py es la posicion de la fuente,

xg = P4 es la posicion del receptor y xo < x; < x; < x3 < x4 < X5 < X6 < X7 < Xg.

Método de reflexion en el trazado de rayos

De la ecuacion de tiempos de arribo (Davila Torres, 2012, p. 18) se puede obtener para un modelo de cuatro capas horizontales
arriba de un semi espacio homogéneo (ver Figura 1), la siguiente ecuacion de tiempo de viaje del rayo que sale del punto x, hasta el

punto xg es:

1 1 1 1 1
ty =Z\/(x1—x0)2+ef+Z\/(x2—x1)2+ezz+Z,/(x3—x2)2+e32+z (x4—x3)2+ef+z (xs —x4)? +eZ +

1 1 1
g\/(x6 —x5)2+ e+ E\/(x7 —xg)2+ e+ Z\/(x8 —x7)? + €?, )

donde los espesores e;y las velocidades v; son mayores que cero para i=1,2,3,4, xo=Pr es la posicion de la fuente, xz=P, es la

posicion del receptor y xo<o<xr<x3<x4<xs<x6<x7<xs.

La ecuacion (1) puede reescribirse en notacion econdmica como:

1
ty = ?:11]_1,\/(951‘ —xi-1)? +el + PN

1
E\/(le —x)? +e5;. 2
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A partir de la ecuacion de tiempo de viaje (1), se requiere encontrar la trayectoria de un recorrido con tiempo minimo de viaje.

. . at .
Para encontrar esta trayectoria se debe de satisfacer que: a_x4 =0, parai = 1,2,...,7, entonces:
i

0ty 1 X1—Xo 1 Xp—Xq

. w \/(xl—xo)2+elz 3 \/(xz—xl)2+ezz -0 3)

Oty _ L, Xpmxa 1 XsXo = 0

9% v2 J(xz—x1)2+e22 vs \/(xg—xz)2+e§ ' )

By _ 1 max 1 mem g

0x3 v3 J(x3—x2)2+e32 va \/(x4—x3)2+ef ' ®)

aty, 1 X4—X3 1 X5—%4 _

ox v \/(X4—x3)2+ef e \/(xs—x4)2+ezf - ©)

aty 1 X5—%4 1 Xg—Xs

O s S o S 9

dty 1 Xg—Xs 1 X7—Xg

oxg s J(x6—x5)2+e32 _;‘\/(x7—x6)2+322 -0 ()

Oty _ 1 XX 1 Xg—X7 = 0.

9x7 vz \/ (tr-xg)2+e? "1 J(xg—x7)2+ef ®)

El sistema de ecuaciones (3-9) puede reescribirse como:
vi (X = x0)%[(x — %)% + €3] = vi(xp — x1)%[(x1 — x0)* +ef] = 0, (10)
V30, — %)% [(x3 — x2)% + €3] = vi (x5 — %)% [(x; —x)* +ef] = 0, (11)
vi (x5 — %)% (x4 — x3)% + €§] — v5 (x5 — x3)?[(x3 — x3)* +e5] = 0, (12)
X3—2x,+x5 = 0, (13)

v5 (s — x4)?[(x6 — x5)* + €3] — vi(xg — x5)*[(xs —x4)* +ef] = 0, (14)
v3(x6 — x5)2[(x7 — x6)% + €5] — v3(x; — x6)?*[(x6 — x5)* +e5] = 0, (15)
vi(x; — x6)?[(xg — x7)? + ef] — v5 (g — x7)?[(x; — x6)* +€5] = 0. (16)

Las ecuaciones (10-16) forman un sistema de ecuaciones no lineales, el cual puede ser resuelto mediante el método de Newton
(Pita Ruiz, 1995). Utilizando el método de Newton en su forma matricial para este sistema en particular, se obtienen las posiciones

xj+1 a partir de una aproximacion inicial de los valores x}-i, tal que:
2 % o o9 o o o]
1 e 0xq 0xy ) L
al [9] % 2 og o o o [ AGA)
2 2 X1 X2 X3
X1 X ofs 9fs 0fs fz(x x x)
%} x3 O o o5 o 0 00 (x2,23,x?)
j+1 ] 2 X3 X4 f3 X: x x
s |y s s U
xj5+1 - xjs - 0 0 dx3 0x4 Oxs 0 f4(x x x )’ (17)
Xj+1 Xj o0 o o Ys s Us fs(xx x)
x@ x_(, 0x, Oxg Oxg
T+l Y 0fs 0fs Ofs fﬁ(x x x)
7 7 0o 0o 0 0 —= —= —
[ X 41 [ X | dxs O0xg O0x7 | f7(jv }.)
o 0
|0 0 0 0 0 rrollirs]
donde su Jacobiano esta dado por una matriz tridiagonal y
f;
6_2511 = 2(wF —v]) (g — x1) ey — x0) (2 — 2x1 + %) + 203 (x1 — xg)ef + 2vf (x; — x;)ef, (18)
of
6_x; = 200 — x)[(x; — x0)* (W7 — v}) — vief], (19)
of;
a_le = —20x, —x)[(rs — %)* (v — v3) + viedl, (20)
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e = 2003~ vD) 0 — 1) 06 — 1) (s = 22, + 1) + 203 — x)ed + 203 (s — x)ed, 1)
Z—Z = 22 —v2)(x3 — x2)(xy — x1) (x5 — 2%, + x1) + 203 (%, — x1)e + 2vE(x3 — x)eZ,  (22)
= 20— 1)l — %) (v} — v) + vied] (23)

Z_g = 22 —v3)(xy — x3)(x3 — x3) (x4 — 2x3 + x3) + 202 (x5 — x)e2 + 2v2(x, — x3)e2, 24)
= 20— 1)l — x)*(vF — vh) — ved], (25)
ho= 26)

Z—Z = -2 (27)
o= (28)

L= —20xs — 1) — x5 (0] - v) + vEe3] 29)

g%z = 22 —v2)(xg — x5) (x5 — x4)(xg — 2x5 + x4) + 2V2 (x5 — x,)€2 + 2v2 (x4 — x5)€Z, (30)
Z_);z = 2(xg —x5)[(x5 — x9)2 (V5 —vi) — viez], (31)

g_f; = —2(xg — x5)[(x; — x6)? (V5 — v3) + vies], (32)

Z—}Z = 22 —v23)(x; — x6)(xg — x5)(x; — 2x¢ + x5) + 2V2(xg — x5)eZ + 2v2(x, — x5)e2, (33)
Lo = 20t 20l — x5)2(v} —v3) — vie] (34)

B = —205 - x0)[(v — %,)2(0F — v]) + viet], (35)

Z—Z = 2 —v3)(xg — x7)(x; — x6)(xg — 2x7 + x¢) + 2V (x; — xg)eZ + 202 (x5 — x,)e2. (36)

Generalizacion del problema a n capas horizontales

La ecuacion (2) puede ser generalizada a un tiempo de viaje para n capas horizontales arriba de un semi-espacio como:

D X O N e [COPES D A (37)
De las ecuaciones (20, 23, 26, 29, 32 y 35), la diagonal inferior de la matriz Jacobiana puede ser generalizada como:
Jlhi=1] = =20 = x- )1 — x)* Wiy — vP) + viyefy] parai = 2,3,..,n = 1; (38)
Jinnn—1] = 1,parai=mn; (39)
Jli=1] = =20 = x-)[C1 = x)? Wiy — Vin_is1) — Vin_i€pil, parai=n+1,n+2,..,2n—1. (40)

De las ecuaciones (18, 21, 24, 27, 30, 33 y 36), la diagonal principal de la matriz Jacobiana puede ser establecida como:

JUL 0] = 2040 — x) O — xi20) (g — 2% + %3 Why — V) + 207, (o — xi-1)efy + 207 (g — xp)ef,

parai=1,2,..,n—1; (41)
JIn,n] = -=-2,parajnn] = -2, (42)
JI5 1] = 2(xi1 — %) (6 = xi20) (ier = 226 + %) Wy = Vinpar) + 20501 (X — Xi_1)€Fn_; + 205001 (Xip1 — X)€nis1s

parai=n+1n+2,..,2n—1. (43)
De las ecuaciones (19, 22, 25, 28, 31 y 34), la diagonal superior de la matriz Jacobiana puede ser generalizada como:
Jli+1] = 20t = x)[0q = x41)? (v, — vf) —viel] parai = 23,..,n — 1; (44)

Jinnn+1] = 1,parai=mn; (45)

Jli+1] = 20041 — x)[0q = Xi41)* Wini — Vinois1) = Vin—is1@onis1)

192



Soto-Villalobos, R., Méndez-Delgado, S. & Izaguirre-Prado, O.E.: Método de Newton y el Trazado de Rayos

parai=n+1,n+2,..,2n— 2. (45)

Ejemplo para cuatro capas horizontales

La figura 2 presenta un modelo de cuatro capas horizontales sobre un semi espacio homogéneo, cuyos espesores e; son: 10, 5,
12 y 8 m; las velocidades v;son: 500, 1000, 1500 y 2000 m/s; xo=Py=0 m, es la posicion de la fuente y xs=P; =50 m, es la posicion
del receptor.

Ty = P_f = 0y Ty = by = 50,,
T i -
1
1
1
1
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1
1
I
1 1 Ty
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1
52:= B vz = 1000,,/,
1 Ty Ty
1
1
1
1
1
1
es= 12, Uy = 1500!::;’&
1
I
1
1
1 g Iy
1
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Figura 2: Modelo de cuatro reflectores sismicos sobre un semi espacio homogéneo y el trazado del rayo. Los parametros
e;>0yv; > 0,parai = 1,2,3,4, sonrespectivamente: 10, 5,12 y 8 m; 500, 1000, 1500 y 2000 m/s. xo = Py = 0 mes
la posicion de la fuente, xg = P ;=50 m es la posicién del receptor.

La ecuacion del tiempo de viaje obtenida a partir de la ecuacion (1), para el modelo de la Figura 1 es:

=1 ;2 L\/_—z L — )2 1 — )2
ty = g5V ¥1 +100 + (x; —x1)*> + 25+ 1500\/(363 x3)% + 144 + 5000 (x4 —x3)2+ 64+

(s — %)% + 64 + ——[(xtg — x5)2 + 144 + ——[(t; = x6)? + 25 + —+/(50 — x,) + 100 (47)

100 500

1

1
2000 1500

El sistema de ecuaciones lineales asociado a la ecuacion de tiempo de viaje (47) es:

4x7[(x, — %)% + 25] — (x, — x1)?[x% + 100] = 0 (48)

9(x, — x1)?[(x3 — %) + 144] — 4(x3 — x,)*[(x; — x1)* +25] = 0 (49)
16(x3 — x2)%[ (x4 — x3)% + 64] — 9(x4 — x3)%[(x3 — x,)* + 144] = 0 (50)
X3 —2%x4+%x5=0 (628
9(xs — x4)*[(x6 — x5)* + 144] — 16(xs — x5)*[(x5 — x4)* + 64] =0 (52)
4(xe — x5)?[(x7 — x6)* +25] — 9(x; — x6)*[(x6 — x5)* + 144] = 0 (53)
9(x; — x6)2[(50 — x7)? + 100] — 4(50 — x,)?[(x; — x5)? + 25] = 0 (54)
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Conclusiones

Generalizar el problema a n capas es importante ya que
implica que puede ser implementado en algin lenguaje de
programacion para resolver el problema computacionalmente,
ya que resolver analiticamente podria ser muy arduo o imposible
de realizarse, entonces una solucion aproximada puede aceptarse
si esta tiene suficiente calidad.

El problema puede ser propuesto como un tema de tesis de
licenciatura o posgrado o bien en la participacidon en un congreso,
para estudiantes con fuertes inclinaciones a la programacion.

Aunque se presenta un problema de capas horizontales, esta
técnica puede ser utilizada para capas no horizontales con
diferentes tipos de gradientes de velocidades y también para
interfases no necesariamente lineas rectas.
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