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Capitulo 1

Introducao

Comecaremos escrevendo os conceitos basicos de algebras de divisao, seguindo o artigo
The Octonions de John C. Baez [2], que serdo importantes posteriormente para entendermos
as relagoes entre as principais dlgebras de divisao: R, C, H, @. Deixamos claro desde ja
que serda comum nos depararmos com algebras nao associativas.

Consideremos um espaco vetorial como sendo um moédulo de dimensao finita sobre o
corpo dos niimeros reais. Entao uma algebra A é um espaco vetorial munido com operagao
chamada de "multiplicacao'm : A x A — A e "unidade'l € A, onde la = m(1l,a) =
m(a,1) = al = a. Tal dlgebra nao necessariamente é associativa.

Definimos como &lgebra de divisdo A (a mais importante em nossos estudos), se dados
a,b € A com ab =0, entdo a = 0 ou b = 0. Analogamente dizemos que uma algebra A é
de divisao se tanto as operagoes a esquerda e a direita por qualquer elemento nao nulo de
A sdo invetiveis.

Tomemos uma norma ||.|| : A — R. Caso ||ab|| = ||al||||b]|, para a,b € A, dizemos
entdo que A é uma algebra normada de divisdo, onde por consequéncia, se ||a|| = ||1a|| =
[ILHl[all = lal[l[t]] = llal]| = {[a]], entao [[1]| = 1.

Caso exista um elemento a=! € A, de forma que a 'a = aa~! = 1 para qualquer a € A,

dizemos entao que a algebra A tem inverso multiplicativo. Mais adiante, veremos que é
possivel construir algebras que tem inverso multiplicativo ,mas que nao sao algebras de
divisao. Porém quando pensamos no oposto, ou seja, uma algebra de divisao sem inverso
multiplicativo, a resposta nao ¢ trivial. Um exemplo de dlgebra A deste tipo é o conjunto
dos quatérnios, porém com a deformacdo i = —1 + €j, para algum nimero real €, onde i e
j sao unidades imaginarias. Para visualizarmos este fato, observemos que A é uma algebra
de divisao pois dados z,y € H, onde zy = 0, temos que x = 0 ou y = 0(facil verificar).

i
—1+ej

U ) ea esquerda( ), mas

Porém, o proprio ¢ tem inversos multiplicativos a direita(flfq

ambos sao diferentes entre si.

Além das proposigoes entre estas dlgebras de divisao, que veremos no capitulo que trata
daconstrucao de Cayley-Dickson, vemos uma relacao tnica entre elas. Alguns resultados
extraidos de artigos de Hurwtiz [10] por exemplo, nos mostra que R, C, H e O sao
as unicas algebras de divisdo normadas. Além disto sao as unicas algebras de divisao
alternativas(associativa entre dois elementos), como visto em [17].



Capitulo 2

Histéria dos nimeros complexos,
quatérnios e octonios

Esta seccao teve como fonte principal A Historia Dos Numeros Complexos: “das
quantidades sofisticadas de Cardano as linhas orientadas de Argand”, de Ulicio Pinto
Junior [11]. Nela é contada uma breve histéria sobre os niimeros complexos, desde sua
antiga origem em Alexandria, passando entao pela sua rejeicdo por estudiosos da época,
até sua aceitacao, no século 17 pelos matematicos europeus.

2.1 Numeros Complexos

Os nuimeros complexos comecaram a ser estudados por volta de 50 D.C., por Heron
de Alexandria [13] quando este estudava o volume de uma sec¢do de uma piramide.
Porém o problema se tornou impossivel de ser resolvido, visto que Heron se deparou com
/81 — 144 = 3i/7. Sendo assim os niimeros imaginarios recém descobertos permaneceram
no esquecimento durante muito tempo, isto porque os matematicos tentavam compreender
melhor tais ntimeros, tentando encontrar algum nimero que ao quadrado resultasse em
um negativo, porem obviamente nao alcangaram sucesso nestas tentativas.

Entretanto, os niimeros complexos ganharam notoriedade novamente por volta de 1545
quando o matematico Gerolamo Cardano [8], ao encontrar uma forma de descobrir raizes
de equacoes de terceiro grau, se deparou com os nimeros imaginarios. E pelo fato de que
muitas raizes destas equacoes de terceiro grau tinham como solugdes niimeros complexos,
o0 numeros imaginarios comecaram a ser utilizados e reconhecidos pelos matematicos,
embora ainda nao existisse bom entendimento sobre tais numeros. Ao trabalharem
com tais nimeros acerca de problemas polinomiais, surge como consequéncia o Teorema
Fundamental da Algebra [16], onde afirma que todo polindémio de grau n tem n raizes,
sendo que algumas podem ser complexas.

A tentativa de encontrar solugoes para equagdes de terceiro grau havia surgido na
antiguidade [11] que é um problema de duplicagdo de um cubo, ou seja, qual deveria ser
o comprimento dos lados de um cubo que tem o dobro de volume que outro cubo, de
aresta medindo um metro, por exemplo. Neste caso, teriamos que resolver a equacao
23 — 2 = 0, obtendo solucdo polémica /2, algo que na época nio era visto como um
numero, visto que nao podiamos 'medir’ tal comprimento. Tal problema havia originado
de outro ainda mais simples, o de duplicar um quadrado, resolvendo a equacao de segundo
grau 2 —2 = 0. Além disso problemas como o da Aritmética de Diofanto, que consistia em
resolver 23 +x = 42?44 e também solucoes para equacoes como 3 +b%x +a® = ca? descrita



por matematicos arabes como Omar Khayan, ambos interpretados e resolvidos de maneira
geométrica, fizeram parte da histéria das equacoes de terceiro grau que impactaram
diretamente nos nimeros complexos.

Em 1637, os complexos comecam a ganhar forma, quando Rene Descartes formalizou
tais nimeros da forma que conhecemos hoje, ou seja, todo niimero complexo pode ser
representado por a+ bz, onde a, b sao nimeros reais. Além disso também deu vida ao termo
"imaginario". Acontece que mesmo que os complexos estivessem ganhando notoriedade
no meio académico, os matematicos, como o proprio Descartes, Newton e Girard, ainda
tinham dificuldade de aceitar estas descobertas. Havia sempre um conflito acerca da
existéncia ou nao destes nimeros, tratando-os como "solugoes impossiveis'.

Um dos poucos que levaram mais a sério os complexos foi Bombelli, matematico
que ajudou a apresenta-los no meio cientifico, porem até mesmo ele duvidava de suas
descobertas, uma vez que nao sabia ao certo o que fazer com estes ntimeros. Entendeu
que 1> = —1 e que i(—i) = 1, algo que hoje é evidente mas que em sua época era algo
extraordinario demais, e com isso deu origem a conjugacao que é muito utilizada a décadas,
porém quando ele a apresentou nao obteve muito reconhecimento, ja que era uma ’ideia
maluca’ pois estava sendo mostrado soluc¢oes reais a partir de nimeros imaginarios.

Com o passar do tempo, os matematicos comecaram a aceitar a existéncia destes
novos numeros. O plano cartesiano complexo é um exemplo disto. Os niimeros complexos
comegaram a ser representados da mesma maneira que os reais no plano real. Sendo assim
seu entendimento era muito mais facil e intuitivo ja que no eixo x estava representado
0s numeros reais e no eixo y os nimeros imaginarios como 0, i, 2¢, 3¢, onde a letra
"i"comecou a ser utilizada para representar v/—1, ideia idealizada por Euler. Jhon Wallis
e Caspar Wessel foram os primeiros a representar os complexos desta maneira, porém
ambos foram ignorados. O plano cartesiano complexo s6 ganhou relevancia a partir do
diagrama de Argand, criado por Robert Argand, onde sua popularidade foi impulsionada
pelo matematico Gauss que completou o diagrama de Argand com a representacao de um
numero complexo de Descartes a + bi. Desta forma, a estd no eixo x e y esta no eixo y.

Im z=a+bi
b __________

Euler foi fundamental para a popularidade dos complexos. Entre suas melhores
descobertas estd féormula de Euler de analise complexa e = cosf + isinf, que juntando
com a férmula de Moivre temos €™ = cos (nf) + isin (nf) = (cos® + isind)". Além disso,
em 1833, William Rowan Hamilton trouxe uma nocao ainda mais avancada aos complexos
que foi a representacdo por vetor. Dado um nimero complexo a + bi, este pode ser
representado como (a, b), bem definido pela soma e multiplicacdo e de forma que C = R2.

2.2 Quatérnios

Esta secgao teve como fonte principal Quaternions: a history of complex noncommuta-
tive rotation groups in theoretical physics, de Johannes C. Familton[9]. Aqui a histéria



¢ mais voltada a apenas um matematico, William Rowan Hamilton, que foi o principal
percursor dos quatérnios. E diferente dos complexos, esta nova algebra descoberta por
Hamilton nao sofreu a rejeicao sofrida pelo seu antecessor, ja que os mateméaticos estavam
familiarizados com esta nova abstragao na matemaética vinda dos complexos.

Como sabemos, um nimero complexo pode ser escrito como a + bi, onde a e b sao
ndimeros reais e i ¢ a unidade imagindria tal que i2 = —1. Outra forma de representa-
los é por vetores (a,b), onde a base deste espaco vetorial é dada por {1,i}. Seguindo
esta logica, os quatérnios podem ser representados utilizando 3 unidades imaginarias
a+ bi + c¢j + dk, onde a base ¢ dada por {1,4, j, k}, de modo que i* = j2 = k* = ijk = —1
e =k = —ji,jk =1 = —jk,ki = j = —ki. Sendo assim, os quatérnios formam uma
algebra nao comutativa mas com conjugacao. Tais ideias foram criadas pelo matematico
William Rowan Hamilton. Isto ocorreu por volta de 1843. Tal descoberta teve como local a
ponte Broom (Broom Bridge), em Dublin, enquanto Hamilton caminhava por ela. Abaixa
uma placa localizada na ponte:

L I
pReEes of ok
St wilk g Rer
o

No inicio de seus estudos com quatérnios, sabendo que nos complexos a multiplicacao
de dois niimeros gera uma rotacdo no plano, Hamilton queria saber como isto funcionaria
em um espaco tridimensional. Entdo definiu os tripletos a + bi + ¢j, onde i2 = j2 = —1, ¢
se ocupou no problema do que seria a multiplicacao 75. Como nos complexos temos o que
Hamilton chamava de lei dos médulos (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i = u + vi,
implicando que (a®+b%)(c®*+d?) = u®+v? (passando médulo em ambos os lados da equagio).
O mesmo deveria acontecer aos tripletos, ou seja, (a + bi+cj)(d+ei + fj) = u+vi+ wj
entdo (a® 4+ b? + 2)(b* + e* + f?) = u® + v + w?. Hamilton tentou resolver o problema de
multiplicar tripletos, porem isto era impossivel visto que nao existia uma identidade de
trés quadrados.

A solugao entao foi sair da terceira dimensao e ir direto a quarta, usando a-+bi+ cj + dk.
Ao multiplicar um quatérnio com seu conjugado, por exemplo, pela lei dos médulos o
resultado deveria ser o moédulo do quatérnio (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk) = a®*+b*+c*+d>.
Mas para isto ser possivel, a inica maneira era considerar as seguintes multiplicacoes:
1] =k =—ji,jk =1 = —jk, ki = j = —ki. Hamilton concluiu que para preservar distancia
e valor absoluto a comutatividade seria perdida. Tal interesse de Hamilton aos quatérnios
veio de sua curiosidade pela algebra e pela tentativa de compreender o espago-tempo e
nao ¢é a toa que os quatérnios atualmente sdo usados principalmente na algebra e na fisica.

Hamilton, apds estabelecer os estudos acerca destes novos niimeros, conectou a algebra
dos quatérnios com rotagoes espaciais. Com o progresso de suas descobertas e ao se
deparar que os quatérnios tinham muito potencial para resolver problemas, na tentativa
de divulgar seus estudos escreveu o livro Elements of quatérnions que foi publicado pouco
tempo apods sua morte, em 1866. Mas Hamilton nunca conseguiu entender completamente
como os quatérnios se comportariam como vetores, ja que nao era tao intuitivo como no
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espaco 2-D com complexos, como vimos anteriormente. Este assunto se tornou de claro
entendimento tempos depois com Gibbs e Heaviside.

Os estudos sobre quatérnios continuaram a serem desenvolvidos pelas universidades
prestigiadas da época como Harvard e Universidade de Michigan, sendo que alguns
matematicos além de Hamilton contribuiram para este progresso. Estudiosos como
Benjamim Peirce que era professor do curso sobre quatérnios em Harvard, Peter Tait o
sucessor de Hamilton, o filho de Peirce, o James Mills Peirce, Thomas Hill, além dos ja
citados Gibbs e Heaviside. E com a facilidade de associacao entre quatérnios e vetores, sua
compreensao hoje é muito mais intuitiva, ja que analise vetorial é uma das areas basicas
da matematica. Em computacao ocorre o mesmo, quatérnios sao utilizados no meio da
programagcao para criar animagoes por meio de rotagoes espaciais, ja que sdo é mais faceis
para o computador processar do que matrizes.

Hamilton nao foi o inico matematico a descobrir os quatérnios. Hermann Gilinter
Grassmann utilizou outra abordagem algébrica para estas questoes que eram muito a frente
de seu tempo, ja que matematicos desta época nao eram familiarizados com dimensoes
maiores que trés. Acontece que Grassmann usava uma linguagem muito complicada,
tanto que matematicos como Gauss tinham dificuldade de entender suas publicagoes.
Basicamente todo seu trabalho foi negligenciado na época. Foi Grassmann que definiu
grande parte das operacoes em analise vetorial como soma, subtracao, produto interno,
produto externo, diferenciagao e teoria de funcgoes, conceitos hoje amplamente conhecidos.

2.3 OctOnios

Esta sec¢ao teve como fonte principal On quaternions and octonions, de John H Conway
e Derek A. Smith [5]. Aqui percebemos que ainda é possivel fazer parte da histéria destes
nimeros, ja que foram descobertos recentemente(em relagao aos seus antecessores) e seu
potencial é gigante.

Os matematicos nao se contentaram com apenas quatro dimensodes. Por volta de
1844, John T. Graves, amigo de Hamilton, fez a descoberta da dlgebra de oito dimensdes,
especificamente uma algebra de divisao normalizada. Hamilton havia enviado uma carta
a Graves descrevendo os quatérnios, porém Graves nao estava contente o suficiente com
aquela descoberta. Para ele faltava alguma coisa, era necessario ir além das dimensoes
ja descobertas. Mas até este momento, os complexos e quatérnios haviam como base
de descoberta as identidades de quadrados. Por exemplo, para os complexos temos
(a®+b%)(c?+ d?) = (ac+bd)?+ (ad — bc)?. Para os quatérnios, temos algo mais complicado
como descrito por Euler em 1748 (af+ a3+ a2 +a3) (b3 +b3+b2+03) = (a1by — azby — azbz —
a4b4)2 + (albg + a261 +(Igb4 — a4bg)2 + (albg — a2b4 + agb1 +(I4bg)2 + (a1b4 —|-(12b3 — a3b2 +a4b1)2.
Obviamente que para os octonios a expressao é muito maior. E além disto ela foi provada
por Graves [14]. Graves enviou suas descobertas a Hamilton que sentiu muito interesse
nos octonios, mas estava ocupado ainda com os quatérnios. Hamilton mostrou a Graves
que os octonios nao eram associativos (termo que surgiu justamente com Hamilton) e nem
comutativos, diferente dos quatérnios que eram apenas nao comutativos.

Arthur Cayley, matematico fundamental na compreensao destas recém descobertas
algebras, iria mais tarde conseguir reunir todas elas incluindo os niimeros reais em uma
Unica construcao. Ele estava muito interessado nos quatérnios de Hamilton e buscava
encontrar relagao entre esta algebra com fungoes hiperelipticas. Porém acontecimentos
constrangedores aconteceram. Cayley havia publicado o artigo intitulado On Jacobi’s
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Elliptic Functions, in Reply to the Rev. B. Bronwin; and on quatérnions [4] contendo
inimeros erros, mas que tempos depois havia acrescentado uma breve descricao sobre os
octonios, fazendo com que Graves 'perdesse’ sua reputacao de pioneiro dos octénios. E
para piorar a situacao, ele havia descoberto que a identidade de oito quadrados ja tinha
sido provada por C. F. Degen em 1818 [6].

Além dos octonios nao terem um defensor tao incansavel como Hamilton, também
nao tinham muita utilidade quando descobertos e estes fatos possivelmente implicaram
nessa histéria tao turbulenta. quatérnios, por exemplo, ja eram utilizados no estudo de
rotagoes, visto que formam o grupo SUs, (grupo de Lie das matrizes 2 X 2 unitdrias com
determinante um) que é cobertura dupla do grupo SOj (grupo de rotacao sobre a origem
de um espago euclidiano R? sob operacao de composicao). Tal fenémeno hoje é um caso
especial da teoria das algebras de Clifford [2].

As quatro algebras, R, C, H e O, por mais que tivessem sido descobertas muito tempo
depois uma da outra, sem correlagao, excecao os octonios que surgiram diretamente dos
quatérnios, em certos estudos elas estao extremamente interligadas, como por exemplo na
construcao de Cayley-Dickson, que sera estudada posteriormente neste TCC. Veremos que
é possivel sairmos de uma algebra a outra, formando uma sequéncia, ao mesmo tempo
que perdemos propriedades de uma &algebra para outra. O resultado disto sdo algumas
proposicoes importantes sobre dlgebras de divisao.
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Capitulo 3

Aplicacoes dos Complexos

Este capitulo teve como fonte principal o livro Geometry de David A. Brannan, Matthew
F. Esplen e Jeremy J. Gray [3]. Mostraremos aqui algumas das aplica¢oes dos complexos na,
area da dalgebra, especificamente sobre inversoes. Mas fixamos que os complexos também
desempenham grande importancia também na geometria hiperbdlica, que nao sera tratada
aqui.

3.1 De Moivre

Uma aplicacao importante, mas elementar, dos complexos, ¢ a formula de De Moivre,
na qual afirma que

(cosz + isinx)" = cos (nx) + isin (nx)

para todo x € R e n € Z. Tal férmula é diretamente obtida da equacao de Euler
e’ = cosx + isinw

3.2 Inversoes

3.2.1 Definicao nos Reais

Inicialmente, tomemos um circulo C' de raio r e centro O e P # O um ponto. Seja P’
um ponto que pertenca a reta O P, mais proxima a O e que obedece a propriedade

OP.OP' =1*

Dizemos que P’ é o inverso de P em relagao ao circulo C. Seja t (P) =t (z,y) = P,

tal transformagao para P # O, C' como sendo o circulo unitario, temos
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t:(:c,y)—>< & J ) (z,y) # O

x2+y2’$2+y2

3.3 Utilizacao dos Complexos
Assim como os nimeros reais, podemos usar os complexos para definir as isometrias:

e Translacao de um ponto a + tb = z € C transladado até z + ¢, onde ¢ = x + iy

t(z)=a+ib+ (r+iy) = (a+z)+i(b+y)

e Reflexdo de a + ib = 2z € C sobre eixo =

t(z)=z=a—bi

e Rotacao de a + ib = z € C sobre a origem

t(z) =az

onde |a| =1

De qualquer forma, é possivel concluir que toda isometria pode ser escrita como
t(z)=az+bout(z)=az+0b

onde a,beCela| =1

Considerando novamente um circulo C' de raio r e centro (a,b), entdo a inversao de

z # (a,b) é dada por

onde c =a+1b

Caso C' seja um circulo unitdrio centrado na origem, entdo ¢(z) = 2. Uma outra
propriedade importante é que as inversoes sao auto-invertiveis, ou seja, a transformacao é
a prépria inversa:

Consideremos uma inversao qualquer ¢ (z) descrita acima. Calcularemos entao ¢ (¢ (2)):

r
() = 7
7“2
o=
ZTC—{—C—C
T2
= °7
1
l—l—c:z
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Plano Estendido

Tomemos o plano R? e adicionamos um ponto extra co. Este novo conjunto C = CU{oo}
sera denominado de Plano Estendido. Estamos considerando este novo ponto para
calcularmos a inversa de todos os pontos de R? onde a inversao da origem (0,0) é
(m, 022—02> = oo. Sendo assim, a nova definicdo de inversao mapeia todos os pontos,
isto para qualquer circulo (que chamaremos de circulo generalizado).

Seja [ uma reta, ao criarmos a uniao [U{oo}, podemos interpreta-la como um circulo de
raio infinito. Usando a imaginacao, é como se as "extremidades'da reta se "encontrassem'em
oo. Chamaremos o conjunto destas retas [U{oo} de reta estendida. Um circulo generalizado
em um plano estendido seria ou um circulo ou uma reta generalizada.

Definimos a inversao do plano estendido em relacao a um circulo generalizado C' como

uma func¢ao t definida da seguinte forma

inversa de P em relacao a C, se P € C— {0}
t(P) = qoo, se P=0 (3.1)
0, se P =00

,caso C' seja um circulo de raio r e centro O. Mas caso C seja uma reta generalizada
[U{oo}, ou seja, tenha raio r infinito, de modo que OP.OP’ = r?, teremos uma reflexao em
torno da reta [, sendo que como retas serao refletidas em retas, oo também sera refletido
em oo. Temos entao,

t(P) = (3.2)

reflexdo de Pem [, se P e C
0, se P =00

3.3.1 Esfera de Riemann

Assim como ja vimos o plano complexo junto com seu ponto infinito, iremos agora
tornar suas representagoes de uma forma melhor, de modo que o ponto infinito seja
"visivel'e que tenha propriedades de um ponto qualquer. Para isto, consideremos o plano
complexo C em R? , de modo que ocupe a regiao formada pelos eixos x e y. Desta forma,
um niimero complexo deste plano x + iy pode ser representado em R? como (z,y,0). Em
seguida, colocamos uma esfera (de Riemann) S centrada na origem O com raio r = 1.
Consideremos o polo norte como sendo o ponto N = (0,0, 1). Analogamente S = (0,0, —1)
o polo sul.

Podemos entao tracar uma reta que passa por N e por P’ € C. Logo, tal reta também
ird intersectar em P € S e obtemos assim uma correspondéncia 7 : S — C um a um entre
os pontos de S e os pontos de C. Tal correspondéncia é chamada de projecao estereografica.
Sendo assim podemos usar a esfera de Riemann como forma de visualizar o plano complexo
estendido C.

Desta forma, a férmula para a projecao estereografica de um ponto (X,Y,7) € S é
representada por

X Y
T (X,Y,Z) = 1—Z+i1—Z
e sua inversa
- . 2x 2y 4y —1
1 _ _
T (i) = (XY, 2) = <m2+y2+1’x2+y2+17:ﬂ2+y2+1
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NIEY

Isto deve-se ao fato de que se tragarmos outra reta saindo de N , passando por Q) € S
e () € C e usando um ponto R que estd sobre o eixo Z, de modo que os segmentos R’
e OQ) sao paralelos, obtemos dois tridngulos ANRQ' e ANOQ. E vendo na figura logo
abaixo, percebemos que tais tridangulos sao semelhantes, ja que seus angulos internos sao
iguais respectivamente. E usando este fato, concluimos que

1-Z NR NO 1
Y RQ  0Q vy
O mesmo resultado também é encontrado para analogamente para x, onde projetamos
a reta N P'P no plano (X, Z) e o resultado segue.

Tomemos entao um circulo na esfera que intercepta N. Tal circulo é a intersec¢ao
entre a esfera X2 +Y? + Z% = 1 como algum plano aX + bY + c¢Z + d = 0, onde entre as
constantes a, b, ¢, d alguma é diferente de 0. Segue-se entao que

B 2x
o221
B 2z
22+l
- %+ y2 —1
o242 41
Substituindo tais valores na equagao do plano obtemos
2ax + 2by + ¢ (x® + y*> — 1)
z? +y? + 1
Reescrevendo a equacao, obtemos o seguinte circulo generalizado

+d=0

(c+d)z? + (c+d)y* + 2ax +2by + (d —¢c) =0
Como o circulo contém o polo norte N, entdo o plano descrito na equacao acima
também contém N = (0,0, 1). Logo c+d = 0. Segue-se entdo que a projecao estereografica
sobre a regido do circulo que contém N é uma reta generalizada 2ax + 2by + (d — ¢) = 0.
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3.4 Geometria Inversiva

Seja t : C — C. Tal transformacao serd inversiva se ¢ for composta por transformacgoes
inversoes. Logo a geometria Inversiva é o estudo das propriedades das figuras em C que
sao preservadas por transformagoes inversivas. Como exemplo, considere a seguinte fungao

+ sePeC-{0}
t(P)=<00, se P=0 (3.3)

0, se P=ow0

Esta funcao, chamada de fungao reciproca estendida, é formada pela composicao de t;
inversao em um circulo unitario e t9 inversao na reta real.

Tomemos agora o conjunto formado por todas as transformacdes inversivas. Utilizando
a operacao de composicao de fungoes, temos entao um grupo:

e Bem definido

Consideremos duas transformagoes inversivas

u=1tyotyotzo..ot;

v = ti+1 o ti+2 ] ti+3 o0...0 tj

onde 1, 19,13, ...,t; sao inversoes. Sendo assim, temos

UoOvV = (tl OtQOtgo...Oti) o (ti+1 Oti+20ti+30...0t]’)

Concluimos entao que a composta entre duas transformagoes inversivas é a composicao
entre inversoes.

e Identidade

Basta utilizarmos a transformagao inversiva identidade t (2) = z, z¢€ C

e Inversa

Sejat =t; oty otzo...ot; Ao calcularmos sua inversa, obtemos t ' =t; ot} o

tz-__lz 0...0 tl_l. Mas, como ja vimos antes, as inversoes sao auto-invertiveis, logo
til = tl o ti,1 o ti,Q c...0 tl

ou seja, a inversa é uma transformacao inversivel pois é composta por inversoes.

e Associatividade

Como estamos falando de composicao de transformacgoes, logo sempre serao compo-
sigoes associativas por defini¢ao.
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3.4.1 Transformacao de Mobius

Como vimos, as isometrias nos complexos podem ser representadas por t (z) = az + b
out(z)=az+bondea,be Cel|al =1. Analogamente, para as transformagoes inversivas
0 mesmo ocorre: t(z) = M (z) ou t (z) = M (z), onde M : C — C é a transformacao de
Moébius que ¢é definida da seguinte forma

az+b
M(z) = cz+d

onde os coeficientes a, b, ¢,d € C seguem a regra ad — bc # 0, ja que nao queremos que
o numerador seja multiplo do denominador, criando assim uma funcao constante. Por
convencao, se ¢ = 0 temos M (00) = 0o, ou entao para ¢ # 0, M (%) =o00e M (o0) = 2.
Paraa =d=0eb=c=1, obtemos a fun¢ao reciproca estendida.

Seja ¢ # 0. Entao para z € C — {_Td}, podemos reescrever a transformagao de Mobius
da seguinte maneira

az+b caz + cb
M p— pu— p—
() cz+d c(cz+d)

—ad+ad+caz+cb  —ad+bc+a(cz+d)
c(cz+d) B c(cz+d) B

<ad—bc> 1 a
() ()
c cz+d c

Segue-se entao que a transformacao de Mobius pode ser escrita como a composta de
trés fungoes inversivas tq, to, t3, onde

(3.4)

00, se z = 00

tl(z)_{cz—i-d se z # 00

ty a fungao reciproca estendida e t3 como sendo

= (50 w2 o

Afim de estudarmos as composicoes entre duas ou mais transformacoes de Mobius,
devemos primeiramente organizar os coeficientes. Para isto, usaremos matrizes 2 X 2 como
forma de representar os coeficientes da transformacao.

3.4.2 Matriz Associada

Seja M uma transformagao de Mobius onde

az+b
M(z):cz—i-d

onde a,b,c,d € C, entdo a matriz associada a M é definida por

M- (2

e como ad — bc # 0, temos que M ¢é invertivel.
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Claramente a matriz associada a M nao é tUnica. Isto porque se multiplicarmos
numerador e denominador por uma constante, M permanece inalterado mas M tera
todos os valores de cada entrada multiplicados pela constante. Desta forma, dada uma
transformacao M, sua matriz associada tera a forma cM, onde ¢ é uma constante qualquer.

Sejam M; e M, duas transformagoes de Mobius, onde

_az+b ezt f
Ml(z)_cz+d ¢ M2(2)_gz+h

Realizando a composta M; o M, obtemos

My (M

)
)
(ae +bg) z + (af + bh)
(ce+dg) z+ (cf + dh)

Vemos que a composi¢ao gerou outra transformacao de Mobius onde (ae + bg) (cf + dh)—
(af +bh) (ce +dg) # 0. Além disso, a matriz associada a este transformagao é dada por

ae+bg af +bh\ (a b\ (e f
ce+dg cf +dh) \c d)\g h
Concluimos entao que a matriz associada a transformacao da composicao entre duas

transformacoes de Mobius, M; e M,, é dada pela multiplicacdo das matriz associadas M;
(§ M2

3.4.3 Grupo Inversivel

O conjunto formado por todas as transformagcoes de Mobius formam um grupo, munido
da operacao de composicao de fungoes.

e Bem definida

Ja vimos anteriormente que dadas M; e M, transformacoes de Mobius, entao a
composi¢ao entre elas também é de Mobius.

o Identidade

1z2+0
0z+1°

Basta usarmos M (z) =

e Inversa

Como sabemos, dado uma transformacdo de Mobius M (z) = 22 entdo

cz+d?
a b
M- ()

Calculando a matriz inversa de M, obtemos

1 d —=b
M=
ad — be (—C a )
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Como a matriz associada nao é tnica e pode ser multiplicada por qualquer constante,
temos que a inversa de uma transformacao de Mobius é dada por

4 [d b
M _<—c a

Composicao de fungoes é associativa.

e Associatividade

Para finalizarmos as aplicagoes dos complexos, mostraremos como usar as transfor-
macoes de Mobius para representar inversoes e transformacoes inversivas. Relembremos
entao que uma inversao sobre um ponto sera ou sobre uma reta estendida ou um circulo.
Para o primeiro caso, temos t (z) = az + b com t (00) = co. Seja M uma transformagao
de Mébius, temos entdo ¢ (z) = M (Z), onde M é da seguinte forma

az+b
M(z): 0z+1

Caso a inversao de C seja um circulo de raio r , temos

2 ~ 2
) e o e T2 g
zZ — C zZ — C

cz+<r2+cE) , - e , ~
Onde M (2) = ——=—2 ¢ uma transformacao de Mobius. Concluimos entdo que
qualquer inversao t (z) pode ser representada por alguma transformacao de Mobius M (%).
Ja em relagao as transformagoes inversivas, o resultado ¢ similar: toda transformacao

inversiva t pode ser representada em C por uma das seguintes formulas:

t(z)=M(z) ou t(z)=M(z)

onde M é uma transformacao de Mobius.
Pelo resultado anterior, podemos escrever transformagoes inversivas como sendo t; (z) =

M (Z) e ty (2) = M3 (). E calculando a composta entre as duas obtemos

h (2 (2)) = My (Mz (3)) = My (M, (2)

Segue-se entao que a composi¢ao entre duas transformagoes inversivas é uma transfor-
magcao de Mobius.

Consideremos entao uma transformagao inversiva qualquer ¢t = ¢;0...0t; onde 4, ..., t; sao
inversoes. Para i par, podemos reescrever t = (t; o t3)o...o(t;_1 o t;), ouseja, t (z) = M (2).
Para i {mpar, como vimos anteriormente toda inversao s é auto-invertivel(s = s71), logo
temos t = (t; 0...0t;08) os = M o s, mais especificamente t (2) = M (%)
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Capitulo 4

Quatérnios e Rotacoes

Todo este capitulo teve como fonte principal o Application of Quaternions, de Gernot
Hoffmann [15]. O grande foco aqui serd rotagoes de corpos rigidos, como por exemplo de
aeronaves e as diferentes rotagoes que objetos fazem no espaco. Além das diferencas entre
se usar os classicos angulos de Euler e os quatérnios para descrever as rotacoes.

4.1 Definicoes Iniciais

Uma das grandes aplicagoes dos quatérnios sao os estudos de rotacao em espagos 3D,
composta por angulos articulares, orientagoes rigidas do corpo e parametros de camera.
Area importante para computacio grafica, satélites, mecanica orbital, navegaco, robética,
além de serem mais simples de entender do que os angulos de Euler e mais compactas e
eficientes que notagdes matriciais.

Quatérnios, como vistos anteriormente, podem ser escritos da forma vetorial ¢ =
Q11 + q2J + g3k + qu4, ou seja, quatérnios sao uma quadrupla de niimeros reais, de forma
que ¢ = q + q4. Estudaremos as aplicagoes dos quatérnios utilizando a definicio matricial:

q1
q= Zi . Desta forma, a multiplicagdo entre dois quatérnios P, () se da de forma que
d4

PQ = (qii+ qoj + qsk + q4)(s10 + $27 + s3k + s4) = pri+poj+psk+ps=p+ps

Obtemos entao

h s —q3 42 ¢ S1
b2 | _ 3 —q4 —q1 42 S2
Ps3 —q2 —q¢1 44 g3 S3
P4 —q1 —q2 —qg3 Q4 S4

Concluimos entao que P = R(Q)S.
Calculando este resultado, chegamos em

(1)
P=p+pd=qss— (151 + @252 + q353) + qu(s11 + s2j + s3k) + sa(q1i + ¢2j + ¢3k)

+(q253 — q352)i — (g351 — @153)j + (152 — @2s1)k
= (@54 —q"s) + (s + s4q +q X s)
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Onde qTs e q X s representam produto escalar e produto vetorial respectivamente.
O conjugado de um quatérnio pode ser representado como

—q1

I —q2
@ —qs3
+qa

Usando a férmula descrita anteriormente para a multiplicagao e definindo derivada
de @, (Q), como sendo a derivada em cada coordenada (por exemplo, enquanto o corpo

rigido sofre rotagao, o tempo t estd passando, logo derivamos sobre cada coordenada ¢ (t))
obtemos:

S'.Q" = (qusa — (—8)" (=q)) + (g4 (=) + 54 (—q) + (—s x (—q)))
= (as4 — q"s) — (@18 + 549 + q X 8) = (QS)’

QQ = ququ —qd'q+@a+quq+qxq
=G+G+G+G=keR
(2) o . .
0=FL=0QQ =QQ +QQ

4.2 Rotacoes

Entraremos agora no campo de rotagao do sistema de coordenadas. Seja x um ponto

que pode ser representado como X; num sistema de coordenadas S;, ou X, num sistema
de coordenadas So

Consideremos uma rotacao de « sobre o eixo z;. Tomemos () = cos (%) + ksin (%) e

Q' = cos (%) — ksin (%), onde k* = —1. Teremos entdo que

cos(a)  sin(a) 0
Xy = | —sin(a) cos(a) 0 | X,
0 0 1
2
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= [eos(5) — ksin(5)](xi + yj + 2k)[cos(5) + ksin(5)]

Generalizando, o exemplo acima nos mostra que Xy = QX;Q’ e analogamente X; =
()’X5@Q, para um quatérnio unitario ||Q|| = 1.

Percebemos que nao importa em qual eixo de coordenadas rotacionarmos, sempre tera
a forma x, = QX,Q’, pois

Xo = i X:Q1'
X3 = Q2X20Qy = Q1 X1Q1'Qy

Xy = Q3X3Q5" = Q3Q20:X1Q1'Q2'Q3’

Tais valores em de (), como ¢, g2, q3, ¢4 dependem de uma certa sequencia de angulos
de rotacao, denominados de angulos de Euler. Seja (Q = ¢4 + q. Como vimos antes, a
multiplicagao entre dois quatérnios resulta R = PQ) = r4 + r, onde ry = pyqs — pP-q €
r = psq+ pgs +p X q. Ja o produto interno entre dois quatérnios nos fornece P.(Q =
paqs + P-q. O produto entre trés quatérnios é dado por

(3)

PQR = pyqury — psq.r — @up.r —17op.r — P.(q X T)
+qaraP + Paraq + Pa@ar + paq X T+ @p X r+

+rp x q— (q.r)p + (p-r)q+ (p.q)r

Usando a féormula para produto interno entre quatérnios, temos as seguintes proprieda-
des

(PQ).(PQ) = (PQ).(QP) = (P.P)(Q.Q)

(PQ).(PR) = (P.P)(Q.R)

Desta forma, considerando X; = C4 X', podemos obter uma matriz 3 x 3, que
denominaremos como matrix de Cayley, de modo que transforme a expressao anterior
composta por multiplicagoes a direita e esquerda por apenas uma multiplicacao a esquerda

X4 = C41X1

Note que, de (3), X;.X; = X;.X;. Como a parte escalar permanece a mesma, se
Xy = x4 + X4, entdo x4.x4 = X1.X;. E usando (2), obtemos

X4 = (g1 — q.9)x1 + 2q4q X x1 + 2q(q.x1)

Supondo que estamos rotacionando x; num angulo a sobre o vetor unitario k e
escrevendo x; = (x;.n)n + (x; — (x1.n)n). Como a primeiro termo da direita é a



23

componente de x; paralela a n, que permanece inalterado pela rotacao, e o segundo termo
¢ a componente de x; perpendicular a n, que ¢ girado em

x4 = cos(a)(x1 — (x3.n)n) + n x sin(a)(x; — (x1.n)n)
= cosax; — cos()(x; — (x1.m)n)) + sinan X x;

—sina(n x (x;.n)n)

(4)

x4 = cosax; + sinamn X x1 + (1 — cos @)n(n.x)

Na tentativa de escrevermos (4) na forma reduzida x, = R(o,n)x;, onde R(a,n) é
uma matriz ortogonal que executa a rotacao a em torno do eixo n, definimos entdo uma
matriz N, de tal forma que Nx; = n X x;. Encontramos entao

nq 0 —n3 N9
n= Ty s N = ng 0 —nn1 X1
ns D) nq 0

Onde a equacao caracteristica de N é dada por

det(NL — N = X* + (n] +n3 +n3)\ =\ + A

Como a matriz é ortogonal e simétrica, temos que N* = —N. Utilizando (4), vemos
que a matriz de rotacdo R(a, n) por um angulo pequeno € é dada por

R(a,n) =1+ eN + O(e?)
E para um nimero finito de rotagoes
R(a,n) = R(5,n)" = (I+ (SN + 0(7)’
Tendendo ¢t — oo

R(a,n) = N

Sabendo que a matriz exponencial é definida como

1 1
N=T+N+_-N+_-N+..+ Nt
2 6 (s —1)!
Onde N* = 0 e usando o fato de que N* = —N, concluimos que

e®™N =T+ (sina)N + (1 — cos a)N?

Usando todos estes fatos, é possivel concluir que a matriz de Cayley Cy; ¢ definida
como

-G —a+daq 2(¢192 — 93q4) 2(q1q3 + q2q4)
Cy = 20142 + 3q1)  —Gi+ G — G+ 4G 2(—q1qs + ¢2q3)
2(q193 — ¢2q4) 2(¢1qa + q2953) —¢ — G+ G4
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Entrando agora nas aplicagdes que envolvem fisica, tomemos x4, = Qx1(Q)’, onde x; é
constante. Iremos derivar ambos os lados e encontrar a velocidade angular que faz com
que o sistema de coordenadas 4 gira em relagdo ao sistema de coordenadas 1. Sabendo

que x; = Q'x4Q, QQ' =1 ¢ QQ' +QQ' =0,
X = Qx1Q + Qx, Q'
= QQ'x1QQ + QQ'x,QC’
= QQ'x,QQ

= QQ’X4 - QQ,
Definindo T' = QQ' = t + t, ¢ usando (1), temos

TX4 = tTX4 +taXg +t X Xy

—X4T = —tTX4 —tyxy — x4 X t

Somando ambas as expressoes concluimos que x4 = 2t X x4. Com isto podemos definir
a velocidade angular w (ou wj?) como sendo w = —2t. Agora, adicionando componentes e
criando um novo quatérnio temos

w=w+w, =27 =-2Q0

Usando (2), obtemos QQ' = (QR')' = —QQ' e T = —T" ¢ como consequéncia ty = 2=
0. Desta maneira, queremos obter a matriz de multiplicacao que satisfaz w = —20Q =
W(Q)Q. Multiplicando —2@Q por Q' e separando os coeficientes de cada unidade 1,1, j, k
e transformando para matriz, vemos que

—q4 —q3 Q92 Q1

1 43 —q4 —q1 g2
SW(O) = V(O —
2 (@) (@) —q2 —q1 —qs q3

q1 q2 q3 qa

V ¢ ortogonal e além disso

o VI=VT
-1
e W :%VT:iWT

4.3 Angulos de Euler, aeronaves e quatérnios

4.3.1 Resumo

Iremos agora comparar as diferentes transformacoes entre os classicos angulos de Euller
com os recentes angulos de aeronaves. Usaremos o conceito do sistema de coordenadas da
mao direita para rotacionarmos nossos sistemas. Iremos parametrizar rotacoes espaciais
em espagos de terceira dimensao usando ambos os dngulos. A grande vantagem de usar os
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quatérnios no lugar dos classicos angulos de Euler é que a notagao é muito mais simples,
além de evitarem a perda de um grau de liberdade nos mecanismos tridimensionais, o
chamado Gimbal Lock(GL), que é quando duas das trés suspensoes cardas(mostradas
na figura abaixo como sendo os circulos em volta dos objetos) se encontram paralelas .
Problemas acerca do GL sdo comuns na engenharia mecanica, especialmente no estudo de
aeronaves e robotica.

Esta sec¢ao teve como fonte principal o Euler angles, quaternions, and transformation
matrices for space shuttle analysis, de David M Henderson [1].

4.4 Angulos de Euler

Dado x4 = Txq, na tentativa de isolarmos x; , tomemos a rotacao em torno do eixo
z; num angulo ¢, usando ainda os antigos sistemas de coordenadas x; e x5. Definimos
também os vetores unitarios desse sistema como e, , e, , e, e do sistema gerado como
sendo e,,,e,,,e,,. Na imagem abaixo temos um objeto sofrendo uma rotagao do tipo
z —x — z, na qual trabalharemos nos angulos de Euler

Logo,

xy = Toxy = Q1X1QI1

Usando a matriz de rotagao temos

cos¢ sing 0
—sing cos¢ 0
0 0 1

Ou entao na forma de quatérnios

¢

N =cos§ —ksin§
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: _ _ /

Usando agora os sistemas de coordenadas x3 e Xo, sabendo que x5 = T39Xy = (Qax20()5

e considerando os novos vetores unitarios como sendo e,,, e,,, €., , ao rotacionarmos sobre
0 eixo w9 com angulo €, obtemos

1 0 0
Tsy= |0 cosf siné
0 —sinf cos@

()2 = cos (g) —isin (Z)

Usando agora os sistemas de coordenadas x4 e X3 e rotacionando sobre o eixo z3 (eixo
que pertence ao conjunto de coordenadas x3) em um angulo 1, definindo os novos vetores
unitarios como sendo e,,, e,,, €., e sabendo que x4 = Ty3x3 = Q3x3Q% obtemos

cosy siny 0
Ty =|—siny cosy 0
0 0 1

Q3 = cos (g) — ksin (gj)

Desta forma, definimos T4; = T43T3, T, onde

x4 = Tyxs = Ty3Tsexe = Ty3T352To1x;

4.4.1 Velocidade angular

Na primeira rotagao em torno do eixo z; num angulo ¢, a velocidade angular depende
da magnitude de ¢, ou seja, wy = éezl. Na segunda rotagao em torno do eixo xo num
angulo 6, e na terceira rotagdo em torno do eixo z3 num angulo ¢ temos respectivamente
resultados similares wy = éeIQ e Wy = ¢e23. A velocidade angular sera entao dada por

Wy sin(f) sin(¢yp)  cos(yp) 0 925
w=[w, | = |sin(f)cos(y) —sin(y) 0| |0
w, cos(6) 0 1) \y

4.4.2 Transformacao para quatérnios

Ao utilizarmos quatérnios para expressar as transformacoes, a notagao é mais simplifi-
cada. Pois basta tomarmos ) = p + ps = p1 + p2 + p3 + ps = Q3Q2Q)1, onde encontramos

o 1= —con (5)sin (8 o (£) —sin (5) s (3 ()

e py =sin (% sin (g — cos (%) sin (g
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4.4.3 Matriz Cayley

Por fim, comparando a matriz T4; com a matriz Cayley Cyq, vemos que x4 = Ty1X; =
Cuix;. E considerando Cy; = (¢;5) € R**3 obtemos

® 2(q1g3 + q2q4) = c13 = sin(1)) sin(6)

® 2(—q1qs + q2q3) = 23 = cos(1)) sin(0)
® —¢i — 5+ ¢3 +qi = ¢33 = cos(0)

® 2(q193 — q2qa) = c31 = sin(0) sin(¢)

° 2(q1Q4 + QQQ3) = C32 = — sm(@) sm(gb)

E utilizando estes resultados, temos

® g1 = sin (g) CoS (%)

Além disso,
o tan(y) = &

o tan(g) = 2

4.5 Angulos de aeronaves

Esta seccao teve como fonte principal o Lecture L29-3D Rigid Body Dynamics, de J.
Peraire e S. Widnall [12].

Diferentemente dos angulos classicos de Euler, as rotagoes em torno de aeronaves se
da em torno dos trés diferentes eixos. Isto é, primeiro rotacionamos em torno do eixo z1,
depois y, e x3. Utilizaremos as mesmas notagoes usadas anteriormente nos angulos de
Euler para descrever os novos sistemas referenciais e os vetores unitarios.

Tomemos entdo o mesmo sistema de referéncia inicial x; e uma rotagdo em torno do
eixo z1(Yaw), momento em que a aeronave realiza um movimento de guinada da ponta de
uma asa até a outra, criando assim o novo sistema de referéncia x; = To1x; = Q1x,Q)].
Temos entao esta transformacgdo nas formas de matriz e quatérnios respectivamente

cos (¢) sin(y) 0
Ty = | —sin(¢p) cos(¢) 0
0 0 1

()1 = cos <§> — ksin (;b)
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- o”(%, X, (North)

Y, (East)

Pitch ()

Yaw (y)

Z, (Down)

Em seguida, uma rotagao(arremesso) em torno de dngulo do eixo y»(Pitch), em que
movimenta o nariz da aeronave para cima ou para baixo, criando novamente um novo
sistema referencial x3 = TgoXs = Q2x2(),. Sua representagao na forma de matriz e
quatérnios sao respectivamente

cos(f) 0 —sin(0)
Tso = 0 1 0
sin(f) 0 cos(0)

Q2 = cos (Z) — jsin (Z)

Por fim, rotacionamos em torno do eixo x3(Roll), aplicando assim um movimento de
rolamento que vai do nariz da aeronave até a cauda, fazendo com que a aeronave gire suas
asas para cima ou para baixo, criando o ultimo sistema referencial x4, = Ty3x3 = Q3x3Q%.
As representacoes nas formas de matrizes e quatérnios sdo respectivamente

1 0 0
Tis=|0 cos(¢p) sin(o)
0 —sin(¢) cos(¢)

Concluimos entao que X4 = T43X3 = T43T32X2 = T43T32T21X1

4.5.1 Velocidade angular

Analogamente aos angulos de Euler, temos a seguinte expressao para a velocidade
angular

Wy 1 0 — sin ()
w=|w, | =0 cos(¢) cos(f)sin(¢)
W, 0 —sin(p) cos(0)cos(¢p)
4.5.2 Transformacao para quatérnios

Definindo @ = p + ps = p1 + p2 + p3 + ps = (3Q2()1, encontramos
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o = —sin (8) i (9) con (5) -5 (3) o (§ o ()
e = i (3) s () o (3) s (3) s (3) con (2
e = i (3) os (3) con (5) — s (3) i (2) s 3
o = sin (3) s (§) s (3) + o (3)co () o ()

4.5.3 Matriz Cayley

Por ultimo, comparando a matriz T4, com a matriz Cayley e considerando Cy; =
(c;;) € R¥3, obtemos

e 2(q1g3 + G2q4) = c13 = —sin ()

® 2(—q1qs + G2q3) = 23 = cos () sin (¢)
® —¢i — ¢ +q3+qi = c33 = cos (0)

® 2(q1q3 — q2q4) = c11 = cos (¥) cos (0)

® 2(q1qs + q2q3) = c12 = sin (¥) cos (0)

Além disso,

o tan(y) = 92

C11

o tan(g) = o

€33

e tan(f) = \/%
11 12
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Capitulo 5

Aplicacoes dos Octodnios

Todo este capitulo utiliza como fonte principal o The Octonions, de John C. Baez
[2]. Relembrando os conceitos basicos vistos na introducao, trataremos abaixo sobre as
principais correlagoes entre as dlgebras de divisao R, C, H e O. Nao s6 sao dependentes
umas das outras, como também sao ordenadas de forma sequencial, ou seja, a construcao
de uma depende da outra, sendo que a cada transformacao uma propriedade algébrica é
perdida.

5.1 Definicoes basicas

Como sabemos, os octdnios formam uma dlgebra de dimensao 8 com a base {1, 1, ey, €3
, €4, €5, €6, €7} de forma que sua multiplicagao é dada pela seguinte tabela

€1 =] €3 €4 €5 Eg er

—1| es || er || —ea|| es || —es| —es

—eq|| —1|| es || e1 || —esl| er || —es

—ey||—es|| =1 es || €2 || —ea| e1

ey || —e1|| —es|| —1| er | es |[—es

—eg| eg ||—ea|| —er|| 1| e1 || ea

es || —er| eq || —es|| —er| 1| e2

ey || eg || —er|| es || —ea|| —ea|| —1

EHEER B
=] -3 o - “ (] [
[

Com as seguintes propriedades :

Unidade imagindrias e} = e3 = ... = ¢2 = —1
Nao comutativos e;e; = —eje;, Ve; # e;
Ciclo de indices €€ = € — €j41€j4+1 = €k41
Dobro de indices e;e; = e, — eg;€9; = ey,

5.1.1 Plano de Fano

E a partir desta construgao, construimos o diagrama que ird representar as devidas
multiplicagoes, o plano de Fano, composto por sete linhas e e sete pontos. De forma
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que os pontos sao as unidades imaginarias e as linhas que ligam os pontos indicam
as multiplicacoes ciclicamente ordenadas, descrevendo assim a estrutura algébrica dos
octonios.

(i—‘y

Estes sete pontos também podem ser representados como os sete elementos menos a
identidade do grupo Zs® = Zy x Zy x Zy. Ou seja, todas as retas de Z,> que passam pela
origem. Porém, como cada reta contém elementos nao nulos, podemos pensar que o plano
de Fano consiste em todos os elementos nao nulos em Z,®. E definindo 1 € O como origem

de Zy3, obtemos

«
e
\If f/’\,\_l
\ij{]ﬁ\
(o |
N

/\/ o )

e, !

l\ 4

|/-_ . "’F;f
@\r

Para facilitarmos a visualizacao, temos 1 = (0,0,0),e; = (0,1,1),e5 = (1,1,0),e3 =
(1,0,0),es = (1,0,1),e5 = (0,1,0), e = (0,0,1), e7 = (1,1, 1).

Note que se retirarmos qualquer plano formado pela origem e por outros trés pontos
quaisquer, por exemplo, legeseq, entao este plano é isomorfo aos quatérnios, ja que a
multiplicacao em H funciona de modo similar

A aplicacao destes conceitos sao utilizadas principalmente no estudo de cociclos.

5.1.2 Algebras de divisdo

Antes de darmos sequéncia, definiremos mais alguns conceitos. Tomemos uma algebra
A com mapa bilinear de multiplicaggo m : A x A — A e elemento unitario 1 € A
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(ndo necessariamente 1 dos reais), de forma que m(1,a) = m(a,1) = a. Tal dlgebra
sera também um espaco vetorial. Definimos uma algebra de divisao A como sendo uma
algebra com a propriedade Va,b € A ;ab =0 — a = 0 ou b = 0. Além disso, uma
dlgebra qualquer A tem inverso multiplicativo se Va € A, existe inverso a=* € A, tal que,
aa~' = a~'a = 1. Uma algebra associativa tem inverso multiplicativo se, e somente se,
¢ uma algebra de divisdao. Um exemplo de algebra de divisao sem inverso multiplicativo
sao os quatérnios, mas com uma propriedade adicional: i = —1 + €j, mas com o resto da
multiplicacao inalteravel. Vemos neste exemplo que seu inverso a direita e a esquerda sao

respectivamente:

—i+ €k —1 — €k
1+e’ 1+ €2
Ou seja, os inversos multiplicativos de i sdo diferentes.
Definimos entao o associador para todo a,b,c € A e o comutador para todo x,y € A
como sendo, respectivamente:

la, b, c] = (ab)c — a(bc), la,b] = ab— ba

Dizemos entdao que uma algebra é alternativa se é associativa dois a dois, ou seja,

la,a,b] = [a,b,b] =0

E uma algebra é comutativa se sua multiplicacdo comuta, ou seja,

[a,b] =0

5.2 Construcao Cayley-Dickson

Ao estudarmos octénios devemos ter um certo conhecimento sobre outras dlgebras
como os reais, complexos e quatérnios. Isto porque estas dlgebras seguem uma determinada
sequéncia, ja que uma tem alguma propriedade que outra nao tem. Comutatividade e
associatividade estao presentes nos complexos enquanto que quatérnios perdem a comuta-
tividade e octonios perdem alem da comutatividade a associatividade. Para visualizarmos
de forma sequencial estes fatos, usaremos a construgao de Cayley-Dickson.

Um complexo a + bi pode ser representado como um par de nimeros reais (a, b), de
forma que ser produto é definido como (a,b)(c,d) = (ac — db,ad + cb) com conjugado
(a,b)* = (a,—b). Seguindo o mesmo processo, um quatérnio pode ser representado como
um par de nimeros complexos (a,b), com produto (a,b)(c,d) = (ac — db*,a*d + cb) e
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conjugado (a,b)* = (a*, —b). O mesmo acontece aos octonios, onde cada elemento desta
algebra pode ser considerado como um par de nimeros quatérnios. Esta ¢ a construcao de
Cayley-Dickson.

Todas as quatro algebras tem inverso multiplicativo. Para R é trivial e o restante basta
analisarmos que

(a,b)(a,b)" = (a,b)(a”, =b) = (aa™ — (=b)b*,a*(—b) + a*b) = (aa™ + bb*,0) = k(1,0)

Ou seja, dado um elemento qualquer (a, b) destas algebras, seu inverso é dado por M,

onde k € R . *

Caso continudssemos a construgao, as proximas algebras nao seriam tao interessantes
para nossos estudos, ja que a propriedade de algebra de divisao se perde dos octonios para
os sedenioes(dimensao 16).

5.2.1 Algebras normadas

Para vermos como isto acontece, precisamos definir algumas algebras: dizemos que A
é x-algebra se a operacao de conjugacao * : A — A é bem definida em A, de modo que
dados a,b € A, temos

ok

a” =a
(ab)* =b*a”
Caso a* = a, dizemos que a algebra é real, ou seja, R é uma &lgebra real. Caso
a+a € Reaad® = a*a > 0, dizemos que a x-algebra é bem normada com norma
2 . . . . _ *
lla||” = aa* e inverso multiplicativo a=! = HZHQ

5.2.2 Proposicoes

Usando uma x-algebra A, pela construgao de Cayley-Dickson obtemos uma nova
x-algebra A’. Supondo que A’ seja equipada com a multiplicagdo e conjugagao visto
anteriormente, obtemos os seguintes resultados

Proposicao 1. A’ nunca é uma dlgebra real.

Pois se supormos que A’ é real, entao dado (a,b) € A, temos que (a,b) = (a,b)* =
(a*,—b). Implicando que a = a* mas b = 0. Ou seja, todo elemento de A’ seria escrito
como (a,0), o que é uma contradicao.

Proposicao 2. A € real <= A’ é comutativa.

Se A é real, entao dados (a,b), (¢,d) € A" obtemos (a,b)(c,d) = (ac — db*,a*d + cb) =
(ac — db, ad + cb) = (ca — bd, da + bc) = (ca — bd*, d*a + bc) = (¢, d)(a, b).

Proposicao 3. A comutativa e associativa <= A’ é associativa e bem normada.

Seja (a,b), (¢,d), (e, f) € A, entdo [(a,b)(c,d)|(e, f) = [(ac — db*,a*d + cb)](e, ) =
((ac — db*)e — f(a*d + cb), (ac — db*)*f + e(a*d + ¢b)) = ((ac)e — (db*)e — f(d*a) —
fo*c*), (cta*) f — (bd* f +e(a*d) 4+ e(ch)) = ((ce — fd*) — (¢* f + ed)b*, a*(c* f + ed) + (ce —
fd*)b) = (a,b)(c, d) (e, f)]



34

Proposicao 4. A associativa e bem normada <= A’ alternativa e bem normada.
A prova é analoga a proposi¢ao anterior.
Proposicao 5. A bem normada <= A’ bem normada.

Tomando dois elementos de A, temos (a, b) + (a,b)* = (a,b) + (a*, —b) = (a—I—a 0) que
?feaiy e (a.0)(a,b)" = (a,b)(a*, ~b) = (aa" — (~b)b*,a*(~b) + a*(~5)) = (|lal " + [Io],0)

Concluimos entao que R é uma *-algebra real, comutativa, associativa e bem normada.
Usando a segunda proposi¢do obtemos C como uma x-algebra comutativa, associativa
e bem normada. Pela terceira proposicao, temos H sendo uma x-algebra associativa e
bem normada. E seguindo o préximo passo e usando a quarta proposicao obtemos Q,
restando apenas a propriedade de x-algebra bem normada. A ultima proposicao implica
que todos as proximas construcoes de Cayley-Dickson resultardao apenas em x-algebras
bem normadas.
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