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Resumo

Essa monografia consiste em um material de estudos sobre sequéncias numéricas que pode
ser utilizado na confeccao de um material didético direcionado a disciplina de Fundamentos de
Anélise. Esse trabalho apresenta uma sequéncia numérica como uma funcao, expoe alguns tipos
de sequencias, define sequéncias convergentes e divergentes, exibe o critério de convergéncia de
Cauchy além de apresentar diversos resultados importantes da analise. Ao final colocamos a

representacao geométrica das sequéncias de Fibonacci e Padovam.
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Capitulo 1

Introducao

Nas diversas disciplinas do curso de Matematica da UFPR, percebi que os docentes raramente
encontravam uma bibliografia ou material didatico que abrangesse todos os assuntos propostos na
ementa, que nos apresenta os assuntos abordados na disciplina, de forma adequada para um curso
de Licenciatura, com isso veio a ideia da construcao de um material didatico para a disciplina de
Fundamentos de Anélise.

Esse trabalho é um primeiro estudo de um dos assuntos constantes na ementa dessa disci-
plina: sequéncias numéricas. Iniciamos esse estudo com a ideia intuitiva de sequéncias (da forma
que é usada no dia-a-dia), passamos pela definicio matemética (como uma fungdo com dominio
nos naturais) e introduzimos os principais tipos de sequéncias, fornecendo exemplos para melhor
compreensao do assunto. A seguir passamos para a construcao da ideia de limite, a partir de um
exemplo intuitivo, motivando a introducgao da definicao usual com ng e €.

Um dos diferenciais deste trabalho é que em varias demonstracoes de teoremas fornecemos
uma ideia da prova antes de apresentar a demonstracao rigorosa. Esse encaminhamento didatico
tem a pretensao de auxiliar o leitor a compreender o processo de construcao de uma prova rigorosa
e ajuda-lo a construir suas proprias demonstragoes.

Ao final do trabalho apresentamos um capitulo descrevendo as sequéncias de Fibonacci e a
Padovan e construgoes geométricas associadas a essas sequéncias. Este material foi criado para

ser visto como uma forma diferente de se aprender sequéncias.



Capitulo 2

Apresentacao

No dia a dia, é comum usarmos o termo “sequéncia’ para expressar qualquer lista de niimeros
ou eventos em uma determinada ordem, como por exemplo: a sequéncia de alunos na chamada da
sala de aula, a sequéncia de um filme, a sequéncia dos nimeros sorteados na mega sena e assim
por diante.

Na matematica a expressao sequéncia refere-se sempre a uma lista infinita de termos, funcgoes,
matrizes ou numeros que aparecem em certa ordem, por exemplo: a sequéncia dos nimeros
pares, a sequéncia do niimeros primos e a sequéncia dos termos de uma progressao aritmética ou
geométrica.

Ja na antiguidade, algumas propriedades das sequéncias numéricas despertaram a curiosi-
dade dos matematicos gregos: as sequéncias de numeros triangulares e dos quadrados perfeitos
sao dois exemplos que aparecem nos Elementos de Euclides.

Na historia moderna da matemadtica as propriedades das sequéncias convergentes foram
fundamentais nas demonstracoes de grandes teoremas da andlise mateméatica, como por exemplo
o teorema de Bolzano- Weierstrass.

Neste capitulo vamos introduzir rigorosamente o conceito de sequéncia e convergéncia e

estudar suas principais propriedades.

2.1 Definicao e primeiras propriedades



Chamaremos de sequéncia numérica a qualquer fungao definida no conjunto dos nimeros

naturais N = {1,2 3, ...} que assume valores no conjunto dos nimeros reais R, ou seja:
f N—=R.

Dessa forma, a cada n € N, associamos um numero f(n) € R, o qual denotaremos simples-

mente por x,, ou seja,
r = f(l), To = f(2)7, Ty = f(n),

Costuma-se denotar a sequéncia apenas indicando-se seus termos, ou seja,

(T1, @0, T3y, Tpy o 2).

Também é comum denotar uma sequéncia indicando apenas seu termo geral x,,, ou escrevendo
apenas (T )nen ou (z,).

Por exemplo:

1. (1,2,3,4,...,n,...) é a sequéncia dos nimeros naturais, cujo termo geral é x, = n, com
n € N;

2. (1,4,9,16...,n% ...) é a sequéncia dos quadrados perfeitos, ou seja, x,, = n?, com n € N;

3. (1,3,5,4,---»,...) ¢ asequéncia dos inversos dos nimeros naturais, isto é, z, = 1/n, com
n € N.

Outros exemplos interessantes de sequéncias sao os seguintes:

1. a sequéncia constante (3,3,3,...) cujo termo geral é x, = 3, com n € N, de forma geral

Ty =c,c€eR;

2. a sequéncia dos multiplos de quatro (4,8,12,16,24,...) cujo termo geral é x,, = 4n, com

n € N;
3. a sequéncia dos nimeros primos (2,3,5,7,11,...) que ndo possui uma lei de formagao;

4. asequéncia (1,0,1,0,1,0,...) que possui mais de uma lei de formagao, por exemplo: x, = 1,

se n é fmpar e x,, = 0, se n é par, ou ainda, z,, = |sen(nn/2)|, para n natural.



2.1.1 Subsequéncias

Vamos imaginar agora uma fabrica de automéveis na qual a producao de automoveis nunca
pare e que nunca feche as portas. Nessa fabrica a maioria dos carros fabricados é colocada a venda,
porém uma parte é destinada ao servigo publico e uma pequena porcentagem ¢ voltada a testes de
qualidade. Como nem todos os carros sao colocados a venda, pode ser interessante renumerar os
carros que sao colocados a disposicao dos consumidores, ou enumerar os carros que forem enviados
ao laboratorio de controle de qualidade ou ao servico publico. Nesse exemplo, da sequéncia de
carros fabricados, pode ser importante considerar subsequéncias especificas, por exemplo, dentre
os carros fabricados, aqueles que foram destinados ao servigo ptblico.

Os termos retirados de uma sequéncia constituem uma nova sequéncia, diferente da original,

mas que ainda esta relacionada com ela. Essa nova sequéncia é chamada de subsequéncia.

Definigao 2.1 Dada uma sequéncia x : N — R, chamamos de subsequéncia de (x,) a qualquer
restri¢ao da funcao x a um subconjunto infinito:

N ={n; <ng <..<mnp<..} deN.

Quando a sequéncia é denotada por (xy, za, ...7,, ...) ou (x,), com n € N, costuma-se denotar
uma subsequéncia por (T, Tny, .- Tny ;s -..) OU (T, ), com k € N, preservando o “n” para deixar claro
que essa subsequéncia provém de (z,,). Quando for necessério deixar claro o subconjunto N'; pode-
se usar a notacao (Z,)nen-

Por exemplo, na sequéncia dos nimeros naturais (1,2, 3,...,n,...), ouseja, x, = n, podemos

considerar as seguintes subsequéncias:

1. (2,4,6,8,10,12,...,2k,...) dos numeros pares. Neste caso a notacdo indicada é x,, =
2k, k € N;

2. (1,4,9,16,25,...,k* ...) dos ntimeros quadrados, para a qual usaremos a notagao Tp, =
k* k € N;

3. (2,3,5,7,11,13,...) dos numeros primos, que nao possui um termo geral. Mesmo assim

podemos usar a notagao (zp, ).



2.2 Tipos Especiais de Sequéncias

Na matematica existem sequéncias que possuem caracteristicas que as diferenciam das de-
mais e merecem destaque em nosso estudo. Os tipos de sequéncia que iremos analisar vao nos
ajudar, por exemplo, no calculo de limites, situagao em que tais caracteristicas podem vir a sim-
plificar seu calculo e nos dar mais ferramentas para o desenvolvimento da teoria. Nessa segao

consideraremos as sequencias limitadas, monotonas e recorrentes.

2.2.1 Sequéncias Limitadas

Na lingua portuguesa a expressao lzmitado significa algo ‘restrito, que nao pode transgredir’.
Na matematica, falar que uma sequéncia é limitada significa dizer que todos os seus termos
pertencem a um intervalo fechado [a, b], ou seja, seus termos estao restritos a esse intervalo.

Por exemplo, a sequéncia constante (2,2,2,2,...) é limitada, pois todos os termos sdo iguais
a 2 e portanto pertencem a qualquer intervalo que contenha o nimero 2, por exemplo, [0, 3].
Generalizando esse argumento vemos que toda sequéncia constante é limitada.
111 1

= ...), todos os termos satisfazem a desigualdade 0 < % < 1,

Na sequeéncia (1,35,3,7,--, 7,

logo essa sequéncia estd contida no intervalo [0, 1], e portanto é limitada.

Definigao 2.2 Diremos que uma sequéncia (z,) é limitada quando existirem a,b € R tais que:
a <z, <bVneN.

Quando uma sequéncia (x,) nao for limitada diremos que ela é ilimitada.

Observe que, afirmar que um sequéncia nao ¢é limitada significa que para quaisquer A, B € R
dados, existira um n € N tal que z,, < A ou z,, > B.

Por exemplo, a sequéncia (1,4,9,16...,n? ...) dos quadrados perfeitos nao ¢ limitada pois,
para qualquer B positivo dado, é possivel encontrar um n natural tal que n? > B, para isso basta
tomar n > v/B.

Nesse exemplo a sequéncia nao ¢ limitada, porém todos os seus termos sao positivos, ou seja,
x, = 0, para todo n, nesse caso dizemos que a sequéncia € limitada inferiormente e nao ¢é limitada

superiormente. A definicao precisa é a seguinte:



Definigao 2.3 A sequéncia (z,,) é limitada superiormente se existe B € R tal que x,, < B,Vn € N.

Analogamente (z,) é limitada inferiormente se existe a € R tal que A < x,,,Vn € N.

Note que, quando uma sequéncia é limitada superiormente, o conjunto de seus termos possui
supremo. Caso a sequéncia seja limitada inferiormente, o conjunto de seus termos tera infimo;

lembrando que supremo é a menor das cotas superiores e infimo é a maior das cotas inferiores.

Observacao: Toda subsequéncia de uma sequéncia limitada é limitada, entretanto, uma sequéncia

ilimitada pode possuir subsequéncias limitadas. Por exemplo, a sequéncia
(1,-2,1,3,1,—4,1,5,1,-6,1,7,...)

nao é limitada inferiormente nem superiormente, entretanto a subsequéncia dos termos impares

ZTon_1 = 1 é constante, e portanto limitada.

O préximo resultado nos fornece uma forma equivalente de definir sequéncia limitada, a qual

serd util para os enunciados e demonstracoes que apresentaremos nesse trabalho.

Proposicao 2.1 A sequéncia (x,,) € limitada se e somente se existe k > 0 tal que |z,| < k,Vn €

N.

Demonstragao: Como (x,) é limitada, por defini¢ao existem a,b € R tais que a < x,, < b, Vn €
N.

A ideia é encontrar um k > 0 tal que [a,b] C [—k, k|, pois nesse caso teremos —k < z,, < k,
o que é equivalente a dizer que |z,| < k,Vn € N.

Para que isso ocorra, basta tomar k = max{|al, |b|}, pois assim teremos —k < a e b < k.

Para provar a volta, basta tomar a = —k e b = k. [ ]

2.2.2 Sequéncias Mond6tonas

Na matematica é comum nos depararmos com sequéncias nas quais os elementos aparecem
em ordem crescente ou decrescente, por exemplo, a sequéncia dos niimeros naturais e a sequéncia
x, = 1/n, com n natural. Na matemadtica, esse comportamento é normalmente chamado de

mondtono.



Definicao 2.4 Diremos que a sequéncia (x,,) é:
1. crescente se x, < x,11,Vn € N, ou seja,

T <Xy <3< ...<Tp < Tpg1 < ...

2. decrescente se x, > z,11,Vn € N, ou seja,

T1>T9g>T3>...> 0Ty > Tpg1 > -

3. nao crescente se x,, > T,11,vn € N, ou seja,

12X 20T32...20T, 2 Tpy1 = ...

4. nao decrescente se x, < x,.1,Vn € N, ou seja,

T ST K23 < ... STy S Tpy1 S -

Quando uma sequéncia atender a qualquer uma das definicoes acima diremos que ela é uma

sequéncia mondtona.

Vamos analisar alguns exemplos:

n

1.z, = , com n natural, é crescente, pois

n+1

n <n+1
n-+1 n-+ 2

nn+2)<(n+1)>= = Ty < Tppi

2. A sequéncia (0,1,0,2,0,3,0,4,0,5,...) nao é mondtona, porém a subsequéncia dos termos

pares € crescente e a subsequéncia dos termos impares é constante.

Note que toda sequéncia constante é nao crescente e nao decrescente.



2.2.3 Sequéncias Recorrentes

Observe os termos da sequéncia abaixo:

ry =

V2
Ty = \/2+\/§, ou seja, To = v/2 + 11

T3 = \/24—\/2—{—\/5, ou seja, r3 = v/2 + o

Tn = v/ 2+ xp
Tpn+1 = V 2+,

Note que o segundo termo depende do primeiro, o terceiro termo depende do segundo e assim

sucessivamente. Sequéncias como essa sao denominadas sequéncias recorrentes.

Definicao 2.5 Dizemos que uma sequéncia € recorrente quando seus termos, a partir de certo

indice, sao determinados em funcao de um ou mais termos anteriores.

Em geral, os primeiros termos de uma sequéncia recorrente sao fixados arbitrariamente. Por
exemplo, na sequéncia acima o primeiro termo foi fixado e todos os demais foram definidos em

funcao desse primeiro, gerando a seguinte lei de formacao

Ty = \/§
Tp+1 = \/2+xn

Para um segundo exemplo, tomemos

r1 = 1
1
$n+1 1+J]
Neste caso teremos
1 1 1 1
Ty =1, To=-7"—7, T3=_—7, T4= )
1+1 1+ 5 14 11

14—
+1—1—1

Perceba que novamente cada termo dessa sequéncia depende do anterior logo é uma sequéncia

recorrente, além disso, fazendo n crescer arbitrariamente nos aproximamos da seguinte “fragao



continua”.

1+

1+

1
1+

1+...
que possui aplicacoes interessantes em teoria de niimeros e anélise.




Capitulo 3

Limite de Sequéncias

O conceito de limite é normalmente utilizado para descrever o comportamento de uma fungao
a medida que a variavel independente se aproxima de algum valor pré-fixado. Por exemplo, os
conceitos de derivada e continuidade de funcao, estudados no calculo, sao baseados na ideia de
limite.

Nesse capitulo estudaremos o conceito de limite para as sequéncias numeéricas e alguns teore-
mas importantes da analise matemaética. Para isso, vamos introduzir a ideia de limite de sequéncia
analisando um exemplo bastante simples, a partir do qual iremos generalizar o conceito de limite

para qualquer sequéncia numérica.

3.1 Ideia Intuitiva de Limite

Vamos construir o conceito de limite intuitivamente a partir de um exemplo. O primeiro passo é

analisar a seguinte frase:

1
“— tende a 0 quando n tende ao infinito”
n

Isso significa que % se aproxima de 0 conforme n cresce e fica suficientemente grande. Para
analisarmos melhor esse fenomeno, observe que, dado o inteiro positivo 1, podemos encontrar

outro inteiro, que denotaremos por ng, com a seguinte propriedade:
1 -1
n>ng=— <10
n

De fato, tomando ng = 10, por exemplo, temos que

16



21
se n > ng, entdao — < — = 1071
n Un

Em outras palavras, se n é um inteiro maior que ng = 10, entao a distancia do nimero — ao
n

nimero 0 é menor do que 107}, ou seja,
-1 1
se n > ng entao |— — 0| < 107"
n

Analogamente, dado o inteiro 2, também podemos encontrar um inteiro positivo, que para

simplificarmos a notagao, também chamaremos de ng, com a seguinte propriedade:
-1 g
se n > ng, entdo |— — 0] < 10
n

Para isso, basta escolher ng = 100 ou algum inteiro maior do que 100.
Mais geralmente, dado um inteiro positivo k, podemos encontrar um inteiro positivo deno-

tado por ng, para o qual a seguinte propriedade é valida:
1 k
Se n > ng, entao |— — 0| < 10
n

Para isso, dado um k inteiro positivo, basta escolhermos ng = 10¥, e podemos concluir que
11/n — 0] < 107%,Vn > ny.
Generalizando esse raciocinio para uma sequéncia (x,) qualquer, temos a seguinte proprie-

dade

Propriedade 3.1 (ideia intuitiva de limite) A sequéncia (z,) tende ao nimero a se, dado um
inteiro positivo k£, podemos encontrar um indice ng tal que, se n é um indice maior que ng, entao

a distancia do nimero x,, ao nimero a é menor do que 107, ou seja,

Vk € N,dng € Nyn > ng = |z, —al < 107%.

3.2 Definicao de limite

Apresentamos agora a defini¢ao rigorosa de limite de sequéncias.

Definicao 3.1 Uma sequéncia (z,) converge para um numero real a se, para qualquer nimero

real € > 0, existir um numero natural ng, tal que:

|z, —al <e&,Vn > ng



A notacao usual é lim,,_,. x, = a, ou simplesmente limz, = a, pois a varidavel n é um
nimero natural, e s6 faz sentido fazer n — oc.

Em linguagem matemaética:
limz, =a< Ve >0,3ng €N, tal que n >ng = |x, —a| <e

Observe que essa definicao é equivalente a ideia intuitiva de limite que enunciamos na pro-

posicao 3.1, ou seja:

1. Propriedade 3.1 = Definicao 3.1:
Dado ¢ > 0, arbitrario, escolha k € N, tal que 107% < . Como |z,,—a| < 107% < ¢ conclui-se
que |z, —a| <e¢
2. Definicao 3.1 = Propriedade 3.1:
Basta tomarmos £ = 107* na definicdo.
Observagao 3.1 Note que a afirmagao |z, — a| < € é equivalente a dizer que z, € (a —¢,a+¢),
pois
T, €(a—c,ate)a—ec<zr,<ates —<e<z,—a<ee |r,—al<e

Logo a defini¢ao de limite pode ser interpretada da seguinte forma:

limz, = a se, para cada € > 0 dado, apenas um ntmero finito de termos da sequéncia

(x,,) estd fora do intervalo (a — e,a + ¢).

De fato, se lim x,, = a, existe um ng natural tal que x,, € (a —&,a + ¢), para todo n > ng, e

os Unicos termos da sequéncia que podem estar fora desse intervalo sao x1,xa, ..., Tpo—1, Tn,-

As sequéncias que possuem limites sao denominadas de convergentes e as que nao tem limite
sao denominadas divergentes. Também é costume usar a notagao x, — a para indicar que a é o

limite de ().

3.3 Teoremas envolvendo limites



Nessa se¢ao vamos enunciar e provar alguns dos principais teoremas sobre limites de sequéncias.
Como um dos objetivos desse material é ajudar os estudantes a compreender o processo de de-
monstracao de um resultado, nossas demonstracoes poderao conter instrugoes de como localizar
hipdteses e teses no enunciado, ideias para a demonstracao e demonstracoes completas. Além
disso, em alguns resultados daremos apenas as ideias, com o intuito de motivar os estudantes a

construirem suas proprias demonstragoes.
Teorema 3.1 (Unicidade do limite) O limite de uma sequéncia, quando existe, € unico.

O primeiro passo em uma demonstracao ¢ sempre identificar a hipotese (o que sabemos) e
a tese (o que queremos provar). Nesse caso, para interpretar o resultado, precisamos introduzir
notagoes. Chamaremos de (z,,) a sequéncia convergente e a = limx,,. Dizer que o limite ¢ unico
pode ser interpretado assim: se ocorrer limx,, = a e limz,, = b, entao a = b. Portanto:

Hipotese: limx,, = a e limz, = b;

Tese: a=Db

Note que a hipdtese acima nao nos diz muita coisa. A dica é sempre escrever as defini¢oes
contidas na hipdtese, pois isso pode ajudar a tracar uma estratégia para a demonstracao. Nesse
caso teremos:

Hipéteses: Dado € > 0, existem n,, n, € N tais que:
(n > Ng = Ty € (a—&ya—ke)) e <n>nb =z, € (b—g,b+&?)>

Observe que, para valores grandes de n, z, deve estar ao mesmo tempo dentro de dois
intervalos: (@ —e,a+¢) e (b —¢,b+ ¢), logo se esses intervalos forem disjuntos, teremos uma
contradigao. Como a defini¢ao de limite vale para qualquer € > 0, basta tomar € = |b — a|/2 para
obter essa contradicao.

Agora que temos uma estratégia para a demonstracao, facamos sua redacao completa.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que a # b. Como limz, = a e limz, = b, dado
€ = w, existem ng,,n, € N, tais que (n > ng, = T, € (a—é‘,a+€)) e (n >ny = T, €
(b—e,b+¢)). Tomando ng = max{n,, ny} teremos n >ng =z, € (a —e,a+e)N(b—e,b+e).
Como (a —e,a+¢)N(b—¢e,b+¢) = &, temos uma contradicao. u

Um resultado bastante razoavel é que toda subsequéncia de uma sequéncia é convergente

seja convergente e tenha o mesmo limite, esse é nosso proximo resultado:



Teorema 3.2 Se limz,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) € convergente e converge para o

mesmo limite a.

Hipoteses:

(1) limz,, = a, ou seja, Ve > 0,3ng € N, tal que n > ng = |z, —a| <¢; e

(ii) (2n,) €é subsequéncia de (z,).

Tese: limx,; = a

Observe que |z, — a| < € sempre que o indice n > ny e que os indices da subsequéncia
formam um subconjunto infinito N’ = (ny,ne, ..., nj,...) de N, logo existe n;, > ng. Portanto,

|zn, — a| < &, sempre que n; > nj,.

Demonstracao: Como limz, = a, dado £ > 0, existe ng € N, tal que n > ny = |z, —a| < e.
Seja (xn,)jen uma subsequéncia de (2 )nen, tomando nj, > ng teremos, para todo j com j > jo,

que n; > nj, > ngy e portanto |mnj —a| < &, 0 que mostra que lim;_,o Tp,; = Q. [ |

Observacao 3.2 Em vista do resultado acima, para provar que uma sequéncia nao converge,

basta encontrar duas subsequéncias convergindo para limites diferentes.
Por exemplo, a sequéncia z,, = cos(nm/2) é divergente, pois
limzy, = limcos(2nm) =1 e limxg, 1 = limcos((2n + 1)7/2) = 0.

A seguir apresentaremos resultados para sequéncias limitadas e sequéncias mondtonas que

serao uteis para o calculo de limites.
Teorema 3.3 Toda sequéncia convergente é limitada.

Hipétese: (z,,) é convergente, ou seja, existe limx,, = a, e portanto
Ve > 0,dnp € N, tal que n > ng =z, € (a —e,a + ¢).

Tese: (z,) ¢é limitada, ou seja, 3A, B € R tais que A < z, < B, ¥n € N.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia convergente com limite a. Como a definigdo de limite

vale para qualquer € > 0, tomando € = 1, existird ng € N, tal que n > ng =z, € (a — 1,a+1).



Note que os tinicos termos que podem estar fora do intervalo (a—1, a+1) sdo x1, z2, T3, ...Tpy—1,

logo se tomarmos
A =min{zy,x9, ..., Tpy—1,a — 1} e B = max{zy,xs, ..., Tp,—1,a + 1}

teremos todos os termos dessa sequéncia pertencentes ao intervalo [A, B], e portanto a sequéncia

¢ limitada. m

Teorema 3.4 Selimx, =L e A < L < B entao, a partir de um certo indice, teremos A < x, <

B.

A prova desse resultado consiste em organizar as ideias abaixo em um texto com uma argu-

mentacao légica convincente.
1. limz,=L=¢e¢>0,Ing e N, talquen>ngo=L—ec <z, < L+c¢

2. Tomando ¢ < min{L — A, B—L} tem-see < L—-—A= A< L—¢ etambém ¢ < B—L=

L—e<B
3. Del. e2 acima, A< L—e¢<zx,<L+e<B, para todo n > ng.
Teorema 3.5 Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstracao: Para provarmos esse teorema devemos analisar os quatro casos de monoto-
nicidade: sequéncia monodtona crescente, decrescente, nao-crescente e nao-decrescente. Vamos
comecar analisando o caso em que (z,) é uma sequéncia crescente, os demais casos serao muito
parecidos.

Como (z,) é uma sequéncia limitada, existem nimeros reais A e B, tais que A < z,, <
B, ¥n € N, em particular, o conjunto {z,,n € N} é limitado superiormente, logo tem supremo.

Seja S = sup{z,,n € N}. Pela definicdo de supremo, dado qualquer ¢ > 0, existe z,, €
{zn,n € N} tal que:

S—e<x,, <S8

Como a sequéncia é crescente, entao S — e < x,, < x, < S, para todo n > ng, e portanto
x, € (S —¢e,5+¢),Vn > ng. Daqui segue que limx,, = S, ou seja, a sequéncia é convergente.
A prova para o caso nao-decrescente é praticamente a mesma que fizemos acima, bastando

trocar a desigualdade z,,, < z,, por z,, < z,. Ja nos casos decrescente e nao crescente, a prova é



completamente andloga a que fizemos, tomando o cuidado de observar que a sequéncia (x,,) serd

limitada inferiormente e devemos usar o infimo do conjunto. [ ]

3.4 Propriedades Aritméticas dos limites

Quando estudamos céalculo, aprendemos as propriedades aritméticas dos limite de funcoes,
como por exemplo: limites da soma € igual a somas dos limites, quando ambos existem. E natural
que tais resultados também valham para sequéncias, pois essas podem ser vistam como funcgoes
com dominio no conjunto dos nimeros naturais. Porém, como a definicao de limite de sequéncias
¢é bastante particular, vamos enunciar corretamente e demonstrar tais resultados com base em

nossas definicoes.

Teorema 3.6 Se limz, = a e limy, = b, entio lim(z, + y,) = a + b, ou seja, o limite da soma

¢ igual a soma dos limites.

Demonstracao: Como x, — a e y, — b, dado € > 0 arbitrario, existem ny,ny, € N tais que
n>n = |r,—al <e/2en>ny =y, — bl <e/2. Logo

£

225.

€
|(@n +yn) = (@+b)| = (20 —a) + (yu = O)| < fwn —a +]yn — ] < 5 +

Observe a primeira desigualdade acima é consequéncia da desigualdade triangular, logo é
valida para todo n natural. Porém a segunda desigualdade s6 é verdadeira quando n for simulta-
neamente maior que n; e ngy, ou seja, quando n > ng, sendo ny = max{n;,ny}. Logo, dado € > 0

qualquer, tomamos o ny natural acima e teremos |(x,, + yn) — (a + b)| < € sempre que n > ny. ®
Teorema 3.7 Selimz, =a e k € R entdo lim(kzx,) = ka.

O passo fundamental dessa prova consiste em entender porque a desigualdade |kx,, — ka| =
|k| |z, —a| < |k|e, para n grande, implica que (kz,,) converge para ka, ou equivalentemente, porque
a definigao de x,, — a pode ser reescrita da seguinte forma: Ve > 0,3ny € N;n > ng = |z, —a| <

e/|k|. Compreendido isso, a prova torna-se simples e fica a cargo do leitor.

Corolario 3.1 Se limx, = a e limy, = b, entdo lim(z, —y,) = a — b.



Basta observar que x,, — y, = x, + (—y,) e usar os dois teoremas acima.
Teorema 3.8 Selimx, =0 e (y,) € limitada entao lim(z,y,) = 0.

Hipétese: (y,) é limitada < existe K > 0 tal que |y,| < K,Vn; e
x, — 0 & Ve > 0,3ng € N tal que: n > ng = |z, — 0] <e;

Tese: x,y, — 0, Ve > 0,3ng € N tal que: n > ng = |z,y, — 0| < .

Note que multiplicando as desigualdades |y,| < K e |z,| < € que aparecem na hipétese, obtemos
|znyn| < Ke, que é praticamente o que precisamos, exceto pelo K que aparece multiplicando.
Para evitar isso, basta exigir na hipdtese acima que |z, — 0| < ¢/K, para todo n > ng. Isso é
permitido porque ja sabemos que limx,, = 0, ou seja, a definicao de limite vale para qualquer
e > 0 dado, inclusive para €/ K. Agora basta organizar essas ideias na forma de demonstracao, o

que deixamos para o leitor.
Teorema 3.9 Se limz, = a e limy, = b, entao lim(z, - y,) = a - b.

Demonstracao: Em vez de dar uma demonstragao classica desse teorema, vamos usar a forca

dos teoremas ja provados. Primeiramente observe que:
TpYn — ab = Ty, + (—x,b + 2,0) — ab = x,(y, — b) + b(z, — a).

Note que lim(y,, — b) = 0 e lim(x,, — a) = 0, além disso (z,) é limitada, pois toda sequéncia

convergente é limitada. Logo, pelo teorema 3.8 temos
limz,(y, —b) =0 e que limb(z, —a)=0

Portanto lim(x,y, —ab) = lim z,,(y, —b)+1lim b(z, —a) = 0, o que implica em lim x,,y,, = ab.

|
Teorema 3.10 Se limx,, =a e limy, = b,b # 0, entdo lim In _ 9
Yn
Demonstragao: Primeiramente notemos que:
Tn a  x,b—ay, 1
Yo b Ynb ( / )ynb (3.1)



como lim(z,b — y,a) = blimx, — alimy, = 0, basta provarmos que a sequéncia ((y,0)™")nen é
limitada e usar o teorema 3.8 na expressao (3.1) para concluir a demonstragao.

Mas lim by, = b2, logo tomando ¢ = b?/2 na definicao de limite, existe ny € N, tal que
n > ny = by, € (b* — %,IP + %) Em particular, by, > b*/2, sempre que n > ng, ou seja,

0< by% < b%, Vn > ng. Daqui segue que a sequéncia ((y,b)™!),en é limitada. [

3.5 Teorema de Bolzano-Weierstrass

Esse teorema leva o nome de dois grandes mateméticos do século XIX: Bernhard Bolzano (1781 —
1848), filésofo, tedlogo e matematico que deu importantes contribuigdes a teoria de conjuntos e ao
célculo infinitesimal; e Karl Weierstrass (1815 — 1887), considerado o pai da anélise matemética
moderna e um dos principais responsaveis pela fundamentacao tedrica do Calculo.

No ano de 1834, em sua obra sobre teoria das funcgoes, Bolzano publicou um lema que
estabelecia a existéncia do supremo para um conjunto especifico de ntimeros reais, que mais
tarde ficou conhecido como Teorema de Bolzano-Weierstrass, um dos teoremas mais importantes
da analise. Nessa secao vamos apresentar duas demonstracoes diferentes desse resultado e ver

algumas consequéncias. Primeiro vamos ao enunciado.

Teorema 3.11 (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada possui

subsequéncia convergente.

Apresentamos abaixo duas demonstragoes desse teorema, pois ambas envolvem técnicas bas-

tante usadas em analise. A primeira usa o método das bissecoes e a segunda o axioma do supremo.

3.5.1 Demonstracao 1: Método das Bissecoes

Dada uma sequéncia limitada qualquer (x,,), precisamos construir uma subsequéncia (z,, )x
de (z,), convergente. O maneira mais intuitiva para fazer isso é através do método da bissecao
de intervalos. A ideia é a seguinte:

Como (z,,) é uma sequéncia limitada, existem nimeros reais a e b tais que

a <, <b VneN.



Dividindo o intervalo [a, b] em seu ponto médio, obtemos dois subintervalos [a, “t2] e [t b].
Observe que pelo menos um desses subintervalos possui infinitos pontos da sequéncia.

Vamos escolher um subintervalos de [a, b] que contenha infinitos pontos da sequéncia e chama-
lo de I e a seguir escolher um termo z, da sequéncia em [;, o qual passaremos a denotar x,,.
Observe também que o comprimento de I; é (b —a)/2.

A seguir, dividindo I; em seu ponto médio, obtemos dois subintervalos fechados de compri-
mento (b — a)/4, dos quais pelo menos um possui infinitos pontos de (x,). Escolhemos um desses
subintervalos, contendo infinitos pontos da sequéncia, e o chamamos de [,. Também escolhemos
um termo da sequéncia (x,) em I3, o qual passaremos a denotar x,,. Note que podemos escolher
ng > ny, pois existe uma quantidade infinita de termos em I5.

Fagamos mais um passo da construgao para deixar o claro o processo. Primeiro dividimos
o intervalo I, em seu ponto médio, obtendo dois novos subintervalos fechados de comprimento
(b —a)/23. A seguir chamamos de I3 um dos subintervalos de I, que contém uma infinidade de
termos da sequéncia (x,). Finalmente escolhemos z,, € I3 da sequéncia (x,), com n3 > ns.

Prosseguindo nesse processo de construgao, obtemos:
7. uma sequéncia de intervalos encaixados Iy D Ir... D I} .. ;
i1. uma subsequéncia (z,, ), com z,, € I, Vk;
iti. o comprimento de Iy é |I| = (b — a)/2*.

Agora, o teorema dos intervalos encaixados garante a existéncia de pelo menos um ponto
a € Npen € 0 item 22¢. garante que a é o Unico elemento que pertence a todos os subintervalos Ij.

Finalmente, como x,,,a € I} entdo |x,, —a| < (b — a)/2*, para todo k temos lim x,, = a.

Observacgao 3.3 O texto acima contém praticamente todos os passos para redigir uma demons-
tragdo completa do teorema de Bolzano-Weierstrass (e recomendamos fortemente que vocé faca

isso), entretanto cabem aqui algumas observagoes:

a. o0 processo de construcao acima pode dar a impressao que é necessario usar o axioma de
escolha para obter os intervalos Ij e os termos z,,, entretanto é possivel estabelecer uma
regra para a escolha em cada passo, por exemplo: podemos chamar de [, o subintervalo

de I mais préximo de a e podemos chamar de ng,; 0 menor nimero natural, maior que



ng, tal que z,, € Ix41, assim fica claro que o principio da boa ordenacao é suficiente para

obter a subsequéncia (x,, );

. no processo de construcao deve-se usar definicao por inducao, ou seja, dizer como o primeiro
termo da subsequéncia sera obtido e supondo obtidos os primeiros k£ termos, como se faz
para obter o termo k£ + 1. Entretanto, em geral, em textos de cunho didatico como esse, é
mais instrutivo apresentar dois ou tres passos do processo de construcao para ajudar o leitor

a compreender melhor a ideia geral;

. nao é preciso usar o item ii7. acima para garantir que a € o Unico elemento a pertencer a
todos os subintervalos I para depois provar que esse a sera limite da subsequéncia. Basta
saber que existe um elemento que pertence a todos os subintervalos. Releia a prova acima

desconsiderando a afirmacao de a ser Uinico para se convencer disso; e

. para provar que a subsequéncia é de fato convergente, use a definicao de convergéncia: dado

e > 0 existe ko tal que k > ko = |z, —a|] <e.

3.5.2 Demonstragao 2: Axioma do Supremo

Seja (z,) uma sequéncia limitada. Por definigdo existem ndmeros reais a e b tais que:

a < x, <b, para todo n € N. Considere agora o seguinte conjunto:

X ={t € R;t < z,, para infinitos termos da sequéncia (z,)}.

Note que:

i. a € X, pois a < x,, para todo n, e portanto X # &;

ii. b ¢ X e b é cota superior para X, ou seja x,, < b,Vn € N.

Denotando por S = sup X, vamos construir uma subsequéncia z,, que converge para S

usando a definicao de supremo, da seguinte forma:

a. Como S = sup X, pela definicao de supremo, existe t; € X tal que



Do fato de t; € X sabemos que existe uma infinidade de termos da sequéncia (x,) com

t; < x,. Escolha o menor natural n tal que ¢; < x,, e chame esse termo da sequéncia de z,,;

b. Supondo escolhidos x,,,Zp,,...,T,,, escolha x,, da seguinte forma: pela definicao de

supremo existe tx11 € X tal que

A seguir escolha o menor natural n tal que t;,; <z, e chame esse z,, de x,,_,.

Como S—1/(k+1) < z,, <5, para todo k, segue do teorema do confronto que limz,, =S,

o que conclui a demonstracao do teorema. [ ]

3.6 Sequéncias de Cauchy

O francés Augustin Louis Cauchy (1789-1857) foi o primeiro matematico a fazer um estudo
rigoroso das condic¢oes de convergéncia de séries infinitas, além de dar uma definigao rigorosa para
a integral. Em 1821, Cauchy publicou o texto "Cours d’analyse” para ser usado por seus alunos
na Ecole Polytechnique, nesse texto ele estava preocupado com o desenvolvimento dos teoremas
bésicos do calculo de forma tao rigorosa quanto era possivel naquela época.

Naturalmente, o curso de andlise de Cauchy, como qualquer trabalho pioneiro, carecia de
rigor em muitos aspectos. Por exemplo, Cauchy assumia que todas as funcoes continuas eram
diferenciaveis. O auge de rigor em matematica ocorreu no século XX com Nicolas Bourbaki
(nome de um grupo de mateméticos franceses na década de 1930, tais como: Jean Dieudonné,
André Weil e Henri Cartan) que comegou a rever todos os fundamentos da matematica com uma
exigéncia de rigor absoluta.

Neste capitulo veremos um critério de convergéncia de sequéncias cuja vantagem ¢ decidir
se uma sequencia é convergente ou nao sem conhecermos o seu limite. Este resultado desempenha
um papel fundamental na analise em andlise funcional, espacos métricos e topologia e possui um

interesse mais tedrico que pratico.

Definigao 3.2 Dizemos que a sequéncia (x,) € de Cauchy se, para cada € > 0 dado for possivel

encontrar um ng tal que |, —x,| < €, sempre que m,n > ny. Usando os quantificadores da ldgica



matemdtica, teremos:

Ve > 0,3ng € Nym,n > ng = |, — 2, < ¢

Note que a diferenca entre a definicao de sequéncia de Cauchy e de sequéncia convergente,
¢ que na definicao de convergéncia precisamos conhecer o limite para podermos usa-la, ao passo
que, na definicao de sequéncia de Cauchy exige-se apenas que os termos da sequéncia fiquem
arbitrariamente proximos. Um dos objetivos dessa sessao é provar que estes dois conceitos sao
equivalentes.

Uma das implicagoes é bastante simples, pois |z, — z,| < |z, — a| + |a — x,,|, e cada uma
das parcelas |z, — a| e |a — x,,| é menor que . Para provar a outra implicacao (toda sequéncia

de Cauchy é convergente), precisaremos dois resultados auxiliares sobre sequéncias de Cauchy.
Teorema 3.12 Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia convergente e a = limz,. Por defini¢do, dado ¢ > 0,
existe um natural ny tal que para todo n > ng e n > ng temos |z, —a| < /2 e |z, —a| < e/2.
Logo

T — 0| = (2 — @) + (a — 20)| < |2 —a| +a—x,| <e/2+e/2=¢

sempre que n > ng, ou seja, (r,) é de Cauchy. [
Teorema 3.13 Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

A ideia aqui é fixar um indice m > ng na definicao de sequéncia de Cauchy e repetir a prova
de que toda sequéncia convergente é de Cauchy. Esse termo fixado fard o papel do limite na

demonstracao do teorema 3.3.

Demonstracao: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy. Por defini¢ao, dado ¢ = 1, existe ng € N

tal que |z, — x,,| < 1, sempre que m,n > ny.

Vamos fixar m* = ng + 1 na expressao acima. Neste caso, |x, — T,,+| < 1, para todo n > ny.

Isso significa que x,,« — 1 <z, < T+ + 1, ou seja,
Ty € (T — Ly + 1), Y0 > ng

Tomando: A = min {z,2s,..., Ty — 1} e B = max {x1,2,..., T + 1}, teremos A <

., < B, VYn € N, logo (z,,)é limitada. [



Teorema 3.14 Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy e (xy,) uma subsequéncia qualquer de (x,).

Se limx,, = a entao limx,, = a.

Ideia: Nesse caso temos |z, — x| < €, quando m e n sdo grandes e |z,, —a| < e quando k é
grande. Tomando ng, m e k grandes, as duas desigualdades serao satisfeitas e teremos: |z, —a| =

Demonstracao: Como (z,) é uma sequéncia de Cauchy, dado £ > 0, existe ny € N tal que

€
m,n > ng = |T, — o, < 7

Além disso, lim(z,, ) = a logo, para o mesmo ¢ > 0 acima, existe ko > 0 tal que

g
k>k0:|xnk—a|<§

Se colocarmos n§ = max{ng, ng, } teremos k > ko < ng > ng e portanto para qualquer

n,ng > ng teremos

20 = al = (00 — 20,) + (@0, — @) < [0 — | + [, — a] <
o que significa que lim x,, = a. [ ]
Teorema 3.15 Toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Para provar esse teorema basta usar o fato que toda sequéncia de Cauchy ¢é limitada, logo
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass possui subsequéncia convergente. Segue do teorema acima

que a sequéncia de Cauchy original também é convergente.

3.7 Limites no Infinito

Quase todos os resultados que vimos até agora eram sobre sequéncias convergentes, porém
hé uma classe de sequéncias divergentes que merecem destaque por causa das varias aplicagoes
onde elas aparecem e da regularidade de seu comportamento, sao as sequéncias com limites no
infinito, ou seja, sequéncias cujos valores, em modulo, tornam-se arbitrariamente grandes, por

exemplo:



1. (1,2,3,...,n,...), a sequéncia dos nimeros naturais;
2. (1,4,9...,n% ...), a sequéncia dos quadrados perfeitos;
3. (2,4,6,...,2n,...), a sequéncia dos nimeros pares.

Nesses tres exemplos dizemos que o limite da sequéncia é +0o0. Em matematica o simbolo
+00 nao corresponde a nenhum niimero e é usado para indicar que o limite é maior que qualquer
numero préfixado, ou seja, fixado qualquer nimero posititivo A, todos termos da sequéncia (x,,)

sao maiores que A, quando n é suficientemente grande. Daqui obtemos nossa primeira defini¢ao.

Defini¢ao 3.3 Dizemos que a sequéncia (x,) tem limite infinito, e denotamos isso porlim x,, = 0o

se, para qualquer A > 0, pudermos encontrar ng € N tal que x,, > A, sempre que n > ny.
Em notacao légica, podemos reescrever a definicao acima da seguinte forma:
limz, = +oo & (VA >0)(3ng € N)(n > nyg =z, > A).
Analogamente,
limz, = —o00 & (VB >0)(3Ing € N)(n > nyg = =, < —B).
Vamos apresentar alguns resultados uteis sobre operacoes aritméticas com limites no infinito.

Teorema 3.16 Selimz, = oo e eriste ¢ € R tal que y,, > ¢, para todon € N, entdo lim(x,+y,) =

+00

Ideia: observe que vy, > ¢ e x, > A, para n grande, logo x,, + v, > A + C, qualquer que seja
A > 0. Logo basta organizar as defini¢oes e ajustar as constantes.
Demonstracao: Como, por hipétese, lim z,, = +00, dado qualquer A > 0, existe ny € N tal que
n>ny=x, >A—C. Logo

Tn+y >(A-C)+C=A

sempre que n > ng. Portanto, lim(z, + y,) = +oo [ |
Observagao 3.4 Observe que é facil adaptar a demonstragao acima para que tenhamos lim(z,.y,) =

+00, basta exigir C' > 0, pois z,, > A/C > 0 e y, > C > 0 implicam que z,, -y, > A/C - C = A,

para n grande.



Teorema 3.17 Seja (x,) uma sequéncia de termos positivos. Entdo

. 1
limz, =0 se e somente se lim — = +o00.
xn

Este é um teorema do tipo "se e somente se”, portanto precisamos demonstrar duas pro-

posicoes:

1
e A guficiéncia: limz, =0 = lim — = +o00
Tn

Note que a hipétese x,, — 0 garante que, dado € > 0, existe um natural ng tal que |z, | < €,
sempre que n > ng. Assim fica facil ver que |1/x,| > 1/¢, sempre que n > ng, ou seja, dado

A > 0 grande, basta tomar € = 1/A na definigao acima para encontrar o ng que garante que

1/|xn] > A.

1
e A necessidade: lim — = 400 = limz,, = 0;
Tn

Aqui basta usar o mesmo tipo de raciocinio do item anterior.

Demonstracao:
(=) Como limz, = 0, dado A > 0 existe ng € N tal que n > ng = |z,| < %. Logo i > A,
sempre que n > ng, ou seja, lim1/z, = +o0.

(<) Como limi = +o00, dado € > 0, existe ng € N tal que é > %, sempre que n > ng. Logo

T, < &,Yn > ng, e portanto limz,, = 0 [ ]

Teorema 3.18 Sejam (x,,) e (y,) sequéncias de nimeros positivos. Entdo:

Tn
a. Se existe um C' > 0 tal que x,, > C,Vn € N, e limy, = 0 entao lim — = +oo;
Yn

b. Se (z,) € limitada e limy, = +oo entdo lim™™ = 0.
Yn

Observe que esse teorema pode ser demonstrado, sem grandes dificuldades, a partir das
definic¢oes, o que é fortemente aconselhado ao leitor. Entretanto propomos aqui uma demonstracao
alternativa, baseada em resultados anteriores.

Demonstracao: No item a, observe que z, > C > 0 < 0 < z, < 1/C, para todo natural n,
logo a sequéncia (1/x,) é limitada. Como limy, = 0, segue do teorema 3.8 que limy,/z, =
lim y,, - % = 0, e do teorema anterior que lim z,,/y, = +oo. Para o item b, como limy, = +o0,
pelo teorema anterior temos lim1/y, = 0. Como (x,) é limitada, segue do teorema 3.8 que

limz,/y, =limz, - 1/y, = 0. [ ]



3.8 Indeterminacoes

Todo estudante ouve falar que expressoes como 0/0 e 0° nao existem ou nao fazem sen-
tido. Professores de matematica mais cuidadosos dizem aos seus alunos que essas expressoes Sao

chamadas indeterminacoes e até fornecem argumentos bastante convincentes, tais como:

> todo ntmero elevado a zero ¢é igual a um, e zero elevado a qualquer niimero ¢é zero, portanto

0°=1¢e0%=0, ou seja, 0° é uma indeterminacao.

> Ou ainda: 0/0 = 5 pois, passando o zero que esta dividindo para o outro lado multiplicando

tem-se 0 = 5.0. Logo 0/0 pode ser 5 ou qualquer outro nimero, logo é uma indeterminacao.

Obviamente tais explicagoes nao tem fundamentacao matemaética apesar de convencerem a
grande maioria das pessoas que esses simbolos podem assumir diferentes valores e portanto nao
estao bem determinados. Nosso objetivo nessa secao é tornar mais preciso o termo “indeter-
minacao” estudando os sete tipos de indeterminacoes conhecidos:

0
0°, o’ , co—o00, 0-00, o e 1%
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Como essas expressoes nao tem sentido matematico, devem ser analisadas como o resul-
tado de uma operacdo que envolva limites (de sequéncias ou de fungées). Vamos usar o limite
de sequéncias para analisar cada uma dessas expressoes e justificar porque recebem o nome de
indeterminacao.

Em todos os casos abaixo C' é uma constante arbitraria.

e 0/0

Considere as sequéncias: =, = C/n e y, = 1/n. Note que ambas convergem para 0 e que

lim z,,/y, = C. Logo mudando o valor de C' obtemos valores diferentes para a expressao 0/0.
1 Ty

Além disso, tomando y, = £— terfamos lim — = +o0.
n Yn

e (-0



Considere agora as sequéncias x, = C/n e y, = n, entao limz, = 0 e limy, = oo,
entretanto limx,.y, = C. Além disso, se y,, = +n? tem-se lim z,,.y,, = +00. Logo 0 - 0o é
uma indeterminacao.

©¢)

©¢)

Considere agora as sequéncias =z, = Cn e vy, = n. Neste caso
lim x,, = +oo, limy, = +oo e limz,/y, = C. Além disso, se z,, = +n? tem-se lim z,, /y, =

+o00. Logo 0o - 00 é uma indeterminacao.

00 — 00
Considere as sequéncias x, = n+ C e y, = n. Neste caso limz, = +oo, limy, = 400 e
lim z,, — y, = C. Além disso, se x, = £n? + n tem-se limz,, — y,, = lim +n? = +oo. Logo

00 — 00 € uma indeterminacao.
100

Considere as sequéncias z,, = 1 + C/n e y, = n, assim limz,, = 1 e limy,, = +o00. Note que
C n
lim(z,)’" = lim (1 + —) =Y,
n

Logo 1 é uma indeterminacao.

OOO

log C

Tog sendo C' > 0. Neste caso limz, = +oo,

Considere as sequéncias x, = n e y, =

limy, =0 e lim(z,)¥ = C, pois chamando z, = (x,)Y" teremos, para todo n natural que

0 log C
log 2, = log(x,)"" = log (nlloig> — 08 logn =logC = z, =c.
logn
00
Considere as sequéncias z, = % e Yp = —llf)i(;:, sendo C' > 0. Neste caso limz, = 0,

limy, =0 e lim(x, )Y = C, pois chamando z, = (x,)¥" teremos, para todo n natural que

log C
1Y\ Tesn 1 1 1
10g2n210g<—) ) :—OgClog—:—OgC<logl—logn)
n

logn n logn

ou seja log z, = log C' = z, = ¢, para todo natural n.



Capitulo 4

Duas Sequéncia Famosas

4.1 Sequéncia de Fibonacci

Neste capitulo apresentamos as sequéncias de Fibonacci e Padovan que possuem grande

interesse matematico e estao associadas a construcoes geométricas bastante interessantes.

4.1.1 Contexto Historico

Fibonacci é como ficou conhecido o matemaético italiano Leonardo de Pisa, nascido por volta
de 1175. O apelido Fibonacci é um diminutivo de fillius Bonacci, ou seja, o filho de Bonacci,
pois seu pai chamava-se Guilielmo Bonacci. Leonardo comegou seus estudos em matematica com
professores islamicos, pois seu pai trabalhava em um entreposto comercial no Mediterraneo.

Quando regressou a sua terra natal, utilizou os conhecimentos adquiridos em suas viagens
para escrever trabalhos, dentre os quais se destacam trés grandes obras: Liber Abbaci (1202),
Pratica Geometrae (1220) e Liber Quadratorum (1225). O Liber Abbaci, cuja tradugao é “Livro
do Abaco”, refere-se ao estudo do calculo aritmético e é considerado o melhor tratado sobre

Aritmética e Algebra da época.
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4.1.2 Sequéncia de Fibonacci

A sequeéncia de Fibonacci tornou-se conhecida devido ao seguinte problema proposto por Fibonacci

na obra “Liber Abaci”:

“Um homem poe um casal de coelhos dentro de um cercado. Quantos pares de coelhos
serao produzidos em um ano, se a natureza desses coelhos € tal que a cada més um

casal gera um novo casal, que se torna fértil a partir do sequndo més?”
Para resolver o problema devemos levar em conta as seguintes hipdteses:
e A cada més ocorre a producao de um par de coelhos;

e Cada casal de coelhos comeca a produzir quando completa dois meses.

Vamos analisar o crescimento do ntmero de coelhos més a més:
1. No primeiro més hé apenas 1 casal de coelhos;

2. Como os coelhos s6 comegam a produzir a partir de dois meses, no segundo meés ainda

contamos com 1 casal;

3. Ja no terceiro meés teremos o nascimento de 1 casal de coelhos, totalizando assim 2 casais de

coelhos;

4. No quarto més o casal inicial gera mais um casal de coelhos, o casal nascido no més anterior

ainda precisa aguardar um mes para gerar um novo casal. Logo temos 3 casais de coelhos;

5. No quinto meés o casal inicial gera mais um casal de coelhos, o casal nascido no terceiro meés
também gera um novo casal e o nascido no més anterior deve esperar mais um meés para

gerar um novo casal. Logo temos 5 casais de coelhos;

6. E assim sucessivamente.

Chamando de x,, o nimero de casais de coelhos no n-ésimo meés teremos: x; = 1,15 =

1,23 =224 =3,25 = 5,26 = 8,.... Chamaremos essa sequéncia de sequéncia de Fibonacci:

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, .. )



Observe que cada um dos termos dessa sequéncia, exceto os dois primeiros, é obtido pela
soma dos dois termos anteriores, ou seja, a sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia recorrente que

pode ser definida da seguinte forma

Tpn = Tp1+Tpo

4.1.3 Representacao Geométrica da Sequéncia de Fibonacci

Com a sequéncia de Fibonacci podemos construir o retangulo de Fibonacci, também co-
nhecido como retangulo dureo ou retangulo de ouro. A construcao desse retangulo é de fécil
compreensao e pode ser trabalhada no ensino fundamental e médio. Essa construcao é feita

através da justaposicao de quadrados da seguinte forma:

A partir dessa construcao, com o uso de um compasso simples, pode-se construir a espiral

de Fibonacci:



A titulo de curiosidade, ilustramos abaixo como o retangulo de Fibonacci foi usado na

construcao da maca da empresa de tecnologia Apple:




4.2 Sequéncia de Padovan

A sequéncia de Padovan é a sequéncia de numeros inteiros definida pela seguinte férmula de

recorréncia:

ry = X2 = T3 —= 1
Tp = Tp_o+ Ty_3

Os primeiros termos dessa sequéncia sao:
(1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,28,37...).

Essa sequéncia recebe o nome do matematico Richard Padovan. A defini¢do acima foi dada
pelo matematico Tan Stewart em seu artigo na revista Scientific American, em junho de 1996.
Assim como a sequéncia de Fibonacci, a sequéncia de Padovan também possui uma representacao
geometrica curiosa baseada na construgao de triangulos equilateros cujos lados seguem os termos

dessa sequéncia.




Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho tentamos reproduzir os primeiros passos na construcao de uma material
didatico para o topico de sequéncia numeérica presente na disciplina de Fundamentos de Analise
da UFPR. Tendo em vista que este é o primeiro passo, claramente hé varias possibilidade de

aperfeicoamento, como por exemplo:

e Inclusao de mais informagoes historicas de problemas relevantes no desenvolvimento dessa

teoria;

e O acréscimo de novos contetudos, aplicagoes e exemplos relevantes para a formagao de profes-
sores de matematica, por se tratar de uma disciplina especifica do curriculo de Licenciatura

em Matematica;

e Confeccao de listas de exercicios fundamentais a melhor compreensao e desenvolvimento do

conteuido por parte dos alunos

Sendo assim encerro minha monografia e minha graduacao deixando uma parte do meu
aprendizado para que os futuros alunos de matematica da Universidade Federal do Parand e

espero que algum deles tenham o interesse em dar continuidade a esse trabalho.
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