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MATEMATIKA

Burnsideovo lemma aneb proc se starat o teorii grup

Vojtéch David, student MFF UK, Praha

Uvod a motivace

Uvazme nasledujici situaci. Mame 5 ¢ernych a 5 bilych koralku, které
navlékdme na provazek a chceme si vyrobit naramek. Kolik takovych
naramki miuZzeme vytvorit? Jiz pii prvotnim zamysleni tato otazka neni
uplné snadné, pfi po¢itani moZnosti nemiZeme uvazovat jen poradi, v ja-
kém koralky navlékdme, nebot miZou rizné poradi jejich navledeni vést
ke stejnym naramkim jako na obr.
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Obr. 1:

Tento problém ma zfejmé jakousi symetrii, ktera nam jeho feSeni kom-
plikuje. Nez se pustime do snaZeni o praci s touto symetrii, uvedeme jesté
jeden priklad.

Mame tabulku 3 x 3. Kolik rtiznych obarveni poli¢ek ¢ernou nebo bi-
lou barvou existuje? Pfi takto prvoplanovém dotazu muZzeme odpovédét
témér okamzité — pro kazdé z deviti policek méme pravé 2 moznosti
obarveni, proto je zjevné celkovy podet moznosti 2° = 512. Co kdyz
do hry ale opét pfidame symetrie problému? Co kdyz budeme chtit jen
obarveni, které jsou rtizna, i kdyz tabulku budeme libovolné otacet nebo
preklapét? V tomto piipadé nam ziejmé zbyde méné moZnosti, ale neni
jisté, kolik jich bude, protoze nékteré tabulky ziskdme z jiného poctu
puvodnich moZnosti nez jiné, jak ukazuje obr.

Je tedy zfejmé, ze budeme predvedené problémy muset zkoumat ne-
pfimo — pfes primocaré pocitani ,,objektid“ se k vysledku dostaneme
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MATEMATIKA
jen s velkymi obtiiemi Pojdme tedy zabfednout do teorie grup, ktera

nabizi naprosto prirozeny zptisob, jak nahlizet na symetrie riznych ma-
tematickych objekti.
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Obr. 2:

Grupy

Nejprve uvedeme formalni definici.

Definice 1. Grupa je mnozina G vybavena binarni operaci, feknéme
-1 G x G — @G, pro kterou plati nasledujici.

e Operace je asociativni: (a-b)-c=a- (b-¢) pro viechna a,b,c € G.

e Grupa obsahuje neutralni prvek: existuje prvek 1 € G takovy, Ze
a-1=a=1-apro viechna a € G.

e Ke kazdému prvku existuje inverzni prvek: pro vSechna a € G
existuje prvek a=! € G takovy, Ze a-a" ' =1=a""'-a.

Nakolik abstraktni se mize tato definice zpo¢atku zdat, tvrdi vlastné
néco pomérné piirozeného a ocekavaného.

Jako jednoduchy piiklad grupy muzeme uvést cela ¢isla s operaci s¢i-
tani. S¢itani je ziejmé asociativni, existuje ¢islo, které kdyz pri¢teme
k libovolnému jinému &islu, nic se nezméni (mluvime o nule) a ke kaz-
dému celému &islu existuje jiné celé ¢islo, jejichZ soudet dava nulu (napf.
k 5 je to —5) — jedné se tedy skute¢né o grupu. Déle miZeme uvést t¥eba
racionalni ¢isla bez nuly spolu s nasobenim nebo realna ¢isla se s¢itanim
— Ze se jedna o grupy, ovéfime uplné stejné.

DTato myslenka je dokonce klicova pri ditkazu Burnsideova lemmatu, ktery bude

uvedeny pozdéji.
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MATEMATIKA

Také ale existuji dalsi priklady grup — pro nas budou uzite¢né tzv.
dihedralni grupy. Vezméme si napiiklad ¢tverec a uvazme mnozinu vech
zobrazeni, kterd jej prevedou na sebe sama — chceme-li, jeho symetrie.
Co vSe bude tato mnozina obsahovat? Zjevné identické zobrazeni, tedy
zobrazeni, které se ¢tvercem ,,neudéla nic*, dale rotace o 90°, 180° a 270°

a nakonec osové symetrie — dvé podle os stran a dvé podle thlopficek.
Mizeme si rozmyslet, Ze zadné dalsi symetrie ¢tverec nemé

s

23

Obr. 3: Grupa symetrii ¢tverce

Méme tedy mnozinu a jeSté potfebujeme operaci. Touto operaci pro
nas bude pomérné pfirozené skladéni zobrazeni. VSimnéme si, ze kdyz
napiiklad nejprve ¢tverec oto¢ime o 90° a nésledné preklopime podle osy
,horni strany* ¢tverce, bude to mit stejny efekt, jako kdybychom &étverec
rovnou pieklopili podle thlopficky. Budeme-li tuto operaci znacit o a
doprava umistime zobrazeni, které provadime jako prvni, mizeme pak
neforméalné psat

<—>o/’=‘/‘.

Vidime tedy, Ze slozenim dvou symetrii ¢tverce je opét symetrie Ctverce.
Mizeme také ovérit, ze je tato operace asociativni, Ze existuje neutralni
prvek (je jim zobrazeni ,neudélej nic“) a Ze ke kaZdému zobrazeni exis-
tuje inverzni zobrazeni, které jej ,,vyrusi“. Tato mnozina bude tedy sku-
te¢né grupou.

Podobnou grupu mizeme zavést pro libovolny pravidelny n-tthelnik.
Budeme ji nazyvat dihedralni grupou (nebo prosté grupou symetrii n-
tthelniku) a déa se ukézat, ze bude mit pokazdé 2n prvki (identitu, n — 1
netrividlnich rotaci a n osovych symetrii).

2)Té7 to mizeme precizndji dokazat, ocislujeme-li si vrcholy &tverce a budeme-li
uvazovat vSechny moznosti, jak ¢tverec precislovat, abychom zachovali sousednost, tj.
abychom jej nijak nedeformovali.
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MATEMATIKA

Nyni si uvédomme dvé véci. Zaprvé poukaZme na silu definice grupy —
ukazali jsme, Ze jak napf. cel ¢isla, tak mnozina ,,véci, co miizeme délat
se ¢tvercem‘ maji strukturu grupy, existuje mezi nimi tedy néjaka vnitini
podobnost. Pokud tedy dokazeme néjaké tvrzeni obecné pro grupu, bude
toto tvrzeni platit pro vSechny jeji ,realizace — a takovych tvrzeni neni
viibec malo! Grupami se zabyva cely obor matematiky, ktery v tomto
¢lanku nelze pomalu ani priblizit.

Zadruhé se vratme k puvodnim motivaénim piikladim. Nyni jsme
totiz popsali docela dobfe symetrie, které obtézkavaji naSe situace. Hle-
dédme pocet riznych naramki az na pisobeni grupy symetrii desetitihel-
niku nebo (ponékud intuitivnéji) podet raznych ¢tverct az na pisobent
grupy symetrii ¢tverce (kterou jsme si dokonce popsali explicitng). Co je
to ale ono ptisobeni grupy?

Piusobeni grupy na mnozZinu a Burnsideovo lemma

Na dvou motiva¢nich piikladech jsme pomérné intuitivné ptiblizili, co
to znamen4, Ze grupa pusobi na néjakou mnozinu, tento koncept nyni
miizeme trochu formalizovat.

Definice 2. Grupa G pusobi na mnozinu X, pokud pro kazdé g € G a
kazdé x € X existuje prvek gr € X a plati

1. h(gz) = (hg)z pro viechna g, h € G, x € X (tedy nezalezi, jestli
nejprve plsobim prvkem g a pak az h nebo jestli ptisobim rovnou
prvkem hg),

2. 1-x = x pro vS8echna x € X (pusobeni neutralniho prvku nic nedgla).

Vybaveni touto definici mizeme s ptsobenim grupy pracovat trochu
abstraktnéji. Zlatym gralem naSeho snazeni bude Burnsideovo lemma
— tvrzeni, které ndm umozni pouhym dosazenim vyfeSit prezentované

problémy. Jesté predtim ale musime definovat par pojmiu a odvodit pro
né né&jaka snadné tvrzeni.

Definice 3. Necht grupa G pusobi na mnozinu X. Orbitou prvku z
budeme rozumét mnozinu

G, ={9x | g€ G}

Pro dany prvek x € X budeme tedy orbitou rozumét mnozinu vsech
moznych prvki, které muzeme dostat pusobenim grupy G. V naSem

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

piikladu se ¢tvercem, kdy mnozinou X rozumime vSechna vybarveni
¢tverce a grupou G grupu symetrii étverce, tedy budeme moct s trochou
nadsézky psat:

_ [ERED _ (=
Gﬁi{ﬂﬁﬂﬂ Gﬁi{@}
Je tedy vidét, Zze nas v tomto problému zajimé pouze pocet riznych

orbit. Za timto ucelem uvedme jesté jednu definici.

Definice 4. X/G zna¢i mnozinu vSech orbit pfi piisobeni grupy G na
mnozinu X, tedy
X/G={G, |z e X}

V tuto chvili jsme jiz celé zadani ulohy pfevedli do abstraktniho ja-
zyka, protoZe nas zfejmé bude zajimat velikost této mnoziny, tedy | X/G]|.
Méme pied sebou ale jesté ponékud zdlouhavou cestu, nez budeme umét
tento pocet pifmo urcit. Zavedeme nyni dva v jistém smyslu podobné

pojmy.
Definice 5. Mnozinou fixnich bodd pro g € G budeme nazyvat
Fixg={z € X | gz = x}.

Definice 6. Stabilizatorem prvku x € X pfi ptsobeni grupy G na mno-
zinu X budeme rozumét

Ste={geG|gr=u}

Zatimco mnoZina fixnich bodiu obsahuje takové prvky mnoZiny X,
které jsou zachované pusobenim specifického prvku grupy g, stabilizator
prvku x obsahuje pravé ty prvky grupy G, jejichz ptisobenim je zachovan.
Znovu to ilustrujeme na zkoumaném piikladu:

Fix(/)={mE=mmassl  St@={-~~}

Tyto koncepty nam stéale jesté o hodnoté | X/G| nic nefeknou, mazeme
ale ucinit velmi dulezité pozorovani o jejich velikostech.

Z [Stz| = Z |Fix g| .

reX geqG

Pozorovani 1.

Diikaz. Oznatime S = {[x,g] | gr = =z}, tedy mnozinu v8ech dvojic
[x, g], které spliuji g = x. Pocet takovychto dvojic pak muZeme spocitat
dvojim zptusobem.
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e Nejprve pro kazdé x spoc¢teme, kolik prvki g je zachovava, a nasledné
tuto hodnotu se¢teme pro kazdé x, tedy

S| =">"|Stal.

zeX

e Nejprve pro kazdé g spocteme, kolik prvka mnoziny = toto g nezméni,
nasledné tuto hodnotu se¢teme pro vSechna g.

S| =) [Fixg].

geG

Odsud trivialné plyne chténa rovnost

> ISta| =S| = |Fixgl|.

zeX geG

Toto pozorovani ndm umoziuje misto pocitani velikost{ stabilizatori,
pocitat velikosti mnozin fixnich bodid — to je snazsi, protoZe symetrii
méame zpravidla méné a kladou nam jasny pozadavek na to, jak musi
prvek mnoziny X vypadat, aby byl danou symetrii zachovan. Nyni uz
jsme témér pripraveni, jen potfebujeme ucinit jesté jedno pozorovani.

Pozorovani 2.
IStz|- |G| = |G].

Diikaz. Standardné by dikaz tvrzeni vyplynul z Lagrangeovy véty. Ta
ale neni pfedmétem tohoto ¢lanku, proto nastinime dikaz trochu jiny,

vive

0 néco intuitivnéjsi.

y G,

Y Ys
Obr. 4: Znéazornéni Pozorovani [2} Sipky reprezentuji ptisobeni unikatnimi
prvky grupy G

Zvolme pevné néjaky prvek z € X. Budeme-li na néj pasobit postupné
v8emi prvky grupy G, ziskdme postupné z definice vSechny prvky orbity
G4. KliGovym pozorovanim (které dale dokdzeme) bude, Ze se z x na
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libovolny prvek y € G, dostaneme pomoci pravé |Stz| prvki grupy G.
Pak totiz timto zpisobem rozdélime prvky G do |G| mnoZin po |St z|
prvcich, ¢imz dokazeme pozadované tvrzeni.

Necht tedy y = gx pro né&jaké pevné zvolené g € G a y € G,. Chceme
ukazat

{9 € G|g'x=y=ga}|=|Stal.

Vsimnéme si, Ze existuje jednozna¢né korespondence mezi prvky sta-
bilizatoru a prvky mnoziny M = {¢’ € G | 'z = y = ga}. Totiz plati

g EM < gr=y=gzv= (99 ")gx=ghr < g 'g =heStu.

7 kazdého prvku stabilizatoru h tedy vyrobime prvek ¢’ € M tak, Ze
polozime ¢’ = gh. Naopak, z kazdého ¢’ € M dostaneme h € Stz jako
h =g 1q', coz skuteéné nalezi stabilizatoru, nebot

gr =gz = g gz ==z

Nakonec pozorujme, 7e g = g5 € M, pravé kdyZ hy = hy € St z, tedy
ze dvou riznych prvka M vyrobime dva razné prvky Stz a naopak. To
je ale snadné, protoze plati

=9 = g9 =9"g5 = M =ho

Timto jsme tedy skutecné vytvorili jednoznac¢né parovani mezi prvky
stabilizatoru a prvky grupy, kterymi se z x dostaneme na y. Ukazali jsme
tedy, co jsme chtéli, a pozadované tvrzeni

IStz| - |Gz| = |G

je timto dokazéno.

ovu lemmatu.

Lemma 1 (Burnsideovo lemma).

1 .
| X/G| = il > [Fixgl.

geG

Rocnik 98 (2023), ¢islo 4 7
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Dikaz. Nejprve provedeme par zdanlivé zbyteénych a trividlnich kroki.

X/Gl={Go |z e XY= Y 1= > |G|

GL€X/G GLeX/GyeG,

xEX

Zpocatku jsme po rozepsani definice za kazdou orbitu v mnoziné X /G
pricetli 1. To jsme dale pro kazdou orbitu rozepsali jako soucet prevrace-
nych hodnot velikosti orbity za kazdy jeji prvek. Nakonec jsme si vSimli,
Ze timto zptisobem vlastné s¢itdme pies vSechny prvky mnoziny x.

Tyto dpravy si mizeme pomérné jednoduse predstavit — méjme pied
sebou nékolik krabicek, kazdou s nékolika kulickami. Pocet téchto kra-
bicek pak (zdanlivé zbyte¢né slozité€) uréime tak, Ze se budeme divat na
jednotlivé kulicky a pro kazdou z nich pfi¢teme prevriacenou hodnotu
poctu kulicek v krabicce, v niz se nachéazi.

Nyni jiz staci vytknout z celého souctu 1/ |G|, pouZit u¢inéna pozo-
rovani a dojdeme k pozadovanému vysledku.

_ Gl @ |
'X/G";\G| \G|Z| \G|Z'St P

geG

Uziti

Nyni jsme se vybavili Burnsideovym lemmatem a miizeme se koneéné
vratit zpét k ptuvodnim piikladim; za¢néme tim se ¢tvercem.

Burnsideovo lemma tika, Ze pro spocteni mnozstvi vSech orbit pfi
ptsobeni grupy na mnozinu, staci spocist velikost grupy a pro kazdy
jeji prvek velikost mnoziny fixnich bodu. To je — jak nyni ukaZeme —
velmi snadné. V pfikladu nam figuruje grupa symetrii ¢tverce, ta ma, jak
jsme odvodili, 8 prvkt. Nyni pro kazdy z nich uréime, kolik konfiguraci
zachovava — tedy kterd vybarveni budou vypadat stejné, kdyz provedeme
danou symetrii.

e Identita: pfi identickém zobrazeni jsou vSechny prvky fixni, proto
mé mnozina fixnich bodii velikost 27 = 512.

e Rotace o 90°: dfive jsme v8echny konfigurace zachované rotaci o 90°
dokonce vypsali, vime tedy, Ze jich je 8. Kdybychom na to ale chtéli
jit systematicky, mtuzeme si uvédomit, Zze vybarveni policka v levém
hornim rohu urcéuje nutné vybarveni policka v pravém hornim rohu, to
zase jednoznad¢né urcuje vybarveni policka v pravém dolnim rohu, coz

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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nakonec zase urc¢uje vybarveni policka vlevo dole. Obdobné muzeme
Tici pro policka ve stfedech stran, dostaneme tedy, ze mame 2 moznosti
pro vybarveni rohii, 2 moznosti pro vybarveni stfedii stran a nakonec
2 moznosti vybarveni stiedu ¢tverce, celkem tedy skuteénd 23 = 8
moznosti.

Rotace o 180°: nyni kazdé poli¢ko jednoznaéné urcuje vybarveni toho
pfesné ,naproti“ nému, obdobné jako vyse je tedy vybarveni celého
¢tverce uréeno vybarvenim 4 policek na okraji a jednoho uprostied.
Celkem tedy mame 2° = 32 moznosti.

Rotace o 270°: stejné jako u rotace o 90°, mame 8 moznosti.

Preklopeni podle svislé osy: policka vlevo urcuji, jak budou vy-
padat policka vpravo, poli¢ka uprostied miZeme obarvit libovolné.
Celkem tedy méame 6 stupiiii volnosti, coZz nam dava 26 = 64 moz-
nosti.

Pieklopeni podle vodorovné osy: totéz co svisla osa, 64 moznosti.

Pieklopeni podle hlavni diagonaly: totéz co svisla osa, 64 moz-
nosti.
Pieklopeni podle vedlejsi diagonaly: totéz co svisla osa, 64 moz-
nosti.

Nyni jiz stac¢i dosadit a ziskame, zZe odpovédi na tlohu je ¢islo

1
§(512+8+32+8+64+64+64+64):102.

Obdobné muzeme pfistupovat k naramkim, nebudeme pocitat kazdou
symetrii zvlast, ale rovnou si napiiklad rozmyslime, Ze symetrické rotace
(tedy naptiklad rotace o 36° a 324°) budou d4avat stejny vysledek, stejné
tak v8ech 5 symetrii podle os stran dé stejny vysledek a vSech 5 symetrii
podle os uhla da stejny vysledek. Poéitejme tedy po téchto skupinach.

e Identita: Mame celkem (150) = 252 moznosti, jak vybrat pozice pro

¢erné koralky, zbylé pozice zaplnime bilymi.

Rotace o 36° a 324°: kazdy koralek musi mit stejnou barvu jako ko-
ralek nasledujici, to ale nejde. Tyto rotace tedy nezachovavaji zddnou
moznost.

Rotace o 72° a 288°: kazdy druhy kordlek musi mit stejnou barvu,
to nam dava pouze dvé moZnosti (pokud bude jedna takto vznikla
pétice Cernd, druha musi byt nutné bila).

Rocnik 98 (2023), ¢islo 4 9
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e Rotace o 108° a 252°: kazdy tieti kordlek musi mit stejnou barvu
— to ale znamen4a (po ,,ob&hnuti par kolecek®), ze musi mit stejnou
barvu vSechny koralky, nula moznosti.

e Rotace o 144° a 216°: kazdy ¢tvrty kordlek musi mit stejnou barvu —
to ale znamené (znovu ,,po ob&hnut{ kolecka*), Ze kazdy druhy korélek
musi mit stejnou barvu, coz nas znovu nechava s dvéma moznostmi.

e Rotace o 180°: kazdy koralek musi mit stejnou barvu jako koralek
naproti — to by ale znamenalo, ze koralky tvori pary podle své barev-
nosti, museli bychom tedy mit sudy pocet ¢ernych i sudy pocet bilych
koralki. To ale nejde, proto zde mame znovu nula moznosti.

e Symetrie podle os stran: kazdy kordlek musi mit stejnou barvu
jako korélek, ktery je s nim soumérné sdruZeny podle osy zvolené
strany — to ale dle stejného argumentu jako vySe nejde, proto tady
neméame zadnou validni moznost.

e Symetrie podle os thla: na kazdé strané od osy mame 4 koralky,
které musi mit stejnou barvu jako jejich prot&jsky. Abychom se vy-
varovali pfedchozim situacim, musi mit koralky leZici na ose nutné
kazdy jinou barvu, coz muzeme provést dvéma moznostmi, a ke kazdé
z téchto dvou moznosti mame (;1) = 6 moznosti, jak zvolit barvu ko-
ralki lezicich mimo osu (na kazdé strané od osy musi byt pravé dva
Cerné koralky, mame Ctyfi moZnosti, kam je umistit). Celkem nam
tyto osové symetrie davaji 12 moznosti.

Dohromady tedy dosazenim do vzorce dostavame pfekvapivé maly
pocet

55(25242-242-2+5-12) = 16.

Vgechny tyto moznosti jsou znézornény na konci textu (obr.

Dodatky

Burnsideovo lemma nachéazi vyuZziti nejen v elementérni kombinato-
rice, umoznuje ale nalézt odpovédi na zajimavéjsi problémy z raznych
oblasti matematiky. Uvedeme t¥eba (jen pro ilustraci!) jeden piiklad
z univerzéalni algebry, ktery muzeme uzitim Burnsideova lemmatu vy-
feSit pomérné efektivné.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Naleznéte pocet ¢tyiprvkovych mnozin vybavenych jednou 3-narni
operaci (zobrazenim X x X x X — X) aZ na isomorﬁsmus

Poznamka 1. MnoZiny X a X’ vybavené operacemi f a f’ jsou izo-
morfni, existuje-li bijekce g: X — X’ takova, Ze pro kazda x1,x2,x3 € X
plati g(f(l’l,xg,xg)) = f/(g(xl) 7g($2) ,g(I3)) .

Toto vyuziti také vice zdtraziuje silu teorie grup. VSimnéme si, ze
jsme v jistém kroku vSechna tvrzeni odvodili plné abstraktné, kdykoliv
proto v naSem problému vystupuje objekt majici grupovou strukturu,
muZzeme na néj aplikovat vSechna obecné dokdzana tvrzeni — nezélezi na
problému jako takovém, pouze na jeho struktufe.

Tyto myslenky jsou ale jen malymi st¥ipky ukazujicimi par myslenek
abstraktni algebry. Ta sama o sobé& nabizi plno krasnych tvrzeni, a je-li
o tom v této fazi ¢tenar alespon trochu presvédéen, splnil tento text sviij
ucel.
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Obr. 5: Regeni motivaéni ulohy s naramky

3>V}’Isledek: 14178431955039102651224805804387336192, viz posloupnost A091510
na oeis.org
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