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摘 要：黑寡妇优化算法（BWOA）是一种群体智能优化算法，具有收敛速度快、收敛精度高等优点。但 BWOA

所采用的更新策略过于简单，容易陷入局部最优解；其次在多维空间中搜索能力欠缺，种群结构单一，算法的

收敛性和多样性有待改善。为提高 BWOA 的综合性能，并使其能够应用于多目标优化问题，提出一种角逐机

制和改进信息素机制引导的多目标黑寡妇优化算法（MBWOA）。MBWOA 采用动态分配种群的方法，在迭代

过程中将种群一分为二，分别使用不同的角逐机制，增强迭代过程中种群的多样性，提升算法的收敛性；同时，

使用改进的信息素机制对经过角逐的子代个体进行更新，引导个体向种群间隙方向优化，改善种群的分布，增

强算法的收敛能力。MBWOA 与四个对比算法在 IGD、HV、Spread 三个指标上分别进行对比实验，结果表明

MBWOA 具有更好的收敛精度、收敛速度和多样性。最后，通过在三个指标上对 MBWOA 所用机制的对比实

验，证实了所用机制的有效性。
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Abstract: Black widow optimization algorithm (BWOA) is a swarm intelligence optimization algorithm, which has

the advantages of fast convergence and high precision. However, the update strategy adopted by BWOA is too

simple, and it is easy to fall into the local optimal solution. Moreover, the search ability in multi-dimensional space

is lacking, the population structure is single, and the convergence and diversity of the algorithm need to be

improved. In order to improve the comprehensive performance of BWOA and make it applicable to multi-objective

optimization problems, this paper proposes a multi-objective black widow optimization algorithm (MBWOA) guided by

a competition mechanism and an improved pheromone mechanism. MBWOA adopts the method of dynamic

allocation of populations, which divides the populations into two in the iterative process and uses different

competition mechanisms to enhance the diversity of the populations in the iterative process and improve the

convergence of the algorithm. At the same time, it uses the improved pheromone mechanism to guide offspring
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在实际的工程、经济管理、生命科学等领域的应

用中存在大量的优化问题。当优化问题只有单个需

要进行优化的目标时，被称为单目标优化问题。然

而，在更多实际场合中存在需要优化多个目标的问

题，例如物流调配、工程设计、机场调度 [1]等，适用于

单目标优化问题的求解方法往往无法满足多个目标

问题的同时求解[2]。因此，研究多目标优化算法就显

得格外重要。

智能优化算法不受问题的数学性质限制，具有

良好的全局优化能力，被广泛用于求解优化问题，一

般可以被分为以下四个不同的类别：进化算法、仿自

然优化算法、仿植物优化算法和群体智能优化算法[3]。

群体智能优化算法在这些算法中有着重要的作用和

地位。群体智能优化算法最初起源于一些具有社会

性行为特征的生物群体行为规律的研究，如蚂蚁、蜜

蜂、鸟群等[4]。目前，对于群体智能优化算法的研究，

已经有一套比较成熟的方法：首先从一种由小及大

的、从大量个体到整个群体行为作为研究的起点，再

为它们的不同行为建立模型，并为这些模型树立配

套的规则，以保证其正确运转，最终得到完整的群体

智能优化算法，用于解决待优化问题。群体智能优

化算法在神经网络 [5]、图像处理 [6]、路径规划 [7-8]、入侵

检测[9]等场景中与其他方法交叉融合，取得了很好的

效果。例如，量子计算[10]由于其与生俱来的并行性和

在一些问题上具有能够实现指数加速的潜力，与群

体智能优化算法结合，在许多问题求解中获得了优

异的性能。蔡雨希等 [11]提出一种将筛选法和粒子群

算法相结合的 LCL 滤波器参数的设计方法，解决了

滤波器体积大或高频滤波性能存在的一些问题。李

晓岩等[12]将蚁群算法与神经网络相糅合，提出一种对

新型船舶图像压缩的方法。

黑寡妇优化算法（black widow optimization algo-

rithm，BWOA）[13]是一种群体智能优化算法，已经应

用于多个领域解决了各种工程优化问题。例如，

Mukilan 等 [14]引入 BWOA 优化深度卷积神经网络的

参数，并将经过优化的深度卷积神经网络用于从视

频帧中检测出人和物体，实验证明所提出的方法

优 于卷积神经网络（convolutional neural networks，

CNN）、CNN-帝企鹅优化（emperor penguin optimizer，

EPO）和 CNN-粒子群优化（particle swarm optimiza-

tion，PSO）等方法。 Wilson 等 [15] 提出了一种结合

BWOA 的高效节能集成聚类方法（energy efficient

ensemble clustering method- black widow optimization

algorithm，EECM-BWO），实现洪水灾害实时监测无

线传感器网络的有效数据传输，实验显示该方法优

于当前一些主流的方法，例如布谷鸟优化算法（energy

efficient ensemble clustering method-cuckoo optimiza-

tion algorithm，EECM- COA）、被 动 多 跳 聚 类 算 法

（energy efficient ensemble clustering method-passive multi-

hop clustering algorithm，EECM-PMC）等。Premkumar

等 [16]使用 BWOA 优化了风力涡轮机（wind turbine，

WT）仿真器的比例积分（proportional integral，PI）控

制器的参数，即 PI控制器的比例和积分增益，该方法

的仿真结果与硬件结果吻合良好。

在实际应用中有许多优化问题属于多目标优化

问题，而黑寡妇算法是为求解单目标优化问题而提

出的，无法直接应用于求解多目标优化问题。此外，

虽然 BWOA 具有能够快速收敛并且精度高的优点，

但其所采用的更新策略过于简单，容易陷入局部最

优解；其次，在多维空间中缺乏搜索能力；BWOA 种

群结构单一，算法的收敛性和多样性有待改善。

为解决上述问题，提高算法的综合能力，本文提

出一种基于角逐和改进信息素机制的多目标黑寡妇

优化算法（multi- objective black widow optimization

algorithm，MBWOA）。MBWOA 采用一种动态分配

种群的方法，在迭代过程中将种群一分为二，分别使

用不同的角逐机制，其中第一部分负责种群的收敛

性，第二部分则负责种群多样性。此外，随着迭代次

individuals that have gone through the competition mechanism to optimize in the direction of population gap,

improve the distribution of population, and enhance the convergence ability of the algorithm. Using MBWOA and

four comparison algorithms to conduct comparative experiments on three indicators of IGD, HV and Spread

respectively, the results show that MBWOA has better convergence accuracy, convergence speed and diversity.

Finally, the effectiveness of the used mechanism is confirmed by the experiments of MBWOA and the comparison

algorithms on three indicators.

Key words: multi-objective optimization; black widow optimization algorithm (BWOA); competition mechanism;

improved pheromone mechanism
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数的增加，算法对于收敛性与多样性的需求也会逐

渐变化，动态分配种群让算法在收敛性和多样性之

间取得更好的平衡。同时，使用一种改进的信息素

更新机制，该机制根据种群总体的信息素水平，引导

待优化个体向种群间隙方向进行优化，改善种群的

多样性，增强算法的收敛能力。

1 黑寡妇优化算法
黑寡妇优化算法是由Peña-Delgado、Peraza-Vázquez

等通过模拟黑寡妇蜘蛛群体的行为于 2020年提出的

一种群体智能优化算法。算法主要模拟了黑寡妇的

两种行为。

（1）黑寡妇在蜘蛛网上的运动分为螺旋前进和

直行，这两种运动方式以不同的概率发生。第 t代黑

寡妇种群的第 i个个体 Ati 通过式（1）螺旋前进或直行

的方式来更新，得到第 t+1代个体 At + 1
i 。

ì
í
î

At + 1i = Amin - cos(2π × beta) × Ati,P ≥ 0.3
At + 1i = Amin -m × Atr1,P < 0.3 （1）

其中，Amin 表示第 t 代种群中适应度最小的个体，P
是[0,1]内的随机概率，beta是（-1,1）之间的随机值，

m是（0.4,0.9）之间的随机值，Atr1 是第 t代种群中随机

选择的个体。

（2）黑寡妇种群的个体 Ati 都有信息素 phi 。雄性

黑寡妇个体会避免与信息素值很低的雌性个体相

遇，转而寻找其他信息素值比较高的雌性个体。根

据这一行为，用式（2）对第 t+1 代黑寡妇个体 At + 1i 进

行更新。

At + 1i = Amin + (A
t
r1 - (-1)b) × Atr22 （2）

其中，Atr1 与 Atr2 表示第 t代种群中随机选择的两个不

同个体，b为随机自然数。

个体 Ati 的信息素 phi 由式（3）计算，其中 fobj 表

示适应度函数，Amax 表示第 t代种群中适应度最大的

个体。

phi = fobj(Amax)- fobj(Ati)
fobj(Amax)- fobj(Amin) （3）

可以看出，黑寡妇优化算法（BWOA）更新策略

过于简单，导致在解空间内的搜索能力不足，缺乏种

群的多样性和容易陷入局部最优解。同时，运动策

略所选取的、用以指导子代更新的个体的选取方式

随机性强，而作为指导子代更新的个体在种群应该

具有一定的指向性，否则将导致算法收敛能力不足

的问题。此外，信息素的计算仅考虑种群中适应度

最大和最小的个体，不能反映种群总体水平，在根据

信息素值进行更新过程中，也存在选择指导子代更

新的个体随机性强等问题。

2 角逐和信息素引导的多目标黑寡妇优化

算法
本文在黑寡妇优化算法的基础上引入了帕累托

最优[17]和非支配解排序[18]，使得BWOA能够用于解决

多目标优化问题。与此同时，采用两种策略进一步

改善算法的收敛性和多样性。（1）引入两种不同的角

逐机制更新种群，使得算法在迭代过程中能够兼顾

收敛性和多样性。（2）使用两种角逐机制所得的结果

和非支配解排序的信息改进了信息素的计算方法，

通过这些方式可以改善算法的收敛性和多样性。综

合以上的工作，本文提出了一种角逐和改进信息素

引导的多目标黑寡妇优化算法。

2.1 MBWOA算法总体框架与复杂度分析
MBWOA 算法首先对种群初始化，计算个体的

非支配排序等级，然后初始化信息素数组，得到初始

非支配解集 AS。为了使算法兼顾多样性和收敛性，

MBWOA在每次迭代的种群中随机选择 N1 个个体构

成子种群 Part1，剩余部分构成子种群 Part2，两个子

种群的规模相差不会太大，以保证算法在每一个阶

段对收敛性和多样性的需求都有基础的保证而不会

完全倾向于任一个方面。此外，为了符合算法前期

需要更强的搜索能力的要求，负责算法多样性的子

种群规模在一开始被设定为它的最大值，随着迭代

次数的增加而递减。与此同时，随着迭代次数的增

加，算法将愈加注重收敛性，因此负责算法收敛性的

子种群将逐渐扩大其规模。其中负责收敛性的子种

群规模 N1 根据式（4）计算：

N1 = fixæ
è
ç

ö

ø
÷N × æ

è
ç

ö
ø
÷Va × t - 1

maxgen - 1 + L + 1 （4）

式中，fix 为取整函数，N 为种群规模，Va 和 L 为控制

N1的参数，t为当前迭代次数，maxgen为最大迭代次数。

种群的 Part1 和 Part2 分别对应算法的收敛性、

多样性，二者分别采用两个体角逐机制和三个体角

逐机制方式更新个体，通过采用不同的更新策略，可

以在保证种群多样性的同时，让算法尽可能避免局

部最优，增强算法收敛性。

两个子种群中的个体更新后，将两个子种群融

合。由于算法的多样性和收敛性是不可分割、互为

补充的两个性质，任一个的缺失将导致算法的效果
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大打折扣，二者融合是必要且必须的。与此同时，由

于采用的是两个子种群没有交叉重合的部分的分配

方式，即在一次迭代中不存在一个个体同时属于两

个子种群，这就保证了二者融合不会产生冲突。两

个子种群融合后对每个个体计算其信息素值，在得

到个体信息素值的大小和根据拥挤度选出两个当前

种群中的个体之后，通过更新得到子代个体。第 t次

迭代结束后，根据非支配等级更新种群各个体的非

支配排序等级 FrontNot + 1i ，用第 i+1 代种群与当前的

AS通过非支配解排序更新 AS[19]。最终，maxgen次迭

代结束后，输出最优解集 AS。图 1 描述了 MBWOA

算法的总体流程。

MBWOA 的时间复杂度主要由初始化和主循环

两部分主导。假设种群个体数量为 N，决策向量维数

为 D，最大迭代次数为 T，目标数为 M。初始化种群

的复杂度为 O(DN)，初始化信息素矩阵的复杂度为

O(N)，非支配排序的复杂度为 O(MN 2)。在主循环中，

两个体角逐机制复杂度为 O(1)，三个体角逐机制在最

坏情况下复杂度为 O(N 2 /4)，更新外部存档集的主要

时间复杂度来自非支配排序，为 O(MN 2)。则总的时

间为 O(DN + N) + O(MN 2) + O(T + TN 2 /4 + TMN 2) ，算法

的时间复杂度为 max{O(DN)，O(TN 2)}。
2.2 两个体角逐机制

两个体角逐机制用于更新种群 Part1 中个体和

速度。首先从当前 AS 中随机选出两个非支配解

Po1、Po2，根据式（5）计算两个解与当前解 Ati 的余弦

相似度大小，并从这两个解中选出与 Ati 相似程度更

高的解作为本次角逐的优胜解 Winti ，则另外一个解

为 Losti 。两个 n 维个体 X(x1,x2,⋯,xn)、Y (y1,y2,⋯,yn)
的余弦相似度取决于两个个体夹角的余弦值，其余

弦值越接近 1，就表明其夹角越接近于 0°，两个个体

就越相似。

cos θ = ∑
i = 1

n (xi × yi)

∑
i = 1

n (xi)2 + ∑
i = 1

n (yi)2
（5）

接着，根据式（6）得到 Ati 调整后的速度 Vi′ 。其

中 R1 、R2 分别是控制子代速度更新的参数，其大小

在[0,1]之间。

Vi′ = R1 × V t
i + R2 × (Winti - Ati) （6）

黑寡妇在蜘蛛网上时而直行，时而螺旋前进。

与此相匹配，Ai′ 的计算根据 P 的取值有两种不同

的计算方式，式（7）分别对应黑寡妇的螺旋前进与

直行。

ì
í
î

Ai′ =Winti - δ × cos(2π × beta) × Ati,P ≥ 0.3
Ai′ =Winti - δ ×m × Atr1,P < 0.3 （7）

其中，P 是[0,1]内的随机概率，beta 是（-1,1）之间的

随机值，m 是（0.4，0.9）之间的随机值，Atr1 是从当前

种群中随机选取的一个个体。

式（7）中的 δ由式（8）计算，其中 FrontNoti 是待调

整的个体 Ai′ 的非支配排序等级。非支配排序方法

简单来说，先从种群中选出第一组不能被其他解所

支配的解，其等级为 1，在剩余部分中再次选出所有

非支配解，其等级为 2，以此类推，MaxFNo是当前种

群中非支配排序等级数值的最大值。

δ = 2.5 × FrontNotiMaxFNo × μ （8）

式（8）中的 μ由式（9）计算：

μ = ub - lb - t × ub - 2 × lbmaxgen （9）

其中，ub是个体各维度数值上界数组，lb是个体各维

度数值下界数组，t为迭代数。

图 1 MBWOA算法流程

Fig.1 Flowchat of MBWOA
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最后，对经过调整之后的 Ai′ 和 Vi′ 进行越界处

理。算法 1描述了两个体角逐机制。

算法 1 两个体角逐机制 (Ati,V t
i )

输入：当前解 Ati 、速度 V t
i 。

输出：经过调整的解 Ai′，调整后的速度 Vi′、Win
t
i 。

1. 从AS中随机选出两个非支配解Po1、Po2

2. 根据式（5）分别计算 Po1、Po2 与 Ati 的余弦 cos θ1、
cos θ2

3. 根据余弦值大小从Po1、Po2选出Winti 和 Losti
4. 根据式（6）得到新的速度 Vi′

5. P = rand()

6. 根据式（7）得到新的个体 Ai′

7. 对 Ai′、Vi′进行越界处理

2.3 三个体角逐机制
不同于两个体角逐机制，三个体角逐机制在迭

代中的作用是尽量挖掘出角逐中非优胜解 Neuti 和
Losti 所蕴含的隐藏信息，并用于更新种群 Part2 中的

个体和速度。在三个体角逐机制中，首先从当前 AS

中随机选出三个不同的非支配解 Po1、Po2、Po3进行

角逐，再根据式（5）分别计算三个不同的非支配解与

当前解 Ati 的余弦值，并以所得余弦最小的解作为优

胜解 Winti ，其次为中间解 Neuti 和失败解 Losti 。角逐

结束后，根据式（10）得到 Ati 调整后的速度 Vi′：

Vi′ =
ì

í

î

ï
ï

ï
ï

R1 × V t
i + R2 × æ

è
ç

ö

ø
÷

Neuti + Losti2 - Ati ,P ≤ 0.5

R1 × V t
i + R2 × æ

è
ç

ö

ø
÷

Neuti + Et
i2 - Ati ,P > 0.5

（10）

其中，Et
i 是种群 Part1 中与 Ati 欧几里德距离最近的

解。 P是[0,1]的随机概率。

两个 n 维解 X(x1,x2,⋯,xn)、Y (y1,y2,⋯,yn)的欧几

里德距离用式（11）计算：

Eu = ∑
i = 1

n (xi - yi)2 （11）

Ai′的更新基于速度 Vi′更新，如式（12）所示：

Ai′ = Ati + Vi′ （12）

最后对 Ai′、Vi′ 进行越界处理。比起两个体角逐

机制，三个体角逐机制更注重于算法的多样性。这

样是为了避免算法陷入局部最优解，从而增强算法

的全局搜索能力。算法 2描述了三个体角逐机制。

算法 2 三个体角逐机制 (Ati,V t
i )

输入：当前解 Ati 、速度 V t
i 。

输出：经过调整的解 Ai′，调整后的速度 Vi′、Win
t
i 。

1. 从AS中随机选出三个非支配解Po1、Po2、Po3

2. 根据式（5）计算 Po1、Po2、Po3 与 Ati 的余弦 cos θ1、
cos θ2、 cos θ3

3. 根据余弦大小从 Po1、Po2、Po3 选出 Winti 、Los
t
i 、

Neuti
4. if Ati 属于Part1

5. 找出Part2中与 Ati 的Eu最小的解 Et
i

6. else

7. 找出Part1中与 Ati 的Eu最小的解 Et
i

8. end if

9. P = rand()

10. 根据式（10）得到新的速度 Vi′

11. 根据式（12）更新 Ai′

12. 对 Ai′、Vi′进行越界处理

2.4 改进信息素机制
在 MBWOA算法中，使用改进的信息素机制，每

次迭代都会用式（13）对当前个体 Ai′ 的信息素值 phi
进行评估。

phi =
∑
j = 1

D |

|
||

|

|
||
Winti( j) - Ai′( j)

Winti( j) -Worstti( j)
D （13）

其中，Winti( j)是在两个体角逐机制或三个体角逐机

制过程中选出的优胜解 Winti 的第 j维值，Worstti( j)是
从当前种群中 FrontNoti 值最高的个体中随机选出的

个体Worstti 的第 j维值。

信息素标准值
--ph用式（14）计算，其反映的是种

群整体信息素水平的 1/3。

--ph =∑i = 1
N

phi

3 × N （14）

当前个体 Ai′ 的信息素 phi 低于
--ph时，则该个体

Ai′ 往往非支配等级数值较大并且离真实 PF 距离较

远，因此需要对其进行调整和优化。优化之前需要

从当前种群中依照拥挤度的大小对应的概率找出另

外两个不同的个体 Atr1 、A
t
r2 ，种群中每一个个体的被

选中的概率是根据其拥挤度的大小决定的，拥挤度

越大，被选中的概率就越小，这是为了尽量避免在解

空间中选出两个位置邻近的个体从而导致的优化效

果不明显的问题。选出个体 Atr1 、A
t
r2 之后根据式

（15）更新 At + 1i 。

At + 1i =Winti + A
t
r1 - (-1)b × Atr22 （15）

其中，b是随机自然数。该式意在对那些非支配排序

等级数值较大、离真实 Pareto前沿距离较远的个体进

行更新。以优胜解 Winti 为基准，At + 1i 更新的方向根
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据 b取值的不同随机指向 Atr1 、A
t
r2 之间的间隙或两侧

一定程度内的方向，引导个体向种群间隙方向进行

优化，以改善种群的分布，增强算法的收敛能力。真

实前沿（Pareto front，PF）是测试问题对应的最优解集

映射到目标函数空间的曲面。更新后，对 At + 1i 进行越

界处理。算法 3 描述了改进信息素机制。改进后的

信息素机制弥补了 BWOA 信息素机制的缺陷，增强

了子代更新的指向性，强化了搜索能力，提升了算法

的收敛性和收敛速度，3.3.4 小节展示了改进前后的

效果对比图。

算法 3 改进信息素机制 (Ai′ ,Win
t
i)

输入：当前个体 Ai′。

输出：调整后的个体 At + 1i 、Winti 。

1. 从第 t 代种群中随机选出 FrontNoti 值最大的个体

Worstti
2. 根据式（13）计算 Ai′的信息素值 phi
3. 根据式（14）计算

--ph

4. if phi <
--ph

5. 从 t代种群中随机选两个个体 Atr1 、A
t
r2

6. 根据式（15）来更新 At + 1i

7. end if

8. 对 A t + 1
i 进行越界处理

2.5 MBWOA的收敛性证明

对于随机算法是否收敛性问题，著名学者 Solis

等 [20]提出了两条判定标准。MBWOA 算法作为一种

随机算法，因此可以利用该判定标准来验证该算法

的收敛性。其具体描述如下：

若以最小化为目标的优化问题<B, f>（B 为所求

解问题的可行解空间，f为目标函数）, 随机算法 D 通

过 t次迭代后的解为 xt ，则其 t+1次迭代所产生的新解

为 xt + 1 = D(xt,ε)，ε为算法D迭代过程中所获得的解。

准则 1 若 f (D(x,ξ)) ≤ f (x),ξ ∈ B，则 f (D(x,ξ)) ≤ f (ξ)。
准则 2 若对 ∀a ∈ B, s.t.v(a) > 0，则∏

t = 0

∞ (1 - ut(a)) = 0。
其中，ut(a)为算法 D 迭代 t次后在集合 a 上的概

率测度，v(a)为集合 x上Lebesgue测度。

定理 1 MBWOA算法中，黑寡妇蜘蛛个体状态 Ii
一步转移到另一个状态 Ij 的转移概率为：

p(Ts(Ii) = Ij) = pe(Ai→ Aj) ⋅ ppro(Ei→ Ej) （16）

其中，个体全局最优解的一步转移概率为：

ppro(Ei→ Ej) = ìí
î

1, f (Ei) ≤ f (Ej)
0, f (Ei)> f (Ej)

（17）

黑寡妇蜘蛛个体位置 Ai 一步转化为 Aj 的概率为：

ps(Ai→ Aj) =

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

1
|Wini - δ × cos(2π × beta)× Ai| ,
xj ∈ [Wini,δ × cos(2π × beta)× Ai]&P > 0.31
|Wini - δ ×m × Ar1|

,
xj ∈ [Wini,Wini - δ ×m × Ar1]&P ≤ 0.3
0,otherwise

（18）

定理 2 黑寡妇蜘蛛个体最优状态集 M 是一个

闭集。

证明 设黑寡妇蜘蛛个体状态 I ni =(Ani ,E*)为最优

状态，根据算法的执行策略，其下一时刻的状态

I n + 1i =(An + 1i ,E*) ，显然，I n + 1i =(An + 1i ,E*) 也为最优状态。

依 据 式（16）、式（17）可 知 ，当 ∀I ni ∈M, I n + 1j ∉M ，

p(I ni → I n + 1j ) = 0 。因此，黑寡妇蜘蛛个体最优状态集

M 是一个闭集。

定理 3 MBWOA 算法中，最优黑寡妇蜘蛛群体

状态集 G 是一个闭集。

证明 ∀si ∈ G,∀sj ∉ G, sj ∈ S ，对任意步长 l, l ≥ 1，

由Ckapman-Kolmogorov方程可得：

p(i ∉ G|j ∈ G) = pl
i, j =∑

sr1 ∈ S
...∑

srl - 1 ∈ S
p(TS(si) = sr1) ⋅

p(TS(sr1) = sr2)⋯p(TS(sru - 1) = sru)⋯p(TS(srl - 1) = sj)
式中，sru - 1 ∈ G, sru ∉ G,1 ≤ u ≤ l ，由此可得 p(TS(sru - 1) =
sru) =∏

k = 1

m

p(TS(I ru - 1k ) = I ru - 1k )。
由于 ∃I ru - 1k ∈M, I ruk ∉M ，则有 f (I ruk ) > f (I ru - 1k ) = f (I*) 。

由 式（7）可 知 ，p*(Eru - 1
k → Eru

k ) = 0 ，因 此 p(TS(sru - 1) =
sru) = 0 ，即 p(i ∉ G|j ∈ G) = 0 。因此 G 是 S 空间上的一

个闭集。

定理 4[21] 设 Markov 链有一集合 D 非空，且非空

集 D 为不属于 Markov 链的闭集，C⋂ D =∅ ，则当

j ∈ C时，lim
n→∞ p(An = j) =πj 且 j ∉ C时，lim

n→∞ p(An = j) = 0。

定理 5 当黑寡妇蜘蛛群体内部位置迭代次数趋

于无穷时，群体状态序列必将进入最优状态集H。

证明 由定理 2~定理 4可证。

定理 6 MBWOA 收敛于全局最优解。

证明 在MBWOA算法的每次迭代次数都保存群

体的最优黑寡妇蜘蛛位置，即满足 f (D(x,ξ)) ≤ f (ξ)，
符合准则 1条件；其次，依据定理 6可知，MBWOA 算

法经过无穷次迭代后，黑寡妇蜘蛛群体位置序列必

将进入最优状态，满足收敛准则的条件 2。因此，

MBWOA 收敛于全局最优解。
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3 实验与分析
本 文 的 实 验 使 用 一 台 Intel Core i5- 6300HQ

2.30 GHz CPU 和 Windows 10 操作系统的笔记本电

脑，算法用MATLAB R2018b编写。

3.1 多目标性能指标
为了评估算法的多目标性能，选用反向迭代距

离（inverted generational distance，IGD）[22]、超体积指

标（hypervolume，HV）[23]和扩散程度（Spread）[24]这 3个

指标进行评价。

IGD：用于估算每一个真实 PF上的参考点 P* 到
最近的解的距离的平均值。对于测试的多目标优化

算法，其 IGD 值越小，则表明该算法收敛性和多样性

越好。IGD表达式为：

IGD(P,P*) =
∑
x ∈ P*
min
y ∈ P dis(x,y)

||P*
（19）

P是多目标算法所求得的解集，P* 为从 Pareto真

实前沿 PF 上采样的一组均匀分布的参考点，dis(x,y)
表示参考解集 P* 中的点 x 到解集 P 中的点 y 的欧氏

距离。

HV：指多目标优化算法的非支配解集 X 与参考

点 P围成的目标空间区域的体积 v(x,P)，多目标优化

算法所取得的 HV值越大，该算法的多样性和收敛性

就越好。其表达式为：

HV = ∪
x ∈ X

|| X

v(x,P) （20）

其中，X是一组多目标优化算法的 Pareto最优解集，P

为参考点，x表示 X 中的一个解，v(x,P)表示参考点 P

与 x的超体积。

Spread：表示多目标优化算法在非支配区域中的

个体分布均匀程度，即测量整个已知的真实 PF 中向

量的分布情况，算法的 Spread值越小，算法的解集多

样性越好，分布越均匀。其表达式为：

Δ =
df + dl +∑

i = 1

N - 1
||di - d̄

df + dl +(N - 1)d̄ （21）

其中，N 是目前非支配解集中解的个数，参数 di 是求

得的非支配解集里相邻最近的解之间的欧氏距离，d̄
代表解集中所有 di 的平均值。 df 以及 dl 分别表示

所取得的非支配解集边界解以及极值解之间的欧氏

距离。

3.2 对比算法与基准函数
为验证 MBWOA 算法的性能，选取了 4 个当前

主流的多目标优化算法 SMPSO（speed- constrained

multi-objective PSO）[25]、MOEA/D/DU（multi-objective

optimization evolutionary algorithm based on decom-

position with a distance based updating strategy）[26]、

NSGA-II/SDR（non-dominated sorting genetic algorithm

II with strengthened dominance relation）[27]、LMOCSO

（large-scale multi-objective competitive swarm optimi-

zation algorithm）[28]与本文提出的 MBWOA 算法进行

比较。

这里使用的 4 个对比算法的源代码都可以在

PlatEMO[29]中找到。为了实验的公平性，所有对比算

法统一沿用其原始论文的默认参数，如表 1所示。基

准测试问题包括 10 个 RM-MEDA（benchmark MOP

for a regularity model- based multiobjective estimation

of distribution algorithm）[30]问题（以下简称 F1~F10）

和 5 个 ZDT（benchmark MOP proposed by Zitzler，Deb

and Thiele）[31]问题。除 F4、F8 是三目标问题之外都

是双目标问题，决策变量都是 30 个。5 个 ZDT 问题

（ZDT1~ZDT4、ZDT6）都是双目标问题，ZDT1~ZDT3

决策变量是 30 个，ZDT4 和 ZDT6 决策变量是 10 个。

由于ZDT5是一个二进制问题，在测试中未被选用。

3.3 实验对比分析
本实验中每个算法在每个测试问题上独立运行

30 次，每次运行对算法所得的解集评估 10 000 次。

实验收集了这 30 次的平均值和标准差进行比较，标

准差数据列在平均值下一行。表中的粗体表示每个

问题的最优结果。为了得到统计上可靠的结论，用

α=0.05 的显著性水平进行了 Wilcoxon 秩和检验，以

显示MBWOA与对比算法之间的统计学差异。

表中的符号+、−和=分别表示使用此统计检验的

对比算法明显好于、差于、接近于 MBWOA。表 2 总

结了 MBWOA与 4个对比算法在 15个测试问题上的

HV平均值和标准偏差。MBWOA在除了 ZDT6的包

括 ZDT 和 RM-MEDA 系列的所有 14 个测试问题函

数中都取得了最优。同时，MBWOA 与 SMPSO 在唯

一没有取得最优的 ZDT6测试问题中，算法运行结果

与 LMOCSO 所取得的最优解的 HV 指标值的差距非

表 1 对比算法参数设置

Table 1 Parameter setting of comparison algorithms

对比算法

SMPSO

MOEA/D/DU

NSGA-II/SDR

LMOCSO

参数设置

ω ∈ [0.1,0.5],c1 ∈ [1.5,2.5],pm = 1/N,ηm = 20
pm = 1/N,ηm = 20,pc = 1,T = 20,K = 5,ηc = 20,δ = 0.5
pm = 1/D,pc = 1,ηm = 20
α = 2
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常小。这表明 MBWOA在这些测试函数上表现出了

最好的多样性、稳定性和收敛性。

表 3列出了 MBWOA 与对比算法在 15个测试问

题上的 Spread 平均值和标准偏差。其中，MBWOA

在 11 个测试函数中取得了最优。相比之下，只有

LMOCSO 在其他 4 个测试函数中取得了最优。其

中 ，在 ZDT2 中 ，MBWOA 所 取 得 的 解 略 逊 于

LMOCSO。总的来说，在大多数情况 MBWOA 在这

些测试函数上所产生的解集，相比其他 4个对比算法

而言，多样性更好、更稳定、解集分布更均匀。

表 4 展示了 MBWOA 与对比算法在测试问题上

的 IGD平均值和标准偏差。MBWOA在 15个基准问

题中取得了 13个 IGD的最优值。在 RM-MEDA测试

问题中，只有 MOEA/D/DU 在 F8 问题上取得最优，

MBWOA 则在其他 RM-MEDA 测试问题有着显著的

优势。在 ZDT系列测试问题中，MBWOA在除 ZDT6

之外的所有测试问题上都取得了最小的 IGD 值。而

在 ZDT6测试问题上，MBWOA的运行结果略逊色于

LMOCSO所取得的最优解。这说明MBWOA具有更

好的稳定性、收敛性和多样性。

3.3.1 收敛精度及前沿分布情况分析

图 2 展示了 MBWOA 和对比算法的运行结果。

表 2 各算法 HV 实验结果

Table 2 HV experimental results of each algorithm

测试

函数

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

F8

F9

F10

ZDT1

ZDT2

ZDT3

ZDT4

ZDT6

+/－/=

数值

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

SMPSO

6.89E-1
4.11E-2
3.95E-1
7.18E-2
0.00E+0

0.00E+0

3.23E-1
1.56E-1
6.11E-1
5.64E-2
2.91E-1
6.15E-2
0.00E+0

0.00E+0

2.11E-1
1.07E-1
1.06E-1
8.34E-2
0.00E+0

0.00E+0

6.40E-1
9.15E-2
4.31E-1
5.43E-2
5.32E-1
8.78E-2
0.00E+0

0.00E+0

3.88E-1
1.80E-4
0/11/4

MOEA/

D/DU

5.80E-1
2.23E-2
1.25E-1
4.00E-2
0.00E+0

0.00E+0

2.98E-1
3.09E-2
4.94E-1
3.03E-2
1.33E-1
1.25E-2
0.00E+0

0.00E+0

2.91E-1
2.82E-2
7.99E-2
3.30E-2
0.00E+0

0.00E+0

2.25E-1
1.03E-1
6.49E-4
2.16E-3
4.43E-1
9.89E-2
0.00E+0

0.00E+0

0.00E+0

0.00E+0

0/15/0

NSGA-II/

SDR

5.44E-1
3.05E-2
1.15E-1
2.86E-2
0.00E+0

0.00E+0

1.29E-1
7.89E-2
4.46E-1
2.55E-2
1.60E-1
1.24E-2
0.00E+0

0.00E+0

1.30E-1
6.99E-2
5.42E-1
3.83E-2
0.00E+0

0.00E+0

6.82E-1
1.05E-2
3.77E-1
2.63E-2
5.72E-1
2.54E-2
2.33E-1
1.43E-1
1.84E-1
6.09E-2
0/15/0

LMOCSO

7.12E-1
1.28E-2
4.41E-1
7.41E-3
6.38E-2
6.34E-2
3.37E-1
1.26E-1
5.91E-1
6.23E-2
2.73E-1
4.66E-2
3.03E-3
1.66E-2
3.05E-1
7.09E-2
3.37E-1
1.59E-1
5.60E-2
5.86E-2
5.76E-1
7.32E-2
4.10E-1
2.99E-2
4.95E-1
7.30E-2
2.92E-1
1.54E-1
3.89E-1

1.72E-5

1/12/2

MBWOA

7.18E-1

4.19E-4

4.43E-1

3.24E-4

3.19E-1

1.28E-1

5.20E-1

3.13E-2

7.08E-1

2.33E-3

4.26E-1

4.42E-3

9.09E-2

7.70E-8

4.06E-1

3.13E-4

5.89E-1

4.36E-2

1.04E-1

1.36E-2

7.18E-1

6.14E-4

4.43E-1

4.07E-4

5.83E-1

1.74E-3

6.51E-1

7.24E-2

3.88E-1
2.21E-4

表 3 各算法 Spread实验结果

Table 3 Spread experimental results of each algorithm

测试

函数

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

F8

F9

F10

ZDT1

ZDT2

ZDT3

ZDT4

ZDT6

+/－/=

数值

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

SMPSO

4.43E-1
9.65E-2
4.85E-1
1.56E-1
1.00E+0

5.73E-2
4.75E-1
5.53E-2
5.67E-1
1.34E-1
7.46E-1
1.37E-1
9.82E-1
5.64E-2
6.07E-1
1.60E-1
6.64E-1
7.08E-2
9.94E-1
1.80E-2
4.40E-1
1.37E-1
3.93E-1
9.71E-2
7.84E-1
9.24E-2
9.92E-1
3.70E-2
6.47E-1
4.85E-1

1/9/5

MOEA/

D/DU

7.65E-1
6.29E-2
8.58E-1
4.22E-2
1.05E+0

7.06E-2
6.60E-1
5.78E-2
8.20E-1
5.39E-2
9.33E-1
3.93E-2
1.05E+0

7.76E-2
6.66E-1
7.03E-2
8.19E-1
5.56E-2
1.00E+0

0.00E+0

7.88E-1
8.40E-2
9.65E-1
5.21E-2
8.53E-1
7.09E-2
1.00E+0

0.00E+0

1.06E+0

8.78E-2
0/15/0

NSGA-II/

SDR

8.40E-1
6.57E-2
9.61E-1
4.08E-2
9.56E-1
3.17E-2
1.04E+0

2.23E-1
8.97E-1
1.96E-2
9.02E-1
1.63E-2
9.69E-1
3.18E-2
9.74E-1
2.33E-1
7.04E-1
7.86E-2
9.97E-1
7.03E-2
5.15E-1
5.96E-2
4.50E-1
7.21E-2
5.00E-1
7.71E-2
8.64E-1
9.52E-2
7.13E-1
8.65E-2
0/14/1

LMOCSO

3.74E-1
9.42E-2
2.08E-1

6.34E-2

8.43E-1
1.79E-1
3.10E-1

6.93E-2

7.42E-1
1.49E-1
7.39E-1
1.08E-1
9.61E-1
7.73E-2
5.30E-1
1.77E-1
7.47E-1
6.28E-2
1.23E+0

2.78E-1
5.34E-1
8.15E-2
3.36E-1

8.94E-2

7.50E-1
7.77E-2
8.08E-1
1.00E-1
1.36E-1

6.34E-3

4/9/2

MBWOA

3.63E-1

3.03E-2

3.69E-1
4.28E-2
5.64E-1

3.71E-1

5.68E-1
1.17E-1
3.96E-1

3.89E-2

3.92E-1

3.58E-2

7.58E-1

8.49E-2

3.98E-1

4.68E-2

6.41E-1

8.65E-2

9.94E-1

1.40E-3

3.92E-1

3.78E-2

3.95E-1
4.62E-2
4.26E-1

3.90E-2

6.97E-1

2.76E-1

4.37E-1
2.45E-1
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黑点是对应问题的真实 PF，蓝点则是算法的解集。

可以看到，对于图中列出的测试问题，MBWOA 都可

以完全收敛到真实 PF 上，而 4 个对比算法则不能收

敛到真实 PF，或不能完全收敛到所有问题的整个真

实 PF上。F1是一个线性、PF为凸的函数。图 2（a）~

（e）展示了 10 000 次评估完成时 MBWOA 和所有对

比算法的运行结果。其中，SMPSO和 LMOCSO最终

能够收敛到真实 PF 上，但二者在第一个目标值接近

0 的部分有部分缺失，MOEA/D/DU 和 NSGA-II/SDR

则存在很大部分的缺失，在 ZDT1中的情况也与此类

似。而在 F3 和 ZDT3 中，对比算法都未能收敛或是

未完全收敛。

图 2（k）~（o）展示了对比算法和 MBWOA在难度

更大的 F4 问题上的运行结果。SMPSO 的解只在靠

中心的部分能够达到真实 PF，其解集与真实 PF的距

离较大。MOEA/D/DU 的解分布在真实 PF 的周围，

但是离真实 PF 还有一段距离。LMOCSO 的解均匀

散布在真实PF周围以及略远的空间。说明这些算法

的收敛性能需要进一步加强。而 NSGA-II/SDR 的

解则聚集在真实 PF 的顶部上空的区域，而其他部分

则几乎没有解，其多样性有待加强。相比之下，

MBWOA 所产生的解几乎都在真实 PF 上，或是离真

实 PF 非常接近，与此同时，解基本覆盖了整个真实

PF，且分布相对较为均匀。

结合 IGD 统计表可以发现，在 RM-MEDA 测试

问题中，MBWOA 能够在 F1~F6 中基本能够完全收

敛到真实 PF 上，在复杂程度更高的 F7~F10问题中，

只能部分收敛于真实PF，但相比对比算法而言，更逼

近真实 PF，收敛速度也更快。对于 ZDT 测试问题，

MBWOA 也表现出了良好的求解能力。在所有测试

中，MBWOA 都能够收敛到所有问题的真实 PF 上，

且收敛速度相比对比算法而言更快。总的来说，测

试表明 MBWOA 具有优秀的求解能力，更好的收敛

性、多样性和更高的收敛精度。

3.3.2 收敛速度分析

图 3给出了 MBWOA 和对比算法在 15个测试问

题上的 IGD 变化趋势。图中的横坐标代表评价次

数，纵坐标代表 IGD的值，红色线条代表 MBWOA的

解集随着迭代次数的增加所取得的 IGD 值的变化情

况，每次迭代评估 100次。

对于 RM-MEDA 系列测试问题，MBWOA 能够

在RM-MEDA_F1~F4、F7中的第 2 000次评估之前收

敛并且取得最小的 IGD 值，在 F5~F6中，MBWOA 也

能够在接近 2 000次评估时收敛并取得最小值；在 F8

中虽能够较快收敛，但未能取得最小的 IGD值；在 F9

中最终取得最小值。相比之下，SMPSO 在 9 000 次

评估时收敛，LMOCSO在 10 000次评估时接近收敛，

F2 中 LMOCSO 在 8 000 次评估时收敛并接近于

MBWOA 所取得的最小值。在 F8 中，MOEA/D/DU

最终取得了最小的 IGD 值，其他算法在 10 000 次评

估完成时尚未收敛。

在 ZDT 系列测试问题中，MBWOA 在 ZDT1~

ZDT3中都能在 2 000多次评估之内收敛并最终取得

IGD最小值，ZDT4中大约 5 000次评估时收敛并取得

表 4 各算法 IGD 实验结果

Table 4 IGD experimental results of each algorithm

测试

函数

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

F8

F9

F10

ZDT1

ZDT2

ZDT3

ZDT4

ZDT6

+/－/=

数值

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

SMPSO

2.85E-2

3.47E-2

4.47E-2

6.69E-2

2.49E+0

3.48E-1

2.40E-1

1.48E-1

1.28E-1

7.48E-2

1.39E-1

6.19E-2

2.42E+0

3.31E-1

3.52E-1

1.04E-1

6.51E-1

1.19E-1

3.19E+2

2.68E+2

6.48E-2

7.31E-2

1.58E-2

5.00E-2

1.55E-1

1.17E-1

9.38E+0

5.99E+0

3.79E-3

1.69E-4

1/11/3

MOEA/

D/DU

1.45E-1

3.53E-2

3.16E-1

6.35E-2

4.77E+0

3.22E-1

1.82E-1

1.57E-2

2.85E-1

5.01E-2

3.41E-1

2.78E-2

3.79E+0

2.40E-1

2.24E-1

2.74E-2

6.78E-1

6.95E-2

1.55E+4

4.50E+3

4.68E-1

1.80E-1

8.93E-1

1.90E-1

2.55E-1

1.30E-1

4.45E+1

1.15E+1

3.88E+0

5.12E-1

1/14/0

NSGA-II/

SDR

2.35E-1

6.47E-2

4.30E-1

9.32E-2

2.33E+0

2.79E-1

6.36E-1

1.98E-1

4.16E-1

4.30E-2

3.35E-1

2.82E-2

1.47E+0

1.28E-1

4.26E-1

2.12E-1

1.62E-1

3.82E-2

3.04E+1

1.18E+1

3.08E-2

1.29E-2

4.85E-2

1.96E-2

2.72E-2

8.91E-3

5.05E-1

2.48E-1

1.90E-1

7.13E-2

0/14/1

LMOCSO

9.15E-3

9.52E-3

5.66E-3

3.84E-3

7.49E-1

4.90E-1

2.31E-1

1.16E-1

1.79E-1

9.42E-2

1.64E-1

5.00E-2

9.54E-1

1.60E-1

2.89E-1

6.67E-2

3.50E-1

1.54E-1

1.96E+0

2.00E+0

1.12E-1

5.96E-2

2.63E-2

2.12E-2

2.33E-1

1.00E-1

4.18E-1

2.10E-1

3.13E-3

1.86E-5

2/11/2

MBWOA

5.39E-3

3.23E-4

5.24E-3

3.01E-4

8.76E-2

1.55E-1

8.17E-2

4.40E-2

1.28E-2

1.93E-3

1.53E-2

3.01E-3

3.65E-1

4.14E-4

3.53E-1

6.09E-3

1.26E-1

4.48E-2

8.28E-1

1.28E-2

5.10E-3

3.19E-4

5.31E-3

3.77E-4

6.13E-3

1.16E-3

7.56E-2

9.92E-2

3.86E-3

1.98E-4
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最小的 IGD，ZDT6 在 2 000 次评估之内收敛，最终取

得的 IGD 值虽不是最小，但与在此问题中取得最优

的LMOCSO差距非常小。而对比算法虽然在某些问

题上能够收敛，但从总体上来说，MBWOA 在兼顾收

敛速度的同时取得更好的解集的能力相比对比算法

而言更强，表现更好。

3.3.3 算法耗时

表 5 列出了算法在 4 个测试问题上独立运行 30

次得到的平均运行时间。可以看出 MBWOA的总耗

时会比其他算法更长一些，这是由于其每次循环过

程中都需要进行非支配排序并维护种群，因此

MBWOA 为了增加种群多样性，提高算法的收敛精

度，是以牺牲算法的运行时间为代价的。

3.3.4 角逐机制和改进信息素机制及其融合的有

效性验证

为验证本文所用策略的有效性以及融合两种策

略的合理性，分别使用不包含角逐机制和改进信息

素机制的黑寡妇优化算法 BWOA、单独使用改进信

息素更新机制的黑寡妇优化算法 MBWOA-PH、单独

使用两种角逐机制的黑寡妇优化算法 MBWOA-

图 2 部分测试函数求解近似前沿

Fig.2 Pareto optimal front of some test functions
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COM 与本文提出的融合两种方法的 MBWOA 算法

在 IGD、Spread和 HV指标上进行实验，表 6为实验结

果。除开前两列，表格中每四列构成一组实验，共计

3 组。 3 组实验中分别使用 BWOA、MBWOA-PH、

MBWOA-COM 和 MBWOA 在 15 个不同的测试函数

上对于 IGD、Spread、HV指标进行对比。

在测试 IGD 的实验中，BOWA、MBWOA- PH、

MBWOA-COM 和 MBWOA 所取得最优解的数量分

别为 0、1、0、14。同时，MBWOA-PH和MBWOA-COM

在 15个测试问题上优于BWOA的数量分别为 9个和

14 个，这说明两种策略都能够增强算法的收敛性和

多样性。

在测试 Spread 的实验中，BOWA、MBWOA-PH、

MBWOA-COM 和 MBWOA 所取得最优解的数量分

别为 0、2、1、12，MBWOA-PH 和 MBWOA-COM 在 15

个测试问题中分别有 13 个不同的测试函数优于

BWOA，说明所用的两种策略都能加强算法的多样

性并且改善种群的分布。

图 3 各测试函数 IGD 指标变化趋势

Fig.3 Change trend of IGD indicators of each test function

表 5 独立实验 30次的平均运行时间

Table 5 Average running time of 30 independent experiments

单位：s

测试问题

F1

F10

ZDT1

ZDT3

+/－/=

SMPSO

3.65E-1

3.89E-1

3.69E-1

3.35E-1

4/0/0

MOEA/

D/DU

3.73E+0

3.82E+0

3.61E+0

3.67E+0

2/1/1

NSGA-II/

SDR

4.78E-1

5.19E-1

4.85E-1

4.90E-1

4/0/0

LMOCSO

7.43E-1

4.72E+0

8.43E-1

1.00E+0

3/1/0

MBWOA

3.75E+0

3.66E+0

3.66E+0

3.70E+0

2923



计算机科学与探索

ww
w.c

eaj
.or
g

Journal of Frontiers of Computer Science and Technology 计算机科学与探索 2023, 17(12)

在测试 HV 的实验中，BOWA、MBWOA- PH、

MBWOA-COM 和 MBWOA 所取得最优解的数量分

别为 1、1、3、10，MBWOA-PH 和 MBWOA-COM 在 15

个测试问题上优于 BWOA 的数量分别为 9 个和 12

个，表明本文所用的两种策略都能增强算法的多样

性和收敛性。

MBWOA-ago 和 MBWOA 的区别是使用了改进

前的信息素机制，而其他策略相同。图 4 展示了这

两个算法在测试问题 F5、F6、ZDT1 和 ZDT3 上评估

10 000 次所得到的 Pareto 前沿。可以清楚地看到，

MBWOA-ago 在 4 个测试问题中都不能完全收敛到

整个真实 PF，有些部分没有解或是与真实 PF之间有

一定的距离，而MBWOA则收敛到了 4个测试问题的

整个真实PF上。说明改进信息素机制提升了算法搜

索能力，增加了算法的收敛性和多样性，提高了收敛

精度。

图 5 展示了 MBWOA-ago 和 MBWOA 在 4 个测

试函数上的 IGD 变化趋势。在 4 个测试问题上，

MBWOA 都能在 2 000 次评估时就完成收敛，而

MBWOA-ago 则需要运行更多次才能慢慢收敛。这

表 6 MBWOA与对比算法在 IGD、Spread和 HV 上的对比结果

Table 6 Comparison results of MBWOA and comparison algorithms on IGD, Spread and HV

测试

问题

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

F8

F9

F10

ZDT1

ZDT2

ZDT3

ZDT4

ZDT6

+/－/=

数值

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

平均值

标准差

IGD

BWOA

1.1E-2

8.1E-3

1.2E-2

1.3E-2

9.1E-2

1.5E-1

1.5E-1

1.0E-1

1.3E-1

3.2E-2

1.4E-1

4.9E-2

5.3E-1

9.5E-2

4.5E-1

1.3E-1

6.8E-1

2.6E-1

8.4E-1

5.7E-16

3.2E-1

3.9E-1

5.0E-1

2.2E-1

4.5E-1

3.5E-1

5.7E+1

1.9E+1

3.9E-1

3.1E-1

0/14/1

MBWOA-

PH

4.9E-3

2.4E-4

6.0E-1

5.6E-2

3.6E-1

5.9E-4

8.7E-2

1.7E-2

4.3E-1

2.2E-2

3.5E-1

2.1E-2

3.6E-1

3.5E-4

4.0E-1

6.6E-2

6.3E-1

2.8E-1

8.4E-1

5.7E-16

3.4E-1

4.2E-1

6.1E-1

0.0E+0

2.9E-1

2.5E-1

8.4E-1

5.7E-16

3.3E-1

3.9E-2

1/14/0

MBWOA-

COM

5.3E-3

2.9E-4

5.6E-3

4.7E-4

1.2E-1

1.7E-1

9.1E-2

5.9E-3

4.6E-2

9.6E-2

8.8E-2

1.3E-1

3.7E-1

1.1E-3

3.5E-1

1.2E-3

1.8E-1

8.1E-2

8.3E-1

1.2E-2

5.6E-3

8.1E-4

5.5E-1

1.8E-1

2.4E-2

9.5E-2

4.5E-1

3.8E-1

3.9E-3

1.7E-4

0/12/3

MBWOA

5.3E-3

2.1E-4

5.2E-3

3.0E-4

8.8E-2

1.6E-1

8.2E-2

4.4E-2

1.3E-2

1.9E-3

1.5E-2

3.0E-3

3.6E-1

4.1E-4

3.5E-1

6.1E-3

1.3E-1

4.5E-2

8.1E-1

2.9E-3

5.1E-3

3.2E-4

5.3E-3

3.8E-4

6.1E-3

1.2E-3

7.6E-2

9.9E-2

3.9E-3

2.0E-4

Spread

BWOA

1.1E+0

6.2E-1

1.1E+0

4.3E-1

1.3E+0

2.8E-1

7.4E-1

1.7E-1

1.3E+0

6.2E-1

1.5E+0

5.8E-1

1.1E+0

1.7E-1

1.2E+0

4.2E-1

9.9E-1

7.1E-2

1.0E+0

0.0E+0

1.1E+0

5.6E-1

1.1E+0

2.6E-1

1.0E+0

1.7E-1

1.0E+0

2.7E-2

1.1E+0

2.2E-1

0/15/0

MBWOA-

PH

3.7E-1

4.9E-2

1.0E+0

8.3E-2

7.4E-1

1.5E-1

4.4E-1

1.1E-1

8.3E-1

1.8E-2

8.9E-1

1.4E-2

7.4E-1

1.4E-1

8.1E-1

4.2E-1

9.0E-1

1.3E-1

1.0E+0

0.0E+0

6.1E-1

3.3E-1

1.0E+0

0.0E+0

7.4E-1

2.1E-1

1.0E+0

0.0E+0

1.5E+0

9.4E-2

1/11/3

MBWOA-

COM

5.0E-1

5.6E-2

4.4E-1

5.1E-2

6.4E-1

3.5E-1

8.2E-1
7.8E-2

5.1E-1

1.2E-1

5.6E-1

2.0E-1

8.4E-1

1.4E-1

4.5E-1

4.1E-2

6.9E-1

8.2E-2

1.0E+0

2.3E-3

4.6E-1

5.4E-2

9.4E-1

1.9E-1

4.6E-1

1.1E-1

8.3E-1

2.4E-1

4.0E-1

5.1E-2

0/12/3

MBWOA

3.6E-1

3.0E-2

3.7E-1

4.3E-2

5.6E-1

3.7E-1

5.7E-1

1.2E-1

4.0E-1

3.9E-2

3.9E-1

3.6E-2

7.6E-1

8.5E-2

4.0E-1

4.7E-2

6.4E-1

8.7E-2

9.9E-1

1.4E-3

3.9E-1

3.8E-2

3.9E-1

4.6E-2

4.3E-1

3.9E-2

7.0E-1

2.8E-1

4.4E-1

2.5E-1

HV

BWOA

7.1E-1

1.1E-2

4.4E-1

9.0E-3

3.4E-1

6.9E-2

4.9E-1

8.8E-2

5.6E-1

3.7E-2

2.7E-1

4.6E-2

9.1E-2

1.1E-10

3.1E-1

9.3E-2

1.9E-1

1.6E-1

9.1E-2

7.1E-17

4.7E-1

3.0E-1

1.5E-1

1.2E-1

3.4E-1

2.3E-1

3.4E-3

1.9E-2

2.1E-1

1.4E-1

1/13/1

MBWOA-

PH

7.2E-1

3.7E-4

9.2E-2

4.6E-3

9.1E-2

3.6E-7

4.9E-1

2.4E-2

4.4E-1

1.4E-2

1.5E-1

9.1E-3

9.1E-2

2.3E-8

3.8E-1

2.9E-2

2.4E-1

2.0E-1

9.1E-2

7.1E-17

4.7E-1

3.1E-1

9.1E-2

7.1E-17

5.6E-1

2.0E-1

9.1E-2

7.1E-17

1.1E-1

1.8E-2

1/14/0

MBWOA-

COM

7.2E-1

4.1E-4

4.4E-1

4.5E-4

2.9E-1

1.4E-1

5.1E-1

6.9E-3

6.9E-1

6.3E-2

3.6E-1

1.1E-1

9.1E-2

1.3E-7

4.1E-1

2.1E-4

5.6E-1

4.6E-2

1.0E-1

1.3E-2

7.2E-1

1.5E-3

1.3E-1

1.1E-1

5.9E-1

4.1E-2

3.8E-1

2.8E-1

3.9E-1

1.6E-4

3/9/3

MBWOA

7.2E-1

3.4E-4

4.4E-1

3.2E-4

3.2E-1

1.3E-1

5.2E-1

3.1E-2

7.1E-1

2.3E-3

4.3E-1

4.4E-3

9.1E-2

7.7E-8

4.1E-1

3.1E-4

5.9E-1

4.4E-2

1.2E-1

3.0E-3

7.2E-1

6.1E-4

4.4E-1

4.1E-4

5.8E-1

1.7E-3

6.5E-1

7.2E-2

3.9E-1

2.2E-4
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表明改进信息素机制能够提升算法的收敛速度。

最 后 ，在 3 种 指 标 的 实 验 中 MBWOA- PH 和

MBWOA-COM均优于 BWOA，而融合了两种策略的

MBWOA优于上述 3种算法，说明本文所用的两种角

逐机制和改进信息素机制的有效性，证明了融合两

种策略的合理性。

4 结束语
本文提出了一种基于角逐机制和改进信息素机

制引导的多目标黑寡妇优化算法，引入了两种角逐

机制和改进信息素机制来提高算法的性能。在算法

每次迭代过程中将种群分为两部分，两部分在每次

迭代中的规模不同，每部分使用不同的角逐机制更

新个体，种群沿不同方向更新，使算法能够兼顾收敛

性和多样性。接着，使用改进信息素机制对经过不

同角逐机制调整的、信息素值较低的个体进行更新，

引导个体向种群间隙方向进行优化，改善种群的分

布，增强算法的收敛能力。MBWOA 与主流的多目

标优化算法 SMPSO、MOEA/D/DU、NSGA-II/SDR 和

LMOCSO在 RM-MEDA、ZDT测试问题上测试，得到

IGD、HV 和 Spread 值。最终实验证明 MBWOA 的收

敛性、多样性、稳定性、解的均匀性均优于对比算法，

是一种有竞争力的多目标优化算法。最后，验证了

算法所用策略的有效性及融合的合理性。此外，未

来进一步的研究点是将 MBWOA用于解决一些实际

工程问题。
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