Universidad deValladolid

Facultad de Ciencias

TRABAJO FIN DE GRADO

Grado en Matematicas

Grafos de aristas

Autora: Silvia Lépez Pardo

Tutor: Antonio Campillo Lopez

28 Septiembre 2023







Indice general

T iccionl

L. Conceptos basicos|

(1.1. Definiciones previas| . . . . . . . . . . . ...

(1.2. Primeras propiedades| . . . . . . . ... ... ... ... ...

B C Ry . 5 |

[2.1. Caracterizacion de los grafos de aristas| . . . . . . . . .. .. ...

[2.2. Isomorfismos de grafos de aristas| . . . . . ... ... ... ....

[3. Algunas familias de gratos de aristas|

[3.4. Grafos completos K,,| . . . . . ... 0oL

13.5. Gralos bipartitos completos /., o . . . . . . ... ..o

[5. Espectro de los grafos de aristas|

6T abilidad

[6.1. Grafos eulerianos y grafos de aristas|{. . . . . . . . . .. ... ...

[6.2. Grafos hamiltonianos y grafos de aristas| . . . . . ... ... ...

11
11
17

21
21
21
22
23
24

27
27
31

41

45
45
47

51
ol
95

59






Introduccion

La Teoria de Grafos es una de las areas de las Matematicas mas extensas a
dia de hoy, debido a su utilidad en areas tan diversas como Infomatica, Quimica,
Economia o incluso Lingiiistica. El objetivo de este Trabajo Fin de Grado es el
estudio de los grafos de aristas (line graphs en inglés, aunque también se pueden
denominar con otros términos como derived graphs o interchange graph), obteni-
dos a partir de un grafo dado mediante una sencilla transformacién: cambiando
sus aristas por vértices, y haciendo que dos vértices estén unidos por una arista si
las aristas correspondientes del grafo original correspondientes a dichos vértices
tienen un vértice en comun.

Los grafos de aristas comenzaron a ser estudiados a partir de mediados del
siglo XX. Dos de los grandes precursores del desarrollo de esta teoria son L. W.
Beineke (1939, Estados Unidos) y H. Whitney (1907-1989, Estados Unidos), au-
tores de los principales resultados enunciados en este trabajo. El primero de ellos
probd una elegante caracterizacion de estos grafos mediante una serie de equiva-
lencias, conocida como el Teorema de Beineke. En una de dichas equivalencias
surge de forma natural una lista de "grafos prohibidos", un conjunto de grafos
que no pueden formar parte como subgrafo inducido del grafo original a partir
del cual queremos calcular su grafo de aristas. Por otra parte, una de las mayores
aportaciones de Whitney en este campo es su famoso Teorema de isomorfismo de
grafos de aristas (o Teorema de Whitney): es trivial probar que si dos grafos son
isomorfos, entonces sus grafos de aristas también lo son, pero en dicho teorema
se prueba que los tnicos dos grafos no isomorfos cuyos grafos de aristas si son
isomorfos son K; 3y K.

En esta Memoria se abordaran distintos problemas de la Teoria de Grafos
aplicados al caso particular de los grafos de aristas, ademas de los Teoremas de
Beineke y Whitney previamente mencionados, y siempre de la manera mas au-
tocontenida posible. Algunos de estos problemas incluyen la descripcion de los
grafos de aristas de algunas familias concretas, el comportamiento de estos gra-
fos al iterar, el rango de los autovalores de dichos grafos, la relacién entre grafos
eulerianos y hamiltonianos con los grafos de aristas, y los calculos del niimero,
indice y polinomio cromatico para este conjunto de grafos.

En el primer capitulo, daremos una serie de definiciones generales sobre gra-
fos que se usaran durante todo el trabajo, para a continuaciéon enunciar algunas



propiedades basicas sobre los grafos de aristas. En el segundo capitulo demos-
traremos los Teoremas de Beineke y Whitney, que proporcionan respectivamente
la caracterizacién de los grafos que son de aristas, y la prueba de que cualquier
grafo se puede recuperar (salvo la excepcién mencionada) a partir de su grafo de
aristas.

En los dos siguientes capitulos, daremos propiedades generales de la teoria.
En el tercer capitulo detallaremos los grafos de aristas de algunas familias co-
munes de grafos. En el cuarto capitulo estudiaremos el comportamiento de los
grafos de aristas por sucesivas iteraciones, probando, entre otros resultados, que
hay una amplia familia de grafos, los grafos prolificos, para los que tanto los
numeros de vértices y de aristas, como los grados maximo, minimo y promedio,
tienden a infinito. Los grafos prolificos son aquellos que son conexos, tienen un
vértice de grado al menos 3 y no son Kj 3.

En los tres ultimos capitulos, veremos algunas propiedades especificas de
los grafos de aristas: en el quinto capitulo nos centraremos en las matrices de
incidencia y los autovalores, dando cotas para estos tltimos. En el sexto capitulo,
probaremos que los grafos de aristas de los grafos eulerianos son a la vez eulerianos
y hamiltonianos, una propiedad que tiene importantes aplicaciones técnicas. Por
ultimo, en el séptimo capitulo tendremos en cuenta que el niimero cromético del
grafo de aristas es el indice croméatico del grafo original para estudiar en detalle
el nimero y el polinomio cromatico de los grafos de aristas.



Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo vamos a presentar algunas nociones esenciales en la Teoria
de Grafos, como son las definiciones de la primera seccién, asi como algunos
resultados sencillos sobre grafos de aristas, que usaremos a lo largo de todo el
trabajo. Las referencias principales de este capitulo son [1] y [3].

1.1. Definiciones previas

Comencemos dando algunas definiciones y proposiciones generales:

Definicion 1.1. Un grafo simple, o simplemente grafo, consiste en un conjunto
finito de puntos, llamados vértices, unidos por un conjunto finito de lineas, lla-
madas aristas, de forma que cada arista tiene un vértice en cada extremo. Si u
y v son dos vértices, denotaremos la arista que los une por e = uwv.

Definicién 1.2. Dado v un vértice de un grafo G, el grado de v se define como
el ntiimero de aristas que confluyen en él. Lo denotamos por deg(v).

Teorema 1.3. (Teorema del apretén de manos) Si G es un grafo con m
aristas y cuyos vértices denotamos por v, entonces Y (deg(v)) = 2m, donde la
suma se extiende a todos los vértices de G.

Definicién 1.4. Diremos que dos aristas son adyacentes (o consecutivas) si tie-
nen un vértice comun. Diremos que dos vértices u y v son adyacentes, y lo deno-
taremos por u ~ v, si estdn unidos por una arista. Una arista y un vértice son
incidentes si el vértice es extremo de la arista.

Definicién 1.5. Un camino en un grafo es una sucesion de vértices y aristas
Vg, €1, V1, ..., Vs_2, €1, V1, de forma que cada arista es incidente con el vértice
que le precede y el vértice que le sigue, y tal que v; # v; si i # j. Lo denotaremos
por P, siento t el nimero de vértices. La longitud del camino es su nimero de
aristas. Si vy = v;_1, diremos que el grafo es un ciclo.

Definicién 1.6. Un grafo es regular de grado d, o d-regular, si todos sus vértices
tienen grado d. Definimos el grado promedio de G por d(G) = M, donde n
es el nimero de vértices del grafo. Es trivial que si un grafo es regular, entonces

deg(v) = d(G) para todo v vértice de G.
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Definicién 1.7. Un grafo es completo si cada par de vértices estd unido por
una arista. Los denotamos por K,,, donde n es el niimero de vértices. Los grafos
completos K, son (n — 1)-regulares.

Definicién 1.8. Un grafo bipartito es un grafo en el que sus vértices se pueden
separar en 2 conjuntos disjuntos, de forma que los vértices del mismo conjunto
no estan unidos entre si por ninguna arista.

Proposicién 1.9. Un grafo es bipartito si y sélo si todos sus ciclos tienen lon-
gitud par.

Definicién 1.10. Un grafo bipartito completo es un grafo bipartito en el que
cada vértice de cada uno de los 2 conjuntos esta unido a todos los vértices del
otro conjunto. Los denotamos por K, s, siendo r, s el nimero de vértices de cada
conjunto. Un caso particular son los grafos estrella, K ;.

Esta definicién se puede generalizar para grafos k-partitos completos, Ky, ny.. nys
donde n; es el cardinal del i-ésimo subconjunto de vértices.

Definicién 1.11. Un grafo es conexo si cualquier par de vértices estd unido por
una cadena de aristas adyacentes (es decir, por un camino). Un subgrafo conexo
maximal se denomina componente conexa, o simplemente componente, del grafo.
Un grafo conexo de n vértices tiene m > n — 1 aristas.

Definicién 1.12. Dado un grafo, un emparejamiento es un conjunto de aristas
en el que dos aristas cualesquiera no tienen vértices en comuin. Un conjunto
independiente es un conjunto de vértices en el que dos vértices cualesquiera no
son adyacentes.

Definicién 1.13. Un subgrafo de un grafo dado es otro grafo tal que todos sus
vértices y aristas pertenecen al grafo original. Diremos ademas que es induci-
do si tiene por aristas todas las del grafo original que unen los vértices que lo
componen.

Definicién 1.14. Dado un grafo G, un clique es un subgrafo inducido completo.

Definicién 1.15. Diremos que dos grafos G'y H son isomorfos, y lo denotaremos
por G = H | si existe una correspondencia biyectiva entre los vértices y entre las
aristas de ambos grafos, de forma se conserve la adyacencia (y no adyacencia).

Definicién 1.16. Un grafo es plano si se puede dibujar en un plano sin que
ninguna arista se corte con otra salvo en un vértice que compartan.

1.2. Primeras propiedades

En esta secciéon vamos a presentar los grafos de aristas, asi como algunos
resultados sobre su niimero de vértices y de aristas y sobre el grado de sus vértices.
Demos primero su definicion:



Definicién 1.17. Dado un grafo G, definimos su grafo de aristas L(G) como el
grafo cuyos vértices se corresponden con las aristas del grafo G, y cuyas aristas
unen dos vértices de L(G) si las aristas del grafo G correspondientes a estos
vértices son adyacentes.

Figura 1: Ejemplo de un grafo de aristas

Definicién 1.18. Llamamos grafo raiz (o simplemente raiz) de un grafo G al
grafo F' tal que L(F') = G (si tal grafo existe).

Observaciéon 1.19. Un grafo puede tener més de un grafo raiz. Por ejemplo, el
grafo K3 se puede construir, como grafo de aristas, a partir de K 3 o a partir de
K.

A partir del nimero de vértices y de aristas de un grafo, podemos calcular el
numero de vértices y de aristas de su grafo de aristas. De igual manera, podemos
calcular los grados de los vértices de un grafo de aristas si conocemos los grados
de los vértices del grafo original. Mas concretamente:

Teorema 1.20. Sea GG un grafo con n vértices y m aristas. Entonces
(1) L(G) tiene m vértices y 1 3 (deg(v))* — m aristas.
(11) El grado de un vértice e = vw de L(G) es deg(v) + deg(w) — 2.

Demostracion. (1) Por definicién, L(G) tiene tantos vértices como aristas tiene
G. Para ver el nimero de aristas, observemos que cada arista de L(G) proviene
de dos aristas consecutivas de G, por lo que cada vértice v de G contribuye a
(dez(”)) aristas de L(G) (si deg(v) = 1, entonces (degz(”)) = 0). Asi que L(G) tiene
un total de

deg(v) (deg(v))(deg(v) — 1)
()
= 3 (deg))? — 5 3 (deg(v)) =

= 23 (deg(v)? —m

aristas.
(11) Dada la arista vw de G, sabemos que hay otras deg(v) — 1 aristas con v como

extremo, y otras deg(w) — 1 aristas con w como extremo, cada una de las cuales
da lugar a una tnica arista en L(G) que tiene el vértice vw como extremo. [
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Corolario 1.21. Si un grafo G con n vértices es d-regular, entonces L(G) tiene

24 vértices y es 2(d — 1)-regular.

Demostracién. Es trivial que un grafo d-regular tiene 24 aristas. Ademés, para

2
un vértice e = vw de L(G), se tiene, por 1.20.(11),
deg(e) = deg(v) + deg(w) — 2 = 2d — 2.
[

Teorema 1.22. Sea G un grafo. Denotamos por §(G) y A(G) al minimo y
maximo, respectivamente, de los grados de los vértices de G. Entonces:

(1) 0(L(G)) > 20(G) — 2, y se da la igualdad si y solo si G tiene dos vértices
consecutivos de grado 6(G).

(1) A(L(G)) < 2A(G) — 2, y se da la igualdad si y solo si G tiene dos vértices
consecutivos de grado A(G).

Demostracion. Se deducen de [1.20} (). O

Finalizamos este capitulo con un resultado sobre conexion en los grafos de
aristas:

Teorema 1.23. El grafo de aristas de un grafo conexo es conexo.

Demostracion. Sean x, y dos vértices de L(G). Queremos ver que dichos vértices
estdn unidos por una cadena de aristas adyacentes. Sean u,u; los vértices de
G que son extremos de z visto como arista de GG. De igual manera, denotamos
y = v1v. Como G es conexo, existe una cadena de aristas adyacentes que une
w 'y v: sean w;,i = 1,2, ...,t los vértices intermedios de dicha cadena (w; =
uy,wy = v1). Las aristas de G uw,, wiwsy tienen un vértice comun, por lo que,
vistas como vértices de L(G), son adyacentes. Igual, los vértices de L(G) w;w;1,
Wi wire (1 = 2,...,t — 1) son adyacentes, al igual que w;_jw;, ww. Es decir,
hemos encontrado una cadena de aristas adyacentes que unen vw; = uuy = x 'y
WV = V10 = Y. U

10



Capitulo 2

Caracterizacion e isomorfimos

En este capitulo vamos a presentar los resultados principales del trabajo, los
Teoremas de Beineke y Whitney. Para la primera seccién (caracterizacion), las
referencias usadas son [1] y [2]; en la segunda seccién (isomorfismos), seguiremos
las ideas que Harary usa en [3].

2.1. Caracterizacion de los grafos de aristas

Comencemos dando una definicién que usaremos en la prueba del teorema
principal.

Definicién 2.1. Un tridngulo en un grafo G es impar si algtin vértice de G es
adyacente a un nimero impar de vértices del tridngulo, y es par en caso contrario
(es decir, si algin vértice de G es adyacente a un ntmero par de vértices del
tridngulo).

Procedamos a enunciar el Teorema de Beineke:

Teorema 2.2. (Teorema de caracterizacién de Beineke) Para un grafo G,
son equivalentes:

(1) G es el grafo de aristas de algtin grafo.

(1) Las aristas de G se pueden agrupar en subgrafos completos tales que ningtin
vértice pertenezca a mas de dos de dichos subgrafos.

(111) El grafo K 3 no es un subgrafo inducido de G, y si uvw y vwax son ambos
triangulos impares, entonces u y x son vértices adyacentes.

(1v) Ninguno de los 9 grafos de la Figura [2| es un grafo inducido de G.

Demostracion. Supondremos en todo momento que G es conexo.

(1)=-(11) Suponemos que G es el grafo de aristas de un grafo H. Las aristas
que confluyen en cada vértice de H forman un subgrafo completo de GG, y cada
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Figura 2: Los nueve grafos de aristas prohibidos del Teorema 2.2.(1v)

arista de G pertenece a exactamente uno de estos subgrafos. Como cada arista
de H tiene dos vértices, el correspondiente vértice de G esta en a lo sumo dos de
estos subgrafos completos.

(11)=-(1) Queremos construir H tal que L(H) = G. Para ello, definimos S como
la familia de subgrafos completos en la que se descompone G que cumple (11),
junto con el conjunto de vértices de G presentes en solo uno de estos subgrafos.
Observemos que cada vértice de G estd en exactamente dos elementos de S (si
el vértice aparece en dos subgrafos, estard presente en cada uno de ellos; si el
vértice aparece en solo un subgrafo, entonces estara presente en el subgrafo y
como vértice aislado). Ahora, definimos H como el grafo que tiene S como su
conjunto de vértices, siendo dos vértices adyacentes si los subgrafos correspon-
dientes tienen un vértice comun.

Falta comprobar que L(H) = G. Veamos que hay una correspondencia biyec-
tiva ¢ entre las aristas de H (es decir, los vértices de L(H)) y los vértices de
G: para cada arista e de H, definimos ¢(e) como el vértice de G que estd en
los dos subgrafos completos que en H estan unidos por e. Comprobemos si la
adyacencia (y no adyacencia) se conserva: sean e y f dos aristas de H. Si e y
f son vértices adyacentes en L(H), entonces e une en H dos elementos de 5,
pongamos A y B,y f une los elementos B y C, y por tanto, ¢(e) y ¢(f) son
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adyacentes (pues ambos estdn en el mismo subgrafo completo B). Ahora, si e y
f no son vértices adyacentes en L(H ), entonces por el mismo razonamiento an-
terior, ningun elemento de S contendra a la vez a ¢(e) y ¢(f) y, por tanto, ¢(e)
y ¢(f) no son adyacentes. Por tanto, ¢ conserva la adyacencia y la no adyacencia.

(11)=-(1v) Puede verse que para ninguno de los 9 grafos de la Figura se pueden
hacer particiones de sus aristas de manera que se formen subgrafos completos y
tales que ningtun vértice pertenezca a mas de dos subgrafos. Por tanto, puesto
que (1)=-(11), ninguno de estos grafos puede ser un grafo de aristas. Y como todo
subgrafo inducido de un grafo de aristas es un grafo de aristas, se tiene lo pedido.

(1v)=-(111) Probemos el contrarreciproco. Supongamos que G no contiene a K4 3 =
Ly como subgrafo inducido y que ademaés tiene dos triangulos impares uvw y vwz
con u y x no adyacentes, u ~ x, y veamos que contiene a alguno de los otros
ocho grafos de la Figura como subgrafo inducido. Distingamos 2 casos en funciéon
de si existe o no un vértice adyacente a un niimero impar de vértices de ambos
triangulos.

Caso 1: Existe un vértice y que es adyacente a un nimero de impar de vértices
del tridngulo uvw y a un nimero impar de vértices del tridngulo vwz. Hay
dos posibilidades:

Caso 1.a: El vértice y es adyacente a los 3 vértices de uno de los dos
triangulos. Entonces, por ser los dos tridngulos impares, ese vértice
sera también adyacente a los 3 vértices del otro triangulo; es decir, y
es adyacente a los 4 vértices, y se tiene L3 como subgrafo inducido.

Caso 1.b: El vértice y es adyacente a un vértice de cada triangulo. Enton-
ces y no puede ser adyacente ni a v ni a w, porque G tendria como
subgrafo inducido a K 3, caso que hemos descartado. Por tanto, y es
adyacente a u y a x, dando lugar a L.

Caso 2: No existe ningin vértice de G que sea adyacente a un ntimero impar
de vértices de ambos tridangulo; es decir, existen y adyacente a un ntimero
impar de vértices del triangulo uvw, y z adyacente a un ntimero impar de
vértices del triangulo vwzx. Notemos los siguientes dos hechos:

= Siy 6z es adyacente a v 6 w, entonces también es adyacente a u 6 x
puesto que en caso contrario se tendria que L; es subgrafo inducido,
caso que hemos descartado.

= Ni y ni z pueden ser adyacentes a u y x a la vez, ya que en ese caso
serfan adyacentes a un nimero impar de vértices en ambos tridngulos.

Hay tres posibilidades:

Caso 2.a: Tanto y como z son adyacentes a s6lo un vértice de cada tridn-
gulo. Volvemos a subdividir en casos:
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Caso 2.a.i: Se tiene y ~ uy 2z ~ x. Si y ~ z obtenemos L4, y en caso
contrario, obtenemos L.

Caso 2.a.1i: Se tiene y ~ w y z ~ x. Entonces deducimos que, por
la primera observacion, y debe ser adyacente a z 6 u, y como y
es adyacente a un nimero impar de vértices de uvw, se tiene que
y ~ x; y ademads, por la segunda observacién, z ~ u. Si y = z,
entonces el subgrafo inducido generado por los vértices v, =, y y
z es Ly, y en caso contrario, obtenemos Lg.

Caso 2.a.i1i: Se tiene y ~ w y z ~ v. Entonces al igual que antes
deducimos que y ~ x; or el mismo razonamiento, z ~ wu. Si
) 7
y ~ z obtenemos Lg, v en caso contrario, el subgrafo inducido
generado por los vértices v, w, x (6 u), y y z es L.

Caso 2.a.iv: Se tiene y ~ w y z ~ w. Entonces, al igual que antes,
deducimos que y ~ 'y z ~ u. Si y » z entonces el subgrafo indu-
cido generado los vértices v, w, y v z es Ly, y en caso contrario,
obtenemos Lyg.

Intercambiando el papel de los vértices que juegan un papel simétrico,
se tienen todos los casos.

Caso 2.b: Tanto y como z son adyacentes a los 3 vértices del correspon-
diente triangulo. Entonces, dado que no existe ningtin vértice que sea
adyacente a un niimero impar de vértices de ambos triangulos, dedu-
cimos que y = x y z » u. Si y »~ z, obtenemos Lg, y en caso contrario,
el subgrafo inducido generado por los vértices v, w, = (6 u), y y z es
Ls.

Caso 2.c: Uno de los vértices, pongamos y, es adyacente a los 3 vértices del
correspondiente tridngulo, y el otro, z, es adyacente a uno de los vér-
tices del otro tridangulo. Entonces deducimos que y ~ z. Distinguimos
casos:

Caso 2.c.i: Se tiene z ~ x. Siy ~ z obtenemos Ls, y en caso contrario,
el subgrafo inducido generado los vértices v, w, x, y y z es Lo.

Caso 2.c.ii: Se tiene z ~ v (6 z ~ w). Entonces al igual que antes
deducimos que z ~ u. Si y ~ z, el subgrafo inducido generado
los vértices u, v, w, y y z es L3, y en caso contrario, el subgrafo
inducido generado los vértices w, x, y v z es L.

(111)=-(11) Supongamos que se cumple (111). Claramente, existen dos posibilida-
des: o bien GG contiene 2 tridngulos pares con una arista comun, o bien si dos
triangulos de G comparten una arista, uno de ellos es impar.

Veamos que si estamos en el primer caso, entonces G debe ser isomorfo a uno de
los grafos de la Figura 3 (dichos grafos cumplen claramente (1I) puesto que un
tridngulo es un grafo completo). Supongamos que tenemos dos tridngulos uvw
y vwx pares (notemos que u ~ x, pues en caso contrario, u estarfa unido a un

14



numero impar de vértices del tridngulo vwx y por tanto dicho triangulo seria im-
par, absurdo). Si G no es Fi, entonces debe tener al menos 5 vértices; llamemos
y al quinto vértice (debe estar unido a alguno de los otros 4 vértices puesto que
G es conexo). Como los tridngulos son pares, y debe ser adyacente o bien a v
y w, o bien a u, x y o bien v o bien w (supondremos v). La primera opcién no
puede darse, ya que entonces el subgrafo inducido generado los vértices u, v, x
e y nos darfa K3, caso que hemos descartado por hipétesis. Por tanto, estamos
en la segunda opcién, que nos lleva al grafo Fs.

Supongamos ahora G tiene 6 vértices (llamamos z al sexto vértice). Puesto que
G es conexo, z debe ser adyacente a algtin vértice de los anteriores: no puede ser
adyacente solo a y pues entonces el subgrafo inducido generado los vértices u, x,
y y z seria K 3; por tanto, z debe ser adyacente a algtin vértice de los tridngulos,
y por el mismo razonamiento que el usado para y, z debe estar unido a u, x y
v 6 w (recordemos que y ~ v). Si z ~ v, tenemos dos opciones: o bien z ~ y
(lo que implicaria que los tridngulos uvy y vy son impares (con una arista en
comun), que por hipétesis nos lleva a que u ~ x, absurdo), o bien z = y (lo
que implicaria que el subgrafo inducido generado los vértices v, w, y y z seria
K, 5, absurdo también). Por tanto, z debe ser adyacente a w. Ademads, debe ser
adyacente también a y (si no, obtendriamos otra vez que los tridngulos uwvy y
vxy son impares). Por tanto, obtenemos Fj.

Por ultimo, observemos que G no puede tener mas vértices: si tuviera un séptimo
vértice, dicho vértice no podria ser adyacente ni solo a y, ni sélo a z, niséloa y y
z porque obtendriamos K 3 como subgrafo inducido; por tanto, seria adyacente,
al igual que 2z, a z, u y v 6 w, y en cualquiera de los dos casos obtenemos K 3
como subgrafo inducido.

Figura 3: Los tres grafos de la implicacién (111)=-(11)

Ahora, supongamos que estamos en el caso en el que G no tiene dos triangulos
pares con una arista en comtn. Definimos C' como el conjunto de los cliques de
G que no son triangulos pares, y T' como el conjunto de aristas que pertenece a
exactamente un triangulo que sea par. Veamos que los grafos de C'UT" forman
una particion del conjunto de aristas de G. Es claro que cada arista de GG esté en
al menos un elemento de C'U T (si una arista no pertenece a ningun triangulo
par, entonces pertenece a algun clique de C si arista esta en sélo un tridngulo
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par, entonces pertenece a T'; y el caso en que la arista esta dos triangulos pares
a la vez no se puede dar por hipdtesis). Supongamos ahora que una arista esta
en dos elementos de C'UT a la vez. Entonces dichos elementos seran cliques que
no sean triangulos pares. Por tanto, si tenemos una arista vw que es comin a
dos cliques, tienen que existir vértices u y x cada uno en uno de los cliques y que
no sean adyacentes. En consecuencia, los triangulos uvw y vwz son triangulos
impares, bien formando parte de un clique con al menos 4 vértices, o bien siendo
un clique por si mismo. Pero esto contradice (111), por lo que el caso en el que una
arista esta en dos elementos a la vez de C'U T no se puede dar. En conclusion,
los elementos de C' U T dan una particion de las aristas de G.

Ahora, veamos que ningun vértice de G pertenece a mas de dos elementos de
C' UT. Distinguimos 3 casos:

= Supongamos que un vértice v estd en exactamente un elemento de T', diga-
mos la arista vw del tridngulo par wvw. Como v estd en un sélo elemento
de T', la arista uv debe pertenecer a un tridngulo impar tuv (pues si no, uv
perteneceria también a T, y eso implicaria que v esta en dos elementos de
T, absurdo). Por otra parte, cualquier vértice que sea adyacente a v debe
ser también adyacente a u (si no, el tridngulo uvw seria impar). Y ademas,
cualesquiera dos vértices y y z que sean adyacentes a v y, en consecuencia,
a u deben ser adyacentes entre si, puesto que los triangulos uvy y uvz son
tridngulos que tienen una arista comin con wvw y, por tanto, como aca-
bamos de ver, deben ser impares (notemos que tanto y como z existen por
argumentos de paridad). En consecuencia, v pertenece al clique uvyz, que

es un elemento de C. Asi que v pertenece a exactamente dos elementos de
CuT.

= Supongamos que un vértice v esta en dos elementos de T'. Denotemos por
vw y vw’" a dichos elementos de T', que pertenecen a tridngulos pares dis-
tintos uvw y w'vw’. Como uvw es par y tanto v’ como w’ son adyacentes a
v, se tiene que u debe estar unido a alguno de esos dos vértices (no puede
ser w el vértice adyacente a uno de esos dos pues entonces la arista vw
estaria en dos tridngulos), y, de hecho, debe estar unido a u’ (pues si no,
vw estaria en dos tridngulos). Pero entonces uv perteneceria a dos tridngu-
los pares a la vez, por lo que no puede estar en 1"y, por tanto, pertenece
a S, lo que implica que v’ y w son adyacentes (absurdo, pues uvw seria
impar). Por tanto, no puede ser que las aristas vw y vw’ estén en tridngulos
distintos, asi que tenemos un tnico tridngulo vww’. Esto nos lleva a que v
no puede estar en ninguna otra arista de G (si asi fuera, el tridngulo vww’
serfa impar, pues dicha arista no podria estar unida ni a w ni a w’). En
consecuencia, v estd en dos elementos de 7' (y ninguno de C'). El mismo
razonamiento descarta el caso en el que v estda en mas de dos elementos de
T ala vez.

= Por ltimo, supongamos que un vértice v estd en tres elementos de C'. Sean
x, y y z vértices respectivos de los cliques que comparten v como vértice.
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Hemos visto que ninguna arista puede estar en dos elementos de C UT a
la vez; en particular, dos cliques de C' no pueden compartir aristas, lo que
implica que los vértices z, ¥y y z no pueden estar unidos entre si. Ademas,
dos de estos vértices, por ejemplo z e y, deben ser adyacentes, pues en caso
contrario el subgrafo inducido generado por los vértices v, z, y y z es Kj 3.
Por tanto, el tridngulo vzy es par (si no fuera par, entonces perteneceria a C
y contendria las aristas vx y vy que ya estan en otros cliques, absurdo). Eso
implica que z debe estar unido o a x 0 a y (supongamos que es adyacente a
y). Pero entonces, por el mismo argumento, el tridngulo vyz debe ser par.
Esto contradice la hipotesis de que dos triangulos pares no pueden tener
una arista comun. Por tanto, este caso no se puede dar, y un vértice de G
no puede estar en mas de dos elementos de C' a la vez.

En conclusion, hemos obtenido una particiéon de las aristas de G' formando sub-
grafos completos en la que ningin vértice estd en mas de dos subgrafos a la vez.
Tenemos asi (I1). O

2.2. Isomorfismos de grafos de aristas

Es trivial que si dos grafos son isomorfos, entonces sus respectivos grafos de
aristas también lo son. Para el reciproco, sélo hay una excepcién:

Teorema 2.3. (Teorema de isomorfismo de Whitney) Los tinicos dos grafos
conexos no isomorfos cuyos grafos de aristas son isomorfos son K; 3y Kj.

Demostracion. Primero, notemos que entre los grafos de hasta 4 vértices, los
unicos distintos cuyos grafos de aristas son isomorfos son K3 y Kj 3.
Para los grafos de mas de 4 vértices, probaremos el siguiente resultado:

Sean G1,Go dos grafos conexos con mds de 4 vértices. Si ¢, : L(G1) — L(G3) es
un isomorfismo entre sus grafos de aristas, entonces existe un unico isomorfismo
¢ : G1 — Gy que hace el siguiente diagrama conmutativo:

G —2— Gy

|- Jr

L(Gy) —2 L(Gy)

Probemos primero la unicidad. Supongamos que existen ¢1, ¢o dos isomorfismos
entre G y G5. Veamos que para todo vértice v de Gy, ¢1(v) = ¢a(v).

Sea v vértice de GG1. Puesto que (G; es conexo y tiene méas de 4 vértices, existen
dos aristas x = uv e y = vw (6 y = uw), siendo u, w vértices de G (u, v, w vérti-
ces distintos). Si y = vw, entonces tanto ¢;(v) como ¢o(v) son extremos de ¢ (x)
v ¢r(y) (viendo ¢r(x), ¢r(y) como aristas de G3), y como sélo puede haber un
vértice que sea extremo de las dos aristas a la vez, se tiene que ¢;(v) = ¢o(v). Por
otra parte, si y = uw, entonces ¢1(u) = ¢2(u) por lo que acabamos de razonar,
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y por tanto, ¢ (z) tiene por vértices a ¢1(v), da(v) y ¢1(u) = ¢o(u). Por tanto,
y puesto que cualquier arista tiene sélo 2 vértices, se tiene que ¢1(v) = ¢a(v).

Probemos ahora la existencia del isomorfismo ¢ del cual se deriva ¢r. El primer
paso es probar que K3 (visto como subgrafo de G;) va a parar a K3 (visto
como subgrafo de G3) bajo ¢r. Denotamos por u, vy, ve, vs los vértices de Gy
que forman K3 (siendo u el vértice central), y z; = uv;,i = 1,2, 3, las aristas
que unen dichos vértices. Puesto que GG tiene mas de 4 vértices y ademas G es
conexo, existe una arista y de GG1, que esta unida a u o a algun v;:

» Si y es incidente con wu, entonces obtenemos K4, que visto en L(G3) se
transforma en Ky (ver Figura [4)); en particular, el vértice correspondiente
a ¢r(y) tiene grado 3. Por tanto, en G, la arista ¢ (y) es adyacente a los
tres ¢(v;).

Figura 4: Caso y incidente con u

» Si y es incidente con algin v; (supongamos por simplicidad que y es in-
cidente con vy), entonces obtenemos el primer grafo de la Figura , que
visto en L(G3) se transforma en el segundo grafo de la misma Figura; en
particular, el vértice correspondiente a ¢ (y) tiene grado 1 (estd unido a
¢r(v1)). Por tanto, en Go, la arista ¢r(y) es adyacente a ¢(v;) pero no a

¢(v9) ni ¢(vs3).

o———O { ]

Figura 5: Caso y incidente con algin v;
Por tanto, la arista ¢r(y) es adyacente con al menos una de las ¢ (x;) en Gj.
Si las aristas ¢ (x;) formaran un tridngulo en G, entonces la arista ¢ (y) seria
incidente con uno de los vértices del tridngulo, y en ese caso, seria adyacente

a dos aristas (no puede ser adyacente a s6lo una por estar trabajando con un
tridangulo, ni puede ser adyacente a las 3 aristas pues sélo consideramos grafos
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simples, en los que por cada par de vértices hay como mucho una arista). Por
tanto, no estamos en ninguno de los dos casos anteriores y llegamos a contradic-
ciéon. En conclusion, K 3 va a parar a K 3.

Ahora, para cada v vértice de Gy, denotamos por S(v) el conjunto de aristas
incidentes con v. Veamos que para cada vértice v; de Gy, existe un tnico vy de

G5 tal que ¢ (S(v1)) = S(v2).

» Si deg(vy) > 2, entonces para dos aristas cualquiera incidentes con vy, y; e
Y2, sea vq el vértice de Gy comin de ¢ (y1) v ¢r(y2). Por tanto, para cada
arista x; incidente con vy, se tiene que ¢y (z1) es incidente con vy (puesto
que, como hemos visto en el paso anterior, K; 3 va a Kj3), y, del mismo
modo y usando la biyectividad de ¢y, para cada arista x5 incidente con wvs,
se tiene que ¢, '(x2) es incidente con v;. Y, por tanto, ¢r(S(vy)) = S(va).

» Sideg(vy) = 1, entonces sea x1 = u;v; la arista incidente con v;. El grado de
uy es estrictamente mayor que 1 (si no, G no serfa conexo), y por el apartado
anterior, sabemos que ¢r(S(u1)) = S(ug) para algin us vértice de Go, y
por tanto, ¢, (1) = ugve, para algun vy vértice de Go. Tomamos una arista
7y incidente con vy. Por lo visto para el caso anterior, ¢;'(z3) es incidente
con uno de los dos vértices de la arista x; (ya que x2 y ¢r(x1) comparten un
vértice), y puesto que deg(vy) = 1, el vértice comun debe ser u;; es decir,
¢7 " (z2) es incidente con uy, y por tanto, también como en el caso anterior,
¢r(d; (22)) = 29 es incidente con uy. Por tanto, my = ugvy = ¢p(z1) y
deg(vy) = 1.

Es decir, definiendo ¢(v1) := vy, tenemos una aplicacién entre los vértices de G
y los de G, que ademés es inyectiva ya que si S(u) = S(v) entonces u = v. Ade-
mas, dado un vértice vy en (G, existe una arista x, incidente con dicho vértice.
Denotamos u1v; := ¢ '(x3). Entonces o bien ¢(u;) = vs 0 bien ¢(v;) = va, por
lo que ¢ es sobreyectiva. Es decir, ¢ es biyectiva.

Nos falta comprobar que ¢ se deriva de ¢. Sea xy = uyv; una arista de Gj.
Entonces por lo anterior tenemos que ¢r(z1) = ¢(ui)p(vy), y de igual manera,
¢ (22) = ¢~ H(uz)o~(vs). En conclusién, ¢ es un isomorfismo del cual se deriva
oL O
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Capitulo 3

Algunas familias de grafos de
aristas

El objetivo de este capitulo es caracterizar los grafos de aristas de algunas
de las familias de grafos mas comunes: caminos, estrellas, ciclos, arboles, grafos
completos y grafos bipartitos completos. Las referencias usadas en este capitulo
son [1], [3] vy [4].

3.1. Caminos y estrellas

Recordamos que un camino P, (n > 2) es un grafo conexo formado por un
conjunto ordenado de vértices vy, v1, ..., v,_1 tales que cada v; es adyacente a v;_1
Y

Y Ui41. trivial calcular su grafo de aristas: L(F,) = P,_;. En la Figura 1 podemos
ver un ejemplo: L(Ps) = Ps.

Asimismo, como ya hemos visto, los grafos estrella K 5 son grafos bipartitos
en los que uno de los dos conjuntos en los que se pueden separar sus vértices
tiene solo un vértice. Al igual que en el caso anterior, también es facil de ver que
L(K, ) = K. La Figura 4 ilustra un ejemplo: L(K;4) = Kj.

3.2. Ciclos

Ya sabemos que los ciclos son un caso particular de caminos, donde el primer
y el dltimo vértice son el mismo. A continuaciéon veremos que estos grafos son los
unicos en los que se da la particularidad de que su grafo de aristas es isomorfo
al propio grafo original.

Teorema 3.1. L(G) = G si y s6lo si G es un ciclo.
Demostracion. La condicion suficiente es trivial. Veamos la condicién necesaria.
Sea GG un grafo de n vértices y m aristas. Denotamos por ny, my el nimero de

vértices y aristas, respectivamente, de L(G). Recordemos que, por el Teorema
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1.20/ (1), np = m. Si L(G) = G, entonces n, = n, m;, = m. Aplicando de nuevo
el Teorema (), tenemos que

n:nL:m:mL:;Z(deg(v))z—m.

De aqui deducimos, por una parte, que

(L3 (deato)?) = (2" =2

n
Pero por el Teorema del apretén de manos,

2m

iZdeg(v) = 2.

o
Es decir, la media y la media cuadratica de {deg(v)} es la misma y, por tanto,
para todo v vértice de G, deg(v) = 2. Es decir, G es un grafo 2-regular, o sea,
un ciclo. O]

3.3. Arboles

Comencemos dando la definicién de arbol:

Definicién 3.2. Un grafo drbol es aquel en el que cada par de vértices esta unido
por exactamente un camino de aristas. Un arbol de n vértices tiene n — 1 aristas.

A continuacién daremos dos definiciones que seran necesarias para la demos-
tracion del Teorema de caracterizacion de los grafos de aristas de los arboles:

Definicion 3.3. Un vértice de un grafo es un punto de corte si al eliminarlo,
aumenta el nimero de componentes conexas del grafo. Un puente es una arista

que cumple lo mismo. Notemos que los puentes de un grafo G son los puntos de
corte de L(G).

Definicion 3.4. Un bloque de un grafo GG es un subgrafo conexo que es maxi-
mal entre los grafos conexo sin puntos de corte. El grafo bloque de un grafo G,
denotado por B(G), es el grafo cuyos vértices son los bloques de G, siendo dos
vértices adyacentes si los bloques de GG correspondientes tienen un punto de corte
comun.

Necesitaremos también el siguiente Lema, que no demostraremos:

Lema 3.5. Un grafo G es un grafo bloque si y solo si cada bloque de G es
completo.

Enunciemos el Teorema principal de esta seccion:

Teorema 3.6. Un grafo es el grafo de aristas de un arbol si y solo si es un grafo
bloque tal que cada punto de corte esta en exactamente dos bloques.
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Demostracion. (=) Supongamos G = L(T'), para algun grafo arbol T'. Entonces,
como las aristas de T estdn en biyeccién con los bloques de T (los bloques de
un grafo arbol estan formados precisamente por cada arista junto con sus dos
vértices), se tiene que G = B(T'). Ahora, cada punto de corte de G corresponde
con un puente en 7', es decir, dicho vértice esta en exactamente dos bloques.

(<) Ahora, sea G un grafo bloque tal que cada punto de corte estd en exac-
tamente dos bloques. Por el Lema 3.5, sabemos que cada bloque es completo, y
por el Teorema 2.2, G es un grafo de aristas, es decir, existe H tal que L(H) = G.
Si G = K3, podemos tomar H = K 3 (los grafos estrella son un caso particular
de grafos arbol). Si no, razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que H
no es un arbol, es decir, H contiene al menos un ciclo. Si H es en si un ciclo C,
(donde n es el nimero de vértices del ciclo), entonces L(H) = L(C,,) = C,, = H,
pero el tnico ciclo que es un grafo bloque es K3, caso que ya hemos descartado.
Por tanto, H debe contener propiamente un ciclo, es decir, H contiene un ciclo Z
y una arista e que es adyacente a dos aristas del ciclo, pero que no es adyacente a
alguna arista f de Z. Vistos en L(H), los vértices e y f estan dentro de un ciclo
pero no son adyacentes, es decir, el bloque formado por el ciclo no es completo.
Esto contradice el lema y, por tanto, H es un grafo arbol. O

3.4. Grafos completos K,

Recordemos que los grafos completos K, son aquellos en los que dos vértices
cualesquiera estan unidos por una arista. Procedemos en esta seccién a describir
como es el grafo de aristas de K,:

Teorema 3.7. El grafo de aristas de K,,, satisface:
(1) Tiene (g) vértices.
(11) Es regular de grado 2(n — 2).

(1) Cada par de vértices no adyacentes son mutuamente adyacentes a exacta-
mente 4 vértices.

(1v) Cada par de vértices adyacentes son mutuamente adyacentes a exactamente
n — 2 vértices.

Demostracion. Todas las propiedades se pueden ver de forma sencilla:

(1) Aplicando el Corolario 1.21, obtenemos que el grafo de aristas de K, tiene

n(n271) _ (121

) vértices.
(11) De nuevo por el Corolario 1.21, el grafo de aristas de K, es 2(n—2)-regular.

(111) Veamos los vértices del grafo de aristas como aristas del grafo original.
Entonces el enunciado que queremos probar es equivalente a decir que por
cada par de aristas sin extremos en comun hay exactamente 4 aristas con
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un extremo en comun con cada una de las dos aristas de partida. Pero esto
es trivial: como el grafo original es completo, cada uno de los dos extremos
de una de las dos aristas esta unido con los dos extremos de la otra arista;
es decir, tenemos 4 aristas.

(1v) Razonando igual que antes, queremos probar que dos aristas adyacentes del
grafo original tienen a la vez un extremo comin con n — 2 aristas. Por una
parte, tenemos la arista que une los dos extremos no comunes de ambas
aristas. Por otra parte, puesto que cada vértice de K, tiene grado n — 1,
hay otras n — 3 aristas incidentes con el vértice comun a las dos aristas de
partida. Es decir, tenemos 1 +n — 3 = n — 2 aristas.

]

Observacion 3.8. El Teorema anterior es en realidad una equivalencia, pero
aqui s6lo demostraremos la condicién necesaria. Ademas, para la otra implicacion
hay una excepcion: n = 8, pues no hay unicidad en el resultado, esto es, hay 3
grafos que cumplen las mismas propiedades anteriores, al igual que L(Kg). El
lector puede comprobar los detalles en [I].

Definimos el grafo T,, como el grafo cuyos vértices son los (g) pares de ele-
mentos de un conjunto con n elementos, siendo dos vértices adyacentes si los
correspondientes subconjuntos de pares de elementos tienen interseccion no va-
cla. Es facil comprobar que L(K,) = T,, y que, por tanto, T, cumple todo lo
anterior (excepto para el caso antes senialado).

Figura 6: K4 y su grafo de aristas, T}

3.5. Grafos bipartitos completos K, g

Al igual que en la seccién anterior, recordamos que los grafos bipartitos com-
pletos K, s son grafos bipartitos (es decir, en el que sus vértices se pueden dividir
en dos conjuntos de manera que ninguno de los vértices de un conjunto estd uni-
do con el resto de vértices del mismo conjunto) y en los que ademés cada vértice
estd unido a todos los vértices del otro conjunto. Procedemos pues a describir
como es el grafo de aristas de K, ,;, para cualquier 7, s:

Teorema 3.9. El grafo de aristas de K, ;, excluyendo el caso r = s = 4, satisface:
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Tiene rs vértices.
Es regular de grado r 4+ s — 2.

Cada par de vértices no adyacentes son mutuamente adyacentes a exacta-
mente 2 vértices.

s

2) son mutuamente

Entre los pares de vértices adyacentes, exactamente r(

adyacentes a s — 2 vértices, y los restante s<g> son mutuamente adyacentes
a r — 2 vértices.

Demostracion. (1) Es trivial comprobar que el grafo bipartito completo K g

(11)

(111)

(1v)

tiene rs aristas; por lo tanto, su grafo de aristas tendra el mismo nimero
de vértices.

Tomando un vértice cualquiera de L(K, ), podemos calcular su grado apli-
cando el Teorema 1.20.(11): la arista de K, s correspondiente a dicho vértice
tiene por extremos un vértice de grado r y un vértice de grado s, y esto
para todas las aristas. Por tanto, cualquier vértice de L(K, ;) tiene grado
r + s — 2; en particular, L(K, ;) es regular.

Al igual que en el teorema anterior, consideramos dos aristas del grafo
original sin extremos en comin. Como el grafo es bipartito, cada uno de
los dos extremos de una de las dos aristas estara unido con s6lo uno de los
dos extremos de la otra arista (el otro extremo serd del mismo conjunto
que el extremo que estamos considerando de la primera arista y, por tanto,
no estan unidos). Es decir, tenemos 2 aristas.

Razonando igual que antes, tomamos dos aristas con un extremo en comun.
En primer lugar, observemos que para cada uno de los puntos del conjunto
de r elementos, hay (;) pares de aristas incidentes con él (puesto que
dicho extremo estd unido sélo a puntos del conjunto de s elementos); por
tanto tenemos r(‘;) pares de aristas incidentes a la vez con algtin vértice
del conjunto de r puntos. Ahora, supongamos que el extremo comun de
ambas aristas pertenece al conjunto de cardinal r. Puesto que el grafo es
bipartito, las aristas que tengan un extremo comun con las dos aristas
de partida deben ser incidentes con el extremo comin de ambas, y como
cada punto del conjunto de r elementos estd unido con los s puntos del
otro conjunto, hay otras s — 2 aristas incidentes con él. Intercambiando los
papeles de r y s, tenemos lo pedido.

m

Observacién 3.10. El Teorema anterior es en realidad una equivalencia, pero
aqui s6lo demostraremos la condicién necesaria. Ademas, para la otra implicacién
hay una excepcion: r = s = 4, pues no hay unicidad en el resultado, esto es, hay
otro grafo que cumple las mismas propiedades anteriores, al igual que L(/4).
El lector puede comprobar los detalles en [1].
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Definimos el grafo T, ; como el grafo cuyos vértices son los rs pares de ele-
mentos donde se toma uno de los elementos de un conjunto R con r elementos, y
el otro de un conjunto S con s elementos, y en el que dos vértices son adyacentes
si los correspondientes subconjuntos de pares de elementos tienen interseccién no
vacia. Es facil comprobar que L(K, ) = T,,, y que, por tanto, T, s cumple todo
lo anterior (excepto para el caso antes senalado).

Figura 7: Ky 3 y su grafo de aristas, T5 3
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Capitulo 4

Grafos de aristas iterados

En este capitulo nos hacemos una pregunta que surge de forma natural: ;cémo
es el grafo de aristas de un grafo de aristas? La primera seccion del capitulo esta
dedicada a dar algunos resultados auxiliares que serviran de ayuda en las demos-
traciones de la siguiente seccién, en la que, después de deducir las propiedades
de los grafos para los que es interesante plantearse esta cuestion, analizaremos lo
que sucede con algunos de los parametros més estudiados en la Teoria de Grafos,
como son el nimero de vértices, el niimero de aristas, el grado... Para la redaccién
de este capitulo se ha usado [5] como referencia principal.

Definicién 4.1. Sea G un grafo. Definimos su grafo de aristas iterado, L*(G),
por L(G)sik =1y L(L*(Q)) si k > 1.

Vamos a estudiar qué ocurre con ciertos pardmetros del grafo GG segtiin vamos
iterando su grafo de aristas. Para ello, definimos el indice:

Definicién 4.2. Sea G un grafo, y sea P(G) un parametro del G. El indice de
G para P se define por ind(P,G) = min{r : P(G) < P(L"(G))}, si tal r existe.

Dado un pardmetro P(G), denotaremos P;(G) = P(L*(G)). Por comodidad,
también usaremos las notaciones n = n(G) (donde n(G) es el nimero de vértices
de G) y m = m(G) (donde m(G) es el nimero de aristas de G). Por tltimo,
denotamos por z; el nimero de vértices de grado j de un grafo dado.

4.1. Resultados auxiliares

Demos unos resultados previos:

Lema 4.3. (Desigualdad de Jensen) Si f es una funcién real convexa (es
decir, si dados dos puntos x,y del dominio de f, y dado t € (0,1), se tiene

flte+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 —=1)[(y)), entonces

; (z;u ) S f@)

n n

La igualdad se da si y s6lo si x1 =29 = ... = x,, 0 si f es lineal.
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Proposicién 4.4. Para un grafo G' (con n vértices y m aristas), se tiene dy (G) >
2(d(G) —1) (donde d(G) es el grado promedio de G). La igualdad se da si y sdlo
si G es regular.

Demostracion. Sabemos que ni(G) = m, y por el Teorema del apretén de manos,
2m =Y (deg(v)) = nd(G).

Ademaés, por el Teorema 1.20.(1), tenemos que m;(G) = (deg(”)) y, por tanto,

2y (G) =23 <d€g ) >y (‘“?)

por la desigualdad de Jensen (pues x — (92”) es una funcién convexa).
Ahora,

2 (@) _ 205 ("))
ni(G) — m
_ 2d(@)(G) - 1) _
2m
_ 2nd(@)d(G) 1) _
nd(Q)
=2(d(G) —1).

d(G) =

La igualdad se da, de nuevo por la desigualdad de Jensen, si y sélo si G es
regular. O

Proposicién 4.5. Para un grafo GG con n vértices y m aristas, se tiene
2(mqi (G = deg(v)(deg(v) — 2) > nd(G)(d(G) — 2).

Demostracion. Se tiene, usando la desigualdad de Jensen, que

2y (G) — m) = 2 <Z (deg;(?ﬂ) N Zdezg(v)> _

= deg(v)(deg(v) —2) >
> nd(G)(d(G) — 2).

]

Proposicién 4.6. Si T es un grafo arbol con x; vértices de grado j, entonces

2my(T) —2m = =24 (j —1)(j — 2)z;.

Jj=3
Demostracion. Para los grafos arbol, se da la igualdad

1 =2+ (j—2)z;.

Jj=2
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Ademas, por el Teorema del apretén de manos, tenemos que

=D _deg(v) =>_jz;,

2mq(T) = deg(v)(deg(v =Y ji—1=
Por tanto,
2my(T) — 2m(T Z]j—lxj Z]:BJ—

ZZJJ—Q%‘:

=—x1+ > _j(j —2)uz; =

= -2 i(] —2)z; + Z](] —2)z; =
=—2+> (- 10 2

]

Proposiciéon 4.7. Sea G un grafo conexo y H un subgrafo inducido de G.
Entonces my(G) — mi(H) > m(G) — m(H).

Demostracion. Distingamos casos en funcién del niimero de vértices de G:
s Para n = 2, se sigue que G = H = K, y se cumple la desigualdad.

= Para n = 3, las unicas posibilidades para G son P53 y C3, vy, por lo tanto,
para H son P, Py Cs, lo que también hace que se cumpla la desigualdad.

» Ahora, razonando por reduccién al absurdo, sea G el minimo (respecto a
n) grafo conexo tal que existe H subgrafo inducido con m(G) —my(H) <
m(G) —m(H). Se tiene n > 4. Definimos a; = deg(v;) el grado del vértice
vj en G,y b; = deg(v;) el grado de v; en H. Observemos que a; > b;. Pero
para el grafo GG, y por la demostracién de la Proposicion 4.5, tenemos que

> aj(a; —2) =2(mi(G) — m(G)) < 2(mi(H) — = b;(b; —2),
y esto sélo pasa si G tiene un vértice w de grado 1 que no esté en H (pues

en otro caso, a;j(a; —2) > b;(b; — 2)).

Definimos G* = G\ {w} (quitando también la arista incidente con w). Por
ser w de grado 1, se tiene que G* es conexo, y ademas, m(G*) =m — 1,y
n(G*) > 3. Ahora, por la condicién de minimalidad de G, tenemos que

mi(G*) —mi(H) > m(G*) —m(H) =m(G) — 1 —m(H),

por lo que my(G*) > m(G)—1—m(H)+my(H). Si probamos que m;(G)

>
m1(G*) + 1, habremos acabado, pues obtendremos que m(G) —my(H) >
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m(G) —m(H), en contradiccién con la definicién de G, y, por tanto, G no
puede existir.

Sea z el vértice adyacente a w en GG. Puesto que G es conexo y n > 4, se
tiene deg(z) > 2, y en G*, deg(z) decrece en 1 y es al menos 1, por lo que

(G — i (G) (deg2(z)> B (deg(:;) - 1) -

por lo que se tiene el resultado.
m

Definicién 4.8. Una subdivision de un grafo consiste en un nuevo grafo formado
al anadir uno o varios vértices (y las aristas correspondientes) en medio de alguna
arista del grafo original, es decir, anadiendo un camino en medio de una arista.
Diremos que una subdivisién de K3 es de tipo A, B 6 C, respectivamente, si el
vértice de grado 3 es adyacente a 2, 1 6 0 vértices de grado 1, respectivamente,
mientras que el o los vértices restantes de grado 2 se prolongan en caminos.

En esta seccién, ademds de usar subdivisiones de K 3, hablaremos también
de subdivisiones del grafo doble estrella Sy 9, en el que la prolongacién en for-
ma de camino se da entre los 2 vértices de grado 3. Podemos ver ejemplos de
subdivisiones de K3y S22 en las Figuras 8 y 9.

Tipo A Tipo B Tipo C
° . ° ° ° °

Figura 8: Subdivisiones de K 3

Figura 9: Sy 2 y su subdivisién
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Proposiciéon 4.9. Sea G una subdivisién de tipo C' de K; 3 cuyos grafos camino
comenzando en el vértice de grado 3 tienen respectivamente mg, > mg, >
me, > 2 aristas. Entonces

mi(G) = m,my(G) = m + 3, mz(G) > m+ 15.
Demostracion. Demostraremos sélo las igualdades para my(G) y ma(G).

Supongamos que tenemos una subdivisién de tipo C' de K; 3. Las tres aristas
incidentes con el vértice de grado 3 se transforman en el tridngulo K3, por lo que
esas 3 aristas se preservan en el grafo de aristas. Por otra parte, cada uno de
los tres caminos (sin contar la respectiva arista incidente con el vértice de grado
3) pierde una arista al calcular su grafo de aristas (véase el Capitulo . Pero
ademds, para cada uno de esos caminos (viéndolos ya como parte del grafo de
aristas), aparece una nueva arista que lo une al tridngulo que ya teniamos. En
total, L(G) tiene m — 3 + 3 = m aristas.

Para L%*(G), observemos que cada vértice del tridngulo que hemos obtenido en
la iteracion anterior genera un nuevo triangulo al calcular su grafo de aristas; es
decir, por cada vértice sumamos 2 nuevas aristas (la tercera arista del triangulo
que se origina pertenece al grafo de aristas del triangulo que ya teniamos en el
paso anterior). Ademds, los caminos que comienzan en cada uno de los vértices
del tridangulo de L(G), al igual que antes, pierden una arista cada uno. Por tanto,
L*(G) tiene m + 6 — 3 = m + 3 aristas. O

Proposicién 4.10. Sea G una subdivision de tipo B de K 3 cuyos grafos camino
comenzando en el vértice de grado 3 tienen respectivamente mg, > mq, > mg, =
1 aristas. Entonces

ml(G> =m, m2(G> =m+ 27 m3(G) >m+ 9.
Demostracion. Se razona de forma anéloga a la Proposiciéon 4.9. O

Proposicién 4.11. Sea GG una subdivisién de tipo A de K 3 cuyos grafos camino
comenzando en el vértice de grado 3 tienen respectivamente mg, > mag, = mg, =
1 aristas. Entonces

(1) Simg, > 3, entonces my(G) = m,ma(G) = m+ 1, m3(G) > m+ 4.
(11) Si mg, = 2, entonces m1(G) = m,mo(G) =m+ 1,m3(G) = m + 4.

Demostracion. Se razona de forma analoga a la Proposicién 4.9. O]

4.2. Estudio de algunos parametros

Nuamero de vértices, n = n(G)

Consideremos 3 familias de grafos:
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» deg(v) = 2 para todo v vértice de G,
» deg(v) < 2 para todo v vértice de G, y deg(v) < 2 para algin v,
» deg(v) > 2 para todo v vértice de G, y deg(v) > 2 para algin v.

Proposiciéon 4.12. Sea G un grafo perteneciente a una de las 3 familias ante-
riores. Entonces L(G) es de la misma familia que G.

Demostracion. Recordemos que, por el Teorema 1.20.(11), deg(e) = deg(v) +
deg(w) — 2 para un vértice e = vw de L(G). Se sigue el resultado sin mas que
analizar cada familia por separado. O

Teorema 4.13. El ntimero de vértices del grafo iterado de GG estd acotado si
GG pertenece a la primera o segunda familia, y no esta acotado si pertenece a la
tercera.

Demostracion. Estudiemos cada familia por separado:

» Los grafos del primer tipo son 2-regulares, es decir, ciclos (hemos visto en el

Capitulo 3 que L(C,) = C,, siendo C,, un ciclo con n vértices). Por tanto,
el nimero de vértices es siempre constante.

= Ahora, sea un grafo del segundo tipo, con n vértices y m aristas, y sea
L(G) su grafo de aristas (con ny, vértices y my, aristas). Por el Teorema del
apretén de manos, deducimos que

1 1
np=m= §Zdeg(v) < 522:71,
por lo que, tras un nimero finito de iteraciones, obtenemos el grafo nulo.

= Por tltimo, repitiendo el mismo razonamiento para el tercer grupo, tenemos
que

1 1
np=m= §Zdeg(v) > 522:71,
por lo que el nimero de vértices de los grafos iterados no esta acotado.

]

Nuestro objetivo es dar condiciones sobre G para recaer en un caso particular
de la tercera familia de grafos. Distingamos casos en funcién del grado de los vér-
tices de G' (notemos que, para ilustrar dichos casos, se utilizan con conveniencia
Figuras muy similares a las Figuras 4 y 5 del Capitulo 2):

Caso 1: G tiene al menos un vértice de grado > 4. Entonces G tiene como sub-
grafo (no necesariamente inducido) a K 4, cuyo grafo de aristas es el que
se muestra en la Figura [I0] que pertenece a la tercera familia, y por tanto,
al iterar, su nimero de vértices crece.
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Figura 10: K 4 y su grafo de aristas

Caso 2: todos los vértices de G tienen grado < 3.

Caso 2.a: G tiene un vértice de grado 3 unido a un vértice de grado > 2.
Entonces G tiene como subgrafo uno de los dos grafos H; 6 Hy de la
Figura [I1] cuyo primer o segundo, respectivamente, grafo de aristas
es el mostrado en la misma Figura, que, de nuevo, vuelve a pertenecer
a la tercera familia.

H, H,

L(H,) = L*(H>)

Figura 11: Los dos grafos posibles para el Caso 2.a, y su primer o segundo,
respectivamente, grafo de aristas

Caso 2.b: G tiene un vértice de grado 3 unido a vértices de grado 1.
Entonces G' contiene como subgrafo a K 3, cuyo grafo de aristas es
K3, grafo 2-regular (es decir, perteneciente a la primera familia).

Esto justifica el uso de la siguiente definicion:

Definiciéon 4.14. Un grafo es prolifico si es conexo, tiene un vértice de grado al
menos 3 y no es Kj 3.

Notemos que decir que un grafo es prolifico es lo mismo que decir que es
conexo y no es un camino, un ciclo o K 3.
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Corolario 4.15. Sea GG un grafo prolifico, y sea nj el nimero de vértices de
LE(G). Entonces limy_,oony = 00.

Introduzcamos la siguiente definiciéon:

Definicién 4.16. Sea F una familia de grafos prolificos, y P un parametro.
Definimos el indice de F para P por k(P,F) = maz {ind(P,G) : G € F}. Es
decir, el indice de F para P es el menor nimero tal que para todo G de F se
tiene ind(P, G) < k(P, F).

Tanto para el nimero de vértices como para el resto de parametros que nos
quedan por estudiar, veamos qué sucede con el indice de F, siendo F una familia
de grafos prolificos:

Teorema 4.17. Sea GG un grafo prolifico con n > 4 vértices y m aristas. Entonces:
(1) Sim >n+ 1, entonces ny(G) > n.
(11) Si m = n, entonces ny(G) > n.

(111) Si m =n — 1, entonces G es un grafo arbol y

= Six; > 0 para algin j > 4, entonces ny(G) > n.
» Si 3 > 3, entonces ny(G) > n.

= Si x5 = 2, entonces ny(G) > n pero ng(G) > ny G es Sy2 0 una
subdivision de S3 5.

» Siz3 = 1y G es una subdivisién de tipo B o C' de K3, entonces

ng(G) > n.
» Sizz =1y G esuna subdivisién de tipo A de K 3, entonces ny(G) >
n.

Demostracion. (1) Se tiene n1(G) =m >n+1> n.

(1) Si m = n, entonces n;(G) = m = n. Ahora, como G es prolifico, en
particular no es un ciclo, y por tener el mismo niimero de aristas que de
vértices, no puede ser regular. Aplicando la Proposicion 4.4, tenemos que
d1(G) > 2, y por el Teorema del apretén de manos,

m(G) = dl(G)Z"l(G) > 22”1 — () = n.

Por tanto, na(G) = my(G) > n.

(1) Como G es un arbol, podemos aplicar la Proposicion 4.6, es decir, 2m;(G)—
2m = =2+ 3 ;53(7 — 1)(j — 2)z;. Como G no es un camino, x; > 0 para
algiin j > 3.
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» 5iz; > 0 para algin j > 4, entonces

2mi(G) —2m= =2+ (j—1)(j —2)z; > -2+6 =4,
Jj=>3
y por tanto ns(G) —n+1=my(G)—m > 2, es decir, ny(G) > n+1 >
n.
Para el resto de casos, podemos suponer que z; = 0 para todo j > 4.

= Six3 > 3, entonces

2my(G) —2m = -2+ (j—1)(j — 2)z; > -2+ 6 =4,

>3

y por tanto ne(G) —n+1 = mi(G)—m > 2, es decir, ny(G) > n+1 >
n.

= Six3 = 2, entonces

2mi(G) —=2m=—-2+> (j—1)(j —2)z; = —2+4 =2,

Jj=23

(en particular, mi(G) = m 4+ 1 = n) y por tanto ny(G) —n+1 =
m1(G) —m = 1, es decir, n2(G) = n. Pero por otra parte, my(G) =
dQ(G)Q" 2(@) — d2(2G " - Ademés, puesto que L(G) no es regular (sabemos
que G es Sy9 0 se obtiene de una subdivisiéon de Sy, y por tanto
L(G) tiene vértices de grado 2 y 3), por la Proposicién 4.4, tenemos

que do(G) > 2(dy(G) — 1). Por tanto,

s (G) > 2 (G)—1) = 2 (W - 1) —9 (2:(_6;1) _ 1) _ 2?__1”

Por tanto, n3(G) = my(G) = (@ o 2An=Ln

2 n—1
» Si 23 = 1, entonces G es una subdivisién de K; 3. Si es de tipo C,
entonces por la Proposicion 4.9, tenemos que n3(G) = my(G) =

m(G)+3=n—1+3=n+2 > n. Si, por el contrario, es de tipo
B, entonces por la Proposicion 4.10, tenemos que n3(G) = mo(G) =
m(G)+2=n—-14+2=n+1>n.

» Siesde tipo A, entonces por la Proposicion 4.11, tenemos que n3(G) =
ma(G) = m(G)+1 =n—1+1 = n, pero ng(G) = m3(G) > m(G)+4 =
n—14+4=n+3>n.

]

Corolario 4.18. k(n,F) = 4.

Numero de aristas, m = m(G)

Teorema 4.19. Sea G un grafo prolifico, y sea my, el ntimero de aristas de LF(G).
Entonces limy,_oomi = 00.
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Demostracion. Puesto que G es un grafo conexo, sabemos que my > np — 1, y
por el Corolario 4.15, se tiene el resultado. O]

Teorema 4.20. Sea GG un grafo prolifico con n > 4 vértices. Entonces:

(1)

(1)

mi1(G) > m(G), y la igualdad se da si y s6lo si G es una subdivision de
K173.

ms(G) > m(G) + 1, y la igualdad se da si y sélo si G es una subdivisién
de tipo A de K3y ma(G) =my(G) +1=m(G) + L.

Demostracion. (1) Como G es conexo, por el Teorema 1.23, L(G) es conexo vy,

(11)

por tanto, m1(G) > ni1(G)—1 = m(G)—1. Si m1(G) = m(G)—1, entonces,
puesto que m(G) = n1(G), L(G) es un arbol, y esto sélo es posible si G es
un grafo camino (si G tuviera algin vértice de grado d > 3, entonces habria

un clique Ky en L(G)). Pero esto es absurdo, pues G no seria prolifico. Es
decir, m1(G) > m(G) — 1, o sea, m1(G) > m(G).

Para ver la segunda parte, supongamos que mi(G) = m(G). Por tanto,
di(G) = 2. Si d(G) = 2, entonces tenemos que di(G) = 2(d(G) — 1), lo
que es posible, por el Teorema 4.4, si y s6lo si G es 2-regular (es decir, un
ciclo), lo que no puede ser pues G es prolifico. Por tanto, 2 > 2(d(G) — 1)
y d(G) < 2. Usando el Teorema del apretén de manos, llegamos a que

2
2>d(G):—m:>m<n,

n
es decir, m < n — 1. Puesto que G es conexo (m > n — 1), se tiene que
m =n — 1, es decir, G es un arbol. Aplicando la Proposiciéon 4.6, tenemos
que

2mi(G) —2m = =2+ > (j — 1)(j — 2);.
Jj=3

Sixg > 2 o0 x; > 1 para algiin j > 4, entonces tendriamos que

243~ ) — 2z, >0,

Jj=3

contradiciendo que my(G) = m(G). Por tanto, 2m,(G) —2m(G) =0 siy
solosizg =1y x; = 0 para j > 4, es decir, si y solo si G es una subdivisién
de K173.

Si G no es una subdivision de K3, entonces, por el primer apartado,
tenemos que my(G) > m(G), y como L(G) tampoco es una subdivision de
K, 5, de nuevo, por el primer apartado, tenemos que mq(G) > my(G) >
m(G) y, por tanto, mo(G) > m(G) + 2.

Por otra parte, si G' es una subdivisiéon de K3, entonces, por el primer
apartado, m;(G) = m(G). Ademds, L(G) no es una subdivision de K3
(pues L(G) contiene Kj, formado por las aristas incidentes al vértice de
grado 3 de G). Por tanto, de nuevo por el primer apartado, ms(G) >
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m1(G) = m(G). En conclusion, para cualquiera de los dos casos, ma(G) >
m(G).
Ademés, por la Proposicion 4.11, la igualdad se da si y s6lo si G es una
subdivisiéon de tipo A de K 3.

[

Corolario 4.21. k(m,F) = 2.

Maximo grado de G, A = A(G)

Lema 4.22. Para un grafo prolifico G, existe una constante ¢(G) tal que, para
todo k > ¢(G), se tiene Apy1(G) = 2A4(G) — 2.

Teorema 4.23. Sea G un grafo prolifico, y sea Ay el maximo grado de LF(G).
Entonces limy_,. A\ = 00.

Demostracion. Aplicando el Lema 4.22, se tiene el resultado. O

Definicién 4.24. Un grafo conexo G es un grafo refinado si contiene una arista
e = uv tal que deg(u) + deg(v) — 2 > A(G).

Teorema 4.25. Sea G un grafo prolifico con A(G) > 3. Entonces
(1) A(G) > A(G) siy sblo si G es un grafo refinado.

(11) Si G no es un grafo refinado y A(G) > 4, entonces Ay(G) > A(G), a menos
que G = K174.

(111) Si G no es un grafo refinado y A(G) = 3, entonces Ay(G) > A(G), a
menos que G sea o bien una subdivisién de K; 3 de tipo A, o bien un arbol
obtenido de S35 subidividiendo la arista del medio al menos dos veces.

Demostracion. (1) Se deduce facilmente de que

A1(G) = max {deg(e) : e vértice de L(G)} =
= méx {deg(u) + deg(v) — 2 : u,v vértices adyacentes de G} .

(1) Supongamos A > 4. Sea v el vértice de G de grado A. Entonces todos los
vértices adyacentes de v tienen grado 1 6 2 (en caso contrario, tendriamos
un grafo refinado).

Si todos los vértices adyacentes a v son de grado 1, entonces G = Kj a, v,
por tanto, L(G) = Ka, que es un grafo A — 1-regular, y por tanto, usando
el Teorema 1.22.(11), tenemos que

Ao(G) =2A1(G)—2=2(A—1)—2=2A—4> A

para A > 4.
Si A = 4, entonces tenemos G = K4, L(G) = Ky, L*(G) = Kaaa, ¥y
entonces, Ay(G) = 4. Por tanto,

As(G) = 204(G) —2=8—-2=6> 4= A(G).

37



(111)

Ahora, supongamos que al menos un vértice de los adyacentes a v es de
grado 2. Consideremos las A aristas incidentes a v. Estas aristas (vistas
como vértices en L(G)) forman K en L(G), y como al menos una de estas
aristas es incidente a un vértice de grado 2 en (G, entonces dicha arista,
vista como vértice de L(G), tiene grado A (es adyacente a A — 1 vértices
en Ka, y al vértice generado por la otra arista incidente al vértice de grado
2). Ahora, tomamos una arista de este K que una el vértice de grado A
con un vértice (también del Ka) de grado al menos A — 1. Dicha arista,
vista como vértice de L*(G), tiene grado A + (A —1) — 2. Y como A > 4,
tenemos que

A+(A=1)—2>A+1>A

Supongamos A = 3. Sea v un vértice de grado A. Podemos suponer, al
igual que antes, que los vértices adyacentes a v son de grado 1 6 2, y que
al menos uno de estos vértices es de grado 2 (en caso contrario, tendriamos
G = K 3, absurdo pues G es prolifico).

Supongamos que v tiene al menos dos vértices adyacentes de grado 2, u
y w. Entonces en L(G), los vértices uv y vw tienen grado 3, y en L*(G),
la arista que une dichos vértices tendrd grado 4. Por tanto, Ay(G) = 4 >
A(G) = A(G) = 3.

Ahora, supongamos que los vértices de grado A tienen exactamente un
vértice adyacente de grado 2. Entonces G no puede tener como subgrafo
inducido un ciclo (si lo tuviera, al ser G prolifico, deberfa haber un vértice
del ciclo adyacente a un vértice de fuera del ciclo, lo que hace que dicho
vértice sea de grado 3 adyacente a dos vértices de grado 2, caso que hemos
descartado). Por tanto, G es un arbol. Y ademads, G tiene 1 6 2 vértices
de grado 3 (no puede tener 3 o més, puesto que no se cumpliria que los
vértices de grado 3 son adyacentes a sdlo un vértice de grado 2).

= Si (G sélo tiene un vértice de grado 3, siendo este vértice adyacente a
sélo un vértice de grado 2, entonces G es una subdivision de K; 3 de
tipo A, y por tanto, Ay(G) = A1(G) = 3, y A3(G) = 4.

» Si GG tiene dos vértices de grado 3, entonces o bien hay dos aris-
tas entre ambos vértices, o bien hay 3 o mas (no puede haber sé-
lo una arista pues entonces G no seria refinado, puesto que habria
dos vértices de grado 3 adyacentes). Si hay dos aristas, entonces
A1 (G) = 3,A2(G) = 4, mientras que si hay 3 o més aristas (y por
tanto G se ha obtenido como una subdivisién de S35 subdividiendo

la arista del medio), entonces Ay(G) = A(G) = 3, A3(G) = 4.
0

Corolario 4.26. k(A, F) = 3.

Minimo grado de G, § = 0(G)

Lema 4.27. Para un grafo prolifico G, existe una constante ¢(G) tal que, para

todo k > ¢(G), se tiene 6;41(G) = 20,(G) — 2.
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Teorema 4.28. Sea G un grafo prolifico, y sea §; el minimo grado de L¥(G).
Entonces limj,_,..0r = 00.

Demostracion. Aplicando el Lema 4.27, se tiene el resultado. [
Teorema 4.29. Sea GG un grafo prolifico con n > 4 vértices.

(1) Si F={G:46(G) € {1,2}}. Entonces k(5, F) = 0.

(1) Si F ={G :(G) > 3}. Entonces k(d, F) = 1.

Demostracion. (1) Para 6(G) = 1, consideramos el grafo prolifico G que con-
tiene un camino de longitud [. Necesitamos [ iteraciones para hacer que el
vértice de grado 1 desaparezca.

Para §(G) = 2, consideramos el grafo prolifico G que contiene dos vértices
u y v unidos por un camino de longitud /. Necesitamos (é} iteraciones para
hacer que los vértices de grado 2 de este camino desaparezcan.

(11) Para 6(G) > 3, entonces por el Teorema 1.22.(1) tenemos que 0,(G) >
2(6(G) —1) > 6(G).
[l

Grado promedio de G, d = d(G)

Teorema 4.30. Sea G un grafo prolifico, y sea dj, el grado promedio de LF(G).
Entonces limy,_,ood), = 00.

Demostracion. Por definicién, §(G) < d(G). Aplicando el Teorema 4.28; se tiene
el resultado. O

Teorema 4.31. Sea G un grafo prolifico con n > 4 vértices. Entonces d;(G) >

d(G).

Demostracion. Por el Teorema 4.4, di(G) > 2(d(G) —1), con igualdad si y s6lo si
G es regular. Como G es prolifico, se tiene que o bien G es regular con d(G) > 3
(y en ese caso

d(G) = 2(d(G) — 1) = d(G) + d(G) —2 > d(G) + 3 — 2 =d(G) + 1 > d(G)

y se tiene lo pedido), o bien es no regular. En este segundo caso, tenemos dos
opciones:

» d(G) < 2: sabemos que, por ser G prolifico (en particular, conexo), se tiene
que d(G) > 1. Por tanto, por 4.4,

di(G) > 2(d(G) —1) > 2 > d(Q).
» d(G) > 2: entonces el resultado se deduce de 4.4:
di1(G) > d(G) +d(G) — 2 > d(G).

Corolario 4.32. k(d,F) = 1.
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Otros parametros

Existen otros pardmetros muy comunes también en la Teoria de Grafos de
los que también existen resultados interesantes a la hora de iterar los grafos
de aristas. Algunos de dichos parametros son: el nimero cromatico y el indice
cromdtico (ver Capitulo 7), el nimero de emparejamiento, la conectividad de
vértices y de aristas, el nimero de independencia... No entraremos en dichos
resultados ni en las definciones de los términos no usados en este trabajo, pero
el lector puede consultar [5] para encontrar los detalles.
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Capitulo 5

Espectro de los grafos de aristas

En este capitulo haremos un estudio de las matrices mas usuales a la hora
de tratar con grafos: las matrices de adyacencia, asi como de los autovalores
asociadas a dichas matrices. Se dard una relaciéon para calcular la matriz de
adyacencia del grafo de aristas a partir de la matriz de adyacencia y de incidencia
del grafo original. Ademas, daremos una cota inferior para los autovalores de los
grafos de aristas. Las referencias para este capitulo son [1], [6], [7] v []].

Definicion 5.1. Dada una matriz cuadrada M,

(1) su polinomio caracteristico, (M, \) es el determinante de A\l — M, donde
I es la matriz identidad,

(11) sus autovalores son las raices de su polinomio caracteristico,

(111) sus autovectores son los vectores x # 0 soluciones del sistema Mz = Az,
donde X es un autovalor de M,

(1Iv) su espectro es el conjunto de autovalores junto con sus respectivas multi-
plicidades.

Definicién 5.2. Sea GG un grafo con vértices vy, vs, ..., v,. Definimos la matriz
de adyacencia de G' a la matriz n x n que en la entrada (7, j) tiene un 1 si los
vértices v;, v; son adyacentes, y 0 en caso contrario. Denotamos por A(G) a dicha
matriz.

Observacién 5.3. (1) Es obvio que la matriz A(G) es simétrica (y, por tanto,
sus autovalores son reales). Ademads, tanto la suma de los elementos de la
1-ésima fila como de la i-ésima columna coincide con el grado del vértice
V; .

(11) Cuando se haga referencia al polinomio caracteristico, autovalores, auto-
vectores o espectro de un grafo GG, nos referiremos a los de su matriz de
adyacencia.

Definicién 5.4. Sea GG un grafo con vértices vy, v, ...,v, v aristas eq, ..., ep,.
Definimos la matriz de incidencia de G a la matriz n X m que en la entrada
(4,7) tiene un 1 si el vértice v; y la arista e; son incidentes, y 0 en caso contrario.
Denotamos por B(G) a dicha matriz.
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Definiciéon 5.5. Sea GG un grafo con vértices vy, vo, ..., v,. Definimos la matriz de
grados de G a la matriz diagonal n X n que en la entrada (i, ) tiene el grado del
vértice v;. Denotamos por D(G) a dicha matriz.

[ustremos con un ejemplo estas definiciones. Tomando el grafo L, de la Fi-
gura 2 (en la Figura 12 estdn senalados en rojo los nombres de los vértices v; y
en azul los de las aristas e;), obtenemos las siguientes matrices:

Figura 12: Grafo L4 de la Figura 2. En rojo, el nombre de los vértices; en azul,
el nombre de las aristas

011010 1100010
101100 1011000
110100 0110100

A<L4)_011001 B(L4>_0001101
100000 000O0GO0T10
000100 000O0GO0TO0 1

300000
030000
003000
D<L4)_ooo300
0000T10
0000GO0 1

Teorema 5.6. Para un grafo G, se tiene:
(1) A(G) = B(G)B(G)T — D(G).
() A(L(Q)) = B(G)TB(G) — 21I.

Demostracion. (1) Sean v; y v; dos vértices de G. Si v; ~ v;, entonces la entrada
(¢,7) de la matriz es B(G)B(G)" es 1. Si v; = v;, entonces dicha entrada es 0.
Por otra parte, el elemento (i,i) de B(G)B(G)T es el grado del vértice v;, de
donde se deduce el resultado.

(11) Siguiendo la misma idea, sean e; y e; dos aristas de G. Si estas aristas son
adyacentes, entonces la entrada (4, j) de la matriz es B(G)T B(G) es 1. Si no son
adyacentes, entonces dicha entrada es 0. Ademds, cada elemento de la diagonal
es un 2, de donde se deduce el resultado. O
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Lema 5.7. Si M es una matriz n x m (m > n), entonces ¢(MTM,z) =
" e(M MY x).

Teorema 5.8. Sea GG un grafo d-regular con n vértices y m aristas. Entonces
Demostracion. Usando el Teorema 5.6.(11), tenemos que
O(L(G), ) = det(\ — A(L(G))) =
= det(M + 21 — B(G)'B(G)) =
= det((A+2)I — B(G)"B(G)) =
= ¢(B(G)"B(G), A +2).

Usando el Lema 5.7, tenemos que
¢(B(G)"B(G), A +2) = (A +2)""¢(B(G)B(G)", A+ 2).
Por tultimo, usando el Teorema 5.6.1, llegamos a

G(B(G)B(G)', A +2) = ¢(A(G) +dI, A +2) =

= det((\+2)I — A(G) +dI) =

_det((/\ d+2)I — A(G)) =
(

= ¢(A(G),\ —d+2).

]

Proposicién 5.9. Sea G un grafo cuyo mayor autovalor es A. Entonces A <

A(G).

Demostracion. Sea A la matriz de adyacencia de G, y sea d; = deg(v;). Por otra
parte, sea © = (x1, To, ...,xn)T el autovector asociado a A, y sea u = (1,1,...,1)7
el vector de todo unos. Entonces

AxTu  2TAuw Y xd;

A p— pr— pr— < A.
xTu xTu SNSap T

[
Teorema 5.10. Para todo A autovalor de L(G), se tiene —2 < A < A(L(G)).

Demostracion. La cota superior se deduce de la Proposicién 5.9. Para la cota
inferior, observemos que la matriz B(G)” B(G) es semidefinida positiva, por lo
que todos sus autovalores son mayores o iguales que 0 y, por tanto, las raices del
polinomio ¢(B(G)B(G)T, z+2) son mayores o iguales que -2. Usando la igualdad
#(B(G)B(G)T,2+2) = ¢(B(G)B(G)T —2I, ) (en particular, las raices de ambos
polinomios son las mismas) y el Teorema 5.6.(11), se deduce el resultado. O
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Lema 5.11. Sea M y N dos matrices. Entonces:

(1) Si M es cuadrada, entonces es invertible si y sélo si 0 no es un autovalor
de M.

() r(MN) <min{r(M),r(N)}, donde r(M) es el rango de M.

Teorema 5.12. Sea A\(L(G)) el menor de los autovalores de L(G), siendo G un
grafo con n aristas y m vértices. Entonces A(L(G)) = =2 si r(L(G)) < m.

Demostracion. Usando el Lema 5.11.(11), tenemos que
r(B(G)"B(G)) < min {r(B(G)"),r(B(G))}
)

= min{r(B(G)),r(B(G))}
=r(B(G)) < m.
Es decir, B(G)T B(G), que es una matriz m x m, no es invertible, y por el Lema

5.11.(1), 0 es un autovalor de B(G)T B(G), lo que implica que -2 es un autovalor
de B(G)TB(G) — 21 = A(L(Q)). O
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Capitulo 6

Transitabilidad

Por transitabilidad entendemos la propiedad de un grafo para ser recorrido
por todos sus vértices sin pasar dos veces por la misma arista. En esta seccién
hablaremos tanto de grafos eulerianos como de grafos hamiltonianos, y daremos
condiciones para las que un grafo de aristas es de alguno de estos dos tipos.
Ademas, introduciremos el concepto de indice hamiltoniano, pero no haremos un
estudio exhaustivo del mismo. Las referencias para este capitulo son [1] y [3].

6.1. Grafos eulerianos y grafos de aristas

Definiciéon 6.1. Un camino es euleriano si se puede recorrer entero pasando por
cada arista exactamente una vez. Si al recorrerlo se termina en el vértice inicial,
entonces es un ciclo euleriano. Un grafo es euleriano si contiene (al menos) un
ciclo euleriano.

€10 €5

Figura 13: Ejemplo de grafo euleriano, donde las aristas estdn numeradas segin
un ciclo euleriano

Teorema 6.2. (Teorema de caracterizacién de Euler) Si un grafo es conexo,
entonces es euleriano si y solo si todos sus vértices tienen grado par.
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Demostracion. (=) Sea G euleriano. Cada vez que recorremos un vértice de G,
el grado de dicho vértice aumenta en 2, y como cada linea de G se recorre sélo
una vez, entonces cada vértice tiene grado par.

(<) Ahora, sean vy, vy, ..., vy vértices de G. Definimos W := vgv;...v) el camino
més largo de G en el que cada arista se recorre como mucho una vez (pero cada
vértice se puede atravesar méas de una vez). Observemos que W debe contener
todas las aristas incidentes con vy; en caso contrario, W se podria extender, en
contra de la maximalidad de W. Ademas, se debe dar vy = v, (supongamos que
no, y sea [ el nimero de veces que pasamos por v al recorrer W. Entonces el
grado de v en W (y también en G) seria 2(l — 1) 4+ 1, que es impar, en contra
de la hipétesis inicial). Ahora, razonemos por reduccién al absurdo, suponiendo
que W no es un ciclo euleriano. Dado que W es conexo, podemos encontrar una
arista que no esté en W pero que sea incidente a algtin vértice de W. Denotamos
uv; a esta arista, para algiin i, 1 <14 < k. Entonces podemos encontrar un camino

UV;Vjq1... VEU1V2... V5,

que es estrictamente mas largo de W, y cuyas aristas se recorren sélo una vez, lo
que es absurdo por la definiciéon de W. Por tanto, W es un ciclo euleriano. [

Teorema 6.3. El grafo de aristas de un grafo conexo G es euleriano si y so6lo si
los grados de los vértices de GG tienen todos las misma paridad.

Demostracion. (=) Supongamos que L(G) es euleriano. Por el Teorema 6.2, el
grado de los vértices de L(G) es par, y como el grado de un vértice e = vw de
L(G) es deg(v) 4+ deg(w) — 2, entonces v y w tienen ambos o grado par o grado
impar. Puesto que GG es conexo, se tiene que entonces todos los vértices tienen
grado par o impar.

(<) Reciprocamente, si los vértices de G tienen todos la misma paridad, razo-
nando como antes, llegamos a que el grado de los vértices de L(G) es par, y
volviendo a aplicar el Teorema 6.2, se tiene lo pedido. O]

Corolario 6.4. El grafo de aristas de un grafo euleriano es euleriano.

Demostracion. Si un grafo es euleriano, por el Teorema 6.2, todos sus vértices
tienen grado par; en particular, tienen la misma paridad. Aplicando el Teorema
6.3, se tiene el resultado. O

Teorema 6.5. Un grafo conexo G es el grafo de aristas de un grafo euleriano
si y sélo si existe una particiéon de las aristas de G en grafos completos con un
numero par de vértices, y tal que cada vértice estd presente en exactamente dos
de dichos subgrafos.

Demostracion. (=) Supongamos que G es el grafo de aristas de un grafo eule-
riano H, y sea e = vw una arista de H. Entonces, las aristas incidentes a e (visto
como vértice en G = L(H)) forman dos subgrafos completos (con el vértice e en
comun): uno con deg(v) vértices y el otro con deg(w) vértices. Pero por ser H
euleriano, tanto deg(v) como deg(w) son pares. Por tanto, los subgrafos comple-
tos tienen un ntimero par de vértices.
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(<) Ahora, sea G tal que existe una particién de sus aristas como la descrita en
la hipotesis. Por el Teorema 2.2, G es el grafo de aristas de algtin grafo H, cuyos
vértices son los subgrafos completos de G. Dichos vértices como grado el nimero
de vértices de los subgrafos completos, que por hipdtesis es par. Por tanto, por
el Teorema [6.2] se tiene que H es euleriano. O

6.2. Grafos hamiltonianos y grafos de aristas

Definicién 6.6. Un camino en un grafo es hamiltoniano si recorre todos los
vértices del grafo pasando por cada uno exactamente una vez. Si al recorrerlo
se termina en el vértice inicial, entonces es un ciclo hamiltoniano. Un grafo es
hamiltoniano si contiene un ciclo hamiltoniano.

Figura 14: Ejemplo de un grafo no hamiltoniano (izquierda) y hamiltoniano (de-
recha)

Definicién 6.7. Dado un ciclo C' de L(G), decimos que un vértice de G es
bdsico a C' si hay al menos dos aristas de GG incidentes a él que forman parte de
los vértices del ciclo.

Definiciéon 6.8. Diremos que un camino recubre a las aristas que tienen al menos
uno de sus vértices en dicho camino.

Teorema 6.9. El grafo de aristas de un grafo conexo G es hamiltoniano si y
solo si G tiene un ciclo en el que no se repite ninguna arista y que recubre cada
arista de G.

Demostracion. (=) Supongamos que L(G) contiene un ciclo hamiltoniano, Cp,
y sean wi, Ws, ..., w, vértices de G basicos a Cp. Por definicion, los vértices con-
secutivos de la secuencia anterior deben ser adyacentes, puesto que w;w; 1 es un
vértice de Cp. Por tanto, W := wyws...w,w; es un ciclo en el que no se repite
ninguna arista. Ademads, como cada arista de G es un vértice en C, (por ser C7,
un ciclo hamiltoniano), W debe recorrer todas las aristas de G.

(<) Reciprocamente, supongamos que G tiene un ciclo C' = vyvs...v5 con todos
los vértices distintos (salvo el ltimo y el primero). Entonces las aristas que unen
los vértices consecutivos de la secuencia anterior forman un ciclo Cp en L(G).
Consideramos ahora v,v9. Si en GG hay una arista incidente a v, y que no esta
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en O, al pasar a L(G) podemos incluir el vértice correspondiente en Cp, dando
lugar a un ciclo mas largo. Repitiendo este proceso para todos los vértices de C'y
para todas las aristas incidentes a dichos vértices que no estén en C', y dado que
por hipétesis todas las aristas de G tienen al menos un vértice en C', obtenemos
que C7, es un ciclo hamiltoniano en L(G). O

Corolario 6.10. (1) El grafo de aristas de un grafo euleriano es euleriano y
hamiltoniano.

(11) El grafo de aristas de un grafo hamiltoniano es hamiltoniano.

Demostracion. (1) La primera parte es el Corolario 6.4. Para la segunda, basta
con observar que un ciclo euleriano es por definicién un ciclo que recubre
todas las aristas del grafo. Aplicando el Teorema 6.9, se tiene el resultado.

(1) Un ciclo hamiltoniano recorre todos los vértices de un grafo; por tanto,
recubre todas las aristas del grafo. Aplicando el Teorema 6.9, se tiene el

resultado.
O]

Teorema 6.11. Si GG es un grafo conexo con al menos 3 vértices y sin vértices
de grado 2, entonces L*(G) es hamiltoniano.

Demostracion. Las aristas incidentes a cada vértice v de G forman subgrafos
completos en L(G). A menos que el grado de v sea 2, obtenemos en L(G) o bien
el grafo unipuntual (si deg(v) = 1), o bien un subgrafo que contiene un ciclo
hamiltoniano. Ahora, consideramos el subgrafo H de L(G) formado por un ciclo
hamiltoniano de cada uno de los subgrafos completos generados por los vértices
de grado mayor o igual que 3. Notemos que cada uno de los vértices de L(G)
estd en uno o dos de estos ciclos y, por tanto, H es un ciclo hamiltoniano de
L(@G), cuyos vértices tiene grado 2 (si estan s6lo en un subgrafo) 6 4 (si estan en
dos). Por tanto, por el Teorema 6.3, H contiene un ciclo euleriano. Ademaés, este
ciclo recubre todas las aristas de L(G). Por tanto, por el Teorema 6.9, el grafo
de aristas de L(G), L*(G), es hamiltoniano. O

Teorema 6.12. Si G es un grafo conexo que no es un camino, entonces existe
un r > 0 tal que L"(G) es hamiltoniano.

Demostracion. Sea GG un grafo conexo que no es un camino. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que G es prolifico (si G fuera un ciclo o K 3, entonces
L(G) seria un ciclo, que ademds es hamiltoniano). Por el Teorema 4.28, existe
un r > 0 tal que L"(G) no tiene vértices de grado 2. Aplicando el Teorema 6.11,
se tiene que L""?(@G) es hamiltoniano. O

Usando el Corolario 6.10.(11), observamos que si existe un r > 0 tal que L"(G)
es hamiltoniano, entonces para todo k > r, L¥(G) serd hamiltoniano. Por ello,
introducimos la siguiente definicién:

Definicion 6.13. El namero r de la observacién anterior se llama el indice
hamiltoniano de G.
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Un resultado interesante (que no demostraremos aqui) es que entre todos
los grafos conexos con n > 4 vértices y grado maximo A > 3, el maximo indice
hamiltoniano es n— A. Sin embargo, para el caso general, el problema de calcular
el indice hamiltoniano es NP-completo. El lector puede comprobar los detalles
en [1].
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Capitulo 7
Colorabilidad

Este capitulo lo dedicaremos al estudio de dos de los parametros mas estudia-
dos en la Teoria de grafos: el niimero cromatico y el indice cromatico de los grafos
de aristas. En la primera seccién comprobaremos que el niimero cromatico de un
grafo de aristas es el indice cromatico del grafo original, lo que nos permitira
enunciar de dos maneras distintas los teoremas de esta seccion, entre ellos algu-
nos teoremas clasicos como son el de Konig y el de Vizing. En la segunda secciéon
daremos resultados sobre el calculo de los coeficientes del polinomio cromatico
de los grafos de aristas. Las referencias principales de este capitulo son [I], [9] y
[10].

7.1. Numero e indice cromatico

Definicién 7.1. Una coloracién de vértices (o, si no hay confusion, simplemente
coloracion) de un grafo GG es una asignacién de colores a los vértices de tal forma
que no hay dos vértices adyacentes con el mismo color. Una coloracion de aristas
es una asignacion de colores a las aristas de tal forma que no hay dos aristas
adyacentes con el mismo color.

Definicion 7.2. El numero cromdtico de un grafo GG es el nimero minimo de
colores para obtener una coloracién de G. Lo denotamos por x(G).

Definicién 7.3. El indice cromatico de un grafo G es el nimero minimo de
colores para obtener una coloracién de aristas de G. Lo denotamos por x'(G).

Proposicién 7.4. Dado un grafo G, se tiene x(L(G)) = X'(G).

Demostracion. Por definicién, dos vértices de L(G) son adyacentes si y sélo si
las dos aristas de G correspondientes son adyacentes. Por tanto, una coloracion
de aristas G es igual a una coloracién de L(G). O

Definicién 7.5. Diremos que un grafo es cubico si todos sus vértices tienen
grado 3. Dicho de otro modo, un grafo ctibico es un grafo 3-regular.

Teorema 7.6. Son equivalentes:
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(1) Todos los mapas planos admiten una coloracién con 4 colores.
(11) Si un grafo cibico G es plano, entonces x'(G) = 3.
(111) Si un grafo cibico G es plano, entonces x(L(G)) = 3.

Demostracion. (1)=(11) Sea M un mapa plano ctibico conexo. Como se cumple
(1), tenemos 4 colores, pongamos amarillo, rojo, azul y verde, que generan una
coloraciéon de M. Tomamos ahora G el grafo de los bordes de las regiones del
mapa (obtenemos asi un grafo cibico plano). Cada arista de G' une dos regiones
de colores distintos. Asignemos un color A a las aristas que unen las regiones
amarillo-rojo y a las que unen las regiones verde-azul, un color B a las aristas
que unen las regiones amarillo-verde y a las que unen las regiones rojo-azul, y
un color C' a las aristas que unen las regiones amarillo-azul y a las que unen las
regiones rojo-verde.

(11)=(1) Supongamos que se cumple (I1), y veamos que cada mapa plano se
puede colorear con 4 colores. Sea M un mapa plano. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que el mapa M esta triangulado (si no fuera el caso, pueden
anadirse tantas aristas como sea necesario), y tomamos G como su grafo asociado
(aquel en el que los vértices representan las regiones de M). G es entonces un
grafo cibico plano, y por hipétesis, existe una coloracién de sus aristas con 3
colores, pongamos azul, verde y rojo. Observemos que el subgrafo de G formado
por las aristas de 2 de los 3 colores esta formado ciclos disjuntos, y ademés, cada
regiéon de M esta o bien en el interior de uno de estos ciclos disjuntos, o fuera de
todos ellos. Tomamos ahora dos pares de los colores de las aristas, por ejemplo
rojo-azul y rojo-verde. Entonces para una region de M, hay cuatro posibilidades:

= (A) la region queda dentro de un ciclo con ambas combinaciones de colores,

» (B) la regién queda dentro de un ciclo rojo-azul pero fuera de los ciclos
rojo-verde,

» (C) la region queda dentro de un ciclo rojo-verde pero fuera de los ciclos
rojo-azul,

= (D) la region queda fuera de los ciclos de ambas combinaciones de colores.

Asignandole a cada una de estas opciones un color distinto, obtenemos una co-
loracion de M con 4 colores.

(11)<(111) Se deduce de la Proposicion 7.4. O

Proposicién 7.7. Supongamos que G es un grafo con el menor nimero de aristas
para el que x'(G) > A. Entonces, para toda coloracién de aristas de G — zy tal
que el color A no esta en el vértice x y el color B no esta en el vértice y, se tiene
que existe un camino de colores alternados A y B de longitud par que va de y a
x.
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Demostracion. La existencia de un camino que empiece en y y que alterne los
colores A y B es obvia (incluimos el caso en el que se obtenga el grafo camino
trivial, formado sélo por un vértice).

Veamos que acaba en x por reduccién al absurdo: supongamos que el camino
termina en otro vértice. Entonces, intercambiando los colores del camino (esto
no afecta a la adyacencia de aristas con el mismo color), y anadiendo la arista
xy de color A, obtenemos una coloracion de aristas de G con A colores, absurdo.
Por tanto, el camino termina en .

Por ultimo, la longitud debe ser par, pues en caso contrario, el camino terminaria
con una arista de color A incidente con x, absurdo. O

Teorema 7.8. (Teorema de Konig) El niimero cromético del grafo de aristas
de un grafo bipartito G es el maximo grado de G: x(L(G)) = A(G).

Demostracion. Probemos el teorema es un version equivalente para el indice cro-
matico de G. Denotamos A = A(G). Puesto que todas las aristas incidentes con
un mismo vértice de G' deben tener colores diferentes, se tiene que x'(G) > A.

Demostraremos la otra desigualdad por reduccion al absurdo. Entonces, supon-
gamos que G es un grafo bipartito con el menor niimero de aristas para el que
X'(G) > A,y sea e = vw una arista de G. Por tanto, G — e admite una coloracién
de aristas con a lo sumo A colores. Al quitar la arista e, se tiene que ahora los
vértices v y w tienen grado < A, es decir, tienen menos de A colores, y, por
tanto, falta al menos un color en cada uno de estos vértices. Si algtin color falta
en ambos vértices a la vez, entonces dicho color esta disponible para la arista e,
obteniendo asi una coloracién de aristas de G con A colores, absurdo. Por tanto,
supongamos que en el vértice v no esta el color A, y en el vértice w no esta el co-
lor B. Entonces, si v y w estan en la misma componente, por la Proposicion 7.7,
existe un camino de longitud par alternando los colores A y B que va de v a w,
contradiciendo por la Proposicién 1.9 que G sea bipartito (ya que si anadiésemos
la arista vw, obtendriamos un ciclo de longitud impar). Por tanto, v y w deben
estar en componentes distintas. Si en la componente de w intercambiamos los
colores A y B de las aristas correspondientes, obtenemos una coloracién de G —e
en la que tanto en v como en w falta el color A, y por tanto, al igual que antes,
podria anadirse una arista vw con ese color, con lo que obtendriamos de nuevo
una coloracién de aristas con A colores, absurdo. En conclusién, y'(G) < A. O

Teorema 7.9. (Teorema de Vizing) El nimero cromético del grafo de aristas
de un grafo G es A(G) 6 A(G) 4+ 1: A(G) < x(L(G)) < A(G) + 1.

Demostracion. Demostraremos la version equivalente para el indice cromatico
de G. Denotamos A = A(G). La primera desigualdad se deduce de igual manera
que en el Teorema de Zonig. Veamos la segunda desigualdad por induccién sobre
el nimero de aristas de GG. Para el caso de una sola arista, la desigualdad se da
de forma trivial. Supongamos entonces que dada cualquier arista e de GG, existe
una coloracién de aristas de G — e que usa a lo sumo A + 1 colores. Entonces,
en cada vértice de G — e hay como mucho A colores, por lo que al menos falta
un color en cada vértice.
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Supongamos entonces que x'(G) > A + 1. Sea wvy una arista de G. Definimos
Gy := G — wvy, que por hipdtesis, admite una coloraciéon de aristas ¢y con A +
1 colores. Sea A el color que falta en el vértice w. Por otra parte, sea M =
{vo, v1, ..., v} el conjunto maximal de vértices adyacentes a w tales que el color
de wv;41 en la coloracion de aristas ¢y (denotamos dicho color por ¢o(wv;41)) no
estd en el vértice v; para todo ¢ < k. Definimos, para cada grafo G; := G — wu;,
la coloracion de aristas ¢;:

(e) co(wvip1) parae=wuv; con j € {0,1,....,i — 1},
c;\€e) =

co(e) en otro caso;

Observemos que en cada coloracion ¢;, en el vértice w faltan los mismos colores
que para c.
Ahora, sea B un color que no esta en v, para c¢y. Por la Proposicién 7.7, existe un
camino que alterna los colores A y B que empieza en vy en G, (con la coloracién
de aristas ¢;) y que acaba en w (la tltima arista de este camino, wv, es de color
B, puesto que w no tiene el color A). El vértice v no puede ser vy ; por la
maximalidad del conjunto M, por lo que debe ser v = v; para algin 7,0 < i < k.
Por definicién de ¢, se tiene que B = cx(wv;) = co(wv;yq). Por cémo hemos
elegido v; 1, se tiene que el color B falta en v; en ¢y, y, por tanto, también en c;.
Tomamos ahora el camino P que empieza en v; en (G; con respecto a ¢; y acaba
en w: el comienzo de este camino coincide con el camino v;--- v, que hemos
considerado en Gy, puesto que el camino vy ---v; estd coloreado de la misma
manera en ¢; y en ¢. Pero entonces, en ¢y (y, por tanto, en ¢;), no hay ninguna
arista incidente con vy de color B. Por tanto, dado que la arista anterior del
camino P es de color A, P debe acabar en v, contradiciendo la Proposicion 7.7
(deberfa acabar en w pues no hay aristas incidentes con dicho vértice de color
A). Hemos llegado a un absurdo, y por tanto, x'(G) < A + 1.

]

Figura 15: Grafo G de la demostracion de 7.9
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7.2. Polinomio cromatico

Definicién 7.10. Dado un grafo G, su polinomio cromdtico es una funcién que
determina el nimero de maneras distintas de colorear un grafo usando k colores.
Lo denotamos por P(G, k).

Proposiciéon 7.11. El polinomio cromatico es un polinomio en k.

Demostracion. Primero, notemos que tenemos la siguiente igualdad: dados u, v
dos vértices no adyacentes, si denotamos por G /uv el grafo obtenido colapsando
u 'y v en un so6lo vértice, entonces

P(G,k) = P(G+ uv, k) + P(G/uv, k)
Esta expresion se deduce de lo siguiente:

= Siu y v tienen colores diferentes, entonces el niimero de formas de colorear
los vértices de (G coincide con el nimero de formas de colorear los vértices
de G + uv con k colores.

= Si u y v tienen el mismo color, entonces el nimero de formas de colorear
los vértices de G coincide con el niimero de formas de colorear los vértices
de G/uw.

Es decir, si G es un grafo con n vértices y m aristas, entonces existen grafos GGy
con m+1 aristas y Gy con n—1 vértices tales que P(G, k) = P(G1,k)+ P(Gs, k).
Ademas, la misma férmula se puede aplicar recursivamente a G y Gbs.

Por otra parte, se deduce trivialmente que, para el grafo completo Kj;, se tiene
P(K;, k) =k(k—1)---(k—i+1) = k@ (expresién que, claramente, es un polino-
mio en k). Entonces, aplicando la formula P(G, k) = P(G 4+ wv, k) + P(G/uv, k)
de forma recursiva tantas veces como sea necesario para obtener grafos completos,
deducimos que P(G, k) es un polinomio. O

Definicién 7.12. Definimos el vector de adyacencia de L(G) como el vector
ay = [a1,2; A1,3y -y A1,m, 2,3, @245 -++y A2.m5 +- -y am—l,m]a

siendo m el nimero de aristas de G, donde a; ; es 1 si las aristas (de L(G)) e;, e;
son adyacentes, y 0 en caso contrario (no confundir con los coeficientes de la
matriz de adyacencia de L(G), donde se considera la adyacencia de los vértices).

Definicién 7.13. Si tenemos una particiéon 7 de las aristas de un grafo G,
definimos el vector de particion de m por

Pr = [p1,27p1,37 <oy P1ms> P2,3, P24y ---s P2,m» ~"7pm71,m]7

donde p; ; es 1 si las aristas (de G) e;, e; estan en la misma particion, y 0 en caso
contrario.
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En una coloracién de L(G), hay una particién de las aristas de G segun el color
que se le asocie. Dichas aristas deben no ser adyacentes, por lo que para las clases
de la particién se deben considerar emparejamientos (o conjuntos independientes
de L(G)). Llamaremos particiones de color de L(G) a estas particiones. Si una tal
particion tiene ¢ clases, entonces el niimero de coloraciones de L(G) con k colores
(suponemos k > t) es k). Con esto, podemos definir el polinomio cromético de
L(G) en su forma factorial como

m—1
Pr(G,k) =Y rik ™m0,

=0

donde r; representa el nimero de particiones por emparejamientos de las aristas
de G (es decir, el nimero de particiones de color de L(G)) en m — i clases.
Obviamente, ro = 1.

Teorema 7.14. Para todo r; # 0, se tiene que i < m—A(G), o equivalentemente,

AG)>m —1.

Demostracion. Para cualquier particion de color de L(G), se tiene que su nimero
de clases debe ser al menos x(L(G)) = x'(G). Por el Teorema de Vizing, se tiene
que X' (G) = A(G) 6 X'(G) = A(G) + 1, y puesto que r; representa el nimero de
particiones con m — i clases, se tiene que m —i > A(G) 6 m —i > A(G) + 1.
Entonces, si r; # 0, se tiene que

i<m-—AG)—1<m-A.
]

Teorema 7.15. Sea 7 una particién cualquiera de las aristas de G en k clases.
Consideramos el vector de la particién, p., y el vector de adyacencia de L(G),
ar. Entonces 7 es una particiéon de color de L(G) si y sélo si p, - at = 0.

Demostracion. (=) Supongamos que 7 es una particién de color de L(G). Enton-
ces, si dos aristas de G, e; y €;, estan en la misma clase de 7, significa que no son
adyacentes, por lo que p; ; = 1 = a;; = 0 (y de igual manera, a; ; = 1 = p;; = 0).
Por tanto, p, - at = 0.

(<) Reciprocamente, si 7 no es una particiéon de color de L(G), entonces existen
dos aristas e;, e; de G adyacentes que estdn en la misma clase de 7. Por tanto,
pi; =1, a;; =1,y entonces p, - al # 0. O

Supongamos ahora que ay, tiene t entradas nulas. Eso significa que en el grafo
G hay t pares de aristas no adyacentes (o 2-emparejamientos). Observemos que
cada emparejamiento de G estd formado o bien por una tunica arista, o bien
por uniones de elementos de 2-emparejamientos (observemos que no todas las
uniones de 2-emparejamientos dan nuevos emparejamientos).

Definicion 7.16. Una particion de emparejamientos, o una M -particion (del
inglés matching), es una particiéon de aristas de G cuyos elementos son o bien
una unica arista o bien uniones de 2-emparejamientos.
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Definicién 7.17. Definimos la matriz de particion de L(G) como la matriz Py,
que tiene por filas los vectores de particion de las particiones de emparejamientos
que tienen al menos A clases, ordenados de mayor a menor segin el nimero de
clases de la particién (si hay més de una particién con el mismo ntimero de clases,
se ordenan indistintamente).

Observacion 7.18. Observemos que el nimero de clases de cada particién de
color de las que forman la matriz Py, debe ser al menos A por el Teorema 7.14.

Teorema 7.19. (1) El nimero de ceros del vector Py - al es el niimero de
particiones de color de L(G).

(11) La suma del nimero de ceros de Py -al correspondientes a las particiones

de emparejamientos con k clases es el coeficiente 7 de la forma factorial
de Pr(G, k).

Demostracion. (1) Se deduce de 7.15.
(11) Se deduce de (1). O

Finalicemos con un ejemplo: consideramos el grafo de la Figura 16:

€3 €4

€9

€1 €5

Figura 16: Ejemplo de un grafo para el que vamos a calcular el polinomio cro-
matico de su grafo de aristas

Observemos que A = 3y, por el Teorema|7.14} tendremos sélo 1 y 75 (ademas
de rg). Calculamos ahora el vector de adyacencia:

ar, =[1,1,0,0,1,1,1,1,0,1].
Consideramos los 2-emparejamientos:
{(e1,e4), (e1,€5), (es,€5)},
y con ellos construimos las M-particiones:
» Con 5 clases tenemos {ey, €9, €3, €4, €5},
» Con 4 clases tenemos {(eq, e4), €2, €3,€5)}, {(e1,e5), ea,e3,e4}, {(e3,€5),€1,€2,€4},
» Con 3 clases tenemos {(ey, €4, €5), €2, €3}, {(e1, e4), (e3,€5), €2}, {(e1, e3,€5), €2,€4} .
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Calculamos ahora la matriz Py, considerando para las filas el orden de las M-
particiones que hemos dado:

000O0O0OO0OO0OTO0O®O
00100O0O0O0O0O0
0001O0O0O0O0O0O®O0
Py=(00000O0O0O0T10
0011000O0O0O01
001 0O0O0O0OO0OT1O®O
0101000010

Entonces, Py;-at =10,0,0,0,1,0, 1]T. Es decir, hay 1 cero correspondientes a
las particiones con 5 clases, 3 ceros correspondientes a las particiones de 4 clases,
y 1 cero correspondiente a las particiones con 3 clases. Es decir, ro =1, 71 =3y
re = 1:

P(G, k) = k® + 3k@W 4+ kB,

donde k) es el ntimero de coloraciones de L(G) con k colores.
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