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RESUMEN

En este trabajo estudiamos la técnica combinatoria de reescritura, como estd definida por Loday y Vallet-
te, para el estudio de la propiedad de Koszul, definida por Ginzburg y Kapranov, en operads no simétri-
cos. En particular, nos centramos en los operads no simétricos conjuntistas binarios As, Diasy T rias, y
sus operads no simétricos duales de Koszul As, Dend y T ridend. Los operads no simétricos As, Diasy
T rias pueden definirse de acuerdo a una estrategia de “transferencia de energfa” que puede extenderse
para definir un nuevo operad no simétrico que llamamos 7 etraas. Este operad permite modelar la ca-
tegorfa de dlgebras tetra-asociativas. Mostramos como ejemplo que el dlgebra de descensos de Solomon
admite la estructura de dlgebra tetra-asociativa. Mostramos también que el operad T efraas es conjuntista
pero no es cancelativo. Usando cédigo en SageMath/Python implementamos el método de reescritura
para chequear la propiedad de Koszul en operads no simétricos conjuntistas. Con esto chequeamos los
resultados positivos para esta propiedad sobre Dzas y T rias, demostrados directamente por Loday y por
Loday-Ronco usando técnicas homoldgicas. Adicionalmente, usamos esta misma técnica para demostrar
que el operad T etraas, y su dual de Koszul T etradend, son operads no simétricos de Koszul. Finalmente,
generalizamos la construccién por transferencia de energfa de operads binarios a operads (£ + 1)-arios,
para un entero positivo &, introduciendo los operads no simétricos (£ + 1) — Dias, (k + 1) — Triasy
(k + 1) — Tetraas. Mostramos que la técnica de reescritura para estos operads no es concluyente para
la propiedad de Koszul y dejamos como trabajo futuro estudiar dicha propiedad por medio del uso de
técnicas homoldgicas.
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Introduccién

1.I. ESPECIES COMBINATORIAS

La teoria de especies combinatorias fue introducida por Andre Joyal en [7] hacia 1980 con el objetivo de
formalizar las operaciones que se realizan entre series generatrices cuyos coeficientes enumeran familias de
objetos combinatorios. Formalmente, una especie combinatoria (conjuntista) es un funtor F': B — Set,
en donde B es la categoria de conjuntos finitos y biyecciones entre estos, y Set es la categoria de conjun-
tos en general y funciones entre estos. Dado un conjunto finito 7 consideramos el conjunto F[ V] de
Feestructuras generadas con etiquetas en V. Por ejemplo, F puede ser la especie de permutaciones y en-
tonces F[ V] es el conjunto de permutaciones de V. A una especie F, que asocie para todo conjunto finito
V una coleccién finita F[ V], uno puede asociarle su serie generatriz exponencial F(x) = ), |F[n]| ’;—,:,
en donde denotamos [#] := {1,2,...,n}y F[n] := F[[r]]. Dadas dos especies F'y G uno puede
definir por ejemplo nuevas especies £+ G, F+ Gy Fo G que corresponden respectivamente a las operacio-
nes de suma, multiplicacién y composicién de sus series generatrices. Cuando en el contexto de especies
cambiamos en su definicidn la categoria Set por las categorias Top, de espacios topolégicos, o Vecty, de
k-espacios vectoriales, obtenemos respectivamente los conceptos andlogos de especies topoldgicas y espe-
cies lineales. Si en la definicidén de especie cambiamos la categoria B por la categorfa I de ordenes lineales
finitos y sus isomorfismos de orden, el tipo de especie que se obtiene se conoce con el nombre de especie
no simétrica o especie rigida (ver por ejemplo [13]). A una especie no simétrica R le podemos asociar su

serie generatriz ordinaria que estd dada por R(x) = Y oo |R[#]|«".

1.2. OPERADS (NO SIMﬁTRICOS) Y LA PROPIEDAD DE KoszuL

Algunas de las operaciones definidas en el conjunto de las especies dan lugar a categorias monoidales. En
particular, si consideramos monoides en la categoria monoidal formada por especies bajo la operacién de
composicion de especies llegamos al concepto de gperad. Este concepto aparece inicialmente en el trabajo
de May [12] y se ha venido estudiando y aplicando en diferentes dreas de la matemdtica e incluso en otras



ciencias. El concepto de operad no simétrico nace de considerar monoides en la categorfa monoidal de
L-especies no simétricas bajo la composicién ordinal como operacidn.
Méndez define en [13] un operad (no simétrico) conjuntista O como una especie combinatoria (no si-

métrica) junto con un mecanismo de auto reproduccién O(O) 50 que ensambla un conjunto de
O-estructuras usando una O-estructura externa, obteniendo una estructura mds grande de la misma cla-
se y que satisface ademds las propiedades monoidales de asociatividad y existencia de identidad.

La mayoria de teorias desarrolladas alrededor del concepto de operad conjuntista fueron desarrolladas por
separado. Fue hasta 1981 que Joyal en [7] dio una presentacién general del concepto de operad conjun-
tista desde la perspectiva de la teorfa de especies combinatorias. Usando el enfoque de la teorfa de especies
combinatorias en [14], Méndez y Yang desarrollan el concepto de operad conjuntista cancelativo. Para
este, ellos muestran que dado un operad conjuntista cancelativo Q se le puede asociar una familia de con-
juntos parcialmente ordenados (posets por su nombre en inglés) que d4 origen al concepto de especies de
Mobius. Este concepto permite interpretar desde el punto de vista de especies la inversa composicional
de la serie generatriz de un operad conjuntista cancelativo Q.

Por otro lado Ginzburg y Kapranov en [s] introducen la teorfa de dualidad de Koszul para operads alge-
brdicos usando técnicas homoldgicas similares a las desarrolladas en la categoria de dlgebras asociativas.
Central a esta teorfa es el concepto de que un operad O sea de Koszul. Esta es una condicién homolé-
gica que implica que su operad dual de Koszul o genera una resolucion éptima para O. Para todos los
conceptos no definidos aqui sobre operads algebrdicos y la teorfa de dualidad de Koszul, el lector puede
referirse al excelente libro de Loday y Vallette [11].

Existen varios métodos combinatorios para mostrar que un operad (no simétrico) y su dual de Koszul son
de Koszul. Uno de estos métodos fue definido por Vallette en [16]. En este, Vallette usa los posets defini-
dos por Méndez previamente (llamados posezs operddicos) para chequear si la linealizacién de un operad
conjuntista cancelativo y su dual de Koszul son operads de Koszul. Esto se hace chequeando si los po-
sets operddicos asociados son Coben-Macaulay. Esta técnica sin embargo, solo estd definida para operads
algebrdicos que sean la linealizacién de un operad conjuntista cancelativo. Otros métodos usados para
concluir si un operad es de Koszul usan los conceptos de bases de Grobner para operads definidas por
Dotsenko y Khoroshkin [3] y el método de reescritura. Este tltimo serd el que principalmente explora-
remos en este trabajo. Particularmente en este trabajo nos centramos en estudiar el método de reescritura
aplicado a varias familias relacionadas de operads conjuntistas no simétricos.

1.3. OPERADS ESTUDIADOS

En [5] Ginzburg y Kapranov muestran que el operad no simétrico que modela 4lgebras asociativas As es
un operad conjuntista de Koszul y ademas que es autodual, esto significa que

A = As,

Loday en [9] introduce el operad no simétrico de didlgebras asociativas Dias y el operad no simétrico de
didlgebras dendriformes Dend, ademds demuestra que tanto Dias como Dend son operads de Koszul y
que son duales en el sentido de Koszul uno del otro, es decir

Dz'ﬂs! = Dend.

En [10] Loday y Ronco definen el operad no simétrico de tridlgebras asociativas 7 7zas y el operad no
simétrico de tridlgebras dendriformes T ridend, que extienden los operads Dzasy Dend. Ellos demuestran



que T 7iasy T ridend son de Koszul y que son duales de Koszul entre si, es decir
Trias = Tridend.

Tanto en [9] como en [10] se usa el cdlculo directo de la homologia de lo que se conoce como el complejo
de Koszul. Chequeando que el complejo de Koszul es aciclico permite concluir que los operads anteriores
son de Koszul. En [18] se dd una extensa y detallada lista de tipos de operads conocidos junto con algunas
de sus propiedades, incluyendo el hecho de si se conoce que son o no de Koszul hasta la fecha.

1.3.1. LOS OPERADS NO SIMETRICOS 7T etraasy T etradend

Resulta que los operads no simétricos As, Dias y T rias pueden definirse mediante una idea de “transfe-
rencia de energfa” que discutimos a fondo més adelante. Basados en esta idea estudiamos un nuevo operad
no simétrico de 4lgebras tetra-asociativas, que denotamos como 7 etraas, y que extiende simultdineamente
a As, Dias, y T rias. Usando dualidad de Koszul se define igualmente el operad no simétrico T etradend
de dlgebras tetradendriformes. Damos como ejemplo de un dlgebra tetra-asociativa el dlgebra tensorial
(T(V), T,4,, L) donde V = P, kw, es el k-espacio vectorial graduado, tal que el subespacio de
elementos homogeneos de grado 7 es el espacio vectorial de dimensién uno generado por w,,, paraz = 0.
Y las operaciones (T, -, =, L) se definen como

(0, ®+®w,,) T (w,, ®++ ®w, ) = @y ety -tm,
(0, ® ®w,) (v, ®  ®w,)=w, ® +®w, | ® Wy sp tim
(0)”1 -+ a)nk) |_ (a)ml ®--® a)m;) = wn1+~-+nk+m1 ® wmg Q- ® a)mj

(0, ®®w,) L(w, ® ®uw,)=w, ®  Quw, Ow,i, O, @ Qw,

Usando, por ejemplo, una versién andloga del método de Vallete en [16] para operads conjuntistas no
simétricos uno podria buscar demostrar también que As, Diasy T rias(y por lo tanto sus duales de Koszul
As, Dend y T ridend) son de Koszul. Sin embargo, dicha técnica no aplicaria para T etraas (y T etradend)
ya que segun el Teorema 12 este operad no simétrico no es cancelativo.

En este trabajo, implementamos computacionalmente, usando SageMath/Python, el método de reescri-
tura, como estd descrito por Dotsenko y Bremmer en [2], para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1. El operad no simétrico T etraas y su dual de Koszul ‘T etradend son de Koszul.

Es un corolario de la demostracién del Teorema 1 que los operads no simétricos As, Dzasy T rias, y sus
duales de Koszul son de Koszul.

1.4. ESTRUCTURA DEL DOCUMENTO

En el Capitulo 2 hacemos una revisién general de conceptos de la teorfa de categorias y de funtores que
serdn necesarios para introducir el concepto de especie combinatoria, sobre el cudl a su vez llegamos a las
definiciones de operad y operad no simétrico. Finalmente presentamos el método de reescritura como
aparece en Loday y Vallete en [11].

Los operads en los que basamos nuestro estudio son los operads no simétricos .As, Diasy T rias. Estos
operads junto con sus duales de Koszul As, Dend y T ridend respectivamente son presentados en el Ca-
pitulo 3. En este capitulo también estudiamos los conceptos de dlgebra asociativa, didlgebra asociativa,



tridlgebra asociativa, didlgebra dendriforme'y tridlgebra dendriforme. Hacemos también una presenta-
cién de estas estructuras en términos de drboles planares basandonos en las ideas expuestas por Loday en
[o].

En el Capitulo 4 implementamos computacionalmente en SageMath el método de reescritura presenta-
do en [11] para probar la propiedad de Koszul en operads conjuntistas no simétricos. Con este cédigo
verificamos ademds que los operads As, Diasy T rias son de Koszul.

Mediante una idea de “transferencia de energfa” con la cudl se pueden construir los operads As, Dias y
T rias, en el Capitulo 5 definimos el operad no simétrico 7 etraas. Este operad codifica un nuevo tipo de
dgebras que llamamos tetra-dlgebra asociativas. Estas a su vez son una extension de las tridlgebra asociati-
vas por medio de una operacién adicional que denotamos por T. Damos ademds un ejemplo concreto de
tetra-dlgebra asociativa. Mostramos relaciones funtoriales entre la categoria de tetra-dlgebras asociativas
denotada por Tetraas — mod y las categorias de dlgebras, didlgebras y tridlgebras asociativas denotadas por
As—mod, Dias—mody Trias— mod respectivamente. Definimos también una tetra-dlgebra dendriforme
y su operad asociado T etradend de tal forma que éste sea el dual de Koszul de T etraas, es decir que

i
Tetraas = Tetradend.

Al final del Capitulo s mostramos que el operad no simétrico T etraas no es cancelativo y por tanto la
técnica que involucra verificar la propiedad de Cohen-Macaulay en el estudio de posets operddicos no
sirve para probar la propiedad de Koszul en este caso. Usando cédigo implementado en el Capitulo 4,
concluimos por el método de reescritura que tanto T etraas, como T etradend son de Koszul (Teorema
1).

Finalmente, en el Capitulo 6 extendemos los operads binarios no simétricos estudiados en el Capitulo
3 y en el Capitulo 5 a otras aridades. Mostramos que el método de reescritura no es concluyente en es-
tos operads para aridades diferentes de 2 y proponemos como trabajo futuro el estudio de otras técnicas
principalmente homolégicas para probar la propiedad de Koszul en los operads no simétricos de aridad
(k+1):(k+1) = Dias, (k+ 1) = Triasy (k + 1) — Tetraas, con k un entero positivo.



Preliminares

2.1. CATEGORIAS Y FUNTORES

2.1.1. CATEGORIA

Una categoria es un sistema de objetos relacionados entre si mediante mapeos llamados flechas o morfis-
mos. Con objetos podemos referirnos a grupos, espacios topolégicos, espacios vectoriales o simplemente
a conjuntos y en cada uno de estos casos los morfismos son homomorfismos, funciones continuas, trans-
formaciones lineales y funciones respectivamente. De hecho las categorias son en si mismas uno de estos
objetos matemdticos, y los morfismos entre categorias se llaman funtores, siguiendo por esa misma linea
también se tienen morfismos entre funtores los cuales son llamados transformaciones naturales [8].

La teorfa de categorias fue introducida en los afios cuarenta por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane
en sus trabajos sobre topologia algebraica, pero hoy en dia el uso de la teorfa de categorias va mas all4, se re-
laciona con practicamente todas las areas de la matemdtica pura, de hecho también se encuentra presente
en algunas aplicaciones matemdticas en otras ciencias como la fisica o la computacion, se ha convertido en
una herramienta estandar en la informdtica lo cual ratifica como se menciona en [8] que “Applied mathe-
matics is more than just applied differential equations”las matemdticas aplicadas son mas que solo aplicar
ecuaciones diferenciales.

Formalmente una categorfa C estd dada por:
1. Una coleccién de objetos 0b(C).
2. Paracada 4, B € 0b(C), una coleccién C(A4, B) de flechas (mapas o morfismos) de 4 a B.
3. Paracada 4, B, C € 0b(C), unaaplicacién C(B, C) X C(4,B) — C(4,C) talque (¢.f) = gof

llamada composicién y que es asociativa:

(lgog)of:]go(gof),



4. Paracada 4 € 0b(C), un elemento 1, € C(4, A4) llamado la identidad de 4 y que satisface para
feC(4,B) que:
fola=f=1lpof

Ejemplo 1. A continuacion algunos ejemplos explicitos de categorias:

» Dadoun cuerpok, la categoria dek-espacios vectoriales Vecty es aquella en la cual los objetos ob( Vecty,)
son k-espacios vectorialesy los morfismos Vect,(V, W) son transformaciones lineales entre losk-espacios
vectoriales V'y W. Si el cuerpo k estd fijo, simplemente denotamos la categoria por Vect.

» En la categoria Set los objetos ob(Set) son conjuntos, mientras que los morfismos Set(A, B) son fun-
ciones entre los conjuntos A y B.

» La categoria B en donde 0b(B) son conjuntos finitos y B(A, B) son biyecciones entre los conjuntos A
y B.
2.1.2. FUNTOR

Dadas dos categorias A y C. Un funtor F: A — C es una funcién que:
» Asignaa cada objeto X € 06(.A) un objeto F[X] € 0b(C).

» Asigna a cada morfismo f € A(X, Y) un morfismo F[f] € C(F[X], F[Y]) y que satisface las
siguientes condiciones:

i. F[1x] = 1px, paratodo X € 0b(A).
ii. F[go f] = Flg] oc F[f], paratodaf€ A(X,Y)ytodag € A(Y,Z).

Tal funtor Fes llamado usualmente funtor covariante.
Si para el funtor F': A — C se tiene que:

» Asignaa cada objeto X € 0b(.A) un objeto F[X] € 0b(C).

» Asignaacada morfismo f € A(X, ¥) un morfismo F[f] € C(F[Y], F[X]) y satisface las siguien-

tes condiciones:
i. F[1x] = 1px, paratodo X € 0b(A).
ii. Flgoaf] = F[f] oc Flg], paratodaf e A(X,Y)ytodag € A(Y,Z).

Entonces Fes llamado un funtor contravariante.

2.1.3. CATEGORIA MONOIDAL

Una categorfa monoidal (C, O, 7, &, 4, p) estd formada por:
» Una categoria C.
s Unbifuntoro:C xC - C.

» Un objeto 7 € 05(C) llamado objeto identidad o unidad.



= Tres isomorfismos naturales:
Laypc:(A0B)0C =40 (B0 C)llamado asociador.
ii. 44 : 704 = A4llamado unifuntor izquierdo.

iii.p,:A01=4 [lamado unifuntor derecho.

Estos isomorfismos naturales deben tener condiciones de coherencia, esto nos dice que parad, B, C, D, I €
0b(C )los siguientes diagramas son conmutativos:

aypc01 &4 BoC,D
(MoB)pC)oD—— (4o(BoC))oD—— A0 ((BoC)aD)

240B,C,D 10apcp
(AoB)o(CoD) Ao(Bo(CoD))
& 4,B,CcaD
a
(40 OB A L, 4o(J/oB)
AOB

Un monoide (M, 7, ¢) en una categorfa monoidal (C, O, 1, 2, 1, p) es un objeto M de C junto con dos
morfismos:

i. MoOM2 Mlamado producto y que es asociativo.

ii. I = M llamado unidad.
Y son tales que los siguientes diagramas conmutan:

(MDM)DM;)MD(MDM)

yﬂll ‘1D}7

MoOM MOM
X /
M

Mor-2S o8 rom

%

M



Ejemplo 2. Veamos algunos ejemplos de monoides:

» Un monoide en la categoria monoidal de conjuntos (Set, X, {*}) es un monoide (en el contexto de la
teoria de grupos).

w Para un cuerpo k, un monoide en la categoria monoidal de k- espacios vectoriales (Vecty, ® k) es un
algebra asociativa unital o con unidad.

» Un monoide en la categoria monoidal de endofuntores (EndoFunctc, 0, Idc) es llamada una mo-
nada.

2.2. ESPECIES COMBINATORIAS

Informalmente una Especie de Estructura Combinatoria o simplemente una Especie Combinatoria es
una clase de estructura finita etiquetada que es cerrada para re etiquetamientos.

Por ejemplo, un grafo G = (V, ) estd formado por un conjunto de etiquetas ¥ para sus vértices, y
un conjunto de pares no ordenados de vértices £ llamados aristas que definen la estructura sobre V. Si
cambiamos las etiquetas, es decir si definimos una biyeccién fentre /'y otro conjunto finito W, G es
automaticamente transformado por f'en un nuevo grafo cuyas etiquetas estin en /'y cuyas aristas son
transformadas por la asignacién {4, b} — {f{a),/(6)}, para{a, b} en&.

Agrupemos ahora todos los grafos que comparten el mismo conjunto de etiquetas 7 en un conjunto que
denotaremos por G[ V']. Este es un conjunto finito, ademas toda biyeccién f': ¥ — ¥ induce otra que
denotamos por G[ f] : G[ V'] = G[ W ]y que transporta a través de £ cada grafo de G[ V] en un grafo

de G[ W] como se ve en la figura 2.1.

Figura 2.1: Re etiquetamiento de un grafo a través de la biyeccién f£. Imagen tomada de [13].

Formalmente una especie combinatoria es un funtor covariante F : B — Sez.
Sean V, W € ob(B) y o € B(V, W). Un elementos € F[ V'] es llamado una F-estructura sobre V. La
funcién F[ o] se llama tranasporte de Falrededor de o



A cada especie Fse le puede asociar una serie de potencias formal llamada serie generatriz y que estd rela-
cionada con el conteo de las F-estructuras.

La serie generatriz (exponencial) de una especie Fes de la forma

=Y A5

Donde f, = |F([7])] es el nimero de F- estructuras sobre el conjunto [#] = {1, 2, ..., n}.

Ejemplo 3. Consideremos la especie L de drdenes lineales, sabemos que el niimero de ordenes lineales sobre
un conjunto de n elementos estd dado porn!, de alli quel, = |L([n])| = n!y porlo tanto la serie generatriz
de esta especie estd dada por

& n & n & , 1
L(x) = ;Zn% = ;n!% = ;x =T

En general, para una especie Fusamos la notacion | F{ 7] | para referirnos al ntimero de F-estructuras sobre
[7] en lugar de | F([#])|,esto para hacer la escritura un poco mas ligera.

Ejemplo 4. Sea P la especie de partes de un conjunto, esta especie a cada conjunto V' le asigna el conjunto
partes (o conjunto potencia) de V.
Comop, = |P[n]| = 2°, se tiene que la serie generatriz de P es entonces:

X' (295) 2x
ann. X Z -

n=0

2.2.1. OPERACIONES ENTRE ESPECIES COMBINATORIAS

Definiremos una serie de operaciones en las categorias de especies y especies positivas.
Sean F'y G dos especies de estructuras. Lasuma F+ G de Fy G es la especie definida de la siguiente forma:
Una (F + G)-estructura sobre un conjunto ¥ es una Frestructura é una G-estructura sobre V. Es decir

(F+G)[V]=F[V]+G[V]

Donde F[ V] + G[ V] indica la unién disjunta de los conjuntos F[ ]y G[V].

r— 7 .
o .
/
= or
\\\ \~.
F+G \. F \‘
e _J N g

Figura 2.2: Representacién de una (F + G)-estructura. Imagen tomada de [1].



La especie producto F - G o simplemente denotada FG se define como:

(FOV1= ) FINIxG[r]

(V17V2)
V1 |_| V2:V

4 ™) 4 ™

.

.
7 sﬁé
FG F G
N »

e »

Figura 2.3: Representacién de una (FG)-estructura. Imagen tomada de [1].

Si Gestal que G[@] = @, laespecie F o G también denotada F[ G] es llamada la composicién de G en
Fy estd definida por

(FeG)[¥1= > Flzlx[ ]G] (2.1)

w€Par(V) PET

en donde la suma recorre el conjunto de todas las particiones de V.

4 N d N
FoG F
e 4 - o’

Figura 2.4: Representacién de una (F o G)-estructura. Imagen tomada de [1].

La especie F/ " es llamada la derivada de F y estd dada por:
F'[V]=F[V],

donde V" = IV + {*} y * es un elemento elegido fuera de V.

I0



. .z I
Figura 2.5: Representacién de una F'-estructura. Imagen tomada de [1].

Las operaciones entre especies combinatorias son analogos combinatorios de las operaciones entre sus
funciones generatrices suma, producto, sustitucién (composicién), y diferenciacién [1]. Esto se resume
en el siguiente lema.

Lema 2. 57 Fy G son especies combinatorias con series generatrices F (x) y G (x) respectivamente, entonces
. 'y . . .
las especies F+ G, FG, F o G, F" tienen series genevatrices asociadas dadas por :

2 (F+G)(x) = F(x) + G (x)
b (FG)(x) = F(x)G(x)
¢ (FoG)(x)=F(G(x))

d F'(x) = %F(x)

. . o, .
El lema anterior dice que las especies F + G, FG,F o G, F estin definidas de tal forma que la enumera-
cién de sus estructuras depende solamente de la enumeracién de las /- estructuras y G-estructuras de la
siguiente forma:

» Elnimero de (F + G)-estructuras sobre un conjunto de 7 elementos es:

|(F+ O)n]l = |F[2]] + |G [#]].

» El nimero de (FG)-estructuras sobre un conjunto de 7 elementos es:

)l = Y. FLIIGE

i+j=n

» Elnumero de (F o G)-estructuras sobre un conjunto de 7 elementos es:

Eeotdl=Y ¥ i, e

7=0 n1t...4nj=n i=
7n;>0

, I .
» El ndmero de F -estructuras sobre un conjunto de z elementos es:

|[F'[n]l = |F[n +1]].

II



Ejemplo s. Consideremos la especie End de endofunciones definida como End[ V] = {y|y 1 V = V}, la
especie S de permutaciones o endofunciones biyectivas y la especie A de drboles con raiz.

Sea ¥ € End[10] dada por

(123456789 10
Y=ls 28644171 6 )
9 g 3 4TG0
TN/ T !
7) 2
Ay —— Ay A5 — Ag
N/ 1
Ag A4

Figura 2.6: Composicién de especies combinatorias.

La imagen 2.6 muestra que la endofuncién ¢ puede verse como una permutacién de los drboles con raiz
Ay, Ay, A3, Ay, As, Ag, este hecho en general esta diciendo que que toda Erd-estructura se puede ver
como una .S o A4- estructura, o en términos de operaciones de especies combinatorias que End =50 4.

Diremos que una especie F; es positiva siF,. [@] = @, esdecir,sino asigna ninguna estructura al conjunto
vacfo. La serie generatriz asociada a una especie positiva F; es de la forma

G = Y IR

Una especie G se dice una subespecie de F (G S F) si satisface las siguientes condiciones:
» DPara VV € 0b(B) setieneque G[ V] € F[V].
= Parag € B(V, W) setiene que G [¢] = F[o]|g[p-[1]

2.3. OPERADS

Si nos centramos en las especies combinatorias que bajo alguna operacién son cerradas, llegamos al con-
cepto de monoide dentro de cierta categoria monoidal. En particular cuando esta categoria monoidal estd
asociada a la composicién de especies obtenemos el concepto de operad.

Consideremos la categorfa monoidal de las Especies Positivas (Sp.., 0, X, «, 4, p) con la composicién co-
mo operacion asociativa y que tiene como identidad a la especie X definida por

_ {V} si | Vl = ]-9
X[r]= { %) en caso contrario.

I2



Definicién 1. Formalmente un operad (O, », ¢) es un monoide en esta categoria. Esto significa que:
7 o
1. El morfismo O o O — O es un producto asociativo.

2. El morfismo X S O esla identidad operadica.

Y que los siguientes diagramas son conmutativos:

1
(00(9)00&(’)0(’)77—>(’)

of e

00(000) L0060

eol

1o nop &l xo0

OoX

@)
Aquil 2 O — O es el morfismo identidad de O. [11]

2.3.1. OPERADS ALGEBRAICOS Y OPERADS CONJUNTISTAS

Un operad algebraico es un objeto que modela las operaciones que definen cierto tipo de 4lgebras. Por
ejemplo, existe el operad As que codificalas dlgebras asociativas, el operad Com para dlgebras conmutativas
y el operad Lie para dlgebras de Lie [16].

Sea k un cuerpo (de caracteristica cero). Denotamos por Vecty a la categoria de k-espacios vectoriales de
dimension finita y transformaciones lineales.

Una especie Vectorial o Lineal es un funtor covariante B 5 Vecty. Las especies vectoriales junto con las
transformaciones naturales entre ellas forman una categorfa (monoidal).

Las operaciones que definimos entre especies conjuntistas tienen su definicion analoga para especies vec-
toriales, en ese caso se debe cambiar el producto cartesiano X por el producto tensorial (X) y la union
disjunta | | por la suma directa €.

Formalmente un operad algebraico (O, 3, ¢) esun monoide en la categorfa monoidal de especies vectoriales
positivas con respecto a la composicidn, esto signiﬁca que los morfismos 7 OO -0 ye: X —> @
satisfacen los diagramas conmutativos de la definicién 1.

Un operad conjuntista (set operad) o simplemente un operad como se definié antes es un monoide (O, 7, ¢)
en la categoria monoidal de especies positivas Sp...

Observacion. Sea F una especie combinatoria, como consecuencia de su definicion se tiene que para un
cojunto finito V- € ob(B) ¢l grupo simétrico de permutaciones de V, Sy actia en F[ V] esto implica dos
cosas. Por un lado se tiene una clase de acciones de los grupos simétricos Sy X F[ V] — F[ V. Por otro lado,
como cualgquier biyeccion f : V — W eon W € ob(B) conecta los grupos Sy y Sy, una permutacion o € Sy,

13



. ., ;o L. ; 1
se transporta por conjugacion con fa una unica permutacion v € Sy, que estd dada porv = foao f 7,
tenemos por tanto que la acciones de dos conjuntos de igual cardinal se conectan por la especie F:

Flo] = F[f] o F[z] o F[f].

Lo que se obtiene es una sucesion de acciones de los grupos simeétricos S,,:
S, X F[n] = F[n].

Esta sucesion de acciones es llamada un S-conjunto.

Utilizando este concepto de S-conjunto no es dificil mostrar que un operad conjuntista es equivalente a un mo-
noide en la categoria monoidal de S-conjuntos (que denotaremos S-set) con composicion definida de manera
andloga a la ecuacion (2.1).

Siguiendo esta linea podemos también definir un operad algebraico en términos de S-médulos. Un S-
médulo sobre un cuerpok esunasucesion M = (M(0), M(1), .. M(n), ...) dek[S, ]-mddulos M (7).
Un S-médulo M se dice finito si M(7) es un espacio vectorial de dimensién finita para todo 7, en donde
n esllamada la aridad de un elemento ¢ € M(n). Podemos ver a un operad algebraico como un monoide
en la categoria monoidal de S-médulos, denotada por S-mod.

Si O es un operad conjuntista (set operad) entonces el k-modulo libre O() := k[O(%)] es un operad
algebraico.

Un operad O es llamado conexo si es conexo como especie, esto significa que asigna solo una estructura a
los singletons, es decir |O[1]] = 1.

Si'R es una subespecie de un operad O. Decimos que R es un ideal operadico si laimagen de O o Ry la
imagen de R o O por 7 estin contenidas en R.

Sea G una especie conexa, y sea Go+ = Z 1s0 i 1a especie de G-estructuras excluyendo al singleton G;.
Teniendo en cuenta que G es isomorfo a X, G puede escribirse como

G =G+ Gy =X+ Gy+.
El operad libre conexo generado por G es la especie lineal Fg que satisface
.Fg =X+ G+ O.Fg.

La construccién del operad libre sobre V" es dada por drboles cuyos vértices estin indexados por los ele-
mentos de V. El operad libre estd equipado con una graduacién que corresponde al niimero de vértices

de los 4rboles "

fg(k) es la especie de drboles decorados con estructuras en G que tienen £ vértices internos.

Sea G una especie conexa. Una relacién cuadritica R en Fg es un ideal operadico que estd generado por
una subespecie R de fgu)(érboles con dos vértices).

Un operad de la forma O = Fg/R es llamado cuadritico siR = (R) es una relacién cuadrética (de
grado dos). El operad O es llamado bznario sila especie de generadores es de cardinal 2,0sea G = G, [13].
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2.3.2. OPERADS NO SIMETRICOS

Un orden lineal (total) (no estricto) en un conjunto £y es una relacién < en X X X que es reflexiva, antisi-
métrica, transitiva, y que para cualquier par x, y € £y se tiene quex < y 0y < x(todos sus elementos son
comparables). Sif : Ly — (yesunafuncién entre dos 6rdenes lineales £y y £y, decimos que fes mondtona
o preservante de orden si para todo x < y en y se tiene que f{x) < fA{y) en {y. Si adicionalmente fes
biyectiva decimos que fes un Zsomorfismo de érdenes lineales. Denotemos por L a la categoria de érdenes
lineales finitos cuyos morfismos son isomorfismos de érdenes lineales. Es decir 0b(IL) son érdenes linea-
les £y en donde X es un conjunto finito, y L(y, £y) esta formado por la Gnica biyeccién que preserva los
6rdenes totales Uy y (ysi | X| = | Y], o es vacio en el caso de que |X]| # |1].

Una especie no simetrica o una L-especie es un funtor covariante R : . — Set.

Observacién. Notese que en B para X, Y € ob(B) tales que |X| = |Y| = n se tiene que |B(X, Y)| = n!,
mientras que en L, para Uy, Uy € ob(LL) tales que | X| = |Y| tenemos |IL(X, Y)| = 1. Esto refleja el becho
de que en la categoria Il no haya una accion de S|y sobre R[Ux] cuando R es una especie no simétrica.

A una L-especie R podemos asociar dos clases de funciones generatrices:

» La funcién generatriz exponencial:
[e] n
X
R(x) =y |R[2]|5.
n!
n=0
» Y la funcién generatriz ordinaria:

R(x) =) |R[n]l¥".

Definimos dentro de la categoria de LL-especies no simétricas la sustitucion ordinal FO G de G en F, tam-

bién denotada F{G), y estd definida por

k

(PGt = ) Hulx] |dlel, (2.2)

b+ +l=Lx i=1

en donde la suma recorre el conjunto de todas las descomposiciones £ @ « - - @ {;, = {x de £y como suma
ordinal de érdenes lineales, y ¢, es el orden lineal inducido en las partes de la descomposicion.

Un operad no simétrico O es un monoide en la categoria de IL-especies positivas con la composicién ordinal
como operacién. Formalmente podemos decir que un operad no simétrico es una L-especie positiva O
junto con morfismos 7 : OO — Oye : X — O que satifacen las propiedades de asociatividad e
identidad de la misma forma que ocurre en la Definicién 1.

servacion. S7en esta definicion cambiamos la definicion de composicion ordinal en L-especies positivas
Ob S ta d, b lad d dinal en L 2
por una nocion de composicion similar a la de la ecuacion (2.1), conocida como shuffle, obtenemos otra clase

de operads llamados operads shuffle.
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2.4. METODO DE REESCRITURA PARA DETERMINAR LA PROPIEDAD DE KoszuL

Un drbol T es un grafo orientado conexo sin ciclos. Sean 77 y 75 dos drboles (vistos como espacios topo-
16gicos de dimensién 1). Un morfismo de 77 a T es una funcidn sobreyectiva y continua f : 77 — T
con las siguientes propiedades:

= fenvia cada vértice de 77 a un vértice de 75 y cada arista de 77 a una arista o vértice de 75.
= fes mondtona (preserva orientacién).
» Laimagen inversa de un punto de 75 bajo fes un subdrbol conexo en 77.

Bajo estas condiciones tenemos entonces una categorfa formada por drboles y que denotaremos Trees [s].

2.4.1. DUALIDAD DE KOSZUL Y OPERADS DE KoszuL

La teorfa de la dualidad de Koszul, llamada asi en honor al matemdtico Jean-Louis Koszul en principio
fue desarrollada para dlgebras asociativas, pero luego fue extendida a operads binarios cuadriticos por
Ginzburg y Kapranov en [s].

Para un operad cuadritico O hay asociado otro operad cuadritico, llamado el operad dual y denotado
por O'. Uno de los principales resultados de la teorfa de la dualidad de Koszul para operads es mostrar la

existencia de un diferencial sobre el operad (O! )" 0O = O o O,lo cual da lugar al complejo de Koszul
(00 0,0).

En lo que sigue definiremos lo que es el complejo de Koszul asociado a un operad cuadritico.
AunS-médulo Vsele puede asociar otro S-médulo llamado el dual de Czech de Vy denotado por VY, por
laférmula V¥ (z) = V(n)" ® sgng, , donde V* esel espacio lineal dual de V, y sgng_es la representacién
signode S,,.

Sea O = F (V)[R un operad cuadrético. Su operad dual de Koszul es el operad cuadritico generado por
el S-médulo V7 y las relaciones R* generadas por las relaciones ortogonales a los generadores de R. Este
operad se denota por O = F( V\/)/(Rl ).

Un cooperad es un operad en la categorfa opuesta S-mod” , formalmente es una tripla (C, A, ¢) donde C
es un S-médulo, A : C — C o Cesun morfismo coasociativoy ¢ : C — [es una counidad [16].

Sea O = F(V)/R un operad cuadrético generado por un S-médulo 7 de dimensién finita. El cogperad
dual de Koszul de O estd definido por el dual de Czech de o' y se denota por O' = ((’)! ) [16].

A un operad cuadritico O podemos asociar el siguiente morfismo sobre el S-médulo O' o O:

101 oy

OO0 — 000,

lpio(I+f)olo
_

a:@io(’)ioioolo(’)

donde A’ es la proyeccién del coproducto A = 7w del cooperad O' sobre el S-médulo 0' 0 O' con solo

un elemento de O' en la derecha y B es la siguiente composicién:
B:O = (FIVR) — (V) =Vs0=FW|R.
En conclusién diremos que un operad cuadritico O es Koszul [11] si su complejo de Koszul asociado

(O' 0 O, d) es aciclico. Esto significa que su homologfa es el funtor identidad.
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Se puede ver que si O es Koszul, entonces también lo es O, en este caso las series generatrices respectivas
satisfacen la ecuacién funcional

Foi(—=Fp(=x)) = x.
Existen varios operads de tipo Koszul tales como As, Com, Dend y Lie, algunos de estos los estudiaremos

en detalle en las proximas secciones.

Ejemplo 6. Los operads asociados a dlgebras asociativas, dlgebras conmutativas y dlgebras de Lie denotados
por As, Com y Lie respectivamente son Koszul, mas atin se tiene que:

. A= A
« Com' = Lie.
. Lie = Com.

Es bien conocida la teorfa de homologfa para estos operads. En el caso de As se trata de la homologfa de
Hochschild para 4lgebras asociativas, en Com es la homologfa de Harrison para dlgebras conmutativas y
para el operad Lie es la homologfa de Chevalley - Eilenberg para dlgebras de Lie.

Ademds de las técnicas homoldgicas hay otras maneras de concluir que un operad es de Koszul. En las
siguientes secciones mostraremos algunos métodos y técnicas tanto combinatorias como algebréicas para
probear la Koszulidad de un operad.

2.4.2. ORDEN MONOMIAL

En esta seccidn se extiende el concepto de orden monomial descrito en [2] al caso de drboles monomiales
no simétricos. Tambien mostramos como asociar a un drbol monomial una sucesién de palabras en un
alfabeto y.

Una coleccién de 6rdenes totales =, de Trees(n) (drboles de aridad ) con 7 = 0, se dice un orden mono-
mial si se satisfacen las siguientes condiciones:

» Cada =, es un buen orden.

= Cada composicion no simétrica, es una funcidn estrictamente creciente en sus argumentos; esto
. I 1 ]
es:Si Ty, Ty € Trees(r), Ty, Ty € Trees(ny),...,T,, T, € Trees(n,), entonces

« Tyo(Ty,....,T.)< Ty o(Ty,...,T.),siTy < Ty
« Too(Ty,....Ts....,T.) < Tyo(Ty,.... T, ..., T.),siT, < T, .

Para un drbol monomial 7; las etiquetas de los vértices internos de cada camino desde la raiz hasta cada
punto final (hoja) forman una palabra en el alfabeto y que tiene un orden monomial. La sucesién de estas
palabras es llamada la sucesion de caminos del drbol monomial 7.

Ejemplo 7. Consideremos los siguientes drboles monomiales

b
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Las sucesiones de caminos son (12,12, 1), (b, bb, bb), (cb, cbd, cbd, c). respectivamente.

Observemos que un drbol monomial 7 estd unicamente determinado por su sucesién de caminos, esto
significa que si dos sucesiones de caminos son iguales, entonces los drboles de los cudles provienen dichas
sucesiones son iguales.

Supongamos que = es un orden monomial. La extension de camino de Z es el orden lexicogrifico graduado
o deglex en las sucesiones de caminos derivadas de Z, es decir:

= Sipara T} y T drboles monomiales, el nimero de puntos finales de 7' es menor que el de 75,
entonces se tiene que 77 < 75.

= Si 7 y T, tienen el mismo niimero de puntos finales, se comparan las sucesiones de caminos de
cada drbol, palabra por palabra, usando el orden =.

Ejemplo 8. Los siguientes drboles han sido ordenados después de observar el orden entre sus sucesiones de
caminos:

(6,6°,6°,b°) < (b,6°,0°,6°) < (b°,6°, ", b°).

2.4.3. METODO DE REESCRITURA

El método de reescritura para operads no simétricos es una extensién del método de reescritura para dl-

gebras asociativas desarrollado en [11], llevado a operads cuadriticos no simétricos. Consiste en un al-

goritmo que usa las relaciones que definen al operad como si fueran reglas de reescritura, este algoritmo

permite concluir si un operad no simétrico es de Koszul.

Sea O(G, R) un operad cuadritico y no simétrico, en donde el espacio G de generadores es homogéneo
) p y p g g

de grado m y R es el espacio de relaciones de O.

Paso 1. Consideremos una base ordenada para el espacio de operaciones G dada por: {x,, ¢, ..., ¢, }. El
orden g, < u, < ... < g, serd importante en el desarrollo de este método.

Paso 2. Las operaciones que generan el nivel 2 del operad libre no simétrico son de la forma ¢, o, ¢, con
a=1,2,...,m Impondremos un orden total en este conjunto de la siguiente forma:

" @, 0, ;< [, O 1, Para todoz,jya > b,
" ;04 t; <y O ), siempre que 7 < k,paratodoa = 1,...,m,y paratodoj,/,

= 0 < O siempre quej < /paratodoa = 1,...,m.
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Paso 3.

Paso 4.

Esta estrategia define un orden total en el conjunto {; o, & |7,j=1,...,k,a=1,...,m} Las
relaciones del operad O que estin determinadas por el espacio R pueden ser escritas en términos
de los elementos de la base como:

7= 00 = ) ity Oty

con, Az, € K, 2 # 0,yendonde g, o, K > ©p ¢y para todo (k, b, 17) tal que A4, # 0.

El término g, o, #; s conoce como el término lider del polinomio . Dividiendo por A podemos
suponer que A = 1. Si los términos lideres del conjunto de polinomios que generan R son todos
distintos se dice que esta es la forma normalizada de la presentacién.

Observemos que cada polinomio 7 de este tipo da lugar a una regla de reescritura en el operad O,
asi:

t; O ;P Z kb ity O -

Un monomio c¢r7tico es un arbol con tres vertices internos en el cudl sus dos subdrboles de dos
vértices internos son términos lideres.

Hay al menos dos formas de reescribir un monomio critico hasta que no se pueda aplicar ninguna
regla de reescritura. Si todas estas formas llevan al mismo elemento, entonces se dice que el mono-
mio critico es conﬂuente.

El siguiente teorema, cuya demostracién puede consultarse en [11] es una herramienta poderosa para
probear la Koszulidad de un operad no simétrico.

Teorema 3 (cf. [11]). Sea O(G,R) un operad cuadritico no simétrico. Si su espacio de generadores G
admite una base ordenada para la cudl existe un orden sobre los drboles planares de tal forma que todo
monomio critico es confluente, entonces el operad no simétrico O es de Koszul.

En este caso el operad no simétrico O admite una base formada por drboles planares libres de monomios
lideres. Esta base se conoce como base PBIV (Poincare-Birkhoff-Witt).

Ejemplo 9. Un dlgebra asociativa sobre un cuerpok esun espacio vectorial A junto con una operacion binaria

A4S 4 dada por u(a ® b) = ab gue satisface la relacion (ab)c = a(be).

El operad no simétrico As que es generado por la operacion binaria A\ codifica las dlgebras asociativas ha-
ciendo la identificacion:

7\ E[u(' Q).

As satisface entonces la relacion:

AN
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El término lider es

A

y tenemos solo el monomio critico

Aplicando el método de reescritura se genera el siguiente grafo confluente

AN
AN A
\ /

—

Ast, por el teorema 3 concluimos que As es un operad de Koszul.

Definicién 2. Dado un operad conexo Q, en virtud de la ecuacion 2.1 sean (4., (a,) per) ¥ (45, (2))per)
gue pertenecen a (Q o Q)[n], conq,,q, € Qlz]ya, € Q[P],Vp €
Si9(qr: (4p)per) = 77(q'7,, (a,)per) implica que q,, = q:, entonces el operad Q se dice cancelativo o bisico.

Una técnica muy usada para probar la propiedad de Koszul de un operad cancelativo es la que involucra
el estudio de posets y la funcién de Mobius.

Observacién. Asociado a un operad cancelativo Q existe una familia de posets Po[ n] cuya funcion gene-
ratriz de Mobins

n

MGb[Po](x) = Z |PQ[”]|/‘%

n=1
es la inversa composicional de Q(x), donde | Pg|n]| es el cardinal de Mobins definido en [13].
Vallete en [16] muestra la relacion existente entre la estructura de los posets Pg[ n] y la propiedad de Koszul
del operad cancelativo Q. Cuando Q es un operad de Koszul, los cardinales de Mobius de los posets Pg[n]
son (salvo signos) las dimensiones del operad dual de Koszul Q.
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Operads estudiados

En este capitulo describiremos algunas caracteristicas y propiedades de ciertos operad no simétricos. En
particular nos centraremos en As que codifica dlgebras asociativas, Dias para las dlgebras diasociativas
y T rias para las dlgebras triasociativas. Ademds introduciremos un nuevo operad no simétrico que de-
nominaremos T etraas que modela un tipo de dlgebras llamadas dlgebras tetra-asociativas y que extiende
simultdneamente a los operads As, Diasy T rias.

3.1. As— As

Como vimos en el Ejemplo 9, el operad no simétrico As que modela dlgebras asociativas es de Koszul. Si
A es un 4lgebra asociativa la operacién p : 4 ® A — A satisfacelarelacionpo (u® 1,) = po (1, ® u),
endondel, : A = Aeslafunciénidentidad. En esta relacidn las variables estin en el mismo orden, esto
nos indica que As es un operad no simétrico.

Si denotamos por x, a la operacién n-aria g (a1,...,4,) = aj...a,, el espacio de operaciones n-
arias As(n) es de dimensién 1 y estd generado por y, . Se tiene entonces que As = (g, ), de alli que
dim(As(n)) = 1y por tanto la serie generatriz ordinaria del operad no simétrico As es:

Falx) = —

1—x
!
En [11] Loday muestra que As = As.
Teorema 4. El operad no simétrico As es conjuntista y cancelativo.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [16]. [

3.2. Dias — Dend

Una didlgebra asociativa (dlgebra diasociativa) es una estructura algebraica que es asociativa con respecto
a dos operaciones que denotaremos — y I, las didlgebras se estudian en detalle en [9].
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Formalmente una didlgebra sobre un cuerpo k es un k-espacio vectorial D junto con dos funciones lineales
4 F:D®D- D,
tal que para todo 4, b, ¢ € D se satisfacen las siguientes relaciones:
1. (ab6)dc=a-(b-c) 4. (adb)Fc=abk (bFo)
2. (adb)dc=a- (bt o) s.(aFb)Fc=abk (bF o).
3. (abFb)dc=ab(bc)

Notemos que si (D, +) es un 4lgebra asociativa, y definimos para todo 2,6 € Da = b := a - by
ab b :=a- b entonces (D, -, ) es una didgebra. Se revela entonces la existencia de un funtor de la
categorfa de 4lgebras asociativas en la categoria de didlgebras:

As — mod — Dias — mod.

Por otro lado a partir de una didlgebra (D, -, ) se tiene que (D, =) y (D, =) son dlgebras asociativas,
lo que implica que hay dos funtores de olvido que van de la categoria de didlgebras en la categorfa de
dlgebras asociativas:

Dias — mod — As — mod

(D, )~ (D,H)
(D,4,F) - (D,F).

Para simplificar la notacién, denotaremos == o, como la operacién 1 y == o, como la operacién 2.
I 2

Se define entonces el operad no simétrico Dias como el generado por las operaciones binarias A y /\,
sujeto a las 5 relaciones anteriores. Este operad modela la categorfa de didlgebras.
En términos de drboles binarios se tienen entonces las siguientes relaciones:

I I 2 2
K="k K="k
I. - ’ 4. a )
I 1 2 2
0 0
2. ’ 5. .
I 2
A=k
3. ’

3.2.1. INTERPRETACION ALTERNATIVA DE LAS RELACIONES EN Dias

odemos darle una interpretacion alternativa a las relaciones en el opera zas. Si pensamos que las eti-
Pod darl t t It t 1 | | d Dias. S las et
quetas de los vértices de cada uno de estos drboles transportan energfa con la siguiente regla: Iniciando en
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la raiz del drbol la energfa va bajando siguiendo la ruta indicada por la operacién que estd en cada vértice,
— = 1 hacia el primer hijo (izquierda) y = = 2 hacia el segundo hijo (derecha) hasta llegar finalmente a
un término x;.

Dado un monomio x1x; . . . x; . . . &, definimos el término punteado x; como aquel en donde finaliza la
energfa descrita por el algortimo anterior. De esta manera un monomio en Dias puede verse como un
monomio no conmutativo en donde una de sus variables aparece marcada: xyx5 .. . X; . . . ;.

Ejemplo x1o. Consideremos el drbol

2
X1 X9 X5

X3 X4

Siguiendo la idea anterior, la energia se origina en la raiz y va bajando basta llegar al término punteado
x4. Podemos identificar entonces a este drbol con el monomio x,x9x3%4x;5.

i aplicamos esta regla de “energia” a los drboles que definen las 5 relaciones de Dzias podemos ver que se
Siapl ta regla de “energfa” al boles que defi las 5 rel de D d q
generan 3 clases de equivalencia haciendo la identificacién en cada caso con monomios que tienen una
variable marcada, asi:

I I I
I/Cz x N x N
x ) y =z Yy 2z | ==
I , , = Xz
I 2
2L Yy 4N
X z | - —
2, ) , J = xyz
2 2 2
I/@z X N 20z
x ) Yy z x ) B
3. ) ) = xyz

Por lo tanto tenemos que Dias(3) = (Xyz,xyz, xyz) y dim(Dias(3)) = 3, en general se tiene que
dim(Dias(n)) = n.

Teorema s (Loday [9]). Sea D una didlgebra y sean x,, ..., x, € D, entonces:

1. Toda parentizacion de

X1 Og+* 09X, 1 OgX;01X;41 01 °++01X,c0n0; =1yoy=2
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da como resultado el mismo elemento en D que denotamos
X1 oo X Xy,

un monomio no conmutativo con la variable x; marcada.

2. Seam = x; ...x;, un monomioen D. Six; essu término puntmdo, entonces se tiene que :

J1 Tk Ji

7}’l=lele.x‘]k

3. En D se tienen las siguientes formulas:

Xn) =X1 - Xpe o XpXpa1 - -

L] (xl...xl-...x/e) o1 (xkﬂ...

L] (xlflx/e) Oy (ka...

Y

R IR

CXy) S KL X XKy - Xy

Este teorema muestra de forma explicita como hacer cdlculos en una didlgebra D, su demostracién puede
consultarse en [9].

Ejemplo 11. Sea D una didlgebra y sean x, x5, X3, %4, x5, %6 € D, entonces usando el teorema anterior
tenemos:

(21 01 (2 01 x3)) 03 ({24 02 %5) 01 %) = (X1xx3) 02 (w4T56) = 1092030475 -
3.2.2. Dend
Una didlgebra dendriforme E sobre k es un k-espacio vectorial junto con dos operaciones binarias
<,>'E®FE—>E,
y que paraa, b, c € E satisface:

1. (a<b)<c=a<(b<c)+a<(b>c)

2. (a>b)<c=a>(b<c)

3. (a<b)>c+(a>b)>c=a>(b>c).

El término dendriforme proviene de la palabra drbol en griego que se traduce como dendyro, esto pues la
estructura de esta dlgebra se puede describir a través de drboles planares. Notemos ademas que las anterio-
res relaciones que definen una didlgebra dendriforme tienen las variables en el mismo orden, esto indica
que el operad asociado Dend es un operad no simétrico.

Recordemos quesi O = F (V)[R es un operad cuadritico generado por un S-médulo ¥y sujeto a la re-
lacién cuadrdtica R, se define el operad dual de Koszul 0'de O comoel operad generado por el S-médulo
dual de Czech I’ y relaciones cuadrdticas R* generadas por elementos ortogonales a los generadores de
R. Para definir el operad dual de Koszul de O debemos entonces estudiar el complemento ortogonal del
espacio generado por las relaciones que lo definen.

En el caso de Dzas, sabemos que estd generado por los 8 drboles binarios
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I I 2 2 I I 2 2
{%%%%%%%%}
sujeto alas b relaciones que lo definen. Para hallar el dual de Koszul de Dzas denotado por Dias buscamos

el complemento ortogonal R del espacio de relaciones R el cuil estd generado por
1 I I I I 2 2 2 2 2
(AR AR AR RSR AR

Con respecto a esta base, la matriz asociada es de tamafio 5 X 8 (5 relaciones y 8 drboles binarios), y estd

dada por

1000 -1 0 0 0
1000 O -1 0 O
01 00 O 0 -1 0
0010 0 0O 0 -1
0001 0 0 0 -1
Después de escalonarla se obtiene la matriz
10000 -1 0 0
01 000 0O -1 0
00100 0O 0 -1
00010 O 0 -1
00001 -1 0 0

. 1 .
Ahora, podemos hallar las relaciones generadoras de R~ buscando una base para el espacio nulo de esta

matriz. Obtenemos asf las siguientes relaciones que definen al operad Dias’, que adicionalmente consi-
deran un signo menos (—) que adquieren los drboles derechos gracias a las reglas de signos de Koszul (ver

[11]):
I I I I 2 2 2 2
AR A K x
— — — + —
Haciendo las identificaciones

I 2

/\

x ) Ex<yyx ) =Ex>Yy

. L
las 3 relaciones que definen Dias toman la forma

(x<y)<z—x<(y<z)—x<(y>2)
(x>y)<z—x>(y<2)
(x<y)>z+(x>y)>2—x>(y>2)
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y por tanto se tiene que Dias = Dend. Como se mostrd antes, las relaciones de Dias(3) estdn agrupadas
en 3 clases de equivalencia, por esta razén Dend(3) estd generado por 3 relaciones.

En cuanto a dimensiones, se ve la relacién existente entre el operad Dias y Dend; Dend(3) estd gene-
rado por 3 relaciones y dim(Dias(3)) = 3, mientras que Dias(3) estd generado por 5 relaciones y

dim(Dend(3)) = 5.

3.2.3. SERIES GENERATRICES DE Dias Y Dend

La serie generatriz de un operad no simétrico O en general es de la forma

FO (.X') = Zﬁzxna
nz1
donde £, = dim(O(n)).
Para el caso particular del operad no simétrico Dias vimos que dim(Dias(n)) = n, por esta razén su
serie generatriz estd dada por:

Fp(x) = Z nx"

n=1

n—1
=X nx

nz1

d "
:xZCZx

n=0

3 d 1
‘% 1—x

X

(1=x)*

Basandonos en esta serie hallaremos la serie generatriz del operad no simétricoDend para asi identificar
dim(Dend(n)), esto se puede hacer usando el Teorema 6 de la inversién de Lagrange.

Teorema 6 (cf. [4]). [Teorema de inversion de Lagrange].

Sea ®(un) =) 100 CD/euk una serie de potencias de C[[u]] con @y # 0. Entonces, la ecuacion y = z®(y)
admite una vinica solucion en C[[z]] cuyos coeficientes estdn dados por:

- n 1 n— n
y(z) = Zynz ydonde y, = —[u "No(n)".
n=1

Este teorema es demostrado en [4].
Como sabemos Dend es el operad dual de Koszul de Dias, luego sus serie generatriz debe satisfacer la
relacién

F’Dz’a:(_FDend(_x)) =x <= F’Dz’ﬂ:(_FDmd(x)) =X

Seag = F, pend (X)), €ntonces

Fpiu(—g) = —x & =x o a(ltg)’ =g x0(g) =g

g
(1+g)°
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Donde ®(¢) = (1 +¢)°.

Sig(x) = ) ., g.%, gracias al teorema de inversién de Lagrange tenemos:

g = 270G

= 1|:xn_1:|(1 + x)zn

n
1,2
= z[x 1] Z ( Z)xk,bﬂcz'mdok =n-1
k=0

_1 2n
“nln-—-1
3 1 2n
Ta+1\n

=,

Este numero ¢, se conoce como el z-ésimo nimero de Catalan. Concluimos que

Fpoa(x) = ) "

n=1

Y por lo tanto dim(Dend(n)) = c,.

3.2.4. ORDENES MONOMIALES EN Dzas

Como se vi6 en la Seccidn 2.4.2 podemos codificar drboles binarios decorados univocamente por su su-
cesién de caminos, estas sucesiones se deben comparar en cada una de las cinco relaciones que definen el
operad Dias para determinar cuales son los drboles lideres. Si fijamos un orden en el cual = < =, es decir
1 < 2, tenemos para cada relacion:

1. Las sucesiones de caminos correspondientes a la primer relacién son (11,11,1) y (1,12,12).
Comparando las longitudes de la primer coordenada de las sucesiones vemos que la longitud de
la palabra 11 es mayor que la de 1, se tiene entonces que (11,11,1) > (1,12, 12) y por tanto el
drbol

I

A

2. Porel mismo argumento del caso anterior, para esta relaciéon tenemos que (11, 11, 1) > (1,11,11)
pero ya sabfamos que la sucesién (11,11, 1) genera un término lider; se deben entonces comparar
las sucesiones (1,12,12) y (1,11, 11). Lalongitud de la primer coordenada de ambas sucesiones
es la misma, debemos entonces comparar la segunda coordenada, en este caso se tiene que 12 > 11
pues se habia fijado que 2 > 1 porlo tanto (1, 12,12) > (1,11, 11) y asi el 4rbol

es un término lider.
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X

3. Lalongitud de la primer coordenada de las sucesiones de camino de esta relacién nos indican que
(12,12,1) > (2,21, 21), concluimos entonces que el término lider es el 4rbol

es un término lider.

A

4. DPara esta relacidn, de nuevo por la longitud de la primer coordenada de las sucesiones de camino
tenemos que (21, 21,2) > (2,22,22), de alli que el 4rbol

2

A

5. Finalmente para la tltima relacién tenemos que el término lider es el 4rbol

es un término lider.

2
A
esto pues las sucesiones de camino nos indican que (22,22, 2) > (2,22, 22).

Todas las posibles composiciones entre estos términos lideres forman los monomios criticos. En total
tenemos 14 monomios criticos que hallamos computacionalmente con el cédigo en Python que serd
discutido en el capitulo 4. También chequeamos computacionalmente que todos los grafos (diamantes)
derivados de estos monomios criticos son confluentes de acuerdo a el Teorema 3, recuperando el siguiente
resultado.

Teorema 7 (Loday [9]). E! operad Dias de didlgebras y su dual de Koszul, el operad Dend de dlgebras
dendriformes, son operads de Koszul.

Ejemplo 12. Consideremos los siguientes términos lideres:

A

Al componerlos, obtenemos el monomio critico:
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Aplicando el método de reescritura y usando las relaciones que definen al operad Dias vemos que este mono-
mio critico es conﬂuente como se puede verenel siguiente gmfo:

N
KR
N

I
2 #

Este mismo proceso debe hacerse con todos los monomios criticos; que para el caso Dias son en total
14. En la Seccién 4 se discute como obtener todos los monomios criticos y como verificar su confluencia
computacionalmente.

Teorema 8. El operad no simétrico Dias es conjuntista y cancelativo.
Demostracion. La demostracién se puede consultar en [16]. O

Ejemplo 13. Por ser Dias un operad cancelativo y en virtud de la observacion de la definicion 2, constru-
yendo el poset asociado es posible verificar su dimension y la de Dend.
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@ Xxyz @ xyz @ xyz

Oy |z x|yz x|yz

Y

Figura 3.1: Poset de Dias(3)

Oy |z

En ¢l rope del poset hay 3 elementos Xyz, xyz, xyz los cuales son los generadores de Dias(3) esto nos confirma
gue dim(Dias(3)) = 3.

El cardinal de Mobius de este poset 0 la suma de los valores de la funcidn de Mobius en los topes del poset es
5 =2+ 1+ 2o gue nos dice gue dim(Dend(3)) = ¢3 = b.

3.3. T rias — T ridend
Una tridlgebra asociativa A4 es un espacio vectorial junto con tres operaciones binarias y asociativas
4 1l: A0 A - A

tal que para todo z, b, ¢ € A se satisfacen las siguientes relaciones:

1. (ab)dc=a—(bc) 7. (aLb) dc=al(b—c)
s (ab)dc=a—(bFc) 8. (a4b)Le=al(btc)
3. (abb)dc=ab (b0 9. (aFb)Le=alb (bLlc)
4. (a4 Fc=ak (bFo) ro. (alb)c=ab (bFo)
s. (abFb)Fc=ab (bFc) 1. (alb)Le=al(ble)

6. (a—b)dc=a-(bLlc)

Las tridlgebras han sido ampliamente estudiadas por Loday y Ronco en [10] y tienen una estrecha relaciéon
con el complejo simplicial asociado al asociaedro. De forma andloga a como sucede con las didlgebras, si
(4, +) es un 4lgebra asociativa y si paratodo 2, b € A4 definimosa 4 b=alb=alt b:=a-b,sectiene
un funtor de la categorfa de lgebras asociativas en la categorfa de tridlgebras:

As — mod — Trias — mod.
También dada una tridlgebra (A, =, F, L) en particular se tiene que (A, -, ) tiene estructura de

didlgebra y que (A, ), (A, ), (A, L) tienen estructura de 4lgebras asociativas. Esto nos muestra la
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existencia de un funtor de olvido de la categoria de tridlgebras en la categoria de didlgebras y tres funtores
de la categoria de tridlgebras en la categoria de dlgebras asociativas.
Denotaremos L = o3 como la operacién 3. Definimos 7T 77as como el operad no simétrico generado

1 2 3

por los drboles binarios A, A y A sujeto a las relaciones que definen una tridlgebra. Estas 11 relaciones
podemos expresarlas en términos de drboles binarios como sigue:

p Ak

7
1 1 3 3
K-"X K='X
2. - ’ 8. B ,
1 2 3 2
A=k AR
3. - ? 9. )

I I
(O
6. >

3.3.1. INTERPRETACION ALTERNATIVA DE LAS RELACIONES EN 7T 77as

4.

Extendiendo la interpretacién alternativa que se dio a las relaciones en Dzas en donde la operacién o4
indica que la energfa baja desde la rafz del drbol hacia el primer hijo y la operacién o, hacia el segundo
hijo. Para el caso de T 7ias diremos que la operacién o3 transporta energia desde la rafz del drbol hacia los
dos hijos (izquierda y derecha) de manera simultanea. Como se dijo antes, dado un monomio x;x5...x;,
una variable punteada x; serd aquella en donde finaliza la energfa. Asi un monomio en 7 7zas se puede
identificar con un monomio no conmutativo con al menos una de sus variables marcadas. Por esta razén
los 18 drboles cuadriticos que generan 7 77as dan lugar a 7 clases de equivalencia y por tanto se puede
afirmar que 7T 7ias(3) = (xyz, xyz, Xy, Xyz, X)%, V2, xyz) y dim(T rias(3)) = 7, en general se tiene que
dim(Trias(n)) = 2" — 1.

Ejemplo 14. Con la regla de la transferencia de energia, el siguiente drbol en T rias
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se identifica con el monomio x1xXoX3%4%5.
El siguiente teorema muestra como hacer cdlculos en una tridlgebra 4.
Teorema 9. Sea A una tridlgebra y sean xy, ...x, € A, entonces:
1. Toda parentizacion completa de
(109 ¢+ 05%,) 09 (w41 01+ °1xj) O3 (xj+1 0 +++01x) 0303 (01 01%,)
da como resultado el mismo elemento en A que denotamos

LSRR - ZR Y. 7 IR I TR TR

2. En A se tienen las siguientes formulas:

... l'.. . + DR j . n - .- .. l" . + ... j. . ne
o (xy...% Xp) 01 (Kpgq oo Xre o X)) S XL Xy XXl - K X
l'.. . + DR ]'. .. n - .o .. l" .. + ... ]‘- n
o (xy...% Xp) 09 (Xpyq oo Xre o X)) S XL e Xy XXl - K X
.. +1 .- ] Ay - B AL +1 - - ]‘. Ay
= (... ;) 03 (%41 - X %,) =X % XpXp+1 - - - X X

La demostracion de este teorema se puede consultaren [10].

Ejemplo 15. Sean xy, %2, X3, %4, X5, X, X7 elementos en una tridglgebra A, usando el teorema anterior se
tiene:

((xl 09 x2) 01 (x3 O3 x4)) Og ((x5 01 x6) O3 x?) = (x1x_2x3x4) 02 (x_sxﬁx_?) = X1 X2X3X4X5X6X7 -

3.3.2. T ridend

Una tridlgebra dendriforme o un dlgebra tridendriforme sobre k es un k-espacio vectorial 7"dotado con

3 operaciones binarias
<, > :T®@T-T,

tal que paraa, b, ¢ € T 'satisface las siguientes relaciones:

1. (a<b)<c=a<(bx*c) 5. (a<b)-c=a-(b>c)
2. (a>b)<c=a>(b<c) 6. (a-b)<c=a-(b<c)
3. (a*xb)>c=a>(b>c) 7.(a-b)-c=a-(b-c),
4. (a>b)-c=a>(b-c)
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dondeaxb=a<b+a>b+a-b.

Notemos que las relaciones que definen las tridlgebras dendriformes tienen las variables en el mismo or-
den, esto indica que el operad asociado a las tridlgebras dendriformes 7 7idend es un operad no simétrico.
Recordemos que el operad 7T rias estd generado por los 18 drboles binarios de la forma

Z 7
A,/X
y ,contz,j € [3],

sujeto a las 11 relaciones que lo definen. Buscaremos ahora el complemento ortogonal del espacio de

relaciones que definen 7 77as para hallar el dual de Koszul de Trias .
De forma explicita las 7 clases de equivalencia en T 7ias(3) provenientes de los 18 4rboles binarios y las

3 3
i by
Z S.{xy’}’z} xyz

11 relaciones son:

H
f_%
=
<
<
xn
\<>>
xn
U F
N
;V_J
1l
&l

Xyz

2
]
)
I}

A partir de cada una de estas clases de equivalencia y teniendo en cuenta que los drboles derechos tienen
signo negativo por las reglas de signos de Koszul se tienen las siguientes relaciones que definen al operad

S A b
5 A A
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Después de hacer la identificacién

3

/\

x )y =X°)

. S
y recordando quex * y = x < y +x > y + x - y vemos que las relaciones que definen a 7 77as  coinciden
. o .
con las de T ridend, por tanto tenemos que T rias = T ridend.

El hecho de que T ridend(3) esté generado por 7 relaciones confirma que dim (7T rias(3)) = 7, mientras
que al estar T 7ias(3) generado por 11 relaciones tenemos que dim (T ridend(3)) = 11.

3.3.3. SERIES GENERATRICES DE T 7ias Y T ridend

Sabemos que dim(T rias(n)) = 2" — 1, de alli que la serie generatriz del operad no simétrico 7 r7as esté

dada por:
Fro(x) = ) (2= 1)

n=1
= Z(Zx)” - Zxﬂ
n=1 n=1
— Z(2x)n+1 _ anﬂ
720 720
= (2x) Z(Zx)” - xe”
) 2xn20 . nz0
T1-2¢ 1-x
: x
C(1-x)(1—-2x)

Utilizaremos este resultado para hallar la serie generatriz del operad no simétrico T ridencd.
Como el dual de Koszul de T 7ias es T ridend su setie generatriz Fr,4.,4(x) debe satisfacer la relacién

FTrz'zz.f(_FTrz’dmd(_x)) =x = FTn'ﬂJ(_FTm'dmd(x)) =X
Por facilidad en la notacidn, sea ¢ = Fr,;4.,4(x), por lo tanto:

&
FTrzsz(—g) =X = (1 +g)(1 + Qg) = _x<:>g: x(l +g)(1 + Qg) <:>g: xq)(g)

Con®@(g) = (1 +g)(1 + 29).

Usando el teorema de inversién de Lagrange, si g(x) = X", tenemos que:
nzl&n
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g = 20

= LT ) (1 20

Y (ER Y (e

k=0 /=0

1., o
= %[x 1] Z Z Z j 2’xk+], haciendo k+j=r
k=0 ;=0
1 n— - r— v
= Z[x 1]2 Z Z ka 2\, cuando r=n-1
=0 k=0
1 = opi=k=1 n) n
“n k - (k+1
n L n—(k+1)
_ = 1 n—k—1[ 72 n
=) 72 k\k+1
k=0
Luego
=1 1| 7 n
n—k—1 n
F’Trz'dcnd(x) = 22 ENlE+1 x
n21 | k=0
De donde se concluye que
= 1 k n n
. . _ n—k—1 _
dim(T ridend(n)) = 2 —2 vles1]=Cn

El nimero C, es conocido como el #-ésimo nimero super Catalan.

3.3.4. ORDENES MONOMIALES EN 7 7zas

Comparando las sucesiones de caminos correspondientes a las once relaciones que definen al operad
7T rias se obtienen los monomios o drboles lideres, tomando el orden —<F< L, esto equivale a tener
1 < 2 < 3. Esimportante resaltar que al estar 7 7zas definido por mas relaciones que Dias, el proceso de
comparacién es mas largo, razén por la cudl se vuelve conveniente hacerlo de forma computacional con
ayuda de c6digo en Python el cual sera tratado en detalle en la siguiente seccion.

Los 11 términos lideres son:

1 1 1 2 2 1 1 3 3 2 3
b J J bl J b J J bl J .
Después de realizar todas las posibles composiciones entre estos términos lideres obtenemos 45 mono-
mios criticos. Chequeando computacionalmente la confluencia de cada uno de los diamantes correspon-
dientes a estos monomios criticos y usando el Teorema 3, llegamos a una demostracién alternativa del

siguiente teorema de Loday y Ronco en [10], el cudl fué demostrado directamente mostrando que el
complejo de Koszul es aciclico.
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Teorema 10 (Loday-Ronco [10]). Los operads no simétricos T rias y T ridend son de Koszul.
Teorema 11. El operad no simétrico T rias es conjuntista y cancelativo.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [16].
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Cddigo

En este capitulo describeremos el c6digo elaborado para verificar la propiedad de Koszul en los operads
estudiados en capitulos anteriores mediante el método de reescritura descrito en la seccién 2.4.

4.1. SOBRE SAGEMATH

SageMath o Sage es un sistema algebraico computacional. Es un software libre escrito en lenguaje Python
lo cual lo hace una muy buena alternativa para otros software matemdticos como Maple, Mathematica o
Matlab. El nombre SAGE proviene de sus siglas en ingles System for Algebra and Geometry Experimen-
tation y fue desarrollado por el matemdtico estadounidense William Stein.

Su primera versién fue publicada en el afio 2005 y el objetivo principal era eliminar la dependencia del
software matemdtico cerrado. El hecho de que SAGE utilice lenguaje Python lo hace muy popular en el
mundo cientifico pues se basa en programacién orientada a objetos.

Originalmente Sage como su nombre lo indica fue pensado para trabajar en temas de experimentacién en
geometria, pero el hecho de ser libre lo ha popularizado tanto entre los matemdticos que en la actualidad
cuenta con herramientas propias de diversas dreas de la matemadtica como 4lgebra, dlgebra lineal, teorfa
de grafos, teorfa de grupos, combinatoria, cdlculo, geometria algebraica, teoria de nimeros entre otras;
incluso también es compatible con el lenguaje de programacién R enfocado al andlisis estadistico.
Particularmente en el desarrollo de este documento utilizamos la versién de SageMath 9.0 [15] y paquetes
especializados en combinatoria, teorfa de grafos y dlgebra como Ordered Rooted Trees desarrollado por
Florent Hivert y Frédéric Chapoton en el 2010.

4.2. GENERANDO ARBOLES PLANARES

Para crear 4rboles con raiz y etiquetas en SageMath vamos a usar la clase LabelledOrderedTree. Usa-
remos el comando

LOT = LabelledOrderedTree
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para referirnos al constructor de la clase LabelledOrdered Tree de ahora en adelante como LOT. Esto es
util por simplicidad y para hacer mas ligera la notacién.

Ejemplo 16. Las lineas de codigo en el Cdigo 4.1 generan el drbol con raiz y etiquetas que se ilustra en la
Figura 4.1. La funcidn ascii_art nos ayuda a mostrar de forma grdfica el drbol que se cred.

C6digo 4.1: Ejemplo de drbol con raiz y etiqueta

LOT = LabelledOrderedTree
ejemplo=(LOT([[],[]],label=1))
ascii_art(ejemplo)

1

/ /

None None

Figura 4.1: Arbol bsico con raiz y etiqueta creado en SageMath.

Como los operads estudiados en este documento son no simétricos, no es necesario especificar las etique-
tas de las hojas. Por esta razén aparece “None” en cada una de las hojas de estos drboles.

Usando la clase LOT de forma recursiva se pueden crear drboles con rafz y etiquetas con mas hijos y va-
riantes. Por ejemplo la linea

ascii_art(LOT([LOTC([[],[1,[1],1abel=5),[]1]1,1abel=3))

genera el drbol en la Figura 4.2.

/ / /

None None None

Figura 4.2: Arbol con raiz y etiqueta creado en SageMath

4.3. CONCATENACION Y COMPOSICION DE ARBOLES

La primer funcién que vamos a definir es la que permite concatenar dos drboles. Cuando hablamos de
“concatenar” un 4rbol treel con un drbol tree2 estamos haciendo referencia al proceso de insertar el
drbol tree2 en cada una de las hojas del drbol treel.

La funcién concatenate_ordered_trees(LOT1, LOT2) implementada en el Cédigo 4.2 genera
una lista de todos los posibles drboles que resultan de concatenar el drbol LOT1 con el drbol LOT2.
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C6digo 4.2: Funcién concatenate_ordered_trees

concatenate_ordered_trees (LOT1, LOT2):

list_of_concatenations = []
i, subtree (LOT1):
subtree == LOT([]):
list_of_concatenations.append (LOT ([LOT1[j] jo!=1i
LOT2 j ( (LOT1))], label=LO0T1.label())
)
tree concatenate_ordered_trees (subtree, LOT2):
list_of_concatenations.append (LOT([LOT1[j] jo!= i
tree j

( (LOT1))], label=L0T1.label()))
list_of_concatenations

Ejemplo 17. Las lineas de codigo

A=LOT([LOT([[],[]], label=1),[]], label=2)
B=LOT([[],LOT([[],[]], label=5)], label=1)
ascii_art (concatenate_ordered_trees(4,B))

generan la lista de drboles que resultan de la concatenacion de los drboles A y B de la Figura 4.3. Estos se
muestran en la Figura 4.4.

_— N
/ / / /
1 None None _5__
/ / / /
None None None None
(a) 4rbol 4 (b) 4rbol B

Figura 4.3: Arboles de referencia
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[ 2 ’ 2 ’
[ / / / /
[ 1 None 1 None
[ / / / /
[ 1 None Mone 1
[ / / / /
[ Mone 5 Mone 5
[ / / / /
[ Mone Mone Mone MNone
2
/ /
/ / / /
Mone None MNone 5

/I

Hone MNone

S S R S S W -]

Figura 4.4: Lista de concatenacién de drboles

La funcién get_signature_at_root evaluada en un drbol z7ee genera una pareja en donde la primer
coordenada es una lista que indica cuales de los hijos de la rafz no son hojas y la segunda coordenada indica
cual es la etiqueta de la rafz. Se usa el valor 0 para indicar que el hijo es una hoja y 1 en caso contrario. La
funcidn se define en el Cédigo 4.3.

Cédigo 4.3: Funcidn get_signature_at_root
get_signature_at_root (tree):
([o item == LOT([]) 1 item tree], tree.label())
Estafuncién esimportante pues es utilizada para definir la funcién compose_labelled_ordered_trees
del Cédigo 4.4. compose_labelled_ordered_trees(treel, tree2) generaunalistaformadapor
los 4rboles que resultan de componer el drbol treel con el drbol tree2 y genera una lista vacfa en caso
de que los drboles dados no se puedan componer.

C6digo 4.4: Funcién compose_labelled_ordered_trees

compose_labelled_ordered_trees(treel, tree2):

list_of_composed_trees = []
(signaturel, labell) = get_signature_at_root(treel)
(signature2, label2) = get_signature_at_root(tree2)
labell == label2 (signaturel) == (signature2):
1 [signaturel [i]*signature2[i] i ( (signaturel))]:
list_of_composed_trees.append (LOT([treel[i] signaturel [i] == 1 \
tree2[i] i ( (tree1))],\
label=1labell))
j ( (treel)):
list_of_composed_trees = list_of_composed_trees \
+ [LOT([treel[il itl=3j tree i ( (treel))], label=labell)\
tree compose_labelled_ordered_trees(treel[j], tree2)]

list_of_composed_trees

Es necesario hacer enfasis en que se entiende por componer. Para que dos drboles treel y tree2 se puedan
componer, la etiqueta de un vértice v de treel debe coincidir con la etiqueta de la rafz » de tree2, vy »
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deben tener la misma aridad y deben tener hijos en hojas complementarias. Asi la composicién de treel
con tree?2 es una lista con todos aquellos drboles en los cuales se reemplaza el drbol tree2 por el vértice
o los vértices de treel que coinciden con la raiz de tree2 de esta manera.

Ejemplo 18. Consideremos los drboles A y B que aparecen en la Figura 4.3. St ejecutamos el comando
get_signature_at_root (A) seobtiene la pareja ([1,0],2). Esta pareja en su primer coordenada tie-
ne la lista [1,0]. El ndmero 1 indica que el bijo izquierdo del drbol A no es una boja, mientras que como el
hijo derecho si es una hoja se usa el nsimero 0. En la segunda coordenada de la lista se generd el niimero 2,
esto pues la raiz del drbol tiene al 2 como etiqueta.

Por otro lado, el comando ascii_art (compose_labelled_ordered_trees(A,B))genera la lista
de drboles que resultan al componer el drbol A con el drbol B. En este caso esta lista tiene un solo drbol que se
muestra en la Figura 4.5.

[ 2 ]
[ / / ]
[ 1 None ]
[ 7/ / ]
[ None 5 ]
[ / / ]
[ Nonhe None ]

Figura 4.5: Ejemplo de composicién de drboles

4.4. GENERANDO LAS REGLAS DE REESCRITURA

Para aplicar el método de reescritura presentado en la seccién 2.4 a un operad es necesario conocer to-
dos sus drboles. Para ello en el Cédigo 4.5 definimos la funcién generate_all_quadratic_trees
que dada una lista de etiquetas y una aridad fija genera todos los posibles drboles cuadriticos bajo tales
condiciones.

Cédigo 4.5: Funcién generate_all_quadratic_trees

generate_all_quadratic_trees(labels, arity):
#todos los arboles

general_all_trees = []
i labels:
j labels:
P (arity):
general_all_trees.append (LOT ([LOT([]) k !'=p
LOT (L[] m (arity)], label=j)
k (arity)], label=i))

general_all_trees

En el caso de los operads no simétricos que se han estudiado en los capitulos anteriores y el operad no
simétrico T etraas que se estudiard en el préximo capitulo todos son operads binarios o de aridad 2.

Ejemplo 19. Usando la funcion generate_all_quadratic_trees, podemos hallar todos los posibles
drboles binarios de los operads As, Dias y

» generate_all_quadratic_trees([1],2) genera los 2 sinicos drboles binarios del operad As.
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» generate_all_quadratic_trees([1,2],2) genera los8 drboles binarios del operad Dias.

» generate_all_quadratic_trees([1,2,3],2) generalos18 drboles binarios del operad T rias.

En general para un operad no simetrico con n etiquetas esta funcion genera todos los 2n” posibles
drboles. Por lo que

» generate_all_quadratic_trees([0,1,2,3],2) generalos2 * 5% = 50 drboles binarios del
operad T etraas. Este operad se definird en el Capitulo s.

Como todos los operads que estudiamos en este documento son binarios o de aridad 2, en el Cédigo
4.6 definimos una funcién basada en generate_all_quadratic_trees que genera todos los drboles
binarios dada una lista de etiquetas.

Cédigo 4.6: Funcién generate_all_binary_quadratic_trees
generate_all_binary_quadratic_trees(labels):
generate_all_quadratic_trees(labels, 2)

Asi por ejemplo, basta con calcular generate_all_binary_quadratic_trees([1,2]) para obte-
ner todos los drboles binarios que son generadores del operad Dias.
Es importante saber en cada uno de los operads estudiados como se distribuye la energfa segtn la inter-
pretacién presentada en la seccién 3.2.1. Una vez se han generado todos los drboles binarios en cada uno
de estos operads se agruparin en clases de equivalencia de acuerdo a la distribucién de la energfa para des-
pués compararlos entre si y asi obtener las reglas de reescritura, los monomios lideres y a partir de éstos
los monomios criticos.
Lafuncién is_light_on definida en el Cédigo 4.7 indica como se distribuye la energfa para los drboles
dentro de un operad determinado. Esta funcién necesita como argumentos una lista de direcciones, las
etiquetas u operaciones del operad y un ndmero de hijos.

Cédigo 4.7: Funcién is_light_on

is_light_on(address, labels, number_of_children, light_on=True):

light_on:
on_pattern = [ (item) item (labels [0]) [2:]]
on_pattern.reverse ()
on_pattern = (on_pattern + (number_of_children[0]- (on_pattern))*[0])
on_pattern[address[0]] ==
(labels) ==
True
is_light_on(address[1:], labels[1:], number_of_children[1:])
False

Recordemos que segtin los estudiado en capitulos anteriores para operads no simétricos, la etiqueta (ope-
racién) 1 indica que la energfa se distribuye hacia el hijo izquierdo del 4rbol, es decir en la direccién [0].
La etiqueta (operacién) 2 indica que la energfa se distribuye hacia el hijo derecho, es decir en la direcciéon
[1]. Por su parte la etiqueta (operacién) 3 indica que la energfa se distribuye para el hijo izquierdo y el
derecho de manera simultanea.

Ejemplo 20. En el operad no simétrico Dias bay dos operaciones 1 y 2. Ejecutando el comando
is_light on([1],[2],[2],is_light_on=True)

se obtiene como resultado True, esto pues como se indicd antes la operacion 2 distribuye la energia hacia el
hijo derecho, es decir en la direccidn [1].
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Por su parte, si se ejecuta el comando
is_light on([0],[2],[2],is_light_on=True)
el resultado que se obtiene es False pues la operacion 2 no envia energia en la direccion [0].

La funcién leaf _addresses definida en el C6digo 4.8 genera una lista con la direccién de las hojas de
un drbol dado. La funcién inicia en la raiz y va bajando hasta llegar a las hojas; cada uno de esos movimien-
tos para llegar a la hoja aporta un nimero en la direccidn. Si el movimiento se hace hacia el lado izquierdo
se genera el nimero 0 en la direccién, mientras que si el movimiento se realiza hacia el lado derecho el
ndmero que se genera en la direccién es el 1.

Cédigo 4.8: Funcidn leaf_addresses

leaf_addresses(tree):
addresses = []
tree == LOT([]):
addresses.append ([1)

i, subtree (tree):

new_addresses = [[i]+ addr addr leaf_addresses (subtree)]
addresses = addresses + new_addresses

addresses

Ejemplo 2x. Para el drbol A de la Figura 4.3a al ejecutar el comando 1eaf _addresses(A) se obtiene
como resultado la lista [ [0, 0], [0, 1], [1]] que indica las direcciones en las cuales se encuentran las bojas
de éste drbol.

Mostraremos ahora como a partir de un drbol determinado se puede obtener su sucesién de caminos. Este
proceso serd fundamental pués después dadas dos sucesiones de caminos las compararemos con el orden
introducido en la seccién 2.4.2.
Dado un 4rbol tree la funcién definida en el codigo 4.9 genera la sucesién de caminos asociada a tal
drbol.
Cédigo 4.9: Funcién tree_to_path_sequence
tree_to_path_sequence(tree):

([[tree[address[:i]].1label () i ( (address))]
address leaf_addresses(tree)])

Ejemplo 22. Al ejecutar el comando tree_to_path_sequence (A) se obtiene la sucesion de caminos

[[2,1],[2,1],[2]]

asociada al drbol A de la Figura 4.3a.
Si ejecutamos el comando tree_to_path_sequence (B) la sucesion de caminos que se obtiene es

[[1].[1,5],[1,5]]

que estd asociada al drbol B que se muestra en la Figura 4.30.
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Dados dos 4rboles planares estos se pueden comparar mediante sus sucesiones de caminos tomando el
orden definido en la seccién 2.4.2. La funcién compare_path_sequences evaluada en dos sucesiones
de camino s1y s2 es una funcién por partes dada por:

0,57 s1 =82
compare_path_sequences(sl,s2) = {—1,57 sl <s2
1,57 s1 >s2

Esta funcién es necesaria para definir la funcién compare_planar_trees que evaluada en dos drboles
treely tree2 los compara utilizando sus sucesiones de caminos asociadas.

Lasfunciones compare_path_sequencesycompare_planar_trees estinimplementadasen el C6-
digo 4.10.

C6digo 4.10: Funcién compare_path_sequences y Funcién compare_planar_trees

compare_path_sequences(sl, s2):

sl == s2:
0
(s1) < (s2):
-1
(s1) > (s2):
1
i, item (s1):

(s1[il) < (s2[il):
-1
(s1[il) > (s2[il):
1

s1[i] < s2[il:
=l
s1[i] > s2[il:
1
compare_planar_trees(treel, tree2):
compare_path_sequences (tree_to_path_sequence(treel), tree_to_path_sequence(tree2))

Ejemplo 23. Para los drboles A y B que aparecen en la Figura 4.3 al compararlos se tiene que A > B. Por
esta razon luego de ejecutar el comando compare_planar_trees (A,B) se obtiene como resultado un 1.

La funcién 1ight_signature del Cédigo 4.11 evaluada en un drbol binario de alguno de los operads
no simétricos estudiados en este documento indica como se distribuye la energfa en tal drbol, esto de
acuerdo a lo introducido en la seccién 3.2.1 . Sila energfa llega a una hoja, esta funcién asigna un “ True”
(Verdadero) de lo contrario asigna un “ False” (Falso).

Cédigo 4.11: Funcién light_signature

light_signature(tree):
light_pattern = []
i ( (leaf_addresses(tree))):
address = leaf_addresses(tree) [i]
labels = tree_to_path_sequence(tree) [i]
number_of_children = [ (tree[leaf_addresses(tree) [i]1[:j]])
j ( (leaf_addresses(tree) [i]))]
light_pattern.append(is_light_on(address, labels, number_of_children))
(light_pattern)
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Ejemplo 24. En ¢l drbol A de la Figura 4.3a la energia solamente llega a la boja de la direccion [ 1] porlo
que después de ejecutar el comando 1ight _signature (A) se obtiene como resultado la tupla

(False, False, True).

La funcién definida en el C6digo 4.12 dada una lista de drboles genera un diccionario que los agrupa en
clases de equivalencia de acuerdo a la forma en que se distribuye la energfa. Adicionalmente cada clase
la entrega como una lista ordenada usando el criterio de orden deseado. En particular, si se tiene que
ordering_function=None entonces los drboles no estardn ordenados.

C6digo 4.12: Funcidn get_light_equivalence_classes

get_light_equivalence_classes(1ist_of_trees, ordering_function=None):
dict_trees = {}
tree list_of_trees:
light_signature(tree) dict_trees.keys():
dict_trees[light_signature(tree)].append(tree)

dict_trees[light_signature(tree)] = [tree]
ordering_function None:
key dict_trees:
dict_trees[key] = ordering_function(dict_trees[key], compare_planar_trees)

dict_trees

Ejemplo 25. En la seccion 3.2.1 para el operad no simétrico Dias todos sus drboles binarios se agruparon en
tres clases de equivalencia de acuerdo a como se distribuye la energia en tales drboles.

Estas clases de equivalencia se pueden obtener después de haber generado todos los drboles binarios del ope-
rad no simétrico Dias evaluando la funcion generate_all_binary_quadratic_trees definida en
¢l Cddigo 4.6 con las etiquetas [ 1, 2] como argumento y luego ejecutando la funcidn
get_light_equivalence_classes definida en el Codigo 4.12 como se muestra en las lineas de codigo
dias_trees=generate_all_binary_quadratic_trees ([1,2])
dias_classes=get_light_equivalence_classes(dias_trees,ordering_function=quick_sort)

A la lista que contiene a todos los drboles binarios de Dias la llamaremos de acd en adelante dias_trees
mientras que al diccionario con las clases de equivalencia del operad no simétrico Dias lo llamaremos
dias_classes.

Al imprimir los elementos del diccionario dias_classes obtenemos las 3 clases de equivalencia del operad
no simétrico Dias: ( True, False, False), (False, True, False), (False, False, True). Cada una de esas clases
contiene una lista con los drboles que pertenecen a la clase.

Dentro de los argumentos de la funcién get_light_equivalence_classes estd la posibilidad de
usar ordering_function=quick_sort. En este caso estamos haciendo referencia al algoritmo de or-
denacién QuickSort que implementamos en el Cédigo 4.13. Este algoritmo es en la actualidad uno de los
mas rdpidos y eficientes metodos de ordenamiento existentes.

Cédigo 4.13: Algoritmo QuickSort

quick_sort(list_of_items, compare_function):

(list_of_items) == (list_of_items) == 0:
list_of_items
pivot = (list_of_items)//2
higher_list = [item item list_of_items
compare_function(list_of_items[pivot], item) == -1]
lower_list = [item item list_of_items
compare_function(list_of_items[pivot], item) == 1]

(quick_sort(lower_list, compare_function)
+ [list_of_items[pivot]]
+ quick_sort(higher_list, compare_function))
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Teniendo la lista ordenada de una clase de equivalencia, construiremos un conjunto de reglas emparejan-
do cada uno de los drboles de la clase con el menor de todos ellos. La funcién definida en el Cédigo 4.14
genera una lista con estas relaciones.

Cédigo 4.14: Funcién get_list_of_rules_using_equivalence_classes

get_list_of_rules_using_equivalence_classes(dict_of_classes):

rules = []
key dict_of_classes:
(dict_of_classes[key]l) > 1:
i (1, (dict_of_classes[key])):
rules.append((dict_of_classes[key] [i], dict_of_classes[key] [0]))
rules

Ejemplo 26. Para ¢l caso del operad no simétrico Dias como en el ejemplo 25 ya generamos el diccionario
de clases de equivalencia dias_classes. Aplicando la funcion

get_list_of_rules_using_equivalence_classes definida en el Codigo 4.14 obtenemos la lista
de reglas de reescritura de este operad que llamaremos dias_rules como se muestra en la linea de cddigo

dias_rules=get_list_of_rules_using_equivalence_classes(dias_classes)

Todos los elementos de esta lista son pares de drboles de la forma (monomio lider, reemplazo). Imprimiendo
los elementos de la lista dias_rules obtenemos todas las relaciones que generan al operad Dias como se
muestra en la Figura 4.6

4.5. GENERANDO LOS MONOMIOS CRITICOS

En el Cédigo 4.15 se define la funcién get_list_of_leaders. Esta funcién forma una lista con la
primer coordenada de cada una de las parejas de la lista de reglas de reescritura obtenida con la funcién
que se definié en el C6digo 4.14.

C6digo 4.15: Funcidn get_list_of _leaders

get_list_of_leaders(list_of_rules):
[rule [0] rule list_of_rules]

Ejemplo 27. Para el operad nosimétrico Dias la lista de monomios lideres que llamaremos dias_leaders
se obtiene a partir de la funcion definida en el Codigo 4.15 efecutando el comando

dias_leaders=get_list_of_ leaders(dias_rules)

A partir de la lista de monomios lideres se generan los monomios criticos realizando todas las posibles
composiciones entre ellos. E1 C6digo 4.16 muestra la funcién get_critical_tree_monomials que
se usa para generar los monomios criticos.

Cédigo 4.16: Funcién get_critical _tree_monomials

get_critical_tree_monomials(list_of_leaders):

list_of_critical_monomials = []
treel list_of_leaders:
tree2 list_of_leaders:
list_of_critical_monomials = (list_of_critical_monomials +
compose_labelled_ordered_trees(treel, tree2))
( (list_of_critical_monomials))
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Figura 4.6: Relaciones del operad no simétrico Dzas
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Ejemplo 28. En el ejemplo 27 se generaron todos los monomios lideres del operad Dias y se guardaron en
una lista llamada dias_leaders. Con la funcion definida en el Codigo 4.16 se generan todos los mono-
mios criticos y los guardaremos en una lista que llamaremos dias_criticals. Estos monomios criticos se
obtienen ejecutando el comando

dias_criticals=get_critical_tree_monomials(dias_leaders)

Todos los monomios criticos que se obtienen como resultado se muestran en la Figura 4.7

1 2
1 —_— —_—
/I 7 / / / /
2 None 2 2 1 None
/ / / / / / / !
1 None None None None None 1 None
/ / 1 / /
None None / / None None
1 None 2 A 1
/ / / / / / / 7
_2 None 1 None S tione 1 None
/ ! i / / 7
2 None None 2
;7 None None / 7 1 None
None None S — None None Lo
2 / / 2 None None
' / 2 None a 7 I S
1 None / / 2 None / /
/ / 2 None / / S 2
2 None / / 1 None / / / /
/ / None None / / None None None None
None None 2 None None
1 . 1
— / /
/ / / /
1 None — tione None 2
/ / / / ;. /
2 Nonme Nome 2 _2___ MNone
I — /o
Nene None None None None None

Figura 4.7: Monomios criticos de Dias

4.6. APLICANDO LAS REGLAS DE REESCRITURA

Teniendo identificadas la reglas de rescritura debemos ver como aplicarlas en el proceso del método de
reescritura. Para ello definiremos funciones que permitan aplicar tales reglas y asi verificar la confluencia
de los monomios criticos como se mostrari en la seccién 4.8.

Para dos drboles treel y tree2 la funcién definida en el Cédigo 4.17 nos indica si el drbol tree2 es el
patrén que aparece en la rafz del drbol treel. La funcidn retorna Verdadero (True) o Falso (False) segtin
sea el caso.

Cédigo 4.17: Funcién is_tree_pattern_at_root

is_tree_pattern_at_root(treel, tree2):

pattern = True
tree2 == LOT([]):
(get_signature_at_root(treel) [0]) != (get_signature_at_root(tree2) [0]) \
get_signature_at_root(treel) [1] != get_signature_at_root (tree2) [1]:
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pattern = False

i, subtree (treel):
is_tree_pattern_at_root(treel[i], tree2[i]):
pattern = False
pattern

La funcién is_tree_in_monomial definida en el Cédigo 4.18 indica en que direccién se encuentra
el drbol tree dentro de monomial. Esta funcién retorna la lista de coordenadas correspondientes a la
direccién. El proceso de busqueda de la funcién inicia en la raiz del 4rbol monomial y va bajando hasta
encontrar al drbol tree. Si parallegar a tree fue necesario bajar por la direccién izquierda entonces esto se
representa por un 0, mientras que si fue necesario bajar por la derecha se representa por un 1. Finalmente
si el 4rbol tree no estd en el 4rbol monomial la funcidn retorna una lista vacia.

C6digo 4.18: Funcidn is_tree_in_monomial

is_tree_in_monomial (monomial, tree):
list_of_directions = []
monomial == tree:
list_of_directions.append([])

monomial != LOT([]):
is_tree_pattern_at_root (monomial, tree):
list_of_directions.append([])

i, submonomial (monomial):
list_of_directions = (list_of_directions +
[[il+address address

is_tree_in_monomial (submonomial, tree)])
list_of_directions

Ejemplo 29. En la Figura 4.9 ilustramos un ejemplo en el que el drbol D estd en el drbol C. Esto para los
drboles C y D que aparecen en la Figura 4.8. Para encontrar a D dentro de C fue necesario bajar desde la
raiz de C primero por la diveccion derecha llegando al vértice 3 y luego por la izquierda. Esta direccion se
representa porla lista [[1,0]].

En las lineas de cddigo

C=LOT([LOT([[],[]],label=5),LO0T([LOT([[],LOT([[],[]],label=1)],label=2),[]],label=3)], label=7)
D=LOT([[],LOT([[],[]],label=1)], label=2)

is_tree_in_monomial (C,D)

se muestra como obtener la direccion [[ 1, 0]] usando la funcion is_tree_in_monomial (C,D) evaluada
en los drbolesCyD.

i

5 5

i / ;
None None _ 2 None __ 2
- J 7
Hone 1 Mone 1
;7 ;
None MNone Mone Mone
(a) drbol C (b) 4rbol D

Figura 4.8
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5 3

| I i £

None hNone 2 None

one 1

Hone Mone

Figura 4.9: Ejemplo de la funcién és_tree_in_monomial

Lafunciénreplace_tree_at_address(tree, replacement_tree, address) definidaenel Cé-

digo 4.19 reemplaza al irbol replacement_tree por el hijo del irbol tree que se encuentra en la di-
reccién address.

Cédigo 4.19: Funcién replace_tree_at_address

replace_tree_at_address(tree, replacement_tree, address):

tree [address]

IndexError:
IndexError ("The tree does not have such subtree")
address == []:
new_tree = replacement_tree
new_tree = LOT([replace_tree_at_address(subtree, replacement_tree, address[1:])

address[0] == i subtree i, subtree (tree)],
label=tree.label())
new_tree

Ejemplo 30. Para los drboles Cy D de la Figura 4.8, las lineas de cddigo

C=LOT([LOT([[],[]],label=5),LO0T([LOT([[],LOT([[],[]],label=1)],label=2),[]],label=3)],label="7)
D=LOT([[],LOT([[],[]],label=1)], label=2)
ascii_art(replace_tree_at_address(C,D, [0]))

generan el drbol que resulta de reemplazar el drbol D por el hijo del 4rbol C que estd en la direccién [0].
El drbol resultante se muestra en la Figura 4.10.

7
/ /
2 3
/ / / /
MNone 1 2 Mone
/ / / /
None None Mone 1

! _H

Mone MNone

Figura 4.10: Ejemplo de reemplazo

Lafuncién rewrite_rule_at_root que se define en el Cédigo 4.20 tiene como argumentos un drbol
tree y una regla de reescritura rule. Si la rafz del drbol tree coincide con la primer coordenada de la
regla de reescritura, es decir con el monomio lider esta debe reemplazarse por la segunda coordenada de la
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regla de reescritura es decir el reemplazo. En caso de que la raiz del drbol tree no coincida con la primer
coordenada de la regla de reescritura no es posible reeescribir por lo que la funcién retorna el error Pattern
15 not a root.

Cédigo 4.20: Funcién rewrite_rule_at_root

rewrite_rule_at_root (tree, rule):
is_tree_pattern_at_root (tree, rule[0]):

addresses_main = leaf_addresses(rule[0])
addresses_replacement = leaf_addresses(rule[1])
(addresses_main) != (addresses_replacement):

IOError("rule is not consistent in the number of children")

new_tree = rule[1]

j, item (addresses_main):
new_tree = replace_tree_at_address(new_tree,

tree[addresses_main[j]l],
addresses_replacement [j])

IOError ("Pattern is not at root")
new_tree

Ejemplo 31. Consideremos el drbol T que se muestra en la Figura 4.11a y la regla de reescritura del operad
Dias que estd en la lista de reglas dias_rules y que se muestra en la Figura 4.11b. Usando la funcidn
definida en el codigo 4.20, las lineas de cddigo

T=LOT ([LOT([[],LOT([[],[]],label=1)], label=1),[]], label=2)

dias_rules [3]

ascii_art(rewrite_rule_at_root(T,dias_rules[3]))

generan el drbol que resulta de reemplazar el drbol monomio lider por el drbol reemplazo de la regla de
reescritura en la raiz del drbol T. Este drbol se muestra en la figura 4.12.

2
/ /

1 None
/ / ( —2____ ., 2 )
None 1 ( / / / / )
/_ _,:" ( 1 None None _2 )
« 7/ / / / )
None None ( None None None None )

(a) drbol de referencia T’ (b) regla de reescritura en Dias

Figura 4.11: ejemplo Funcién rewrite_rule_at_root
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/ /
1 None
/ /

NMone None

Figura 4.12: Ejemplo de reescritura en la rafz

Lafuncién rewrite_rule_at_address definida en el Cédigo 4.21 extiende la funcién
rewrite_rule_at_root del Cédigo 4.20. Esta funcién tiene tres argumentos: el drbol tree, una pare-
jaregla de reescritura rule y ademds una direcciéon address en la cual, de ser posible se realiza el proceso
de reescritura.

C6digo 4.21: Funcidn rewrite_rule_at_address

rewrite_rule_at_address(tree, rule, address):
replace_tree_at_address(tree, rewrite_rule_at_root(tree[address], rule), address)

4.7. GENERANDO UN GRAFO DIRIGIDO POR MEDIO DE REESCRITURAS

La funcién generate_digraph_of_relations definida en el Cédigo 4.22 a un drbol inicial
starting_tree le aplica la funcién de reescritura definida en el Cédigo 4.21 en todas las direcciones
posibles utilizando las reglas dadas en el argumento rules. Este proceso genera un grafo dirigido cuyos
vértices son el drbol inicial starting_tree y todos los drboles que se generan al aplicar la funcién de
reescritura. Cada vez que se aplica la funcién de reescritura se genera una arista. Cada arista es un par de
drboles de la forma (antes de reescribir, después de reescribir).

C6digo 4.22: Funcidn generate_digraph_of_relations

generate_digraph_of_relations(starting_tree, rules, graph=None):
graph None:
graph = DiGraph([[1, [11)

applicable_rules = {}

rule rules:
addresses = is_tree_in_monomial (starting_tree, rule[0])
addresses !'= []:
applicable_rules[rule] = addresses
rule applicable_rules:
address applicable_rules[rule]:
new_tree = rewrite_rule_at_address(starting_tree, rule, address)

graph.add_edge ((starting_tree, new_tree))
generate_digraph_of_relations(new_tree, rules, graph=graph)
graph

Ejemplo 32. Generemos el grafo dirigido en el operad no simetrico Dias asociado al monomio critico que
se muestra en la Figura 4.13
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/ /
1 None
/ /
None 2
/ /
None MNone

Figura 4.13: Monomio critico en Dias

ejecutando las lineas de cédigo

G=generate_digraph_of_relations(dias_critical[9],dias_rules,graph=None)
G.show ()

Se genera el grafo dirigido tomando como drbol inicial el monomio critico de la Figura 4.13 y que se
encuentra en la entrada 9 de la lista dias_rules. El grafo resultante se muestra en la Figura 4.14.

1[1[None[], 1[Non None[]]], None[]]

]1[1[None[], 2[Nong[h None[]1]], None[]]

1[None[], 1[1[Non® None[]], None[]]

v
* 1][None[], 1[2[Non None[]], None[]]]

1[None[], 1[Noneg[ None[], None[]]]

1[None[], 2[None [Mone[], None[]1]1]

Figura 4.14: Grafo dirigido en Dizas

4.8. CHEQUEANDO CONFLUENCIA

Verificamos ahora la confluencia del grafo dirigido asociado a un monomio critico y generado por medio
de todas las relaciones de reescritura. Si esta propiedad la satisfacen todos los monomios criticos entonces,
como lo indica el Teorema 3, podemos concluir que el operad no simétrico dado es de Koszul.
Lafuncién definida en el Cédigo 4.23 evaluada en un grafo dirigido graph indica si este es 0 no confluente
basandose en el nimero de sinks o sumideros que tiene el grafo dado. Si el nimero de sinks es 1 el grafo es
confluente de lo contrario no lo es.
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C6digo 4.23: Funcién is_digraph_confluent

is_digraph_confluent (graph):
True (graph.sinks()) == 1 False

Ejemplo 33. Comoseobserva en la Figura 4.14 ¢l grafo dirigido G tiene un vinico sink por ende es confluente.
Ejecutando el comando is_digraph_confluent (G) se obtiene como resultado True lo que comprueba
tal afirmacion.

La funcién is_operad_koszul definida en el Cédigo 4.24 indica a través del método de reescritura
presentado en la seccién 2.4 si un operad no simétrico es de Koszul. El argumento de la funcién es una
lista de reglas de reescritura que se obtienen con la funcién
get_list_of_rules_using_equivalence_classes del Cédigo 4.14. En esta lista estdn las rela-
ciones que generan al operad no simétrico en cuestion.

Dada una lista de reglas de reescriturala funcién is_operad_koszul construye todoslos monomios cri-
ticos y luego genera para cada monomio critico su grafo dirigido asociado segtin el método de reescritura.
Finalmente verifica si estos grafos dirigidos son o no confluentes. Si todos los grafos resultan confluentes
entonces el operad no simétrico del cual provienen las reglas de reescritura es de Koszul. Si se encuentra
por lo menos un grafo no confluente entonces el criterio no es concluyente.

C6digo 4.24: Funcidn is_operad_koszul

is_operad_koszul (rules):
new_list_of_leaders = get_list_of_leaders(rules)
list_of_criticals = get_critical_tree_monomials(new_list_of_leaders)
koszul = True
critical list_of_criticals:
graph = generate_digraph_of_relations(critical, rules)
is_digraph_confluent (graph) == False:
koszul = 'The criterion is inconclusive'

koszul

Ejemplo 34. Las reglas de reescritura del operad no simétrico Dias que hemos llamado dias_rules se
generaron en el Ejemplo 2 6. Ejecutando el comando is_operad_koszul (dias_rules) se obtiene como
resultado True lo cual confirma que Dias es un operad de Koszul.

Ejemplo 35. En ¢l Codigo 4.25 se muestra un resumen de los cdlculos y comandos necesarios para aplicar el
método de reescritura en el operad no simétrico T rias que definimos en la seccion 3.3.

C6digo 4.2.5: Resumen del método de reescritura para el operad no simétrico T 7ias

# Parameters
arity = 2
labels = [1,2,3]

# Calculations
all_trees=generate_all_quadratic_trees(labels,arity)
('There are'’, (all_trees), 'quadratic trees')
#all_trees
dict_trees = get_light_equivalence_classes(all_trees, ordering_function=quick_sort)
#print (dict_trees.keys ()
("There are", (dict_trees),"equivalence classes")
rules_new = get_list_of_rules_using_equivalence_classes(dict_trees)
("There are", (rules_mnew), "rules and momomial leaders")
new_list_of_leaders = get_list_of_leaders(rules_new)
list_of_criticals = get_critical_tree_monomials (new_list_of_leaders)
("The number of critical momomials %s", (list_of_criticals))
("Is this operad Koszul?", is_operad_koszul (rules_new))
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Después de ejecutar el Codigo 4.25 se obtienen los siguientes resultados:
= There are 18 quadratic trees
= There are 7 equivalence classes
= There are 11 rules and monomial leaders
= The number of critical monomials is 45
» Is this operad Koszul? True
Lo que confirma mediante el método de reescritura que el operad no simétrico T rias es de Koszul.

Observacion. En la linea 2 del Codigo 4.25 la aridad es 2 pues los operads no simétricos que se han estu-
diado en este documento son binarios: As, Dias, T riasy T etraas que se estudiard en el capitulo s.

Para aplicar el mérodo de reescritura a los demas operads no simétricos mencionados basta con modificar la
linea 3 del Codigo 4.25, asi:

w Para el operad no simétrico As se debe fijar labels=[1].

» Para Dias, labels=[1,2].

» Para T rias, labels=[1,2,3].

» Para el operad nosimétricoT etraas, que se presentard en el capitulo s se debe fijar 1abels=[0,1,2,3].

Después de realizar las respectivas modificaciones podemos afirmar que los operads no simétricos As, Dias,
T rias y T etraas son de Koszul.
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T etraas

En este capitulo usamos la idea de “transferencia de energia” descrita en la seccién 3.2.1, para extender
naturalmente los operads As, Dias y T rias, definiendo una nueva operacién T = o, que actiia “blo-
queando” el flujo de energfa, es decir que cuando en el vértice de un drbol esté la operacién 0 no transporte
energfa hacia ninguno de sus dos hijos, ni izquierdo ni derecho. Usando esta operacién definimos un tipo
de dlgebras llamadas Tetra-dlgebras y su operad asociado al que llamamos 7 eraas. Gracias al teorema 3,
con ayuda del cédigo descrito en el capitulo 4 mostramos que este operad es de Koszul. Usando métodos
similares a los que se usaron en la seccién 3.3.2 mostramos que el dual de Koszul de T etraas es el operad
T etradend asociado a las dlgebras Tetra-dendriformes que también definiremos en este capitulo.

5.1. TETRA-ALGEBRAS
Una tetra-dlgebra asociativa M es un espacio vectorial junto con cuatro operaciones binarias y asociativas
T, 4= L:MeM— M,

tal que para todo 4, b, ¢ € M se satisfacen las siguientes relaciones:

1 (@a—b)dc=a—(b-0) 7. (aLb) dc=al(bc)
2 (a-b)dc=a—(bFo) 8. (a—b)Le=al(bFc)
3. (abb)dc=at (bc) 9. (aFb)Le=at (bLc)
4 (@b Fc=ab (bFo) ro. (alb)bc=ab (bFc)
s. (abb)Fce=ab (bFo) r1. (alb)Le=al(bLlc)

6. (a=b)dc=a- (bLc) 2. (a1 b) Hc=a (bTc)

56



13. (a b)) dc=al(bTc) 19. (alb)Tc=aT(bTc)

4. (aTO) Fc=alb (b o) 20. (aTh) 4 c=aT(bTec)
1s. (aTb)Le=alb (bF o) 21, (aTh)Te=aT (b
16. (aTH)Te=aT(bTe) 22. (aTH)Te=aT (bt c)
7. (a4 b)Te=aT(bTe) 23. (aTh)Te=aT(bLe)

18. (a b b)Te=aT(bTe) 24. (aTH)Te=at (bT¢)

Estas tetra-dlgebras nacen como una extensién de las tridlgebras con la operacién T.
Si (4, +) es un dlgebra asociativa, definiendoa Tb=a 4 b=abb=alb:=a-bparatodoa,b € 4
obtenemos un funtor

As — mod — Tetraas — mod

de la categoria de 4lgebras asociativas en la categorfa de tetra-dlgebras.
Por otro lado, sf (4, T, -, -, L) es una tetra-dlgebra, se puede ver la existencia de los siguientes funtores

de olvido:

» De la categoria de tetra-dlgebras en la categorfa de tridlgebras

Tetraas — mod — Trias — mod

4, T, 4F L)— (4,4 1)

» De la categoria de tetra-dlgebras en la categorfa de didlgebras

Tetraas — mod — Dias — mod

4, T, 4k L)—(4,4F)

= De la categoria de tetra-dlgebras en la categorfa de dlgebras asociativas

Tetraas — mod — As — mod
4, T, L)— (4, T)
(4, T, 4, L) — (4,4)
4, T, L) — (4,F)
4, T, L) — (4, 1)

Si denotamos la operacién T = o4 como la operacién 0. Definimos el operad T etraas como el generado

I 2

o 3
por los drboles binarios A, A, /\ y /\ sujeto a las 24 relaciones que definen una tetra-dlgebra, tales

relaciones en términos de drboles binarios toman la siguiente forma:
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Ejemplo 36. Sea V = P, ., kw, el k-espacio vectorial graduado, tal que el subespacio de elementos homo-
geneos de grado n es el espacio vectorial de dimension uno generado por w,, para n = 0. El dlgebra tensorial

(T(V), T, A, b=, L) con las operaciones:

(0, ®+®w,,) T (w,, ® ++®w, ) = @y tetnyrmy-tm,

(0, ® ®w,) 1 (v, ®  ®w,)=w, ® +®w, | ® Wy s tim

(W, @ ®w, ) (w,, ® *®w, ) =W, setnpim Wy, ® O w,,

(0, ®®w,) L(w, ® ®uw,)=w, ® - Quw, Ow,i, O, ®  Qw,

tiene estructura de tetra-dlgebra asociativa, con ny, . .. ny,my ... m; 2 0. Para observar esto basta con che-
quear una a una las 24 relaciones descritas previamente. Notese que (T(V), L) corresponde a la estructura
de dlgebra asociativa en el dlgebra de descensos de Solomon (ver por ejemplo [10]).

s.2. Tetradend

Una tetra-4lgebra dendriforme o un 4lgebra tetradendriforme sobre un cuerpo k es un k-espacio vectorial
N junto con 4 operaciones binarias

0,<,> - N®N->N
Que satisfacen para 4, b, ¢ € N las siguientes relaciones:
1. (axb)Oc+(a0b)<c=a0(b*xc)+a> (o)
2. (a<b)y<c=a<(bxc)+a-(bOc)
3. (a>b)<c=a>(b<c)
4. (a*xb)>c+(a0b)-c=a>(b>c)
s. (a-b)<c=a-(b<c)
6. (a<b)-c=a-(b>c)
7. (a>b)-c=a>(b-c)
8. (a-b)-c=a-(b-c)

dondea*xb=a@®@b+a<b+a>b+a-b.

Como en el caso de las didlgebras y tridlgebras dendriformes, en las tetra-dlgebras dendriformes las va-
riables presentes en las relaciones que la definen estin en el mismo orden, esto nos dice que el operad
T etradend asociado a las tetra-dlgebras dendriformes es un operad no simétrico.

Los 32 4rboles binarios que generan al operad no simétrico T etraas se pueden agrupar en 8 clases de
quivalencia segtn la interpretacion de la transferencia de energfa que hemos dado a las relaciones que lo
definen, estas clases son:

59



)
»
©

]
»

i
——
<
=
=
N
—
1l
3|
N

3 3

oz

[ee]
I_Aﬁ
8
\<>>
~=
N
| —
1

Cada uno de los drboles binarios que generan 7T etraas se puede identificar con un monomio en 7 va-
riables, cada variable tiene dos alternativas, estar o no marcada, de alli que dim(Tetraas(n)) = 2" yen
particular dim (T etraas(3)) = 8, esto lo confirma el hecho de que se tengan 8 clases de equivalencia.
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En base a cada una de estas clases de equivalencia y recordando el signo de Koszul paralos drboles derechos

se obtienen las relaciones que definen al operad no simétrico T etraas ; siguiendo un proceso similar al
realizado en 3.3.2 y extendiendolo al caso en el que se tienen cuatro operaciones: 0, 1, 2 y 3. Haciendo la
identificacién

o

x ) =x0y

se puede ver facilmente que las relaciones que definen al operad dual de Koszul de T ez7aas coinciden con
. . . U
las relaciones que definen a las tetra-dlgebras dendriformes. Podemos entonces afirmar que 7 etraas =

T etradend.

T etradend(3) estd generado por 8 relaciones, esto de nuevo se debe a que dim (T etraas(3)) = 8 dela
misma forma que dim (T etradend(3)) = 24, esto pues el operad T etraas estd generado por 24 relacio-
nes.

5.2.1. SERIES GENERATRICES DE T etraasy T etradend

Para hallar las dimensiones de T etraas(n) y T etradend(n) con n un entero positivo, es util conocer la
serie generatriz de cada uno de estos operads. Para el caso de T ezraas ya conocemos dim (T etraas(n))
con esto hallaremos la forma cerrada de su serie generatriz y en base a esta hallaremos la serie generatriz

del operad T etradend para asi hallar dim(T etradend(n)).

o0 . . . ’ . .
Sea Fr (%) = ano %" laserie generatriz del operad no simétrico 7 etraas. Como se menciono antes

n,n<1

dim(Tetraas(n)) = f, = o s 1
7

Luego la serie generatriz del operad T etraas estd dado por:

FTetma:(x) =x+ Z 2”x”

n=2

=x+ Z(Qx)k”
k=0

=x+ (20)" ) (20)"

k=0

3 4o

IR

3 2x2 +x

Tl =2

Utilizaremos esta serie generatriz para hallar la serie generatriz de T etradend. Recordemos que al ser
T etradend el operad dual de Koszul de T etraas, se debe saisfacer la relacién

F’Tetmm( _FTetmdmd( —X)) =x <= FT@tma;( _FTetmdmd(x)) = =X
Por simplicidad en la notacién llamemos ¢ = Fr;,,40,4(x), se debe tener entonces que
2
2(=g)" +(-g) _

Froma(—g) = — = -
Tctma:( g) X & 1_2(_g) X
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2
21g+—_2§ =—x < 2g2 —-g= —x—2xg<:>2g2+(2x—1)g+x20
Dividiendo por x ambos lados de esta tltima ecuacién cuadrdtica obtenemos:

2
2% (x-S +1=0

Haciendo la sustitucion ¢ = #xla anterior igualdad toma la forma:

(#)°

X

F(2-1)2 +1=0e 2 + (20— 1)r+1=0
Ahora con la sustituciéon ¢ = b + 1 tenemos:
2(h+ 1)+ 2x—D)(h+1)+1=0
[ ——4
2w(h +2h+1)+20h—h+2x—1+1=0 2x(h° +3h+2) = b
(—
A20h+1)(h+2)) = b

Sea ®(h) = 2(h + 1)(h + 2), entonces la ecuacidén se escribe como
“®(h) = b

Sih(x) =) ., hx", porel teorema de inversién de Lagrange

by = 2 10"

T e 1) (e 2)

_ %[xn—1:|2n i (j)x’ i (Z>2n—kx/e

k=0

1 n— n n— i
= Z[x 1]2 Z Z (?)(Z)Q X baciendo k +ji=r

1. .- - —
= [« 1 (Z)(Vf k)22 k:|x , cuando r=n-r
r=0 L £=0

1l
NI
S
|
—
—
;N



Comot = h+ 1yg = tx, entonces Fr,40a(x) = g = (b + 1)x = x + xb, luego

g=x+x2hnx” =x+ Z:lonxﬁ1 =x+ Zlan_lx”.

nz1 n=1 n=2

Asi, podemos afirmar que

n—2
1 (n=1\[n—=1)\ 9=z | =«
FTftmdend(x) =x+ Z Z k k+ 1 2 (=1 X .

n—1
n=2 | k=0
Y por lo tanto
dim(Tetradend(n)) = | 20"
im(Tetradend(n)) = 22 a1\ [ n=1\2(n=1)—
o ()2 n>1

5.2.2. ORDENES MONOMIALES EN 7 etraas

La operacién T satisface que T <—<k< L, esdecir0 < 1 < 2 < 3. Extendiendo el proceso realizado
en la seccidn 3.3.4 conla operacién T y con el c6digo descrito en el capitulo 4 se comparan las sucesiones
de caminos que definen las 24 relaciones que definen al operad no simétrico 7 etraas obteniendo asi los
términos lideres:

AR A A
A0 A A A A

Estos 24 términos lideres deben componerse entre sf de todas las formas posibles para obtener los mono-

mios criticos, este proceso se realiza usando el cédigo del capitulo 4 lo cual nos arroja como resultado un
total de 176 monomios criticos.

Teorema 1. El operad no simétrico T etraasy su dual de Koszul T etradend son de Koszul.

Demostracion. Para demostrar este teorema basta con chequear que los 176 diamantes correspondientes
alos monomios criticos de T etraas son confluentes, luego gracias al teorema 3 se tiene el resultado. Este
proceso se realiza con ayuda del c6digo mostrado en el capitulo 4.

]

Teorema 12. El operad no simétrico T etraas no es cancelativo.

Demostracion. Para demostrar este teorema basta considerar el siguiente contraejemplo

I 2
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Pero claramente
I 2
AR7A

Por no ser T etraas un operad cancelativo no es posible aplicar las técnicas que usan posets para probar
que este es un operad de Koszul.

]
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Generalizaciones y futuras lineas de trabajo

6.1. OTRAS ARIDADES

Los operads que se estudiaron en este documento son todos binarios o de aridad 2. Con ayuda del cédigo
mostrado en el capitulo 4 se mostré que todos estos operads no simétricos: As, Dias, T rias, T etraas son
de Koszul.

Si en la linea 2 del Cédigo 4.25 cambiamos la aridad a 3 por ejemplo; se concluye que el Método de
reescritura no funciona como lo mostraremos a continuacion.

La interpretacién de la transferencia de energfa que dimos a las operaciones desarrolladas en capitulos
anteriores para los operads binarios se pueden presentar por medio de drboles binarios de la siguiente
forma:

o I 2 3

AN A

(01 (o] (1 o1 for i [

Donde la etiqueta [0] indica que la energfa no se transporta en esa direccién mientras que la etiqueta
[1] indica que la energfa se transport en la direccién de la hoja correspondiente. Con las etiquetas de las
hojas se obtiene la representacion reversa del numero que estd en la etiqueta de la raiz (operacién) escrito
en forma binaria. Es decir

« 0=0-2"+0-2°=[0][0

«1=0-2

[0][0]
+1-2° =[1][0]
= 2=1-2"+0-2°=[0][1]
»3=1-2"+1-2"=[1][1]

Extendiendo esta idea para drboles de aridad 3 tenemos 8 posibles operaciones
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= 0=0-22+0-2"+0-2"=[0][0][0]
s 1=0-22+0-2"+1-2°=[1][0][0]
e 2=0-2"+1-2"+0-2"=[0][1][0]
»3=0-2+1-2"+1-2° = [1][1][0]
«4=1-22+0-2"+0-2° =[0][0][1]
»5=1-2240-2"+1-2° =[1][0][1]
2 6=1-22+1-2"+0-2" = [0][1][1]
n7=1-2241-2"+1-2° = [1][1][1]

Estas operaciones 0, 01, 09, 03, 04, 05, 04, 07 surgen a partir de los siguientes drboles:

mmmmmmmm

[0] (1] [1] [0] [1] [1]

Siguiendo la idea de transporte de energfa que se di6 para el operad Dias en la seccién 3.2.1 definimos el
operad 3 — Dias como el operad no simétrico de aridad 3 generado por las operaciones 01, 05 y 04. Sien
el Cédigo 4.25 cambiamos las lineas 2 y 3 por:

arity = 3 y labels=[1,2,4]
obtenemos el siguiente resumen del método de reescritura para el operad 3 — Dias:
= There are 27 quadratic trees
= There are b equivalence classes

There are 22 rules and monomial leaders

The number of critical monomials is 213

= Is this operad Koszul? The criterion is inconclusive

Como el criterio no es concluyente significa que existe por lo menos un grafo dirigido no confluente. En
el Cédigo 6.1 mostramos como verificar para cada uno de los grafos dirigidos que se generan si son o no
confluentes. En caso de que alguno de los grafos dirigidos no sea confluente éste se visualizara.

Cédigo 6.1: Confluencia de los grafos dirigidos

tree list_of_criticals:
graph = generate_digraph_of_relations(tree, rules_new)
("Is this graph confluent? ", is_digraph_confluent (graph))

is_digraph_confluent (graph):
graph.show ()
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Ejemplo 37. Enla Figura 6.1 mostramos uno de los grafos dirigidos del operad 3 —"Dias que no es confluente
y que se obtuvo ejecutando el Codigo 6.1.

Is this graph confluent? False
2[None[], 2[None[], None[], @1e[], None[], None[]]], None[]]

2[None[], 2[None[], None[], 2 e[], None[], None[]]], None[]]

1[4[MNone[], None[], None[]],
1[4[None[], None[], N;w ' 1[None[], None[], None[11]
2[None[], 2[None[], Nonel], N@ . 1[None[], None[], None[]]]

Figura 6.1: Ejemplo de un grafo dirigido no confluente en 3 — Dias

ne[], None[], None[]], None[]]

Extendiendo la manera en la cual se definié el operad 3 — Dias podemos definir los operads no simétricos

3 — As, 3 — Trias,3 — T etraas de la siguiente forma:
» 3 — Asesel operad no simétrico de aridad 3 generado por la operacién o;.

» 3 — Triases el operad no simétrico de aridad 3 generado por las operaciones 0y, 05, 03, 04, 05, 0
y o1
» 3 — Tetraas es el operad no simétrico de aridad 3 generado por las operaciones
%0, 1, 02,93, 94, 05,9 ¥y °7.
Modificando el Cédigo 4.25 para cada uno de estos casos se concluye que:

» 3 — Asesun operad de Koszul. En general cuando la aridad es (4 + 1) para # un entero mayor o
igual que 1 este operad se conoce como operad de dlgebras totalmente asociativasy se denota por
tAs+1)- En [6] Gnedbaye muestra que £As(;41) es un operad de Koszul y que su dual de Koszul
es el operad de dlgebras parcialmente asociativas de aridad (£ + 1) denotado por pAs(+1).

» El criterio del método de reescritura aplicado al operad 3 — 7 7zas no es concluyente.
» El criterio del método de reescritura aplicado al operad 3 — T etraas no es concluyente.

Esta misma idea puede generalizarse para definir operads no simétricos de aridad (£ +1): (k+ 1) — Dias,
(k+ 1) = Triasy (k+ 1) — Tetraas, con k un entero mayor o igual que 1.

6.2. OTRAS TECNICAS

La pregunta que surge naturalmente es si con otras aridades un determinado operad no simétrico es de
Koszul. En otras palabras: por el teorema 3 sabemos que si en un operad no simétrico todo monomio
critico es confluente, entonces el operad es de Koszul. Pero si no todo monomio critico resulta confluente
esto no implica que el operad no sea de Koszul. En estos casos hay que tratar de aplicar otras técnicas para
verificar la propiedad de Koszul en un operad no simétrico y no binario.
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Por ejemplo si un operad no simétrico no binario es cancelativo entonces mediante las técnicas que invo-
lucran los posets asociados y la funcién de Mébius dadas en la definicidn 2.1 podria probarse la propiedad
de Koszul.

Otra opcién podria ser mediante técnicas de dlgebra homoldgica construyendo los complejos de Koszul
asociados a tales operads y observando su comportamiento. Esto pues en [2] Bremer y Dotsenko definen
un operad de Koszul como un operad para el cual su complejo de Koszul asociado es aciclico. Estas técnicas
homoldgicas son tratadas en detalle en textos especializados en 4dlgebra homoldgica como por ejemplo en

[17].

68



[1]

Bibliografia

Bergeron, F., Bergeron, F., Labelle, G., & Leroux, P. (1998). Combinatorial species and tree-like
structures, volume 67. Cambridge University Press.

Bremner, M. R. & Dotsenko, V. (2016). Algebraic operads: an algorithmic companion. CRC Press.

Dotsenko, V. & Khoroshkin, A. (2010). Grébner bases for operads. Duke Math. J., 153(2), 363-
396.

Flajolet, P. & Sedgewick, R. (2009). Analytic combinatorics. cambridge University press.
Ginzburg, V. & Kapranov, M. (1994). Koszul duality for operads. Duke Math. J., 76(1), 203—-272.

Gnedbaye, A. V. (1997). Opérades des algebres (k+ 1)-aires. In Operads: Proceedings of Renaissance
Conferences (Hartford, CT/Luminy, 1995 ), volume 202 of Contemp. Math. (pp. 83—113).: Amer.
Math. Soc., Providence, R1I.

[7] Joyal, A. (1981). Une théorie combinatoire des séries formelles. Advances in mathematics, 42(1),

8]
[9]

[12]
[13]
[14]
[x5]

[x6]

1-82.
Leinster, T. (2014). Basic category theory, volume 143. Cambridge University Press.
Loday, J.-L. (2001). Dialgebras. In Dialgebras and related operads (pp. 7-66). Springer.

Loday, J.-L., Ronco, M., et al. (2004). Trialgebras and families of polytopes. Contemporary Mathe-
matics, 346, 369—398.

Loday, J.-L. & Vallette, B. (2012). Algebraic operads, volume 346. Springer Science & Business
Media.

May, J. (1972). The geometry of iterated loop spaces (1972).
Méndez, M. A. (2015). Set operads in combinatorics and computer science. Springer.
Méndez, M. A. & Yang, J. (1991). M6bius species. Advances in Mathematics, 85(1), 83-128.

Stein, W. et al. (2020). Sage Mathematics Software (Version 9.0). The Sage Development Team.
http://www.sagemath.org.

Vallette, B. (2007). Homology of generalized partition posets. Journal of Pure and Applied Algebra,
208(2), 699—725.

69



[17] Weibel, C. A.(1995). An introduction to homological algebra. Number 38 in Cambridge Studies in
Advanced Mathematics. Cambridge university press.

[18] Zinbiel, G. W. (2012). Encyclopedia of types of algebras 2010. Operads and universal algebra, 9,
217-297.

70






HIS THESIS WAS TYPESET using EIEX,
I originally developed by Leslie Lamport
and based on Donald Knuth’s TEX. The
body text s setin 12 point Egenolft-Berner Gara-
mond, a revival of Claude Garamont’s humanist
typeface.
This document style template was adapted by
Francisco A. Mayorga Cetina for use by stu-,
dents at Sergio Arboleda University, based on
the original Harvard template made by Jor-
dan Suchow. That template can be used to
format a PhD thesis with this look and feel
that has been published under the permissive
MIT (x11) license, and can be found online at
github.com/suchow/Dissertate


mailto:francisco.mayorga@correo.usa.edu.co
https://github.com/suchow/Dissertate

	Introducción
	Especies combinatorias
	Operads (no simétricos) y la propiedad de Koszul
	Operads estudiados
	Estructura del documento

	preliminares
	Categorías y Funtores
	Especies combinatorias
	Operads
	Método de reescritura para determinar la propiedad de Koszul

	Operads estudiados
	
	
	

	Código en SageMath
	Sobre SageMath
	Generando árboles planares
	Concatenación y composición de árboles
	Generando las reglas de reescritura
	Generando los monomios críticos
	Aplicando las reglas de reescritura
	Generando un grafo dirigido por medio de reescrituras
	Chequeando confluencia

	
	Tetra-álgebras
	

	Generalizaciones y futuras líneas de trabajo
	Otras aridades
	Otras técnicas

	Bibliografía

