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Resumen

En este trabajo estudiamos la técnica combinatoria de reescritura, como está definida por Loday y Vallet-
te, para el estudio de la propiedad de Koszul, definida por Ginzburg y Kapranov, en operads no simétri-
cos. En particular, nos centramos en los operads no simétricos conjuntistas binariosAs,Dias y T rias, y
sus operads no simétricos duales de KoszulAs,Dend y T ridend. Los operads no simétricosAs,Dias y
T rias pueden definirse de acuerdo a una estrategia de “transferencia de energía” que puede extenderse
para definir un nuevo operad no simétrico que llamamos T etraas. Este operad permite modelar la ca-
tegoría de álgebras tetra-asociativas. Mostramos como ejemplo que el álgebra de descensos de Solomon
admite la estructura de álgebra tetra-asociativa.Mostramos también que el operad T etraas es conjuntista
pero no es cancelativo. Usando código en SageMath/Python implementamos el método de reescritura
para chequear la propiedad de Koszul en operads no simétricos conjuntistas. Con esto chequeamos los
resultados positivos para esta propiedad sobreDias y T rias, demostrados directamente por Loday y por
Loday-Ronco usando técnicas homológicas. Adicionalmente, usamos esta misma técnica para demostrar
que el operad T etraas, y su dual de Koszul T etradend, son operads no simétricos de Koszul. Finalmente,
generalizamos la construcción por transferencia de energía de operads binarios a operads (k + 1)-arios,
para un entero positivo k, introduciendo los operads no simétricos (k + 1) − Dias, (k + 1) − T rias y(k + 1) − T etraas. Mostramos que la técnica de reescritura para estos operads no es concluyente para
la propiedad de Koszul y dejamos como trabajo futuro estudiar dicha propiedad por medio del uso de
técnicas homológicas.





Dedicado a mis padres Martha Lady y Eduardo, a mi hermano Oscar Eduardo y a mi
compañera de vida Anggy Katherin. Sin ustedes no habría sido posible.





Agradecimientos

Quiero agradecer a todas aquellas personas que de una u otra manera han contribuido en la elaboración
de este documento y en el desarrollo de esta maestría.
A laUniversidad SergioArboleda por abrirme sus puertas y por su constante acompañamientopara lograr
mismetas y objetivos pero sobre todo por permitir desarrollarme como profesional en todos los aspectos.
A la doctoraMarta Corzo decana del programa deMatemáticas de la Universidad Sergio Arboleda por la
confianza depositada en mi tanto en el ámbito laboral como académico.
A los profesores de la Universidad por compartir todo su conocimiento y por darme herramientas para
poder ver la matemática desde otro punto de vista antes desconocido para mi.
Ami director el doctor Rafael González por su apoyo incondicional desde el primer día, por asesorarme,
acompañarme y orientarme en el proceso de elaboración y culminación de este documento.





Índice general

Resumen

1. Introducción 1
1.1. Especies combinatorias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Operads (no simétricos) y la propiedad de Koszul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3. Operads estudiados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.4. Estructura del documento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. preliminares 5
2.1. Categorías y Funtores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2. Especies combinatorias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3. Operads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4. Método de reescritura para determinar la propiedad de Koszul . . . . . . . . . . . . . 16

3. Operads estudiados 21
3.1. As −As . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2. Dias −Dend . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3. T rias − T ridend . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4. Código en SageMath 37
4.1. Sobre SageMath . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.2. Generando árboles planares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.3. Concatenación y composición de árboles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.4. Generando las reglas de reescritura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.5. Generando los monomios críticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.6. Aplicando las reglas de reescritura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.7. Generando un grafo dirigido por medio de reescrituras . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.8. Chequeando confluencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5. T etraas 56
5.1. Tetra-álgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
5.2. T etradend . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

6. Generalizaciones y futuras líneas de trabajo 65
6.1. Otras aridades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
6.2. Otras técnicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

i



Bibliografía 70

ii



Índice de figuras

2.1. Re etiquetamiento de un grafo a través de la biyección f. Imagen tomada de [13]. . . . . 8
2.2. Representación de una (F + G)-estructura. Imagen tomada de [1]. . . . . . . . . . . . 9
2.3. Representación de una (FG)-estructura. Imagen tomada de [1]. . . . . . . . . . . . . 10
2.4. Representación de una (F ◦ G)-estructura. Imagen tomada de [1]. . . . . . . . . . . . 10
2.5. Representación de una F ′-estructura. Imagen tomada de [1]. . . . . . . . . . . . . . . 11
2.6. Composición de especies combinatorias. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.1. Poset deDias(3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.1. Árbol básico con raíz y etiqueta creado en SageMath. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.2. Árbol con raíz y etiqueta creado en SageMath . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.3. Árboles de referencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.4. Lista de concatenación de árboles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.5. Ejemplo de composición de árboles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.6. Relaciones del operad no simétricoDias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.7. Monomios críticos deDias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.9. Ejemplo de la función is_tree_in_monomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.10. Ejemplo de reemplazo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.11. ejemplo Función rewrite_rule_at_root . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.12. Ejemplo de reescritura en la raíz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.13. Monomio crítico enDias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.14. Grafo dirigido enDias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6.1. Ejemplo de un grafo dirigido no confluente en 3 −Dias . . . . . . . . . . . . . . . . 67

iii



Lista de códigos

codes/arbol.py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.1. Ejemplo de árbol con raíz y etiqueta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
codes/arbol–2.py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.2. Función concatenate_ordered_trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
codes/ejemplo–concatenar.py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.3. Función get_signature_at_root . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.4. Función compose_labelled_ordered_trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.5. Función generate_all_quadratic_trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.6. Función generate_all_binary_quadratic_trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.7. Función is_light_on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.8. Función leaf_addresses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.9. Función tree_to_path_sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.10. Función compare_path_sequences y Función compare_planar_trees . . . . . . . . . . 44
4.11. Función light_signature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.12. Función get_light_equivalence_classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
codes/dias_equivalence_classes.py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.13. AlgoritmoQuickSort . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.14. Función get_list_of_rules_using_equivalence_classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
codes/dias_rules.py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.15. Función get_list_of_leaders . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.16. Función get_critical_tree_monomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.17. Función is_tree_pattern_at_root . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.18. Función is_tree_in_monomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
codes/ejemplo_is_tree_in_monomial.py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.19. Función replace_tree_at_address . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
codes/ejemplo–replace_tree.py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.20. Función rewrite_rule_at_root . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
codes/ejemplo–rewrite–rule.py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.21. Función rewrite_rule_at_address . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.22. Función generate_digraph_of_relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
codes/ejemplo_digraf_dias.py . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.23. Función is_digraph_confluent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.24. Función is_operad_koszul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.25. Resumen del método de reescritura para el operad no simétrico T rias . . . . . . . . . 54
6.1. Confluencia de los grafos dirigidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

iv



1
Introducción

1.1. Especies combinatorias

La teoría de especies combinatorias fue introducida por Andre Joyal en [7] hacia 1980 con el objetivo de
formalizar las operaciones que se realizan entre series generatrices cuyos coeficientes enumeran familias de
objetos combinatorios. Formalmente, una especie combinatoria (conjuntista) es un funtor F ∶ B → Set,
en donde B es la categoría de conjuntos finitos y biyecciones entre estos, y Set es la categoría de conjun-
tos en general y funciones entre estos. Dado un conjunto finito V consideramos el conjunto F [V] de
F-estructuras generadas con etiquetas en V. Por ejemplo, F puede ser la especie de permutaciones y en-
tonces F [V] es el conjunto de permutaciones deV. A una especie F, que asocie para todo conjunto finito
V una colección finita F [V], uno puede asociarle su serie generatriz exponencial F(x) = ∑n≥0 ∣F [n]∣ xnn! ,
en donde denotamos [n] ∶= {1, 2, . . . , n} y F [n] ∶= F [[n]]. Dadas dos especies F y G uno puede
definir por ejemplo nuevas especies F+G, F ⋅G y F◦G que corresponden respectivamente a las operacio-
nes de suma, multiplicación y composición de sus series generatrices. Cuando en el contexto de especies
cambiamos en su definición la categoria Set por las categorias Top, de espacios topológicos, o Vectk, de
k-espacios vectoriales, obtenemos respectivamente los conceptos análogos de especies topológicas y espe-
cies lineales. Si en la definición de especie cambiamos la categoríaB por la categoríaL de ordenes lineales
finitos y sus isomorfismos de orden, el tipo de especie que se obtiene se conoce con el nombre de especie
no simétrica o especie rígida (ver por ejemplo [13]). A una especie no simétrica R le podemos asociar su
serie generatriz ordinaria que está dada por R̃(x) = ∑∞

n=0 ∣R[n]∣xn.
1.2. Operads (no simétricos) y la propiedad de Koszul

Algunas de las operaciones definidas en el conjunto de las especies dan lugar a categorias monoidales. En
particular, si consideramos monoides en la categoria monoidal formada por especies bajo la operación de
composición de especies llegamos al concepto de operad. Este concepto aparece inicialmente en el trabajo
deMay [12] y se ha venido estudiando y aplicando en diferentes áreas de la matemática e incluso en otras
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ciencias. El concepto de operad no simétrico nace de considerar monoides en la categoría monoidal de
L-especies no simétricas bajo la composición ordinal como operación.
Méndez define en [13] un operad (no simétrico) conjuntista O como una especie combinatoria (no si-
métrica) junto con un mecanismo de auto reproducción O(O) η

−→ O que ensambla un conjunto de
O-estructuras usando unaO-estructura externa, obteniendo una estructura más grande de la misma cla-
se y que satisface además las propiedades monoidales de asociatividad y existencia de identidad.
Lamayoría de teorías desarrolladas alrededor del concepto de operad conjuntista fueron desarrolladas por
separado. Fue hasta 1981 que Joyal en [7] dio una presentación general del concepto de operad conjun-
tista desde la perspectiva de la teoría de especies combinatorias. Usando el enfoque de la teoría de especies
combinatorias en [14], Méndez y Yang desarrollan el concepto de operad conjuntista cancelativo. Para
este, ellos muestran que dado un operad conjuntista cancelativoQ se le puede asociar una familia de con-
juntos parcialmente ordenados (posets por su nombre en inglés) que dá origen al concepto de especies de
Möbius. Este concepto permite interpretar desde el punto de vista de especies la inversa composicional
de la serie generatriz de un operad conjuntista cancelativoQ.
Por otro lado Ginzburg y Kapranov en [5] introducen la teoría de dualidad de Koszul para operads alge-
bráicos usando técnicas homológicas similares a las desarrolladas en la categoría de álgebras asociativas.
Central a esta teoría es el concepto de que un operad O sea de Koszul. Esta es una condición homoló-
gica que implica que su operad dual de Koszul O! genera una resolución óptima paraO. Para todos los
conceptos no definidos aquí sobre operads algebráicos y la teoría de dualidad de Koszul, el lector puede
referirse al excelente libro de Loday y Vallette [11].
Existen variosmétodos combinatorios paramostrar que un operad (no simétrico) y su dual deKoszul son
de Koszul. Uno de estos métodos fue definido por Vallette en [16]. En este, Vallette usa los posets defini-
dos por Méndez previamente (llamados posets operádicos) para chequear si la linealización de un operad
conjuntista cancelativo y su dual de Koszul son operads de Koszul. Esto se hace chequeando si los po-
sets operádicos asociados son Cohen-Macaulay. Esta técnica sin embargo, solo está definida para operads
algebráicos que sean la linealización de un operad conjuntista cancelativo. Otros métodos usados para
concluir si un operad es de Koszul usan los conceptos de bases de Gröbner para operads definidas por
Dotsenko y Khoroshkin [3] y el método de reescritura. Este último será el que principalmente explora-
remos en este trabajo. Particularmente en este trabajo nos centramos en estudiar el método de reescritura
aplicado a varias familias relacionadas de operads conjuntistas no simétricos.

1.3. Operads estudiados

En [5] Ginzburg y Kapranov muestran que el operad no simétrico que modela álgebras asociativasAs es
un operad conjuntista de Koszul y ademas que es autodual, esto significa que

As! ≅ As.

Loday en [9] introduce el operad no simétrico de diálgebras asociativasDias y el operad no simétrico de
diálgebras dendriformesDend, además demuestra que tantoDias comoDend son operads de Koszul y
que son duales en el sentido de Koszul uno del otro, es decir

Dias! ≅ Dend.

En [10] Loday y Ronco definen el operad no simétrico de triálgebras asociativas T rias y el operad no
simétrico de triálgebras dendriformesT ridend, que extienden los operadsDias yDend. Ellos demuestran
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que T rias y T ridend son de Koszul y que son duales de Koszul entre sí, es decir

T rias! ≅ T ridend.

Tanto en [9] como en [10] se usa el cálculo directo de la homología de lo que se conoce como el complejo
de Koszul. Chequeando que el complejo de Koszul es acíclico permite concluir que los operads anteriores
son de Koszul. En [18] se dá una extensa y detallada lista de tipos de operads conocidos junto con algunas
de sus propiedades, incluyendo el hecho de si se conoce que son o no de Koszul hasta la fecha.

1.3.1. Los operads no simétricos T etraas y T etradend

Resulta que los operads no simétricosAs,Dias y T rias pueden definirse mediante una idea de “transfe-
rencia de energía” que discutimos a fondomás adelante. Basados en esta idea estudiamos unnuevo operad
no simétrico de álgebras tetra-asociativas, que denotamos comoT etraas, y que extiende simultáneamente
aAs,Dias, y T rias. Usando dualidad de Koszul se define igualmente el operad no simétrico T etradend
de álgebras tetradendriformes. Damos como ejemplo de un álgebra tetra-asociativa el álgebra tensorial(T(V),⊤,⊣,⊢,⊥) donde V = ⨁n≥0 kωn es el k-espacio vectorial graduado, tal que el subespacio de
elementos homogeneos de grado n es el espacio vectorial de dimensión uno generado por ωn, para n ≥ 0.
Y las operaciones (⊤,⊣,⊢,⊥) se definen como(ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk) ⊤ (ωm1

⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms) = ωn1+⋅⋅⋅+nk+m1⋅⋅⋅+ms(ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk) ⊣ (ωm1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms) = ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk−1 ⊗ ωnk+m1+⋅⋅⋅+ms(ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk) ⊢ (ωm1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms) = ωn1+⋅⋅⋅+nk+m1

⊗ ωm2
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms(ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk) ⊥ (ωm1

⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms) = ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk−1 ⊗ ωnk+m1
⊗ ωm2

⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms

Usando, por ejemplo, una versión análoga del método de Vallete en [16] para operads conjuntistas no
simétricos unopodría buscar demostrar tambiénqueAs,Dias yT rias (y por lo tanto sus duales deKoszul
As,Dend y T ridend) son de Koszul. Sin embargo, dicha técnica no aplicaría para T etraas (y T etradend)
ya que según el Teorema 12 este operad no simétrico no es cancelativo.
En este trabajo, implementamos computacionalmente, usando SageMath/Python, el método de reescri-
tura, como está descrito por Dotsenko y Bremmer en [2], para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1. El operad no simétrico T etraas y su dual de Koszul T etradend son de Koszul.

Es un corolario de la demostración del Teorema 1 que los operads no simétricosAs,Dias y T rias, y sus
duales de Koszul son de Koszul.

1.4. Estructura del documento

En el Capítulo 2 hacemos una revisión general de conceptos de la teoría de categorías y de funtores que
serán necesarios para introducir el concepto de especie combinatoria, sobre el cuál a su vez llegamos a las
definiciones de operad y operad no simétrico. Finalmente presentamos el método de reescritura como
aparece en Loday y Vallete en [11].
Los operads en los que basamos nuestro estudio son los operads no simétricos As, Dias y T rias. Estos
operads junto con sus duales de KoszulAs,Dend y T ridend respectivamente son presentados en el Ca-
pítulo 3. En este capítulo también estudiamos los conceptos de álgebra asociativa, diálgebra asociativa,

3



triálgebra asociativa, diálgebra dendriforme y triálgebra dendriforme. Hacemos también una presenta-
ción de estas estructuras en términos de árboles planares basandonos en las ideas expuestas por Loday en
[9].
En el Capítulo 4 implementamos computacionalmente en SageMath el método de reescritura presenta-
do en [11] para probar la propiedad de Koszul en operads conjuntistas no simétricos. Con este código
verificamos además que los operadsAs,Dias y T rias son de Koszul.
Mediante una idea de “transferencia de energía” con la cuál se pueden construir los operadsAs, Dias y
T rias, en el Capítulo 5 definimos el operad no simétrico T etraas. Este operad codifica un nuevo tipo de
ágebras que llamamos tetra-álgebra asociativas. Estas a su vez son una extensión de las triálgebra asociati-
vas pormedio de una operación adicional que denotamos por⊤. Damos además un ejemplo concreto de
tetra-álgebra asociativa. Mostramos relaciones funtoriales entre la categoría de tetra-álgebras asociativas
denotada porTetraas−mod y las categorías de álgebras, diálgebras y triálgebras asociativas denotadas por
As−mod,Dias−mod yTrias−mod respectivamente.Definimos también una tetra-álgebra dendriforme
y su operad asociado T etradend de tal forma que éste sea el dual de Koszul de T etraas, es decir que

T etraas! ≅ T etradend.

Al final del Capítulo 5 mostramos que el operad no simétrico T etraas no es cancelativo y por tanto la
técnica que involucra verificar la propiedad de Cohen-Macaulay en el estudio de posets operádicos no
sirve para probar la propiedad de Koszul en este caso. Usando código implementado en el Capítulo 4,
concluimos por el método de reescritura que tanto T etraas, como T etradend son de Koszul (Teorema
1).
Finalmente, en el Capítulo 6 extendemos los operads binarios no simétricos estudiados en el Capítulo
3 y en el Capítulo 5 a otras aridades. Mostramos que el método de reescritura no es concluyente en es-
tos operads para aridades diferentes de 2 y proponemos como trabajo futuro el estudio de otras técnicas
principalmente homológicas para probar la propiedad de Koszul en los operads no simétricos de aridad(k + 1): (k + 1) −Dias, (k + 1) − T rias y (k + 1) − T etraas, con k un entero positivo.
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2
Preliminares

2.1. Categorías y Funtores

2.1.1. Categoría

Una categoría es un sistema de objetos relacionados entre si mediante mapeos llamados flechas o morfis-
mos. Con objetos podemos referirnos a grupos, espacios topológicos, espacios vectoriales o simplemente
a conjuntos y en cada uno de estos casos los morfismos son homomorfismos, funciones continuas, trans-
formaciones lineales y funciones respectivamente. De hecho las categorias son en sí mismas uno de estos
objetos matemáticos, y los morfismos entre categorias se llaman funtores, siguiendo por esa misma linea
también se tienen morfismos entre funtores los cuales son llamados transformaciones naturales [8].

La teoría de categorias fue introducida en los años cuarenta por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane
en sus trabajos sobre topología algebraica, pero hoy en día el uso de la teoría de categorias vamas allá, se re-
laciona con practicamente todas las areas de la matemática pura, de hecho también se encuentra presente
en algunas aplicacionesmatemáticas en otras ciencias como la física o la computación, se ha convertido en
una herramienta estandar en la informática lo cual ratifica como se menciona en [8] que “Appliedmathe-
matics is more than just applied differential equations”las matemáticas aplicadas son mas que solo aplicar
ecuaciones diferenciales.

Formalmente una categoría C está dada por:

1. Una colección de objetos ob(C).
2. Para cada A,B ∈ ob(C), una colección C(A,B) de flechas (mapas o morfismos) de A a B.

3. Para cada A,B,C ∈ ob(C), una aplicación C(B,C) × C(A,B) → C(A,C) tal que (g, f) ↦ g ◦ f
llamada composición y que es asociativa:(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).
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4. Para cada A ∈ ob(C), un elemento 1A ∈ C(A,A) llamado la identidad de A y que satisface para
f ∈ C(A,B) que:

f ◦ 1A = f = 1B ◦ f.

Ejemplo 1. A continuación algunos ejemplos explicitos de categorías:

Dadoun cuerpok, la categoría dek-espacios vectorialesVectk es aquella en la cual los objetos ob(Vectk)
sonk-espacios vectoriales y losmorfismosVectk(V,W) son transformaciones lineales entre losk-espacios
vectoriales V yW. Si el cuerpo k está fijo, simplemente denotamos la categoría por Vect.

En la categoría Set los objetos ob(Set) son conjuntos, mientras que los morfismos Set(A,B) son fun-
ciones entre los conjuntos A y B.

La categoría B en donde ob(B) son conjuntos finitos y B(A,B) son biyecciones entre los conjuntos A
y B.

2.1.2. Funtor

Dadas dos categoriasA y C. Un funtor F ∶ A → C es una función que:

Asigna a cada objeto X ∈ ob(A) un objeto F [X] ∈ ob(C).
Asigna a cada morfismo f ∈ A(X,Y) un morfismo F [f] ∈ C(F [X], F [Y]) y que satisface las
siguientes condiciones:

i. F [1X] = 1F [X], para todo X ∈ ob(A).
ii. F [g ◦A f] = F [g] ◦C F [f], para toda f ∈ A(X,Y) y toda g ∈ A(Y,Z).

Tal funtor F es llamado usualmente funtor covariante.
Si para el funtor F ∶ A → C se tiene que:

Asigna a cada objeto X ∈ ob(A) un objeto F [X] ∈ ob(C).
Asigna a cadamorfismo f ∈ A(X,Y) unmorfismo F [f] ∈ C(F [Y], F [X]) y satisface las siguien-
tes condiciones:

i. F [1X] = 1F [X], para todo X ∈ ob(A).
ii. F [g ◦A f] = F [f] ◦C F [g], para toda f ∈ A(X,Y) y toda g ∈ A(Y,Z).

Entonces F es llamado un funtor contravariante.

2.1.3. CategoríaMonoidal

Una categoría monoidal (C,□, I, α, λ, ρ) está formada por:

Una categoría C.

Un bifuntor□ ∶ C × C → C.

Un objeto I ∈ ob(C) llamado objeto identidad o unidad.
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Tres isomorfismos naturales:
i. αA,B,C ∶ (A □ B) □ C ≃ A □ (B □ C) llamado asociador.
ii. λA ∶ I □ A ≃ A llamado unifuntor izquierdo.
iii. ρA ∶ A □ I ≃ A llamado unifuntor derecho.

Estos isomorfismosnaturales deben tener condiciones de coherencia, estonosdicequeparaA,B,C,D, I ∈
ob(C)los siguientes diagramas son conmutativos:

((A □ B) □ C) □D (A □ (B □ C)) □D A □ ((B □ C) □D)

(A □ B) □ (C □D) A □ (B □ (C □D))

αA,B,C □ 1 αA,B□C,D

αA□B,C,D 1 □ αB,C,D

αA,B,C□D

(A □ I) □ B A □ (I □ B)
A □ B

αA,I,B

ρA □ 1 1 □ λB

Un monoide (M, η, e) en una categoría monoidal (C,□, I, α, λ, ρ) es un objeto M de C junto con dos
morfismos:

i.M □M
η
−→ M llamado producto y que es asociativo.

ii. I e
−→ M llamado unidad.

Y son tales que los siguientes diagramas conmutan:

(M □M) □M M □ (M □M)
M □M

α

η □ 1 1 □ η

M □M

M
η η

M □M

M

I □MM □ I 1 □ e e □ 1

ηρ λ
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Ejemplo 2. Veamos algunos ejemplos de monoides:

Unmonoide en la categoría monoidal de conjuntos (Set,×, {∗}) es un monoide (en el contexto de la
teoría de grupos).

Para un cuerpo k, un monoide en la categoría monoidal de k- espacios vectoriales (Vectk,⊗, k) es un
algebra asociativa unital o con unidad.

Un monoide en la categoría monoidal de endofuntores (EndoFunctC,◦, IdC) es llamada una mo-
nada.

2.2. Especies combinatorias

Informalmente una Especie de Estructura Combinatoria o simplemente una Especie Combinatoria es
una clase de estructura finita etiquetada que es cerrada para re etiquetamientos.
Por ejemplo, un grafo G = (V, E) está formado por un conjunto de etiquetas V para sus vértices, y
un conjunto de pares no ordenados de vértices E llamados aristas que definen la estructura sobre V. Si
cambiamos las etiquetas, es decir si definimos una biyección f entre V y otro conjunto finito W, G es
automaticamente transformado por f en un nuevo grafo cuyas etiquetas están enW y cuyas aristas son
transformadas por la asignación {a, b} → {f(a), f(b)}, para {a, b} en E .
Agrupemos ahora todos los grafos que comparten el mismo conjunto de etiquetasV en un conjunto que
denotaremos por G[V ]. Este es un conjunto finito, ademas toda biyección f ∶ V → W induce otra que
denotamos por G[ f ] ∶ G[V ] → G[W ] y que transporta a través de f cada grafo de G[V ] en un grafo
de G[W ] como se ve en la figura 2.1.

Figura 2.1: Re etiquetamiento de un grafo a través de la biyección f. Imagen tomada de [13].

Formalmente una especie combinatoria es un funtor covariante F ∶ B → Set.
Sean V,W ∈ ob(B) y σ ∈ B(V,W). Un elemento s ∈ F [V ] es llamado una F-estructura sobre V. La
función F [σ] se llama tranasporte de F alrededor de σ.
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A cada especie F se le puede asociar una serie de potencias formal llamada serie generatriz y que está rela-
cionada con el conteo de las F-estructuras.

La serie generatriz (exponencial) de una especie F es de la forma

F(x) = ∞

∑
n=0

fn
xn

n!

Donde fn = ∣F([n])∣ es el número de F- estructuras sobre el conjunto [n] = {1, 2, ..., n}.
Ejemplo 3. Consideremos la especie L de órdenes lineales, sabemos que el número de órdenes lineales sobre
un conjunto de n elementos está dado por n!, de allí que ln = ∣L([n])∣ = n! y por lo tanto la seríe generatriz
de esta especie está dada por

L(x) = ∞

∑
n=0

ln
xn

n! =
∞

∑
n=0

n!
xn

n! =
∞

∑
n=0

xn = 1

1 − x .

En general, para una especieFusamos la notación ∣F[n]∣para referirnos al número deF-estructuras sobre[n] en lugar de ∣F([n])∣,esto para hacer la escritura un poco mas ligera.

Ejemplo 4. Sea P la especie de partes de un conjunto, esta especie a cada conjunto V le asigna el conjunto
partes (o conjunto potencia) de V.
Como pn = ∣P[n]∣ = 2

n, se tiene que la serie generatriz deP es entonces:

P(x) = ∞

∑
n=0

pn
xn

n! =
∞

∑
n=0

2
n xn

n! =
∞

∑
n=0

(2x)n
n! = e2x.

2.2.1. Operaciones entre especies combinatorias

Definiremos una serie de operaciones en las categorías de especies y especies positivas.
Sean F yG dos especies de estructuras. La suma F+G de F yG es la especie definida de la siguiente forma:
Una (F + G)-estructura sobre un conjuntoV es una F-estructura ó unaG-estructura sobreV. Es decir(F + G)[V] = F [V] + G [V]
Donde F [V] + G [V] indica la unión disjunta de los conjuntos F [V] y G[V].

Figura 2.2: Representación de una (F + G)-estructura. Imagen tomada de [1].
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La especie producto F ⋅ G o simplemente denotada FG se define como:

(FG)[V] = ∑(V1,V2)
V1 ⨆V2=V

F [V1] × G [V2].

Figura 2.3: Representación de una (FG)-estructura. Imagen tomada de [1].

Si G es tal que G[∅] = ∅, la especie F ◦ G también denotada F [G] es llamada la composición de G en
F y está definida por (F ◦ G)[V] = ∑

π∈Par(V) F [π] ×∏
p∈π

G [p], (2.1)

en donde la suma recorre el conjunto de todas las particiones deV.

Figura 2.4: Representación de una (F ◦ G)-estructura. Imagen tomada de [1].

La especie F ′ es llamada la derivada de F y está dada por:

F ′ [V] = F [V +],
dondeV + = V + {∗} y ∗ es un elemento elegido fuera deV.
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Figura 2.5: Representación de una F ′-estructura. Imagen tomada de [1].

Las operaciones entre especies combinatorias son analogos combinatorios de las operaciones entre sus
funciones generatrices suma, producto, sustitución (composición), y diferenciación [1]. Esto se resume
en el siguiente lema.

Lema 2. Si F y G son especies combinatorias con series generatrices F (x) y G (x) respectivamente, entonces
las especies F + G, FG, F ◦ G, F ′ tienen series generatrices asociadas dadas por :

a. (F + G)(x) = F (x) + G (x)
b. (FG)(x) = F (x)G(x)
c. (F ◦ G)(x) = F (G(x))
d. F ′(x) = d

dxF(x)
El lema anterior dice que las especies F + G, FG, F ◦ G, F ′ están definidas de tal forma que la enumera-
ción de sus estructuras depende solamente de la enumeración de las F- estructuras y G-estructuras de la
siguiente forma:

El número de (F + G)-estructuras sobre un conjunto de n elementos es:∣(F + G)[n]∣ = ∣F [n]∣ + ∣G [n]∣.
El número de (FG)-estructuras sobre un conjunto de n elementos es:

∣(FG)[n]∣ = ∑
i+j=n

n!
i!j!∣F [i]∣∣G [j]∣.

El número de (F ◦ G)-estructuras sobre un conjunto de n elementos es:

∣(F ◦ G)[n]∣ = n

∑
j=0

∑
n1+...+nj=n

ni>0

1

j!( n
n1, . . . , nj)∣F [j]∣ j

∏
i=1

∣G [ni]∣.
El número de F ′-estructuras sobre un conjunto de n elementos es:∣F ′ [n]∣ = ∣F [n + 1]∣.
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Ejemplo 5. Consideremos la especie End de endofunciones definida como End[V] = {ψ∣ψ ∶ V → V}, la
especie S de permutaciones o endofunciones biyectivas y la especie A de árboles con raíz.
Sea ψ ∈ End[10] dada por

ψ = ( 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
8 2 8 6 4 4 1 7 1 6

) .
9 1 8

7

3

2 5

4 6 10

A1 A2

A3 A4

A5 A6

Figura 2.6: Composición de especies combinatorias.

La imagen 2.6 muestra que la endofunción ψ puede verse como una permutación de los árboles con raíz
A1,A2,A3,A4,A5,A6, este hecho en general esta diciendo que que toda End-estructura se puede ver
como una S ◦ A- estructura, o en términos de operaciones de especies combinatorias que End = S ◦ A.
Diremosqueuna especieF+ es positiva siF+[∅] = ∅, es decir,si no asigna ninguna estructura al conjunto
vacío. La serie generatriz asociada a una especie positiva F+ es de la forma

F+(x) = ∞

∑
n=1

∣F+[n]∣xnn! .
Una especieG se dice una subespecie de F (G ⊆ F) si satisface las siguientes condiciones:

ParaV ∈ ob(B) se tiene queG [V] ⊆ F [V].
Para σ ∈ B(V,W) se tiene queG [σ] = F [σ]∣G [V].[1]

2.3. Operads

Si nos centramos en las especies combinatorias que bajo alguna operación son cerradas, llegamos al con-
cepto demonoide dentro de cierta categoríamonoidal. En particular cuando esta categoriamonoidal está
asociada a la composición de especies obtenemos el concepto de operad.
Consideremos la categoría monoidal de las Especies Positivas (Sp+,◦,X, α, λ, ρ) con la composición co-
mo operación asociativa y que tiene como identidad a la especie X definida por

X [V] = { {V } si ∣V ∣ = 1,
∅ en caso contrario.

12



Definición 1. Formalmente un operad (O, η, e) es un monoide en esta categoría. Esto significa que:

1. El morfismoO ◦O
η
−→ O es un producto asociativo.

2. El morfismo X e
−→ O es la identidad operadica.

Y que los siguientes diagramas son conmutativos:

(O ◦O) ◦O O ◦O O

O ◦ (O ◦O) O ◦O

η ◦ 1 η

α
1 ◦ η

η

O ◦ X O ◦O X ◦O

O

1 ◦ e e ◦ 1

ρ λη

Aquí 1 ∶ O → O es el morfismo identidad deO. [11]

2.3.1. Operads algebraicos y operads conjuntistas

Un operad algebraico es un objeto que modela las operaciones que definen cierto tipo de álgebras. Por
ejemplo, existe el operadAsque codifica las álgebras asociativas, el operadCompara álgebras conmutativas
y el operadLie para álgebras de Lie [16].
Sea k un cuerpo (de característica cero). Denotamos por Vectk a la categoría de k-espacios vectoriales de
dimensión finita y transformaciones lineales.
Una especie Vectorial o Lineal es un funtor covariante B R

−→ Vectk. Las especies vectoriales junto con las
transformaciones naturales entre ellas forman una categoría (monoidal).
Las operaciones que definimos entre especies conjuntistas tienen su definicion analoga para especies vec-
toriales, en ese caso se debe cambiar el producto cartesiano × por el producto tensorial ⨂ y la union
disjunta⨆ por la suma directa⨁.
Formalmenteun operadalgebraico (O, η, e) es unmonoide en la categoríamonoidal de especies vectoriales
positivas con respecto a la composición, esto significa que los morfismos η ∶ O ◦O → O y e ∶ X → O
satisfacen los diagramas conmutativos de la definición 1.
Un operad conjuntista (set operad) o simplemente un operad como se definió antes es unmonoide (O, η, e)
en la categoría monoidal de especies positivas Sp+.

Observación. Sea F una especie combinatoria, como consecuencia de su definición se tiene que para un
cojunto finito V ∈ ob(B) el grupo simétrico de permutaciones de V, SV actúa en F [V] esto implica dos
cosas. Por un lado se tiene una clase de acciones de los grupos simétricos SV × F [V] → F [V]. Por otro lado,
como cualquier biyección f ∶ V → WconW ∈ ob(B) conecta los gruposSV ySW, una permutación σ ∈ SV
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se transporta por conjugación con f a una única permutación τ ∈ SW que está dada por τ = f ◦ σ ◦ f−1,
tenemos por tanto que la acciones de dos conjuntos de igual cardinal se conectan por la especie F:

F [σ] = F [f ]−1 ◦ F [τ] ◦ F [f ].
Lo que se obtiene es una sucesión de acciones de los grupos simétricos Sn:

Sn × F [n] → F [n].
Esta sucesión de acciones es llamada un S-conjunto.
Utilizando este concepto deS-conjunto no es dificilmostrar que un operad conjuntista es equivalente a unmo-
noide en la categoríamonoidal de S-conjuntos (que denotaremos S-set) con composición definida demanera
análoga a la ecuación (2.1).

Siguiendo esta linea podemos también definir un operad algebraico en términos de S-módulos. Un S-
módulo sobreuncuerpok es una sucesiónM = (M(0),M(1), ...M(n), ...)dek[Sn]−módulosM(n).
Un S-móduloM se dice finito siM(n) es un espacio vectorial de dimensión finita para todo n, en donde
n es llamada la aridad de un elemento μ ∈ M(n). Podemos ver a un operad algebraico comounmonoide
en la categoría monoidal de S-módulos, denotada por S-mod.
SiO es un operad conjuntista (set operad) entonces el k-modulo libre Ô(n) ∶= k[O(n)] es un operad
algebraico.
Un operadO es llamado conexo si es conexo como especie, esto significa que asigna solo una estructura a
los singletons, es decir ∣O[1]∣ = 1.
SiR es una subespecie de un operadO. Decimos queR es un ideal operadico si la imagen deO ◦R y la
imagen deR ◦O por η están contenidas enR.
Sea G una especie conexa, y sea G2+ = ∑k≥2 Gk la especie de G-estructuras excluyendo al singleton G1.
Teniendo en cuenta que G1 es isomorfo a X, G puede escribirse como

G = G1 + G2+ = X + G2+ .

El operad libre conexo generado por G es la especie linealFG que satisface

FG = X + G2+ ◦ FG.

La construcción del operad libre sobre V es dada por árboles cuyos vértices están indexados por los ele-
mentos de V. El operad libre está equipado con una graduación que corresponde al número de vértices
de los árboles

FG =
∞

∑
k=0

FG
(k)
.

FG
(k) es la especie de árboles decorados con estructuras en G que tienen k vértices internos.

Sea G una especie conexa. Una relación cuadráticaR enFG es un ideal operadico que está generado por
una subespecieR deFG

(2)(árboles con dos vértices).
Un operad de la forma O = FG/R es llamado cuadrático si R = ⟨R⟩ es una relación cuadrática (de
grado dos). El operadO es llamado binario si la especie de generadores es de cardinal 2, o seaG = G2 [13].
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2.3.2. Operads no simétricos

Un orden lineal (total) (no estricto) en un conjunto ℓX es una relación≤ enX×X que es reflexiva, antisi-
métrica, transitiva, y que para cualquier par x, y ∈ ℓX se tiene que x ≤ y o y ≤ x (todos sus elementos son
comparables). Si f ∶ ℓX → ℓY es una función entre dos órdenes lineales ℓX y ℓY, decimos que f esmonótona
o preservante de orden si para todo x ≤ y en ℓX se tiene que f(x) ≤ f(y) en ℓY. Si adicionalmente f es
biyectiva decimos que f es un isomorfismo de órdenes lineales. Denotemos porL a la categoría de órdenes
lineales finitos cuyos morfismos son isomorfismos de órdenes lineales. Es decir ob(L) son órdenes linea-
les ℓX en donde X es un conjunto finito, yL(ℓX, ℓY) esta formado por la única biyección que preserva los
órdenes totales ℓX y ℓY si ∣X∣ = ∣Y∣, o es vacío en el caso de que ∣X∣ /= ∣Y∣.
Una especie no simétrica o una L-especie es un funtor covarianteR ∶ L → Set.

Observación. Nótese que en B para X,Y ∈ ob(B) tales que ∣X∣ = ∣Y∣ = n se tiene que ∣B(X,Y)∣ = n!,
mientras que en L, para ℓX, ℓY ∈ ob(L) tales que ∣X∣ = ∣Y∣ tenemos ∣L(X,Y)∣ = 1. Esto refleja el hecho
de que en la categoríaL no haya una acción de S∣X∣ sobre R[ℓX] cuando R es una especie no simétrica.

A unaL-especieR podemos asociar dos clases de funciones generatrices:

La función generatriz exponencial:

R(x) = ∞

∑
n=0

∣R[n]∣xnn! .
Y la función generatriz ordinaria:

R̃(x) = ∞

∑
n=0

∣R[n]∣xn.
Definimos dentro de la categoría de L-especies no simétricas la sustitución ordinal F♢G de G en F, tam-
bién denotada F⟨G⟩, y está definida por

(F♢G)[ℓX] = ∑
ℓ1+⋅⋅⋅+ℓk=ℓX

F[ℓk] × k

∏
i=1

G[ℓi], (2.2)

en donde la suma recorre el conjunto de todas las descomposiciones ℓ1⊕⋅ ⋅ ⋅⊕ ℓk = ℓX de ℓX como suma
ordinal de órdenes lineales, y ℓk es el orden lineal inducido en las partes de la descomposición.
Un operadno simétricoO es unmonoide en la categoría deL-especies positivas con la composiciónordinal
como operación. Formalmente podemos decir que un operad no simétrico es una L-especie positivaO
junto con morfismos η ∶ O♢O → O y e ∶ X → O que satifacen las propiedades de asociatividad e
identidad de la misma forma que ocurre en la Definición 1.

Observación. Si en esta definición cambiamos la definición de composición ordinal en L-especies positivas
por una noción de composición similar a la de la ecuación (2.1), conocida como shuffle, obtenemos otra clase
de operads llamados operads shuffle.
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2.4. Método de reescritura para determinar la propiedad de Koszul

Un árbol T es un grafo orientado conexo sin ciclos. Sean T1 y T2 dos árboles (vistos como espacios topo-
lógicos de dimensión 1). Un morfismo de T1 a T2 es una función sobreyectiva y continua f ∶ T1 → T2

con las siguientes propiedades:

f envía cada vértice de T1 a un vértice de T2 y cada arista de T1 a una arista o vértice de T2.

f es monótona (preserva orientación).

La imagen inversa de un punto de T2 bajo f es un subárbol conexo en T1.

Bajo estas condiciones tenemos entonces una categoría formada por árboles y que denotaremosTrees [5].

2.4.1. Dualidad de Koszul y operads de Koszul

La teoría de la dualidad de Koszul, llamada así en honor al matemático Jean-Louis Koszul en principio
fue desarrollada para álgebras asociativas, pero luego fue extendida a operads binarios cuadráticos por
Ginzburg y Kapranov en [5].
Para un operad cuadrático O hay asociado otro operad cuadrático, llamado el operad dual y denotado
porO!. Uno de los principales resultados de la teoría de la dualidad de Koszul para operads es mostrar la
existencia de un diferencial sobre el operad (O!)∗ ◦O = O¡ ◦O, lo cual da lugar al complejo de Koszul(O¡ ◦O, ∂).
En lo que sigue definiremos lo que es el complejo de Koszul asociado a un operad cuadrático.
AunS-móduloV se le puede asociar otroS-módulo llamado eldualdeCzechdeV ydenotadoporV∨, por
la fórmulaV∨(n) = V(n)∗ ⊗ sgnSn , dondeV

∗ es el espacio lineal dual deV, y sgnSn es la representación
signo de Sn.
SeaO = F(V)/R un operad cuadrático. Su operad dual de Koszul es el operad cuadrático generado por
el S-móduloV∨ y las relacionesR⊥ generadas por las relaciones ortogonales a los generadores deR. Este
operad se denota porO! = F(V∨)/⟨R⊥⟩.
Un cooperad es un operad en la categoría opuesta S-modop, formalmente es una tripla (C,Δ, ε) donde C
es un S-módulo, Δ ∶ C → C ◦ C es un morfismo coasociativo y ε ∶ C → I es una counidad [16].
SeaO = F(V)/R un operad cuadrático generado por un S-móduloV de dimensión finita. El cooperad
dual de Koszul deO está definido por el dual de Czech deO! y se denota porO¡ = (O!)∨ [16].
A un operad cuadráticoO podemos asociar el siguiente morfismo sobre el S-móduloO¡ ◦O:

∂ ∶ O¡ ◦O Δ′

−→ O¡ ◦O! ◦O
1O¡◦(I+β)◦1O
−−−−−−−−−→ O¡ ◦O ◦O

1O¡◦η
−−−→ O¡ ◦O,

donde Δ′ es la proyección del coproducto Δ = ηO!∨ del cooperadO¡ sobre el S-móduloO! ◦O! con solo
un elemento deO! en la derecha y β es la siguiente composición:

β ∶ O¡ = (F(V∨)/⟨R⊥⟩)∨ ↠ (V∨)∨ ≃ V ↪ O = F(V)/R.

En conclusión diremos que un operad cuadrático O es Koszul [11] si su complejo de Koszul asociado(O¡ ◦O, ∂) es acíclico. Esto significa que su homología es el funtor identidad.
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Se puede ver que siO es Koszul, entonces también lo esO!, en este caso las series generatrices respectivas
satisfacen la ecuación funcional

FO!(−FO(−x)) = x.
Existen varios operads de típo Koszul tales comoAs, Com,Dend yLie, algunos de estos los estudiaremos
en detalle en las proximas secciones.

Ejemplo 6. Los operads asociados a álgebras asociativas, álgebras conmutativas y álgebras de Lie denotados
porAs, Com yLie respectivamente son Koszul, mas aún se tiene que:

As! ≅ As.

Com! ≅ Lie.

Lie! ≅ Com.

Es bien conocida la teoría de homología para estos operads. En el caso de As se trata de la homología de
Hochschild para álgebras asociativas, en Com es la homología de Harrison para álgebras conmutativas y
para el operad Lie es la homología de Chevalley - Eilenberg para álgebras de Lie.
Además de las técnicas homológicas hay otras maneras de concluir que un operad es de Koszul. En las
siguientes secciones mostraremos algunos métodos y técnicas tanto combinatorias como algebráicas para
probar laKoszulidad de un operad.

2.4.2. OrdenMonomial

En esta sección se extiende el concepto de ordenmonomial descrito en [2] al caso de árboles monomiales
no simétricos. Tambien mostramos como asociar a un árbol monomial una sucesión de palabras en un
alfabeto χ.
Una colección de órdenes totales Ξn de Trees(n) (árboles de aridad n) con n ≥ 0, se dice un orden mono-
mial si se satisfacen las siguientes condiciones:

Cada Ξn es un buen orden.

Cada composición no simétrica, es una función estrictamente creciente en sus argumentos; esto
es: Si T0,T0

′ ∈ Trees(r), T1,T1
′ ∈ Trees(n1), . . . , Tr,Tr

′ ∈ Trees(nr), entonces
• T0 ◦ (T1, . . . ,Tr) < T0

′ ◦ (T1, . . . ,Tr), si T0 < T0
′
.

• T0 ◦ (T1, . . . ,Ti, . . . ,Tr) < T0 ◦ (T1, . . . ,Ti
′
, . . . ,Tr), si Ti < Ti

′
.

Para un árbol monomial T, las etiquetas de los vértices internos de cada camino desde la raíz hasta cada
punto final (hoja) forman una palabra en el alfabeto χ que tiene un ordenmonomial. La sucesión de estas
palabras es llamada la sucesión de caminos del árbol monomial T.

Ejemplo 7. Consideremos los siguientes árboles monomiales

1

2 ,

b

b ,

c

b

d
.
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Las sucesiones de caminos son (12, 12, 1), (b, bb, bb), (cb, cbd, cbd, c). respectivamente.

Observemos que un árbol monomial T está unicamente determinado por su sucesión de caminos, esto
significa que si dos sucesiones de caminos son iguales, entonces los árboles de los cuáles provienen dichas
sucesiones son iguales.
SupongamosqueΞ es unordenmonomial. La extensiónde caminodeΞ es el orden lexicográfico graduado
o deglex en las sucesiones de caminos derivadas de Ξ, es decir:

Si para T1 y T2 árboles monomiales, el número de puntos finales de T1 es menor que el de T2,
entonces se tiene que T1 < T2.

Si T1 y T2 tienen el mismo número de puntos finales, se comparan las sucesiones de caminos de
cada árbol, palabra por palabra, usando el orden Ξ.

Ejemplo 8. Los siguientes árboles han sido ordenados después de observar el orden entre sus sucesiones de
caminos:

b

b

b

<

b

b

b

<

b

bb

(b, b2, b3, b3) < (b, b3, b3, b2) < (b2, b2, b2, b2).
2.4.3. Método de reescritura

El método de reescritura para operads no simétricos es una extensión del método de reescritura para ál-
gebras asociativas desarrollado en [11], llevado a operads cuadráticos no simétricos. Consiste en un al-
goritmo que usa las relaciones que definen al operad como si fueran reglas de reescritura, este algoritmo
permite concluir si un operad no simétrico es de Koszul.
SeaO(G,R) un operad cuadrático y no simétrico, en donde el espacio G de generadores es homogéneo
de gradom yR es el espacio de relaciones deO.

Paso 1. Consideremos una base ordenada para el espacio de operaciones G dada por: {μ1, μ2, ..., μk}. El
orden μ1 < μ2 < ... < μk será importante en el desarrollo de este método.

Paso 2. Las operaciones que generan el nivel 2 del operad libre no simétrico son de la forma μi ◦a μj, con
a = 1, 2, . . . ,m. Impondremos un orden total en este conjunto de la siguiente forma:

μi ◦a μj < μi ◦b μj, para todo i, j y a > b,

μi ◦a μj < μk ◦a μl, siempre que i < k, para todo a = 1, . . . ,m, y para todo j, l,

μi ◦a μj < μi ◦a μl, siempre que j < l para todo a = 1, . . . ,m.
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Esta estrategia define un orden total en el conjunto {μi◦a μj ∣ i, j = 1, . . . , k , a = 1, . . . ,m}. Las
relaciones del operadO que están determinadas por el espacio R pueden ser escritas en términos
de los elementos de la base como:

r = λμi ◦a μj −∑ λk,b,lμk ◦b μl,

con λ, λk,b,l ∈ K, λ ≠ 0, y en donde μi ◦a μj > μk ◦b μl para todo (k, b, l) tal que λk,b,l ≠ 0.

El término μi ◦a μj se conoce como el término líder del polinomio r. Dividiendo por λ podemos
suponer que λ = 1. Si los términos líderes del conjunto de polinomios que generan R son todos
distintos se dice que esta es la forma normalizada de la presentación.

Paso 3. Observemos que cada polinomio r de este tipo da lugar a una regla de reescritura en el operadO,
así:

μi ◦a μj ↦ ∑ λk,b,lμk ◦b μl.

Un monomio crítico es un árbol con tres vertices internos en el cuál sus dos subárboles de dos
vértices internos son términos líderes.

Paso 4. Hay al menos dos formas de reescribir un monomio crítico hasta que no se pueda aplicar ninguna
regla de reescritura. Si todas estas formas llevan al mismo elemento, entonces se dice que el mono-
mio crítico es confluente.

El siguiente teorema, cuya demostración puede consultarse en [11] es una herramienta poderosa para
probar laKoszulidad de un operad no simétrico.

Teorema 3 (cf. [11]). Sea O(G,R) un operad cuadrático no simétrico. Si su espacio de generadores G
admite una base ordenada para la cuál existe un orden sobre los árboles planares de tal forma que todo
monomio crítico es confluente, entonces el operad no simétricoO es de Koszul.

En este caso el operad no simétricoO admite una base formada por árboles planares libres de monomios
líderes. Esta base se conoce como base PBW (Poincare-Birkhoff-Witt).

Ejemplo 9. Unálgebraasociativa sobre un cuerpok es un espacio vectorialA junto conuna operaciónbinaria
A⊗A

μ
−→ A dada por μ(a⊗ b) = ab que satisface la relación (ab)c = a(bc).

El operad no simétricoAs que es generado por la operación binaria codifica las álgebras asociativas ha-
ciendo la identificación:

μ

⋅ ⋅
≡μ(⋅ ⊗ ⋅).

As satisface entonces la relación:

= ⋅
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El término líder es

y tenemos solo el monomio crítico

.
Aplicando el método de reescritura se genera el siguiente grafo confluente

Así, por el teorema 3 concluimos queAs es un operad de Koszul.

Definición 2. Dado un operad conexoQ, en virtud de la ecuación 2.1 sean (qπ, (ap)p∈π) y (q′π, (ap)p∈π)
que pertenecen a (Q ◦Q)[n], con qπ, q′π ∈ Q[π] y ap ∈ Q[P],∀p ∈ π.
Si η(qπ, (ap)p∈π) = η(q′π, (ap)p∈π) implica que qπ = q′π entonces el operadQ se dice cancelativo o básico.
Una técnica muy usada para probar la propiedad de Koszul de un operad cancelativo es la que involucra
el estudio de posets y la función deMöbius.
Observación. Asociado a un operad cancelativoQ existe una familia de posets PQ[n] cuya función gene-
ratriz deMöbius

Möb[PQ](x) = ∑
n≥1

∣PQ[n]∣μ xnn!
es la inversa composiciónal deQ(x), donde ∣PQ[n]∣ es el cardinal deMöbius definido en [13].
Vallete en [16]muestra la relación existente entre la estructura de los posets PQ[n] y la propiedad de Koszul
del operad cancelativoQ. CuandoQ es un operad de Koszul, los cardinales de Möbius de los posets PQ[n]
son (salvo signos) las dimensiones del operad dual de KoszulQ!.
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3
Operads estudiados

En este capítulo describiremos algunas características y propiedades de ciertos operad no simétricos. En
particular nos centraremos en As que codifica álgebras asociativas, Dias para las álgebras diasociativas
y T rias para las álgebras triasociativas. Además introduciremos un nuevo operad no simétrico que de-
nominaremos T etraas que modela un típo de álgebras llamadas álgebras tetra-asociativas y que extiende
simultáneamente a los operadsAs,Dias y T rias.

3.1. As −As

Como vimos en el Ejemplo 9, el operad no simétricoAs que modela álgebras asociativas es de Koszul. Si
A es un álgebra asociativa la operación μ ∶ A⊗A → A satisface la relación μ ◦ (μ⊗ 1A) = μ ◦ (1A⊗ μ),
en donde 1A ∶ A → A es la función identidad. En esta relación las variables están en el mismo orden, esto
nos indica queAs es un operad no simétrico.
Si denotamos por μn a la operación n-aria μn(a1, . . . , an) = a1 . . . an, el espacio de operaciones n-
arias As(n) es de dimensión 1 y está generado por μn. Se tiene entonces que As = ⟨μn⟩, de allí que
dim(As(n)) = 1 y por tanto la serie generatriz ordinaria del operad no simétricoAs es:

FAs(x) = x
1 − x .

En [11] Loday muestra queAs! ≅ As.

Teorema 4. El operad no simétricoAs es conjuntista y cancelativo.

Demostración. La demostración se puede consultar en [16].

3.2. Dias −Dend

Una diálgebra asociativa (álgebra diasociativa) es una estructura algebraica que es asociativa con respecto
a dos operaciones que denotaremos⊣ y⊢, las diálgebras se estudian en detalle en [9].
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Formalmenteunadiálgebra sobreuncuerpok es unk-espacio vectorialD junto condos funciones lineales

⊣,⊢∶ D⊗D → D,

tal que para todo a, b, c ∈ D se satisfacen las siguientes relaciones:

1. (a ⊣ b) ⊣ c = a ⊣ (b ⊣ c)
2. (a ⊣ b) ⊣ c = a ⊣ (b ⊢ c)
3. (a ⊢ b) ⊣ c = a ⊢ (b ⊣ c)

4. (a ⊣ b) ⊢ c = a ⊢ (b ⊢ c)
5. (a ⊢ b) ⊢ c = a ⊢ (b ⊢ c).

Notemos que si (D, ⋅) es un álgebra asociativa, y definimos para todo a, b ∈ D a ⊣ b ∶= a ⋅ b y
a ⊢ b ∶= a ⋅ b, entonces (D,⊣,⊢) es una diágebra. Se revela entonces la existencia de un funtor de la
categoría de álgebras asociativas en la categoría de diálgebras:

As −mod → Dias −mod.

Por otro lado a partir de una diálgebra (D,⊣,⊢) se tiene que (D,⊣) y (D,⊢) son álgebras asociativas,
lo que implica que hay dos funtores de olvido que van de la categoría de diálgebras en la categoría de
álgebras asociativas:

Dias −mod → As −mod(D,⊣,⊢) ↦ (D,⊣)(D,⊣,⊢) ↦ (D,⊢).
Para simplificar la notación, denotaremos⊣= ◦1 como la operación 1 y⊢= ◦2 como la operación 2.

Se define entonces el operad no simétrico Dias como el generado por las operaciones binarias
1

y
2

,
sujeto a las 5 relaciones anteriores. Este operad modela la categoría de diálgebras.
En términos de árboles binarios se tienen entonces las siguientes relaciones:

1.
= ,

1

1

1

1

2.
= ,

1

1

1

2

3.
= ,

1

2

2

1

4.
= ,

2

1

2

2

5.
= ⋅

2

2

2

2

3.2.1. Interpretación alternativa de las relaciones en Dias

Podemos darle una interpretación alternativa a las relaciones en el operadDias. Si pensamos que las eti-
quetas de los vértices de cada uno de estos árboles transportan energía con la siguiente regla: Iniciando en
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la raíz del árbol la energía va bajando siguiendo la ruta indicada por la operación que está en cada vértice,
⊣ ≡ 1 hacia el primer hijo (izquierda) y⊢ ≡ 2 hacia el segundo hijo (derecha) hasta llegar finalmente a
un término xi.
Dado un monomio x1x2 . . . xi . . . xk, definimos el término punteado xi como aquel en donde finaliza la
energía descrita por el algortimo anterior. De esta manera un monomio en Dias puede verse como un
monomio no conmutativo en donde una de sus variables aparece marcada: x1x2 . . . xi . . . xk.

Ejemplo 10. Consideremos el árbol

2

1 1

2x1 x2

x3 x4

x5

.

Siguiendo la idea anterior, la energía se origina en la raíz y va bajando hasta llegar al término punteado
x4. Podemos identificar entonces a este árbol con el monomio x1x2x3x4x5.

Si aplicamos esta regla de “energía” a los árboles que definen las 5 relaciones deDias podemos ver que se
generan 3 clases de equivalencia haciendo la identificación en cada caso con monomios que tienen una
variable marcada, así:

1. {
1

1

x y
z

,

1

2x
y z ,

1

1x
y z } ≡ xyz

2. {
1

2

x y
z

,

2

1x
y z } ≡ xyz

3. {
2

1

x y
z

,

2

2x
y z ,

2

2

x y
z } ≡ xyz

Por lo tanto tenemos que Dias(3) = ⟨xyz, xyz, xyz⟩ y dim(Dias(3)) = 3, en general se tiene que
dim(Dias(n)) = n.

Teorema 5 (Loday [9]). Sea D una diálgebra y sean x1, . . . , xn ∈ D, entonces:

1. Toda parentización de

x1 ◦2 ⋅ ⋅ ⋅ ◦2 xi−1 ◦2 xi ◦1 xi+1 ◦1 ⋅ ⋅ ⋅ ◦1 xn, con ◦1 ≡ 1 y ◦2 ≡ 2
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da como resultado el mismo elemento en D que denotamos

x1 . . . xi . . . xn,

un monomio no conmutativo con la variable xi marcada.

2. Sea m = xj1 . . . xjk un monomio en D. Si xji es su término punteado, entonces se tiene que :

m = xj1 . . . xji . . . xjk .

3. En D se tienen las siguientes fórmulas:(x1 . . . xi . . . xk) ◦1 (xk+1 . . . xj . . . xn) = x1 . . . xi . . . xkxk+1 . . . xj . . . xn.(x1 . . . xi . . . xk) ◦2 (xk+1 . . . xj . . . xn) = x1 . . . xi . . . xkxk+1 . . . xj . . . xn.

Este teoremamuestra de forma explicita como hacer cálculos en una diálgebraD, su demostración puede
consultarse en [9].

Ejemplo 11. Sea D una diálgebra y sean x1, x2, x3, x4, x5, x6 ∈ D, entonces usando el teorema anterior
tenemos: (x1 ◦1 (x2 ◦1 x3)) ◦2 ((x4 ◦2 x5) ◦1 x6) = (x1x2x3) ◦2 (x4x5x6) = x1x2x3x4x5x6.

3.2.2. Dend

Una diálgebra dendriforme E sobre k es un k-espacio vectorial junto con dos operaciones binarias

≺,≻∶ E⊗ E → E,

y que para a, b, c ∈ E satisface:

1. (a ≺ b) ≺ c = a ≺ (b ≺ c) + a ≺ (b ≻ c)
2. (a ≻ b) ≺ c = a ≻ (b ≺ c)
3. (a ≺ b) ≻ c + (a ≻ b) ≻ c = a ≻ (b ≻ c).

El término dendriforme proviene de la palabra árbol en griego que se traduce como dendro, esto pues la
estructura de esta álgebra se puede describir a través de árboles planares. Notemos ademas que las anterio-
res relaciones que definen una diálgebra dendriforme tienen las variables en el mismo orden, esto indica
que el operad asociadoDend es un operad no simétrico.
Recordemos que siO = F(V)/R es un operad cuadrático generado por un S-móduloV y sujeto a la re-
lación cuadráticaR, se define el operad dual deKoszulO! deO como el operad generadopor elS-módulo
dual de CzechV∨ y relaciones cuadráticasR⊥ generadas por elementos ortogonales a los generadores de
R. Para definir el operad dual de Koszul deO debemos entonces estudiar el complemento ortogonal del
espacio generado por las relaciones que lo definen.
En el caso deDias, sabemos que está generado por los 8 árboles binarios
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{
1

1
,

1

2
,

2

1
,

2

2
,

1

1
,

1

2
,

2

1
,

2

2 }
sujeto a las 5 relaciones que lo definen. Para hallar el dual deKoszul deDiasdenotadoporDias! buscamos
el complemento ortogonalR⊥ del espacio de relacionesR el cuál está generado por

{ −

1

1

1

1
,

−

1

1

1

2
,

−

1

2

2

1
,

−

2

1

2

2
,

−

2

2

2

2 }
Con respecto a esta base, la matriz asociada es de tamaño 5 × 8 (5 relaciones y 8 árboles binarios), y está
dada por ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 −1 0 0 0
1 0 0 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Después de escalonarla se obtiene la matriz⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0 0 0 −1
0 0 0 0 1 −1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ahora, podemos hallar las relaciones generadoras deR⊥ buscando una base para el espacio nulo de esta
matriz. Obtenemos así las siguientes relaciones que definen al operad Dias!, que adicionalmente consi-
deran un signo menos (−) que adquieren los árboles derechos gracias a las reglas de signos de Koszul (ver
[11]):

−

1

1

1

1

1

2
− , −

1

2

2

1
, +

2

1

2

2

2

2
− .

Haciendo las identificaciones

≡

1

x y x ≺ y y ≡

2

x y x ≻ y

las 3 relaciones que definenDias! toman la forma(x ≺ y) ≺ z − x ≺ (y ≺ z) − x ≺ (y ≻ z)(x ≻ y) ≺ z − x ≻ (y ≺ z)(x ≺ y) ≻ z + (x ≻ y) ≻ z − x ≻ (y ≻ z)
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y por tanto se tiene queDias! ≅ Dend. Como semostró antes, las relaciones deDias(3) están agrupadas
en 3 clases de equivalencia, por esta razónDend(3) está generado por 3 relaciones.
En cuanto a dimensiones, se ve la relación existente entre el operad Dias y Dend; Dend(3) está gene-
rado por 3 relaciones y dim(Dias(3)) = 3, mientras que Dias(3) está generado por 5 relaciones y
dim(Dend(3)) = 5.

3.2.3. Series generatrices deDias yDend

La serie generatriz de un operad no simétricoO en general es de la forma

FO(x) = ∑
n≥1

fnx
n
,

donde fn = dim(O(n)).
Para el caso particular del operad no simétrico Dias vimos que dim(Dias(n)) = n, por esta razón su
serie generatriz está dada por:

FDias(x) = ∑
n≥1

nxn

= x∑
n≥1

nxn−1

= x
d
dx ∑

n≥0
xn

= x
d
dx ( 1

1 − x)
= x(1 − x)2 .

Basandonos en esta serie hallaremos la serie generatriz del operad no simétricoDend para así identificar
dim(Dend(n)), esto se puede hacer usando el Teorema 6 de la inversión de Lagrange.

Teorema 6 (cf. [4]). [Teorema de inversión de Lagrange].
Sea Φ(u) = ∑k≥0 Φku

k una serie de potencias de C[[u]] con Φ0 ≠ 0. Entonces, la ecuación y = zΦ(y)
admite una única solución enC[[z]] cuyos coeficientes están dados por:

y(z) = ∞

∑
n=1

ynz
n
, donde yn =

1
n[un−1]Φ(u)n.

Este teorema es demostrado en [4].
Como sabemos Dend es el operad dual de Koszul de Dias, luego sus serie generatriz debe satisfacer la
relación

FDias(−FDend(−x)) = x ⇔ FDias(−FDend(x)) = −x

Sea g = FDend(x), entonces
FDias(−g) = −x ⇔

g(1 + g)2 = x ⇔ x(1 + g)2 = g ⇔ xΦ(g) = g
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Donde Φ(g) = (1 + g)2.
Si g(x) = ∑n≥1 gnx

n, gracias al teorema de inversión de Lagrange tenemos:

gn =
1
n[xn−1]Φ(x)n

= 1
n[xn−1](1 + x)2n

= 1
n[xn−1] 2n

∑
k=0

(2nk )xk, haciendo k = n − 1

= 1
n( 2n

n − 1)
= 1

n + 1
(2nn )

= cn.

Este número cn se conoce como el n-ésimo número de Catalan. Concluimos que

FDend(x) = ∑
n≥1

cnx
n

Y por lo tanto dim(Dend(n)) = cn.

3.2.4. Órdenes monomiales en Dias

Como se vió en la Sección 2.4.2 podemos codificar árboles binarios decorados unívocamente por su su-
cesión de caminos, estas sucesiones se deben comparar en cada una de las cinco relaciones que definen el
operadDias para determinar cuales son los árboles líderes. Si fijamos un orden en el cual⊣<⊢, es decir
1 < 2, tenemos para cada relación:

1. Las sucesiones de caminos correspondientes a la primer relación son (11, 11, 1) y (1, 12, 12).
Comparando las longitudes de la primer coordenada de las sucesiones vemos que la longitud de
la palabra 11 es mayor que la de 1, se tiene entonces que (11, 11, 1) > (1, 12, 12) y por tanto el
árbol

1

1

es un término líder.

2. Por elmismoargumentodel caso anterior, para esta relación tenemosque (11, 11, 1) > (1, 11, 11)
pero ya sabíamos que la sucesión (11, 11, 1) genera un término líder; se deben entonces comparar
las sucesiones (1, 12, 12) y (1, 11, 11). La longitud de la primer coordenada de ambas sucesiones
es la misma, debemos entonces comparar la segunda coordenada, en este caso se tiene que 12 > 11
pues se había fijado que 2 > 1 por lo tanto (1, 12, 12) > (1, 11, 11) y así el árbol
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1

2

es un término líder.

3. La longitud de la primer coordenada de las sucesiones de camino de esta relación nos indican que(12, 12, 1) > (2, 21, 21), concluimos entonces que el término líder es el árbol

1

2
.

4. Para esta relación, de nuevo por la longitud de la primer coordenada de las sucesiones de camino
tenemos que (21, 21, 2) > (2, 22, 22), de allí que el árbol

2

1

es un término líder.

5. Finalmente para la última relación tenemos que el término líder es el árbol

2

2
,

esto pues las sucesiones de camino nos indican que (22, 22, 2) > (2, 22, 22).
Todas las posibles composiciones entre estos términos lideres forman los monomios críticos. En total
tenemos 14 monomios críticos que hallamos computacionalmente con el código en Python que será
discutido en el capítulo 4. También chequeamos computacionalmente que todos los grafos (diamantes)
derivados de estosmonomios críticos son confluentes de acuerdo a el Teorema 3, recuperando el siguiente
resultado.

Teorema 7 (Loday [9]). El operad Dias de diálgebras y su dual de Koszul, el operad Dend de álgebras
dendriformes, son operads de Koszul.

Ejemplo 12. Consideremos los siguientes términos líderes:

1

2
y

2

1
.

Al componerlos, obtenemos el monomio crítico:
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1

2
1

.

Aplicando el método de reescritura y usando las relaciones que definen al operadDias vemos que este mono-
mio crítico es confluente como se puede ver en el siguiente grafo:

1

2

1

2

2

1

1

2

1

1

1

1

1

1

1

Este mismo proceso debe hacerse con todos los monomios críticos; que para el caso Dias son en total
14. En la Sección 4 se discute como obtener todos los monomios críticos y como verificar su confluencia
computacionalmente.

Teorema 8. El operad no simétricoDias es conjuntista y cancelativo.

Demostración. La demostración se puede consultar en [16].

Ejemplo 13. Por serDias un operad cancelativo y en virtud de la observación de la definición 2, constru-
yendo el poset asociado es posible verificar su dimensión y la deDend.
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x∣y∣z
xy∣z xy∣z x∣yz x∣yz

xyz xyz xyz

1⃝

-1⃝ -1⃝ -1⃝ -1⃝

2⃝ 1⃝ 2⃝

Figura 3.1: Poset deDias(3)
En el tope del poset hay 3 elementos xyz, xyz, xyz los cuales son los generadores deDias(3) esto nos confirma
que dim(Dias(3)) = 3.
El cardinal deMöbius de este poset o la suma de los valores de la función deMöbius en los topes del poset es
5 = 2 + 1 + 2 lo que nos dice que dim(Dend(3)) = c3 = 5.

3.3. T rias − T ridend

Una triálgebra asociativaA es un espacio vectorial junto con tres operaciones binarias y asociativas

⊣,⊢,⊥ ∶ A⊗A → A,

tal que para todo a, b, c ∈ A se satisfacen las siguientes relaciones:

1. (a ⊣ b) ⊣ c = a ⊣ (b ⊣ c)
2. (a ⊣ b) ⊣ c = a ⊣ (b ⊢ c)
3. (a ⊢ b) ⊣ c = a ⊢ (b ⊣ c)
4. (a ⊣ b) ⊢ c = a ⊢ (b ⊢ c)
5. (a ⊢ b) ⊢ c = a ⊢ (b ⊢ c)
6. (a ⊣ b) ⊣ c = a ⊣ (b⊥c)

7. (a⊥b) ⊣ c = a⊥(b ⊣ c)
8. (a ⊣ b)⊥c = a⊥(b ⊢ c)
9. (a ⊢ b)⊥c = a ⊢ (b⊥c)
10. (a⊥b) ⊢ c = a ⊢ (b ⊢ c)
11. (a⊥b)⊥c = a⊥(b⊥c)

Las triálgebras han sido ampliamente estudiadas porLoday yRonco en [10] y tienenuna estrecha relación
con el complejo simplicial asociado al asociaedro. De forma análoga a como sucede con las diálgebras, si(A, ⋅) es un álgebra asociativa y si para todo a, b ∈ A definimos a ⊣ b = a⊥b = a ⊢ b ∶= a ⋅ b, se tiene
un funtor de la categoría de álgebras asociativas en la categoría de triálgebras:

As −mod → Trias −mod.

También dada una triálgebra (A,⊣,⊢,⊥) en partícular se tiene que (A,⊣,⊢) tiene estructura de
diálgebra y que (A,⊢), (A,⊣), (A,⊥) tienen estructura de álgebras asociativas. Esto nos muestra la
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existencia de un funtor de olvido de la categoría de triálgebras en la categoría de diálgebras y tres funtores
de la categoría de triálgebras en la categoría de álgebras asociativas.
Denotaremos ⊥ = ◦3 como la operación 3. Definimos T rias como el operad no simétrico generado

por los árboles binarios
1

,
2

y
3

sujeto a las relaciones que definen una triálgebra. Estas 11 relaciones
podemos expresarlas en términos de árboles binarios como sigue:

1.
= ,

1

1

1

1

2.
= ,

1

1

1

2

3.
= ,

1

2

2

1

4.
= ,

2

1

2

2

5.
= ⋅

2

2

2

2

6.
= ,

1

1

1

3

7.
= ,

1

3

3

1

8.
= ,

3

1

3

2

9.
= ⋅

3

2

2

3

10.
= ⋅

2

3

2

2

11.
= ⋅

3

3

3

3

3.3.1. Interpretación alternativa de las relaciones en T rias

Extendiendo la interpretación alternativa que se dio a las relaciones en Dias en donde la operación ◦1

indica que la energía baja desde la raíz del árbol hacia el primer hijo y la operación ◦2 hacia el segundo
hijo. Para el caso de T rias diremos que la operación ◦3 transporta energía desde la raíz del árbol hacia los
dos hijos (izquierda y derecha) de manera simultanea. Como se dijo antes, dado un monomio x1x2...xk,
una variable punteada xi será aquella en donde finaliza la energía. Así un monomio en T rias se puede
identificar con unmonomio no conmutativo con al menos una de sus variables marcadas. Por esta razón
los 18 árboles cuadráticos que generan T rias dan lugar a 7 clases de equivalencia y por tanto se puede
afirmar que T rias(3) = ⟨xyz, xyz, xyz, xyz, xyz, xyz, xyz⟩ y dim(T rias(3)) = 7, en general se tiene que
dim(T rias(n)) = 2

n − 1.

Ejemplo 14. Con la regla de la transferencia de energía, el siguiente árbol en T rias
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2

1 3

1x1 x2 x3

x4 x5

se identifica con el monomio x1x2x3x4x5.

El siguiente teorema muestra como hacer cálculos en una triálgebra A.

Teorema 9. SeaA una triálgebra y sean x1, ...xn ∈ A, entonces:

1. Toda parentización completa de(x1 ◦2 ⋅ ⋅ ⋅ ◦2 xi) ◦2 (xi+1 ◦1 ⋅ ⋅ ⋅ ◦1 xj) ◦3 (xj+1 ◦1 ⋅ ⋅ ⋅ ◦1 xk) ◦3 ⋅ ⋅ ⋅ ◦3 (xl ◦1 ⋅ ⋅ ⋅ ◦1 xn)
da como resultado el mismo elemento enA que denotamos

x1 . . . xixi+1 . . . xjxj+1 . . . xk . . . xl . . . xn.

2. EnA se tienen las siguientes fórmulas:(x1 . . . xi . . . xk) ◦1 (xk+1 . . . xj . . . xn) = x1 . . . xi . . . xkxk+1 . . . xj . . . xn.(x1 . . . xi . . . xk) ◦2 (xk+1 . . . xj . . . xn) = x1 . . . xi . . . xkxk+1 . . . xj . . . xn.(x1 . . . xi . . . xk) ◦3 (xk+1 . . . xj . . . xn) = x1 . . . xi . . . xkxk+1 . . . xj . . . xn.

La demostración de este teorema se puede consultar en [10].

Ejemplo 15. Sean x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 elementos en una triálgebra A, usando el teorema anterior se
tiene:((x1 ◦2 x2) ◦1 (x3 ◦3 x4)) ◦2 ((x5 ◦1 x6) ◦3 x7) = (x1x2x3x4) ◦2 (x5x6x7) = x1x2x3x4x5x6x7.

3.3.2. T ridend

Una triálgebra dendriforme o un álgebra tridendriforme sobre k es un k-espacio vectorial T dotado con
3 operaciones binarias

≺,≻, ⋅ ∶ T⊗ T → T,

tal que para a, b, c ∈ T satisface las siguientes relaciones:

1. (a ≺ b) ≺ c = a ≺ (b ∗ c)
2. (a ≻ b) ≺ c = a ≻ (b ≺ c)
3. (a ∗ b) ≻ c = a ≻ (b ≻ c)
4. (a ≻ b) ⋅ c = a ≻ (b ⋅ c)

5. (a ≺ b) ⋅ c = a ⋅ (b ≻ c)
6. (a ⋅ b) ≺ c = a ⋅ (b ≺ c)
7. (a ⋅ b) ⋅ c = a ⋅ (b ⋅ c),
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donde a ∗ b = a ≺ b + a ≻ b + a ⋅ b.
Notemos que las relaciones que definen las triálgebras dendriformes tienen las variables en el mismo or-
den, esto indica que el operad asociado a las triálgebras dendriformes T ridend es un operad no simétrico.
Recordemos que el operad T rias está generado por los 18 árboles binarios de la forma

i

j
y

i

j
, con i, j ∈ [3],

sujeto a las 11 relaciones que lo definen. Buscaremos ahora el complemento ortogonal del espacio de
relaciones que definen T rias para hallar el dual de Koszul de T rias!.
De forma explicita las 7 clases de equivalencia en T rias(3) provenientes de los 18 árboles binarios y las
11 relaciones son:

1. {
1

1

x y
z

,

1

2x
y z ,

1

1x
y z ,

1

3x
y z } ≡ xyz

2. {
1

2

x y
z

,

2

1x
y z } ≡ xyz

3. {
2

1

x y
z

,

2

2x
y z ,

2

2

x y
z

,

2

3

x y
z } ≡ xyz

4. {
1

3

x y
z

,

3

1x
y z } ≡ xyz

5. {
3

1

x y
z

,

3

2x
y z } ≡ xyz

6. {
3

2

x y
z

,

2

3x
y z } ≡ xyz

7. {
3

3

x y
z

,

3

3x
y z } ≡ xyz

A partir de cada una de estas clases de equivalencia y teniendo en cuenta que los árboles derechos tienen
signo negativo por las reglas de signos de Koszul se tienen las siguientes relaciones que definen al operad
T rias!:

− −

1

1

1

2

1

1

1

3
− , −

1

2

2

1
, −

2

1

2

2

2

2

2

3
+ + , −

1

3

3

1
,

−

3

1

3

2
, −

3

2

2

3

, −

3

3

3

3

.
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Después de hacer la identificación

≡

3

x y x ⋅ y

y recordando que x ∗ y = x ≺ y+ x ≻ y+ x ⋅ y vemos que las relaciones que definen a T rias! coinciden
con las de T ridend, por tanto tenemos que T rias! ≅ T ridend.
El hecho de que T ridend(3) esté generado por 7 relaciones confirma que dim(T rias(3)) = 7, mientras
que al estar T rias(3) generado por 11 relaciones tenemos que dim(T ridend(3)) = 11.

3.3.3. Series generatrices de T rias y T ridend

Sabemos que dim(T rias(n)) = 2
n − 1, de allí que la serie generatriz del operad no simétrico T rias esté

dada por:

FT rias(x) = ∑
n≥1

(2n − 1)xn
= ∑

n≥1
(2x)n −∑

n≥1
xn

= ∑
n≥0

(2x)n+1 −∑
n≥0

xn+1

= (2x)∑
n≥0

(2x)n − x∑
n≥0

xn

= 2x
1 − 2x −

x
1 − x

= x(1 − x)(1 − 2x) .
Utilizaremos este resultado para hallar la serie generatriz del operad no simétrico T ridend.
Como el dual de Koszul de T rias es T ridend su serie generatriz FT ridend(x) debe satisfacer la relación

FT rias(−FT ridend(−x)) = x ⇔ FT rias(−FT ridend(x)) = −x

Por facilidad en la notación, sea g = FT ridend(x), por lo tanto:
FT rias(−g) = −x ⇔

−g(1 + g)(1 + 2g) = −x ⇔ g = x(1 + g)(1 + 2g) ⇔ g = xΦ(g)
Con Φ(g) = (1 + g)(1 + 2g).
Usando el teorema de inversión de Lagrange, si g(x) = ∑n≥1 gnx

n, tenemos que:
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gn =
1
n[xn−1]Φ(x)n

= 1
n[xn−1](1 + x)n(1 + 2x)n

= 1
n[xn−1] n

∑
k=0

(nk)xk n

∑
j=0

(nj)(2x)j
= 1

n[xn−1]∑
k≥0

∑
j≥0

(nk)(nj)2jxk+j, haciendo k+j=r
= 1

n[xn−1]∑
r≥0

[ r

∑
k=0

(nk)( n
r − k)2r−k] xr, cuando r=n-1

= 1
n

n−1

∑
k=0

2
n−k−1(nk)( n

n − (k + 1))
=

n−1

∑
k=0

1
n2

n−k−1(nk)( n
k + 1).

Luego

FT ridend(x) = ∑
n≥1

[n−1

∑
k=0

1
n2

n−k−1(nk)( n
k + 1)] xn.

De donde se concluye que

dim(T ridend(n)) = n−1

∑
k=0

1
n2

n−k−1(nk)( n
k + 1) = Cn.

El número Cn es conocido como el n-ésimo número super Catalan.

3.3.4. Órdenes monomiales en T rias

Comparando las sucesiones de caminos correspondientes a las once relaciones que definen al operad
T rias se obtienen los monomios o árboles líderes, tomando el orden ⊣<⊢< ⊥, esto equivale a tener
1 < 2 < 3. Es importante resaltar que al estar T rias definido por mas relaciones queDias, el proceso de
comparación es mas largo, razón por la cuál se vuelve conveniente hacerlo de forma computacional con
ayuda de código en Python el cual sera tratado en detalle en la siguiente sección.
Los 11 términos líderes son:

1

1
,

1

2
,

1

2
,

2

1
,

2

2
,

1

3
,

1

3
,

3

1
,

3

2
,

2

3
,

3

3
.

Después de realizar todas las posibles composiciones entre estos términos lideres obtenemos 45 mono-
mios críticos. Chequeando computacionalmente la confluencia de cada uno de los diamantes correspon-
dientes a estos monomios críticos y usando el Teorema 3, llegamos a una demostración alternativa del
siguiente teorema de Loday y Ronco en [10], el cuál fué demostrado directamente mostrando que el
complejo de Koszul es acíclico.
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Teorema 10 (Loday-Ronco [10]). Los operads no simétricos T rias y T ridend son de Koszul.

Teorema 11. El operad no simétrico T rias es conjuntista y cancelativo.

Demostración. La demostración se puede consultar en [16].
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4
Código

En este capítulo describeremos el código elaborado para verificar la propiedad de Koszul en los operads
estudiados en capítulos anteriores mediante el método de reescritura descrito en la sección 2.4.

4.1. Sobre SageMath

SageMath o Sage es un sistema algebraico computacional. Es un software libre escrito en lenguaje Python
lo cual lo hace una muy buena alternativa para otros software matemáticos comoMaple, Mathematica o
Matlab. El nombre SAGE proviene de sus siglas en ingles System for Algebra and Geometry Experimen-
tation y fue desarrollado por el matemático estadounidense William Stein.
Su primera versión fue publicada en el año 2005 y el objetivo principal era eliminar la dependencia del
software matemático cerrado. El hecho de que SAGE utilice lenguaje Python lo hace muy popular en el
mundo científico pues se basa en programación orientada a objetos.
Originalmente Sage como su nombre lo indica fue pensado para trabajar en temas de experimentación en
geometría, pero el hecho de ser libre lo ha popularizado tanto entre los matemáticos que en la actualidad
cuenta con herramientas propias de diversas áreas de la matemática como álgebra, álgebra lineal, teoría
de grafos, teoría de grupos, combinatoria, cálculo, geometría algebraica, teoría de números entre otras;
incluso también es compatible con el lenguaje de programación R enfocado al análisis estadístico.
Particularmente en el desarrollo de este documento utilizamos la versión de SageMath 9.0 [15] y paquetes
especializados en combinatoria, teoría de grafos y álgebra como Ordered Rooted Trees desarrollado por
Florent Hivert y Frédéric Chapoton en el 2010.

4.2. Generando árboles planares

Para crear árboles con raíz y etiquetas en SageMath vamos a usar la clase LabelledOrderedTree. Usa-
remos el comando

1 LOT = LabelledOrderedTree
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para referirnos al constructor de la clase LabelledOrderedTree de ahora en adelante como LOT. Esto es
útil por simplicidad y para hacer mas ligera la notación.

Ejemplo 16. Las líneas de código en el Código 4.1 generan el árbol con raíz y etiquetas que se ilustra en la
Figura 4.1. La función ascii_art nos ayuda a mostrar de forma gráfica el árbol que se creó.

Código 4.1: Ejemplo de árbol con raíz y etiqueta
1 LOT = LabelledOrderedTree
2 ejemplo=(LOT([[],[]],label=1))
3 ascii_art(ejemplo)

Figura 4.1: Árbol básico con raíz y etiqueta creado en SageMath.

Como los operads estudiados en este documento son no simétricos, no es necesario especificar las etique-
tas de las hojas. Por esta razón aparece “None” en cada una de las hojas de estos árboles.
Usando la clase LOT de forma recursiva se pueden crear árboles con raíz y etiquetas con mas hijos y va-
riantes. Por ejemplo la linea

1 ascii_art(LOT([LOT([[],[],[]],label=5),[]],label=3))

genera el árbol en la Figura 4.2.

Figura 4.2: Árbol con raíz y etiqueta creado en SageMath

4.3. Concatenación y composición de árboles

La primer función que vamos a definir es la que permite concatenar dos árboles. Cuando hablamos de
“concatenar” un árbol tree1 con un árbol tree2 estamos haciendo referencia al proceso de insertar el
árbol tree2 en cada una de las hojas del árbol tree1.
La función concatenate_ordered_trees(LOT1, LOT2) implementada en el Código 4.2 genera
una lista de todos los posibles árboles que resultan de concatenar el árbol LOT1 con el árbol LOT2.
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Código 4.2: Función concatenate_ordered_trees
1 def concatenate_ordered_trees(LOT1, LOT2):
2 list_of_concatenations = []
3 for i, subtree in enumerate(LOT1):
4 if subtree == LOT([]):
5 list_of_concatenations.append(LOT([LOT1[j] if j != i else
6 LOT2 for j in range(len(LOT1))], label=LOT1.label())

)
7 else:
8 for tree in concatenate_ordered_trees(subtree, LOT2):
9 list_of_concatenations.append(LOT([LOT1[j] if j != i else
10 tree for j
11 in range(len(LOT1))], label=LOT1.label()))
12 return list_of_concatenations

Ejemplo 17. Las líneas de código
1 A=LOT([LOT([[],[]],label=1) ,[]],label=2)
2 B=LOT([[],LOT([[],[]],label=5)],label=1)
3 ascii_art(concatenate_ordered_trees(A,B))

generan la lista de árboles que resultan de la concatenación de los árboles A y B de la Figura 4.3. Estos se
muestran en la Figura 4.4.

(a) árbol A (b) árbol B

Figura 4.3: Árboles de referencia
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Figura 4.4: Lista de concatenación de árboles

La función get_signature_at_root evaluada en un árbol tree genera una pareja en donde la primer
coordenada es una lista que indica cuales de los hijos de la raíz no son hojas y la segunda coordenada indica
cual es la etiqueta de la raíz. Se usa el valor 0 para indicar que el hijo es una hoja y 1 en caso contrario. La
función se define en el Código 4.3.

Código 4.3: Función get_signature_at_root
1 def get_signature_at_root(tree):
2 return ([0 if item == LOT([]) else 1 for item in tree], tree.label())

Esta función es importantepues es utilizadaparadefinir la funcióncompose_labelled_ordered_trees
delCódigo4.4.compose_labelled_ordered_trees(tree1, tree2) generauna lista formadapor
los árboles que resultan de componer el árbol tree1 con el árbol tree2 y genera una lista vacía en caso
de que los árboles dados no se puedan componer.

Código 4.4: Función compose_labelled_ordered_trees
1 def compose_labelled_ordered_trees(tree1, tree2):
2 list_of_composed_trees = []
3 (signature1, label1) = get_signature_at_root(tree1)
4 (signature2, label2) = get_signature_at_root(tree2)
5 if label1 == label2 and len(signature1) == len(signature2):
6 if 1 not in [signature1[i]*signature2[i] for i in range(len(signature1))]:
7 list_of_composed_trees.append(LOT([tree1[i] if signature1[i] == 1 \
8 else tree2[i] for i in range(len(tree1))],\
9 label=label1))
10 for j in range(len(tree1)):
11 list_of_composed_trees = list_of_composed_trees \
12 + [LOT([tree1[i] if i != j else tree for i in range(len(tree1))], label=label1)\
13 for tree in compose_labelled_ordered_trees(tree1[j], tree2)]
14 return list_of_composed_trees

Esnecesario hacer enfasis enque se entiendepor componer. Para quedos árbolestree1 ytree2 se puedan
componer, la etiqueta de un vértice v de tree1 debe coincidir con la etiqueta de la raíz r de tree2, v y r
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deben tener la misma aridad y deben tener hijos en hojas complementarias. Así la composición de tree1
con tree2 es una lista con todos aquellos árboles en los cuales se reemplaza el árbol tree2 por el vértice
o los vértices de tree1 que coinciden con la raíz de tree2 de esta manera.

Ejemplo 18. Consideremos los árboles A y B que aparecen en la Figura 4.3. Si ejecutamos el comando
get_signature_at_root(A) se obtiene la pareja ([1, 0], 2). Esta pareja en su primer coordenada tie-
ne la lista [1, 0]. El número 1 indica que el hijo izquierdo del árbol A no es una hoja, mientras que como el
hijo derecho si es una hoja se usa el número 0. En la segunda coordenada de la lista se generó el número 2,
esto pues la raíz del árbol tiene al 2 como etiqueta.
Por otro lado, el comando ascii_art(compose_labelled_ordered_trees(A,B))genera la lista
de árboles que resultan al componer el árbol A con el árbol B. En este caso esta lista tiene un solo árbol que se
muestra en la Figura 4.5.

Figura 4.5: Ejemplo de composición de árboles

4.4. Generando las reglas de reescritura

Para aplicar el método de reescritura presentado en la sección 2.4 a un operad es necesario conocer to-
dos sus árboles. Para ello en el Código 4.5 definimos la función generate_all_quadratic_trees
que dada una lista de etiquetas y una aridad fija genera todos los posibles árboles cuadráticos bajo tales
condiciones.

Código 4.5: Función generate_all_quadratic_trees
1 def generate_all_quadratic_trees(labels, arity):
2 #todos los arboles
3 general_all_trees = []
4 for i in labels:
5 for j in labels:
6 for p in range(arity):
7 general_all_trees.append(LOT([LOT([]) if k != p else
8 LOT([[] for m in range(arity)], label=j)for
9 k in range(arity)], label=i))
10 return general_all_trees

En el caso de los operads no simétricos que se han estudiado en los capítulos anteriores y el operad no
simétrico T etraas que se estudiará en el próximo capítulo todos son operads binarios o de aridad 2.

Ejemplo 19. Usando la función generate_all_quadratic_trees, podemos hallar todos los posibles
árboles binarios de los operadsAs,Dias y

generate_all_quadratic_trees([1],2) genera los 2 únicos árboles binarios del operadAs.
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generate_all_quadratic_trees([1,2],2) genera los 8 árboles binarios del operadDias.

generate_all_quadratic_trees([1,2,3],2) genera los18árboles binarios del operadT rias.

En general para un operad no simétrico con n etiquetas esta función genera todos los 2n2 posibles
árboles. Por lo que

generate_all_quadratic_trees([0,1,2,3],2) genera los 2∗5
2 = 50 árboles binarios del

operad T etraas. Este operad se definirá en el Capítulo 5.

Como todos los operads que estudiamos en este documento son binarios o de aridad 2, en el Código
4.6 definimos una función basada en generate_all_quadratic_trees que genera todos los árboles
binarios dada una lista de etiquetas.

Código 4.6: Función generate_all_binary_quadratic_trees
1 def generate_all_binary_quadratic_trees(labels):
2 return generate_all_quadratic_trees(labels, 2)

Así por ejemplo, basta con calcular generate_all_binary_quadratic_trees([1,2]) para obte-
ner todos los árboles binarios que son generadores del operadDias.
Es importante saber en cada uno de los operads estudiados como se distribuye la energía según la inter-
pretación presentada en la sección 3.2.1. Una vez se han generado todos los árboles binarios en cada uno
de estos operads se agruparán en clases de equivalencia de acuerdo a la distribución de la energía para des-
pués compararlos entre sí y así obtener las reglas de reescritura, los monomios lideres y a partir de éstos
los monomios críticos.
La función is_light_on definida en el Código 4.7 indica como se distribuye la energía para los árboles
dentro de un operad determinado. Esta función necesita como argumentos una lista de direcciones, las
etiquetas u operaciones del operad y un número de hijos.

Código 4.7: Función is_light_on
1 def is_light_on(address, labels, number_of_children, light_on=True):
2 if light_on:
3 on_pattern = [int(item) for item in bin(labels[0])[2:]]
4 on_pattern.reverse()
5 on_pattern = (on_pattern + (number_of_children[0]-len(on_pattern))*[0])
6 if on_pattern[address[0]] == 1:
7 if len(labels) == 1:
8 return True
9 else:
10 return is_light_on(address[1:], labels[1:], number_of_children[1:])
11 return False

Recordemos que según los estudiado en capítulos anteriores para operads no simétricos, la etiqueta (ope-
ración) 1 indíca que la energía se distribuye hacia el hijo izquierdo del árbol, es decir en la dirección [0].
La etiqueta (operación) 2 indica que la energía se distribuye hacia el hijo derecho, es decir en la dirección[1]. Por su parte la etiqueta (operación) 3 indica que la energía se distribuye para el hijo izquierdo y el
derecho de manera simultanea.

Ejemplo 20. En el operad no simétricoDias hay dos operaciones 1 y 2. Ejecutando el comando

is_light_on([1],[2],[2],is_light_on=True)

se obtiene como resultado True, esto pues como se indicó antes la operación 2 distribuye la energía hacia el
hijo derecho, es decir en la dirección [1].
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Por su parte, si se ejecuta el comando

is_light_on([0],[2],[2],is_light_on=True)

el resultado que se obtiene es False pues la operación 2 no envía energía en la dirección [0].
La función leaf_addresses definida en el Código 4.8 genera una lista con la dirección de las hojas de
un árbol dado. La función inicia en la raíz y va bajando hasta llegar a las hojas; cada uno de esosmovimien-
tos para llegar a la hoja aporta un número en la dirección. Si el movimiento se hace hacia el lado izquierdo
se genera el número 0 en la dirección, mientras que si el movimiento se realiza hacia el lado derecho el
número que se genera en la dirección es el 1.

Código 4.8: Función leaf_addresses
1 def leaf_addresses(tree):
2 addresses = []
3 if tree == LOT([]):
4 addresses.append([])
5 else:
6 for i, subtree in enumerate(tree):
7 new_addresses = [[i]+ addr for addr in leaf_addresses(subtree)]
8 addresses = addresses + new_addresses
9 return addresses

Ejemplo 21. Para el árbol A de la Figura 4.3a al ejecutar el comando leaf_addresses(A) se obtiene
como resultado la lista [[0, 0], [0, 1], [1]] que indica las direcciones en las cuales se encuentran las hojas
de éste árbol.

Mostraremos ahora como a partir de un árbol determinado se puede obtener su sucesión de caminos. Este
proceso será fundamental pués después dadas dos sucesiones de caminos las compararemos con el orden
introducido en la sección 2.4.2.
Dado un árbol tree la función definida en el código 4.9 genera la sucesión de caminos asociada a tal
árbol.

Código 4.9: Función tree_to_path_sequence
1 def tree_to_path_sequence(tree):
2 return ([[tree[address[:i]].label() for i in range(len(address))]
3 for address in leaf_addresses(tree)])

Ejemplo 22. Al ejecutar el comando tree_to_path_sequence(A) se obtiene la sucesión de caminos[[2, 1], [2, 1], [2]]
asociada al árbol A de la Figura 4.3a.
Si ejecutamos el comando tree_to_path_sequence(B) la sucesión de caminos que se obtiene es[[1], [1, 5], [1, 5]]
que está asociada al árbol B que se muestra en la Figura 4.3b.
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Dados dos árboles planares estos se pueden comparar mediante sus sucesiones de caminos tomando el
orden definido en la sección 2.4.2. La función compare_path_sequences evaluada en dos sucesiones
de camino s1 y s2 es una función por partes dada por:

compare_path_sequences(s1,s2) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, si s1 = s2
−1, si s1 < s2
1, si s1 > s2

.

Esta función es necesaria para definir la función compare_planar_trees que evaluada en dos árboles
tree1 y tree2 los compara utilizando sus sucesiones de caminos asociadas.
Las funcionescompare_path_sequences ycompare_planar_trees están implementadas en elCó-
digo 4.10.

Código 4.10: Función compare_path_sequences y Función compare_planar_trees
1 def compare_path_sequences(s1, s2):
2 if s1 == s2:
3 return 0
4 elif len(s1) < len(s2):
5 return -1
6 elif len(s1) > len(s2):
7 return 1
8 else:
9 for i, item in enumerate(s1):
10 if len(s1[i]) < len(s2[i]):
11 return -1
12 elif len(s1[i]) > len(s2[i]):
13 return 1
14 else:
15 if s1[i] < s2[i]:
16 return -1
17 elif s1[i] > s2[i]:
18 return 1
19 def compare_planar_trees(tree1, tree2):
20 return compare_path_sequences(tree_to_path_sequence(tree1), tree_to_path_sequence(tree2))

Ejemplo 23. Para los árboles A y B que aparecen en la Figura 4.3 al compararlos se tiene que A > B. Por
esta razón luego de ejecutar el comando compare_planar_trees(A,B) se obtiene como resultado un 1.

La función light_signature del Código 4.11 evaluada en un árbol binario de alguno de los operads
no simétricos estudiados en este documento indica como se distribuye la energía en tal árbol, esto de
acuerdo a lo introducido en la sección 3.2.1 . Si la energía llega a una hoja, esta función asigna un “ True”
(Verdadero) de lo contrario asigna un “ False” (Falso).

Código 4.11: Función light_signature
1 def light_signature(tree):
2 light_pattern = []
3 for i in range(len(leaf_addresses(tree))):
4 address = leaf_addresses(tree)[i]
5 labels = tree_to_path_sequence(tree)[i]
6 number_of_children = [len(tree[leaf_addresses(tree)[i][:j]]) for
7 j in range(len(leaf_addresses(tree)[i]))]
8 light_pattern.append(is_light_on(address, labels, number_of_children))
9 return tuple(light_pattern)
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Ejemplo 24. En el árbol A de la Figura 4.3a la energía solamente llega a la hoja de la dirección [1] por lo
que después de ejecutar el comando light_signature(A) se obtiene como resultado la tupla(False, False,True).
La función definida en el Código 4.12 dada una lista de árboles genera un diccionario que los agrupa en
clases de equivalencia de acuerdo a la forma en que se distribuye la energía. Adicionalmente cada clase
la entrega como una lista ordenada usando el criterio de orden deseado. En particular, si se tiene que
ordering_function=None entonces los árboles no estarán ordenados.

Código 4.12: Función get_light_equivalence_classes
1 def get_light_equivalence_classes(list_of_trees, ordering_function=None):
2 dict_trees = {}
3 for tree in list_of_trees:
4 if light_signature(tree) in dict_trees.keys():
5 dict_trees[light_signature(tree)].append(tree)
6 else:
7 dict_trees[light_signature(tree)] = [tree]
8 if ordering_function is not None:
9 for key in dict_trees:
10 dict_trees[key] = ordering_function(dict_trees[key], compare_planar_trees)
11 return dict_trees

Ejemplo 25. En la sección 3.2.1 para el operad no simétricoDias todos sus árboles binarios se agruparon en
tres clases de equivalencia de acuerdo a como se distribuye la energía en tales árboles.
Estas clases de equivalencia se pueden obtener después de haber generado todos los árboles binarios del ope-
rad no simétrico Dias evaluando la función generate_all_binary_quadratic_trees definida en
el Código 4.6 con las etiquetas [1, 2] como argumento y luego ejecutando la función
get_light_equivalence_classes definida en el Código 4.12 como se muestra en las lineas de código

1 dias_trees=generate_all_binary_quadratic_trees([1,2])
2 dias_classes=get_light_equivalence_classes(dias_trees ,ordering_function=quick_sort)

A la lista que contiene a todos los árboles binarios deDias la llamaremos de acá en adelante dias_trees
mientras que al diccionario con las clases de equivalencia del operad no simétricoDias lo llamaremos
dias_classes.
Al imprimir los elementos del diccionario dias_classes obtenemos las 3 clases de equivalencia del operad
no simétricoDias: (True, False, False), (False,True, False), (False, False,True). Cada una de esas clases
contiene una lista con los árboles que pertenecen a la clase.

Dentro de los argumentos de la función get_light_equivalence_classes está la posibilidad de
usar ordering_function=quick_sort. En este caso estamos haciendo referencia al algoritmo de or-
denaciónQuickSort que implementamos en el Código 4.13. Este algoritmo es en la actualidad uno de los
mas rápidos y eficientes metodos de ordenamiento existentes.

Código 4.13: AlgoritmoQuickSort
1 def quick_sort(list_of_items, compare_function):
2 if len(list_of_items) == 1 or len(list_of_items) == 0:
3 return list_of_items
4 pivot = len(list_of_items)//2
5 higher_list = [item for item in list_of_items
6 if compare_function(list_of_items[pivot], item) == -1]
7 lower_list = [item for item in list_of_items
8 if compare_function(list_of_items[pivot], item) == 1]
9 return (quick_sort(lower_list, compare_function)
10 + [list_of_items[pivot]]
11 + quick_sort(higher_list, compare_function))
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Teniendo la lista ordenada de una clase de equivalencia, construiremos un conjunto de reglas emparejan-
do cada uno de los árboles de la clase con el menor de todos ellos. La función definida en el Código 4.14
genera una lista con estas relaciones.

Código 4.14: Función get_list_of_rules_using_equivalence_classes
1 def get_list_of_rules_using_equivalence_classes(dict_of_classes):
2 rules = []
3 for key in dict_of_classes:
4 if len(dict_of_classes[key]) > 1:
5 for i in range(1, len(dict_of_classes[key])):
6 rules.append((dict_of_classes[key][i], dict_of_classes[key][0]))
7 return rules

Ejemplo 26. Para el caso del operad no simétricoDias como en el ejemplo 25 ya generamos el diccionario
de clases de equivalencia dias_classes. Aplicando la función
get_list_of_rules_using_equivalence_classes definida en el Código 4.14 obtenemos la lista
de reglas de reescritura de este operad que llamaremos dias_rules como se muestra en la linea de código

1 dias_rules=get_list_of_rules_using_equivalence_classes(dias_classes)

Todos los elementos de esta lista son pares de árboles de la forma (monomio ĺıder, reemplazo). Imprimiendo
los elementos de la lista dias_rules obtenemos todas las relaciones que generan al operad Dias como se
muestra en la Figura 4.6

4.5. Generando los monomios críticos

En el Código 4.15 se define la función get_list_of_leaders. Esta función forma una lista con la
primer coordenada de cada una de las parejas de la lista de reglas de reescritura obtenida con la función
que se definió en el Código 4.14.

Código 4.15: Función get_list_of_leaders
1 def get_list_of_leaders(list_of_rules):
2 return [rule[0] for rule in list_of_rules]

Ejemplo 27. Para el operadno simétricoDias la listademonomios líderes que llamaremosdias_leaders
se obtiene a partir de la función definida en el Código 4.15 ejecutando el comando

dias_leaders=get_list_of_leaders(dias_rules)

A partir de la lista de monomios líderes se generan los monomios críticos realizando todas las posibles
composiciones entre ellos. El Código 4.16 muestra la función get_critical_tree_monomials que
se usa para generar los monomios críticos.

Código 4.16: Función get_critical_tree_monomials
1 def get_critical_tree_monomials(list_of_leaders):
2 list_of_critical_monomials = []
3 for tree1 in list_of_leaders:
4 for tree2 in list_of_leaders:
5 list_of_critical_monomials = (list_of_critical_monomials +
6 compose_labelled_ordered_trees(tree1, tree2))
7 return list(set(list_of_critical_monomials))
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Figura 4.6: Relaciones del operad no simétricoDias
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Ejemplo 28. En el ejemplo 27 se generaron todos los monomios líderes del operadDias y se guardaron en
una lista llamada dias_leaders. Con la función definida en el Código 4.16 se generan todos los mono-
mios críticos y los guardaremos en una lista que llamaremos dias_criticals. Estos monomios críticos se
obtienen ejecutando el comando

dias_criticals=get_critical_tree_monomials(dias_leaders)

Todos los monomios críticos que se obtienen como resultado se muestran en la Figura 4.7

Figura 4.7:Monomios críticos deDias

4.6. Aplicando las reglas de reescritura

Teniendo identificadas la reglas de rescritura debemos ver como aplicarlas en el proceso del método de
reescritura. Para ello definiremos funciones que permitan aplicar tales reglas y así verificar la confluencia
de los monomios críticos como se mostrará en la sección 4.8.
Para dos árboles tree1 y tree2 la función definida en el Código 4.17 nos indica si el árbol tree2 es el
patrón que aparece en la raíz del árbol tree1. La función retornaVerdadero (True) o Falso (False) según
sea el caso.

Código 4.17: Función is_tree_pattern_at_root
1 def is_tree_pattern_at_root(tree1, tree2):
2 pattern = True
3 if tree2 == LOT([]):
4 pass
5 else:
6 if len(get_signature_at_root(tree1)[0]) != len(get_signature_at_root(tree2)[0]) \
7 or get_signature_at_root(tree1)[1] != get_signature_at_root(tree2)[1]:
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8 pattern = False
9 else:
10 for i, subtree in enumerate(tree1):
11 if not is_tree_pattern_at_root(tree1[i], tree2[i]):
12 pattern = False
13 break
14 return pattern

La función is_tree_in_monomial definida en el Código 4.18 indica en que dirección se encuentra
el árbol tree dentro de monomial. Esta función retorna la lista de coordenadas correspondientes a la
dirección. El proceso de busqueda de la función inicia en la raíz del árbol monomial y va bajando hasta
encontrar al árboltree. Si para llegar atree fuenecesario bajar por la dirección izquierda entonces esto se
representa por un 0, mientras que si fue necesario bajar por la derecha se representa por un 1. Finalmente
si el árbol tree no está en el árbol monomial la función retorna una lista vacía.

Código 4.18: Función is_tree_in_monomial
1 def is_tree_in_monomial(monomial, tree):
2 list_of_directions = []
3 if monomial == tree:
4 list_of_directions.append([])
5 else:
6 if monomial != LOT([]):
7 if is_tree_pattern_at_root(monomial, tree):
8 list_of_directions.append([])
9 for i, submonomial in enumerate(monomial):
10 list_of_directions = (list_of_directions +
11 [[i]+address for address in
12 is_tree_in_monomial(submonomial, tree)])
13 return list_of_directions

Ejemplo 29. En la Figura 4.9 ilustramos un ejemplo en el que el árbol D está en el árbol C. Esto para los
árboles C y D que aparecen en la Figura 4.8. Para encontrar a D dentro de C fue necesario bajar desde la
raíz de C primero por la dirección derecha llegando al vértice 3 y luego por la izquierda. Esta dirección se
representa por la lista [[1, 0]].
En las lineas de código

1 C=LOT([LOT([[],[]],label=5),LOT([LOT([[],LOT([[],[]],label=1)],label=2) ,[]],label=3)],label=7)
2 D=LOT([[],LOT([[],[]],label=1)],label=2)
3 is_tree_in_monomial(C,D)

semuestra como obtener la dirección [[1, 0]]usando la funciónis_tree_in_monomial(C,D) evaluada
en los árboles C y D .

(a) árbol C (b) árbolD

Figura 4.8
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Figura 4.9: Ejemplo de la función is_tree_in_monomial

La funciónreplace_tree_at_address(tree, replacement_tree, address)definida en elCó-
digo 4.19 reemplaza al árbol replacement_tree por el hijo del árbol tree que se encuentra en la di-
rección address.

Código 4.19: Función replace_tree_at_address
1 def replace_tree_at_address(tree, replacement_tree, address):
2 try:
3 tree[address]
4 except IndexError:
5 raise IndexError("The tree does not have such subtree")
6 if address == []:
7 new_tree = replacement_tree
8 else:
9 new_tree = LOT([replace_tree_at_address(subtree, replacement_tree, address[1:])
10 if address[0] == i else subtree for i, subtree in enumerate(tree)],
11 label=tree.label())
12 return new_tree

Ejemplo 30. Para los árboles C y D de la Figura 4.8, las lineas de código
1 C=LOT([LOT([[],[]],label=5),LOT([LOT([[],LOT([[],[]],label=1)],label=2) ,[]],label=3)],label=7)
2 D=LOT([[],LOT([[],[]],label=1)],label=2)
3 ascii_art(replace_tree_at_address(C,D,[0]))

generan el árbol que resulta de reemplazar el árbolD por el hijo del árbol C que está en la dirección [0].
El árbol resultante se muestra en la Figura 4.10.

Figura 4.10: Ejemplo de reemplazo

La función rewrite_rule_at_root que se define en el Código 4.20 tiene como argumentos un árbol
tree y una regla de reescritura rule. Si la raíz del árbol tree coincide con la primer coordenada de la
regla de reescritura, es decir con elmonomio lider esta debe reemplazarse por la segunda coordenada de la
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regla de reescritura es decir el reemplazo. En caso de que la raíz del árbol tree no coincida con la primer
coordenada de la regla de reescritura no es posible reeescribir por lo que la función retorna el errorPattern
is not a root.

Código 4.20: Función rewrite_rule_at_root
1 def rewrite_rule_at_root(tree, rule):
2 if is_tree_pattern_at_root(tree, rule[0]):
3 addresses_main = leaf_addresses(rule[0])
4 addresses_replacement = leaf_addresses(rule[1])
5 if len(addresses_main) != len(addresses_replacement):
6 raise IOError("rule is not consistent in the number of children")
7 else:
8 new_tree = rule[1]
9 for j, item in enumerate(addresses_main):
10 new_tree = replace_tree_at_address(new_tree,
11 tree[addresses_main[j]],
12 addresses_replacement[j])
13 else:
14 raise IOError("Pattern is not at root")
15 return new_tree

Ejemplo 31. Consideremos el árbol T que se muestra en la Figura 4.11a y la regla de reescritura del operad
Dias que está en la lista de reglas dias_rules y que se muestra en la Figura 4.11b. Usando la función
definida en el código 4.20, las lineas de código

1 T=LOT([LOT([[],LOT([[],[]],label=1)],label=1) ,[]],label=2)
2 dias_rules[3]
3 ascii_art(rewrite_rule_at_root(T,dias_rules[3]))

generan el árbol que resulta de reemplazar el árbol monomio ĺıder por el árbol reemplazo de la regla de
reescritura en la raíz del árbol T. Este árbol se muestra en la figura 4.12.

(a) árbol de referencia T (b) regla de reescritura enDias

Figura 4.11: ejemplo Función rewrite_rule_at_root
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Figura 4.12: Ejemplo de reescritura en la raíz

La función rewrite_rule_at_address definida en el Código 4.21 extiende la función
rewrite_rule_at_root delCódigo 4.20. Esta función tiene tres argumentos: el árbol tree, una pare-
ja regla de reescritura rule y además una dirección address en la cual, de ser posible se realiza el proceso
de reescritura.

Código 4.21: Función rewrite_rule_at_address
1 def rewrite_rule_at_address(tree, rule, address):
2 return replace_tree_at_address(tree, rewrite_rule_at_root(tree[address], rule), address)

4.7. Generando un grafo dirigido por medio de reescrituras

La función generate_digraph_of_relations definida en el Código 4.22 a un árbol inicial
starting_tree le aplica la función de reescritura definida en el Código 4.21 en todas las direcciones
posibles utilizando las reglas dadas en el argumento rules. Este proceso genera un grafo dirigido cuyos
vértices son el árbol inicial starting_tree y todos los árboles que se generan al aplicar la función de
reescritura. Cada vez que se aplica la función de reescritura se genera una arista. Cada arista es un par de
árboles de la forma (antes de reescribir, después de reescribir).

Código 4.22: Función generate_digraph_of_relations
1 def generate_digraph_of_relations(starting_tree, rules, graph=None):
2 if graph is None:
3 graph = DiGraph([[], []])
4 applicable_rules = {}
5 for rule in rules:
6 addresses = is_tree_in_monomial(starting_tree, rule[0])
7 if addresses != []:
8 applicable_rules[rule] = addresses
9 for rule in applicable_rules:
10 for address in applicable_rules[rule]:
11 new_tree = rewrite_rule_at_address(starting_tree, rule, address)
12 graph.add_edge((starting_tree, new_tree))
13 generate_digraph_of_relations(new_tree, rules, graph=graph)
14 return graph

Ejemplo 32. Generemos el grafo dirigido en el operad no simétricoDias asociado al monomio crítico que
se muestra en la Figura 4.13
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Figura 4.13:Monomio crítico enDias

ejecutando las lineas de código
1 G=generate_digraph_of_relations(dias_critical[9],dias_rules,graph=None)
2 G.show()

Se genera el grafo dirigido tomando como árbol inicial el monomio crítico de la Figura 4.13 y que se
encuentra en la entrada 9 de la lista dias_rules. El grafo resultante se muestra en la Figura 4.14.

Figura 4.14: Grafo dirigido enDias

4.8. Chequeando confluencia

Verificamos ahora la confluencia del grafo dirigido asociado a unmonomio crítico y generado por medio
de todas las relaciones de reescritura. Si esta propiedad la satisfacen todos losmonomios críticos entonces,
como lo indica el Teorema 3, podemos concluir que el operad no simétrico dado es de Koszul.
La función definida en elCódigo 4.23 evaluada en un grafo dirigido graph indica si este es o no confluente
basandose en el número de sinks o sumideros que tiene el grafo dado. Si el número de sinks es 1 el grafo es
confluente de lo contrario no lo es.
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Código 4.23: Función is_digraph_confluent
1 def is_digraph_confluent(graph):
2 return True if len(graph.sinks()) == 1 else False

Ejemplo 33. Como se observa en la Figura 4.14 el grafo dirigidoG tiene unúnico sink por ende es confluente.
Ejecutando el comando is_digraph_confluent(G) se obtiene como resultado True lo que comprueba
tal afirmación.

La función is_operad_koszul definida en el Código 4.24 indica a través del método de reescritura
presentado en la sección 2.4 si un operad no simétrico es de Koszul. El argumento de la función es una
lista de reglas de reescritura que se obtienen con la función
get_list_of_rules_using_equivalence_classes del Código 4.14. En esta lista están las rela-
ciones que generan al operad no simétrico en cuestión.
Dadauna lista de reglas de reescritura la funciónis_operad_koszul construye todos losmonomios crí-
ticos y luego genera para cadamonomio crítico su grafo dirigido asociado según el método de reescritura.
Finalmente verifica si estos grafos dirigidos son o no confluentes. Si todos los grafos resultan confluentes
entonces el operad no simétrico del cual provienen las reglas de reescritura es de Koszul. Si se encuentra
por lo menos un grafo no confluente entonces el criterio no es concluyente.

Código 4.24: Función is_operad_koszul
1 def is_operad_koszul(rules):
2 new_list_of_leaders = get_list_of_leaders(rules)
3 list_of_criticals = get_critical_tree_monomials(new_list_of_leaders)
4 koszul = True
5 for critical in list_of_criticals:
6 graph = generate_digraph_of_relations(critical, rules)
7 if is_digraph_confluent(graph) == False:
8 koszul = 'The criterion is inconclusive'
9 break
10 return koszul

Ejemplo 34. Las reglas de reescritura del operad no simétrico Dias que hemos llamado dias_rules se
generaron en el Ejemplo 26. Ejecutando el comando is_operad_koszul(dias_rules) se obtiene como
resultado True lo cual confirma queDias es un operad de Koszul.

Ejemplo 35. En el Código 4.25 se muestra un resumen de los cálculos y comandos necesarios para aplicar el
método de reescritura en el operad no simétrico T rias que definimos en la sección 3.3.

Código 4.25: Resumen del método de reescritura para el operad no simétrico T rias
1 # Parameters
2 arity = 2
3 labels = [1,2,3]
4
5 # Calculations
6 all_trees=generate_all_quadratic_trees(labels ,arity)
7 print('There are', len(all_trees), 'quadratic trees')
8 #all_trees
9 dict_trees = get_light_equivalence_classes(all_trees , ordering_function=quick_sort)
10 #print(dict_trees.keys()
11 print("There are", len(dict_trees),"equivalence classes")
12 rules_new = get_list_of_rules_using_equivalence_classes(dict_trees)
13 print("There are", len(rules_new), "rules and monomial leaders")
14 new_list_of_leaders = get_list_of_leaders(rules_new)
15 list_of_criticals = get_critical_tree_monomials(new_list_of_leaders)
16 print("The number of critical monomials is", len(list_of_criticals))
17 print("Is this operad Koszul?", is_operad_koszul(rules_new))
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Después de ejecutar el Código 4.25 se obtienen los siguientes resultados:

There are 18 quadratic trees

There are 7 equivalence classes

There are 11 rules and monomial leaders

The number of critical monomials is 45

Is this operad Koszul? True

Lo que confirmamediante el método de reescritura que el operad no simétrico T rias es de Koszul.

Observación. En la linea 2 del Código 4.25 la aridad es 2 pues los operads no simétricos que se han estu-
diado en este documento son binarios:As,Dias, T rias y T etraas que se estudiará en el capítulo 5.
Para aplicar el método de reescritura a los demas operads no simétricos mencionados basta con modificar la
linea 3 del Código 4.25, así:

Para el operad no simétricoAs se debe fijar labels=[1].

ParaDias, labels=[1,2].

Para T rias, labels=[1,2,3].

Para el operadno simétricoT etraas, que se presentará en el capítulo 5 se debefijarlabels=[0,1,2,3].

Después de realizar las respectivas modificaciones podemos afirmar que los operads no simétricosAs,Dias,
T rias y T etraas son de Koszul.
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5
T etraas

En este capítulo usamos la idea de “transferencia de energía” descrita en la sección 3.2.1, para extender
naturalmente los operads As, Dias y T rias, definiendo una nueva operación ⊤ ≡ ◦0 que actúa “blo-
queando” el flujo de energía, es decir que cuando en el vértice de un árbol esté la operación 0no transporte
energía hacia ninguno de sus dos hijos, ni izquierdo ni derecho. Usando esta operación definimos un tipo
de álgebras llamadas Tetra-álgebras y su operad asociado al que llamamos T etraas. Gracias al teorema 3,
con ayuda del código descrito en el capítulo 4mostramos que este operad es de Koszul. Usandométodos
similares a los que se usaron en la sección 3.3.2 mostramos que el dual de Koszul de T etraas es el operad
T etradend asociado a las álgebras Tetra-dendriformes que también definiremos en este capítulo.

5.1. Tetra-álgebras

Una tetra-álgebra asociativaM es un espacio vectorial junto con cuatro operaciones binarias y asociativas

⊤,⊣,⊢,⊥ ∶ M⊗M → M,

tal que para todo a, b, c ∈ M se satisfacen las siguientes relaciones:

1. (a ⊣ b) ⊣ c = a ⊣ (b ⊣ c)
2. (a ⊣ b) ⊣ c = a ⊣ (b ⊢ c)
3. (a ⊢ b) ⊣ c = a ⊢ (b ⊣ c)
4. (a ⊣ b) ⊢ c = a ⊢ (b ⊢ c)
5. (a ⊢ b) ⊢ c = a ⊢ (b ⊢ c)
6. (a ⊣ b) ⊣ c = a ⊣ (b⊥c)

7. (a⊥b) ⊣ c = a⊥(b ⊣ c)
8. (a ⊣ b)⊥c = a⊥(b ⊢ c)
9. (a ⊢ b)⊥c = a ⊢ (b⊥c)
10. (a⊥b) ⊢ c = a ⊢ (b ⊢ c)
11. (a⊥b)⊥c = a⊥(b⊥c)
12. (a ⊣ b) ⊣ c = a ⊣ (b⊤c)
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13. (a ⊣ b) ⊣ c = a⊥(b⊤c)
14. (a⊤b) ⊢ c = a ⊢ (b ⊢ c)
15. (a⊤b)⊥c = a ⊢ (b ⊢ c)
16. (a⊤b)⊤c = a⊤(b⊤c)
17. (a ⊣ b)⊤c = a⊤(b⊤c)
18. (a ⊢ b)⊤c = a⊤(b⊤c)

19. (a⊥b)⊤c = a⊤(b⊤c)
20. (a⊤b) ⊣ c = a⊤(b⊤c)
21. (a⊤b)⊤c = a⊤(b ⊣ c)
22. (a⊤b)⊤c = a⊤(b ⊢ c)
23. (a⊤b)⊤c = a⊤(b⊥c)
24. (a⊤b)⊤c = a ⊢ (b⊤c)

Estas tetra-álgebras nacen como una extensión de las triálgebras con la operación⊤.
Si (A, ⋅) es un álgebra asociativa, definiendo a⊤b = a ⊣ b = a ⊢ b = a⊥b ∶= a ⋅ b para todo a, b ∈ A
obtenemos un funtor

As −mod ⟶ Tetraas −mod

de la categoría de álgebras asociativas en la categoría de tetra-álgebras.
Por otro lado, sí (A,⊤,⊣,⊢,⊥) es una tetra-álgebra, se puede ver la existencia de los siguientes funtores
de olvido:

De la categoría de tetra-álgebras en la categoría de triálgebras

Tetraas −mod ⟶ Trias −mod(A,⊤,⊣,⊢,⊥) ⟼ (A,⊣,⊢,⊥)
De la categoría de tetra-álgebras en la categoría de diálgebras

Tetraas −mod ⟶ Dias −mod(A,⊤,⊣,⊢,⊥) ⟼ (A,⊣,⊢)
De la categoría de tetra-álgebras en la categoría de álgebras asociativas

Tetraas −mod ⟶ As −mod(A,⊤,⊣,⊢,⊥) ⟼ (A,⊤)(A,⊤,⊣,⊢,⊥) ⟼ (A,⊣)(A,⊤,⊣,⊢,⊥) ⟼ (A,⊢)(A,⊤,⊣,⊢,⊥) ⟼ (A,⊥)
Si denotamos la operación⊤ = ◦0 como la operación 0. Definimos el operad T etraas como el generado

por los árboles binarios
0

,
1

,
2

y
3

sujeto a las 24 relaciones que definen una tetra-álgebra, tales
relaciones en términos de árboles binarios toman la siguiente forma:
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2
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4.
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2

1

2

2

5.
= ⋅

2

2

2

2

6.
= ,

1

1

1

3

7.
= ,

1

3

3

1

8.
= ,

3

1

3

2

9.
= ⋅

3

2

2

3

10.
= ⋅

2

3

2

2

11.
= ⋅

3

3

3

3

12.
= ⋅

1

1

1

0

13.
= ⋅

1

1

3

0

14.
= ⋅

2

0

2

2

15.
= ⋅

3

0

2

2

16.
= ⋅

0

0

0

0

17.
= ⋅

0

1

0

0

18.
= ⋅

0

2

0

0

19.
= ⋅

0

3

0

0

20.
= ⋅

1

0

0

0

21.
= ⋅

0

0

0

1

22.
= ⋅

0

0

0

2

23.
= ⋅

0

0

0

3

24.
= ⋅

0

0

2

0
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Ejemplo 36. Sea V = ⨁n≥0 kωn el k-espacio vectorial graduado, tal que el subespacio de elementos homo-
geneos de grado n es el espacio vectorial de dimensión uno generado por ωn, para n ≥ 0. El álgebra tensorial(T(V),⊤,⊣,⊢,⊥) con las operaciones:(ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk) ⊤ (ωm1

⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms) = ωn1+⋅⋅⋅+nk+m1⋅⋅⋅+ms(ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk) ⊣ (ωm1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms) = ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk−1 ⊗ ωnk+m1+⋅⋅⋅+ms(ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk) ⊢ (ωm1
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms) = ωn1+⋅⋅⋅+nk+m1

⊗ ωm2
⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms(ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk) ⊥ (ωm1

⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms) = ωn1 ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωnk−1 ⊗ ωnk+m1
⊗ ωm2

⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ ωms

tiene estructura de tetra-álgebra asociativa, con n1, . . . nk,m1 . . .ms ≥ 0. Para observar esto basta con che-
quear una a una las 24 relaciones descritas previamente. Nótese que (T(V),⊥) corresponde a la estructura
de álgebra asociativa en el álgebra de descensos de Solomon (ver por ejemplo [10]).

5.2. T etradend

Una tetra-álgebra dendriforme o un álgebra tetradendriforme sobre un cuerpo k es un k-espacio vectorial
N junto con 4 operaciones binarias

⊙,≺,≻, ⋅ ∶ N⊗N → N

Que satisfacen para a, b, c ∈ N las siguientes relaciones:

1. (a ∗ b)⊙ c + (a⊙ b) ≺ c = a⊙ (b ∗ c) + a ≻ (b⊙ c)
2. (a ≺ b) ≺ c = a ≺ (b ∗ c) + a ⋅ (b⊙ c)
3. (a ≻ b) ≺ c = a ≻ (b ≺ c)
4. (a ∗ b) ≻ c + (a⊙ b) ⋅ c = a ≻ (b ≻ c)
5. (a ⋅ b) ≺ c = a ⋅ (b ≺ c)
6. (a ≺ b) ⋅ c = a ⋅ (b ≻ c)
7. (a ≻ b) ⋅ c = a ≻ (b ⋅ c)
8. (a ⋅ b) ⋅ c = a ⋅ (b ⋅ c)

donde a ∗ b = a⊙ b + a ≺ b + a ≻ b + a ⋅ b.
Como en el caso de las diálgebras y triálgebras dendriformes, en las tetra-álgebras dendriformes las va-
riables presentes en las relaciones que la definen están en el mismo orden, esto nos dice que el operad
T etradend asociado a las tetra-álgebras dendriformes es un operad no simétrico.
Los 32 árboles binarios que generan al operad no simétrico T etraas se pueden agrupar en 8 clases de
quivalencia según la interpretación de la transferencia de energía que hemos dado a las relaciones que lo
definen, estas clases son:
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1. {
0
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1
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0

x y
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0

0x
y z ,
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1x
y z ,

0
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y z ,

0

3x
y z ,

2

0x
y z } ≡ xyz

2. {
1

1

x y
z

,

1

0x
y z ,

1

1x
y z ,

1

2x
y z ,

1

3x
y z ,

3

0x
y z } ≡ xyz

3. {
1

2

x y
z

,

2

1x
y z } ≡ xyz

4. {
2

0

x y
z

,

2

1

x y
z

,

2

2

x y
z

,

2

3

x y
z

,

3

0

x y
z

,

2

2x
y z } ≡ xyz

5. {
1

3

x y
z

,

3

1x
y z } ≡ xyz

6. {
3

1

x y
z

,

3

2x
y z } ≡ xyz

7. {
3

2

x y
z

,

2

3x
y z } ≡ xyz

8. {
3

3

x y
z

,

3

3x
y z } ≡ xyz

Cada uno de los árboles binarios que generan T etraas se puede identificar con un monomio en n va-
riables, cada variable tiene dos alternativas, estar o no marcada, de allí que dim(T etraas(n)) = 2

n y en
particular dim(T etraas(3)) = 8, esto lo confirma el hecho de que se tengan 8 clases de equivalencia.
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Enbase a cada una de estas clases de equivalencia y recordando el signo deKoszul para los árboles derechos
se obtienen las relaciones que definen al operad no simétrico T etraas!; siguiendo un proceso similar al
realizado en 3.3.2 y extendiendolo al caso en el que se tienen cuatro operaciones: 0, 1, 2 y 3. Haciendo la
identificación

≡

0

x y x⊙ y

se puede ver facilmente que las relaciones que definen al operad dual de Koszul de T etraas coinciden con
las relaciones que definen a las tetra-álgebras dendriformes. Podemos entonces afirmar que T etraas! ≅
T etradend.
T etradend(3) está generado por 8 relaciones, esto de nuevo se debe a que dim(T etraas(3)) = 8 de la
misma forma que dim(T etradend(3)) = 24, esto pues el operad T etraas está generado por 24 relacio-
nes.

5.2.1. Series generatrices de T etraas y T etradend

Para hallar las dimensiones de T etraas(n) y T etradend(n) con n un entero positivo, es útil conocer la
serie generatriz de cada uno de estos operads. Para el caso de T etraas ya conocemos dim(T etraas(n))
con esto hallaremos la forma cerrada de su serie generatriz y en base a esta hallaremos la serie generatriz
del operad T etradend para así hallar dim(T etradend(n)).
Sea FT etraas(x) = ∑∞

n=0 fnx
n la serie generatriz del operad no simétrico T etraas. Como semenciono antes

dim(T etraas(n)) = fn = {n, n ≤ 1

2
n
, n > 1

Luego la serie generatriz del operad T etraas está dado por:

FT etraas(x) = x +∑
n≥2

2
nxn

= x +∑
k≥0

(2x)k+2
= x + (2x)2∑

k≥0
(2x)k

= x +
4x2

1 − 2x

= 2x2 + x
1 − 2x .

Utilizaremos esta serie generatriz para hallar la serie generatriz de T etradend. Recordemos que al ser
T etradend el operad dual de Koszul de T etraas, se debe saisfacer la relación

FT etraas(−FT etradend(−x)) = x ⇔ FT etraas(−FT etradend(x)) = −x.

Por simplicidad en la notación llamemos g = FT etradend(x), se debe tener entonces que
FT etraas(−g) = −x ⇔

2(−g)2 + (−g)
1 − 2(−g) = −x
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2g2 − g
1 + 2g = −x ⇔ 2g2 − g = −x − 2xg ⇔ 2g2 + (2x − 1)g + x = 0

Dividiendo por x ambos lados de esta última ecuación cuadrática obtenemos:

2
g2

x + (2x − 1)gx + 1 = 0

Haciendo la sustitución g = tx la anterior igualdad toma la forma:

2
(tx)2
x + (2x − 1) txx + 1 = 0 ⇔ 2xt2 + (2x − 1)t + 1 = 0

Ahora con la sustitución t = h + 1 tenemos:

2x(h + 1)2 + (2x − 1)(h + 1) + 1 = 0

⇔

2x(h2 + 2h + 1) + 2xh − h + 2x − 1 + 1 = 0 ⇔ 2x(h2 + 3h + 2) = h

⇔

x(2(h + 1)(h + 2)) = h

Sea Φ(h) = 2(h + 1)(h + 2), entonces la ecuación se escribe como

xΦ(h) = h

Si h(x) = ∑n≥1 hnx
n, por el teorema de inversión de Lagrange

hn =
1
n[xn−1]Φ(x)n

= 1
n[xn−1]2n(x + 1)n(x + 2)n

= 1
n[xn−1]2n n

∑
j=0

(nj)xj n

∑
k=0

(nk)2n−kxk
= 1

n[xn−1]2n ∑
j≥0

∑
k≥0

(nj)(nk)2n−kxk+j, haciendo k + j = r

= 1
n[xn−1]∑

r≥0
[ r

∑
k=0

(nk)( n
r − k)22n−k] xr, cuando r=n-1

= 1
n

n−1

∑
k=0

(nk)( n
n − 1 − k)22n−k

= 1
n

n−1

∑
k=0

(nk)( n
n − (k + 1))22n−k

=
n−1

∑
k=0

1
n(nk)( n

k + 1)22n−k.
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Como t = h + 1 y g = tx, entonces FT etradend(x) = g = (h + 1)x = x + xh, luego

g = x + x∑
n≥1

hnx
n = x +∑

n≥1
hnx

n+1 = x +∑
n≥2

hn−1x
n
.

Así, podemos afirmar que

FT etradend(x) = x +∑
n≥2

[n−2

∑
k=0

1

n − 1
(n − 1

k )(n − 1
k + 1)22(n−1)−k] xn.

Y por lo tanto

dim(T etradend(n)) = {1, n = 1

∑n−2
k=0

1

n−1(n−1k )(n−1k+1)22(n−1)−k, n > 1

5.2.2. Ordenes monomiales en T etraas

La operación⊤ satisface que⊤ <⊣<⊢< ⊥, es decir 0 < 1 < 2 < 3. Extendiendo el proceso realizado
en la sección 3.3.4 con la operación⊤ y con el código descrito en el capítulo 4 se comparan las sucesiones
de caminos que definen las 24 relaciones que definen al operad no simétrico T etraas obteniendo así los
términos líderes:

0

0
,

0

1
,

0

2
,

0

3
,

1

0
,

0

1
,

0

2
,

0

3
,

2

0
,

1

1
,

1

1
,

1

2
,

1

3
,

3

0
,

1

2
,

2

0
,

2

1
,

2

2
,

2

3
,

3

0
,

1

3
,

3

1
,

3

2
,

3

3

Estos 24 términos líderes deben componerse entre sí de todas las formas posibles para obtener los mono-
mios críticos, este proceso se realiza usando el código del capítulo 4 lo cual nos arroja como resultado un
total de 176monomios críticos.

Teorema 1. El operad no simétrico T etraas y su dual de Koszul T etradend son de Koszul.

Demostración. Para demostrar este teorema basta con chequear que los 176 diamantes correspondientes
a los monomios críticos de T etraas son confluentes, luego gracias al teorema 3 se tiene el resultado. Este
proceso se realiza con ayuda del código mostrado en el capítulo 4.

Teorema 12. El operad no simétrico T etraas no es cancelativo.

Demostración. Para demostrar este teorema basta considerar el siguiente contraejemplo
1

0 0 =

2

0 0
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Pero claramente
1

≠
2

Por no ser T etraas un operad cancelativo no es posible aplicar las técnicas que usan posets para probar
que este es un operad de Koszul.
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6
Generalizaciones y futuras líneas de trabajo

6.1. Otras aridades

Los operads que se estudiaron en este documento son todos binarios o de aridad 2. Con ayuda del código
mostrado en el capítulo 4 se mostró que todos estos operads no simétricos:As,Dias, T rias, T etraas son
de Koszul.
Si en la linea 2 del Código 4.25 cambiamos la aridad a 3 por ejemplo; se concluye que el Método de
reescritura no funciona como lo mostraremos a continuación.
La interpretación de la transferencia de energía que dimos a las operaciones desarrolladas en capítulos
anteriores para los operads binarios se pueden presentar por medio de árboles binarios de la siguiente
forma:

0

[0] [0] ,

1

[1] [0] ,

2

[0] [1] ,

3

[1] [1]

Donde la etiqueta [0] indica que la energía no se transporta en esa dirección mientras que la etiqueta[1] indica que la energía se transportó en la dirección de la hoja correspondiente. Con las etiquetas de las
hojas se obtiene la representación reversa del número que está en la etiqueta de la raíz (operación) escrito
en forma binaria. Es decir

0 = 0 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 ≡ [0][0]
1 = 0 ⋅ 21 + 1 ⋅ 20 ≡ [1][0]
2 = 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 ≡ [0][1]
3 = 1 ⋅ 21 + 1 ⋅ 20 ≡ [1][1]

Extendiendo esta idea para árboles de aridad 3 tenemos 8 posibles operaciones
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0 = 0 ⋅ 22 + 0 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 ≡ [0][0][0]
1 = 0 ⋅ 22 + 0 ⋅ 21 + 1 ⋅ 20 ≡ [1][0][0]
2 = 0 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 ≡ [0][1][0]
3 = 0 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 1 ⋅ 20 ≡ [1][1][0]
4 = 1 ⋅ 22 + 0 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 ≡ [0][0][1]
5 = 1 ⋅ 22 + 0 ⋅ 21 + 1 ⋅ 20 ≡ [1][0][1]
6 = 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20 ≡ [0][1][1]
7 = 1 ⋅ 22 + 1 ⋅ 21 + 1 ⋅ 20 ≡ [1][1][1]

Estas operaciones ◦0,◦1,◦2,◦3,◦4,◦5,◦6,◦7 surgen a partir de los siguientes árboles:

0

[0] [0] [0] ,

1

[1] [0] [0] ,

2

[0] [1] [0] ,

3

[1] [1] [0] ,

4

[0] [0] [1] ,

5

[1] [0] [1] ,

6

[0] [1] [1] ,

7

[1] [1] [1]

Siguiendo la idea de transporte de energía que se dió para el operadDias en la sección 3.2.1 definimos el
operad 3−Dias como el operad no simétrico de aridad 3 generado por las operaciones ◦1,◦2 y ◦4. Si en
el Código 4.25 cambiamos las lineas 2 y 3 por:

arity = 3 y labels=[1,2,4]

obtenemos el siguiente resumen del método de reescritura para el operad 3 −Dias:

There are 27 quadratic trees

There are 5 equivalence classes

There are 22 rules and monomial leaders

The number of critical monomials is 213

Is this operad Koszul? The criterion is inconclusive

Como el criterio no es concluyente significa que existe por lo menos un grafo dirigido no confluente. En
el Código 6.1 mostramos como verificar para cada uno de los grafos dirigidos que se generan si son o no
confluentes. En caso de que alguno de los grafos dirigidos no sea confluente éste se visualizará.

Código 6.1: Confluencia de los grafos dirigidos
1 for tree in list_of_criticals:
2 graph = generate_digraph_of_relations(tree, rules_new)
3 print("Is this graph confluent? ", is_digraph_confluent(graph))
4 if not is_digraph_confluent(graph):
5 graph.show()
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Ejemplo 37. En la Figura 6.1mostramos uno de los grafos dirigidos del operad3−Dias que no es confluente
y que se obtuvo ejecutando el Código 6.1.

Figura 6.1: Ejemplo de un grafo dirigido no confluente en 3 −Dias

Extendiendo lamanera en la cual se definió el operad 3−Dias podemos definir los operads no simétricos
3 −As, 3 − T rias, 3 − T etraas de la siguiente forma:

3 −As es el operad no simétrico de aridad 3 generado por la operación ◦1.

3−T rias es el operad no simétrico de aridad 3 generado por las operaciones ◦1,◦2,◦3,◦4,◦5,◦6

y ◦7.

3 − T etraas es el operad no simétrico de aridad 3 generado por las operaciones
◦0,◦1,◦2,◦3,◦4,◦5,◦6 y ◦7.

Modificando el Código 4.25 para cada uno de estos casos se concluye que:

3 −As es un operad de Koszul. En general cuando la aridad es (k + 1) para k un entero mayor o
igual que 1 este operad se conoce como operad de álgebras totalmente asociativas y se denota por
tAs(k+1). En [6] Gnedbaye muestra que tAs(k+1) es un operad de Koszul y que su dual de Koszul
es el operad de álgebras parcialmente asociativas de aridad (k + 1) denotado por pAs(k+1).
El criterio del método de reescritura aplicado al operad 3 − T rias no es concluyente.

El criterio del método de reescritura aplicado al operad 3 − T etraas no es concluyente.

Estamisma idea puede generalizarse para definir operads no simétricos de aridad (k+1): (k+1)−Dias,(k + 1) − T rias y (k + 1) − T etraas, con k un entero mayor o igual que 1.

6.2. Otras técnicas

La pregunta que surge naturalmente es si con otras aridades un determinado operad no simétrico es de
Koszul. En otras palabras: por el teorema 3 sabemos que si en un operad no simétrico todo monomio
crítico es confluente, entonces el operad es de Koszul. Pero si no todomonomio crítico resulta confluente
esto no implica que el operad no sea de Koszul. En estos casos hay que tratar de aplicar otras técnicas para
verificar la propiedad de Koszul en un operad no simétrico y no binario.
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Por ejemplo si un operad no simétrico no binario es cancelativo entonces mediante las técnicas que invo-
lucran los posets asociados y la función deMöbius dadas en la definición 2.1 podría probarse la propiedad
de Koszul.
Otra opción podría ser mediante técnicas de álgebra homológica construyendo los complejos de Koszul
asociados a tales operads y observando su comportamiento. Esto pues en [2] Bremer y Dotsenko definen
unoperaddeKoszul comounoperadpara el cual su complejodeKoszul asociado es acíclico.Estas técnicas
homológicas son tratadas en detalle en textos especializados en álgebra homológica como por ejemplo en
[17].
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