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Abstract. A study of the coupler curves of four-bar and Watt mechanisms is undertaken either theorstically or
based on a computer program that is integrated in a CAD-Systam. This leads even in the case of four-bar
linkages to some new insights concerning the existence of nodes and cusps. The possible real singularities
of non-degenerate coupler curves of the Watt mechanism are determined and by means of cur computer

program , we demonstrate their difficuit structure.

Coupler curves, muitiple point, cruncde, acnede, cusp, genus,.tacnode, rhamphoid cusp, four-bar
mechanism, Watt mechanism, instantaneous pole, moving polode, Ball point, straight-line motion

EINLEITUNG

Die groBe Formenvielfalt der Koppelkurven von ebanen
Gelenkgetrieben ist zwar im Hinblick auf technische
Anwendungen willkommen, I&Bt aber schon bei einfa-
chen Getriebtypen einen Uberblick unméglich erschei-
nen. Deshalb ist es sinnvoll, die Koppelebene eines
gegebenen Qetriebes nach bestimmten Qesichtspunk-
ten zu unterteilen. Da die Koppelkurvengestalt in star-
kem MaBe von der Beschaffanheit der vorhandanen
Singularitéten bzw. Flachpunkte abhéngt, bieten sich
Kurven, die durch deren Sonderfélle definiert sind, fir
eine Klassifizierung der Koppelkurvenformen eines ge-
gebenen Getriebes geradezu an.

R.Mller (1888/1881) legte fiir den sinfachsten Fail der
Viergelankgetriebe eine Einteilung der Koppelebene
hinsichtiich der Gestaltdnderung der zugehdrigen Kop-
pelkurven vor. Dabei benutzte er die folgenden drei
geometrischen Orter -ndmlich

Gangpolkurve,
Flachpunktkurve (Ball-Kurve),
Ubergangskurve,

deren Koppelkurven sich beziglich der vorhandenen
Doppelpunkis bzw. Flachpunkte nicht unterscheiden.
FUr praktische Anwendungen hat J. Volmer (1958)
spéter einen Koppelkurvenatias erstellt, der die Kurven
bezliglich lhrer Doppelpunkte Kiassifiziert. Ergénzt
wurde dles von Flehter/Hunt (1979) durch eine Untersu-
chung der Sonderdoppelpunkte und Infiexionstangen-
ten. Diese Kiassiflkation wird auBerdem mit der be-
kannten Systematik der Viergelenkgetriebe in Bezle-
hung gesetzt. Im folgenden Beitrag ergénzen wir die
eban genannten Arbeiten durch Betrachtung von Spit-
zenpunkten bzw. Gangpolkurven flir Viergelenkge-
trisbe mit bis zu einem Schubgelenk und eine Klassifi-
katlon der mdglichen reellen Singularitéten flr das
Watt-Zweistandgetriebe,

® Dle Ergebnisse dieser Arbeit wurden wiihrend des durch die DFG
geférderten Projekts “Punktrastgetriebe” gefunden.

DOPPELPUNKTE UND HOHERE SINGULARITATEN

Sei k eine ebene reelle Kurve und P ein Punkt auf k,
dann heiBt die Ordnung des niedrigsten nicht- ver-
schwindenden Terms in dsr Taylor-Entwicklung der
Kurvengleichung um P Multiplizitdt von kin P und wird
im folgenden durch pp(k) abgekiirzt. P heiBt r-facher
Punkt von k, falls P die Muitiplizitat r hat, d.h. jede Ge-
rade durch P schneidet k mit einer Vielfachheit > r (vgl.
Hiiton, 1932; S. 23). Ist r > 1, so nennt man P singulér.
Man beachte, daB k in einem r-fachen Punkt r (nicht
notwendig verschiedene) Tangenten besitzt, deren
Gleichung man durch Nullsetzen des niedrigstan nicht-
verschwindenden Terms in der entsprechenden Taylor-
Entwickiung erhélt und die deshalb k (r+1)-punktig be-
ruhren. P heiBt gewdhnlicher r-facher Punkt von k, falls
kin P genau r verschiedene [moglicherweise kom-
plexe) Tangenten besitzt.

Bild 1: Koppelkurve einer Kurbelschwinge mit zwei
reellen Selbstschnittpunkten und einem reeliem
isolierten Punkt

Doppelpunkte sind die eintachsten auftretenden Singu-
laritdten, wobei folgende drei Typen unterschieden
werden. Doppelpunkte mit zwei verschiedenen reellen
Tangenten heiBen Knotenpunkte (Selbstschnittpunkte),
salche mit zwei imagindren Tangenten heiBen isclierte
Pupkte (Bild 1). Fallen beide Tangenten zusammen, SO
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entstehen {Blld 2). Um das Fehlen hdhe-

rer Singularitéiten (d.h. Punkts mit einer Mulitplizitit > 2)
fur beliebige Koppelkurven ebener Viergelenkgetriebe
' zu zeigen, fihren wir das Geschlecht g einer algebrai-

schen Kurve vom Grad n eln (vgl. Hifton, 1832; S. 116):

g:= 3 (Do - } upk) fup (W-13 ()
Psiogulir-

Die Koppelkurve k4 eines viergliedrigen Drehgelenk-
getriebes hat mindestens drei Doppelpunkts (vgl.
Ebner, 1808; S. 53), wovon einer stets reell ist und die
anderen beiden konjuglert-komplex sind. AuBerdem ist
k4 eine trizirkulare {d.h. die beiden imaginéren Kreis-
punkte sind Tripelpunkte von k4) algebraische Kurve
sechsten Grades (vgl. Ebner, 1906; S. 49). Da das Ge-
schiecht flir nicht-zerfallende Kurven (d.h. durch ein ir-
raduzibles Polynom beschrelbbar) eine nicht-negative
Zahl ist, bekommt man:

os;:é-s..; = 3%1 - %2%8

-3 E uplk) Tuplic)-11
Peingular

d.h.

up(k‘) [u.P (k‘]-ﬂ 4
Peingulir

Daraus folgt, daB k4 htichstens elnen welteren Doppel-
punkt, aber keine htheren Singularititen besitzt. Die-
ser scgenannte Sonderdoppelpunkt kommt In der Ver-
zweigungslage durchschlagféhiger Gelenkvierecke
auch wirklich vor (Bild 2). Andererseits treten bel durch-
schlagféhigen viergliedrigen Drehgelenkgetrieben mit
zwei oder drei Verzweigungslagen fiinf bzw. sechs
Doppelpunkte auf (vgl., Fichter/Hunt, 1978; S. 1030).
Dies steht aber im Einklang mit der obigen Betrachiung,
well die zugehtrigen Koppelkurven in einen Kreis und
eine Quartik bzw. drei Kreise zerfallen. Eine ganz ana-
loge Argumentation I&Bt sich auch auf Viergelenkge-
triebe mit Schubgelenken anwenden.

Bild 2: Koppelkurve einer durchschlagféhigen Innen-
AuBenschwinge mit einer reellen Spitze in der
Verzweigungslage

Die Uber q ist der geometrische Ort aller
Punkte, deren Bahnkurven i

(d.h. zwei zusammenfallende Doppelpunkte) besitzen.
g trennt die Koppelebene in zwel Gebiete, deren
Punkte entweder Bahnkurven mit drei reellen Doppel-
punkien oder Bahnkurven mit einem reellen Doppel-
punkt aufweisen (Muller, 1889/1881).

Die Bahnkurven kg und ks" der Punkte der beiden hé-
heren Koppelebenen DE bzw. CD sines Watt-Zwei-
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standgetriebes (Bild 3) besltzen jewells finfundzwanzig
{komplexe) Doppelpunkte (Primrosa u.a., 1987; S. 29).

Blid 3: Die héheren Koppelebanen CD und DE des
Watt-Zweistandgetriebes

AuBerdem ist kg eine siebentach zirkulare algebraische
Kurve vierzehnten Grades und kg* eine achtfach zirku-

- lare algebraische Kurve sechzehnten Grades (Primrose

u.a.,1867; 8.40). Fiir nicht-zerfallende Koppelkurven kg
und kg* erhélt man wie eben aus (%) :

pplk.} Tuplk )-11 < 22
Pllﬂ.ullrp kﬁ S :

bazw. E uplk®) Lp (k)11 5 48
Peingulsr

Daraus folgt, daB kg hochstens fiinffache Punkte und
kg" hiichstens siebenfache Punkte besitzt. AuBerdem
zeigt Tafel 1, weiche reellen Singularitéten fiir eine
nicht-zerfallende Bahnkurve kg hbchstens aufireten
kénnen. Eine entsprechende Tabelle fiir kg* konnte aus
Platzgriinden nicht aufgenommen werden. Das ist ein
weiteres Anzeichen fir die Komplexitét der Koppenkur-
\;331?ieser sogenannten Punkirastebene (vgl. Hain,

Tafel 1: Reelle Singularitédten von nicht-zerfalienden
Koppelkurven ks des Watt-Zwelstandgetrisbes

MultiniziEten

LR = 1)

SPITZENPUNKTE

Die Koppelkurven k4 eines durchschiagfiihigen Vierge-
lenkgetriebes mit einer Verzweigungslage zerfallen
nicht und haben aufgrund der Existenz des Sonder-
doppeipunktes und (%) das Geschlecht Nuil. Da k4
Sechsten Grades ist, besitzt k4 héchstens drei Spitzen-
punkie (Hilton, 1832; S. 114). Fir durchschlagféhige
Viergelenke mit mehr als einer Verzweigungsiage gibt
es offenbar héchstens zweispitzige Koppelkurven, und
flr alle anderen Getriebetypen existieren Gberhaupt nur
drei Doppelpunkte. Insgesamt ist damit gezeigt, daB
Koppelkurven von Viergelenkgetrieben im allgemeinen
hichstens drei Spitzenpunkte besitzen. Man beachte
aber, daB Sonderdoppelpunkte durchaus zu Spitzen
entarten kdnnen (Bild 2).

Fiir die Existenz zweispitziger Koppelkurven von Vierge-

lenkgetrieben ist es hinreichend, daB mindestens ein Lenker
kurzer als das Gestell ist {Hain, 1887). Im Falle umlauf-
fahiger Viergelenkgetriebe (z.B. Doppelkurbeln) scheint
diese Bedingung auch notwendig zu sein, was jedoch
flr totalschwingféhige Viergelenkgetriebe nicht zutrifft
(Hain, 1987; S.90).



A.E. Mayer (1838) gibt eine sehr einfache Konstruktion
eines Viergelenkgetriebes an, so daB mindestans eine
Koppelpunktbahn in drel vorgegebenen Lagen sinen
Spizenpunkt durchléuft. AuBerdem st es fir die Exi-
stenz dreispliziger Koppelkurven notwendlg, daB die
Gestellange maximal ist (Mayer, 1938; S. 398), Es istzu
beachten, daB dreispitzige Koppelkurven umlauftéhiger
Viergelenke hchstens zwel Spitzenpunkte in einem
Kurvenzweig haben kinnen. Nur diese zwei Spizen
stehen also fiir praktische Anwendungen zur Verfi-
gung. Der Sonderdoppelpunkt bei dreispitzigen Kop-
pelkurven durchlautfahiger Viergelenkgetriebe ist der
Mittelpunkt des Inkreises des Spitzendreiecks (Mayer,
1938; S. 4286).

Bild 4: Koppelkurve einer Innen-AuBenschwinge mit
einer Schnabelspitze

Man kann von einer Spitze im allgemelnen keln Kop-
pelrastgetriebe ablelten, da der zugehbrige Kriim-
mungsradius verschwindet. Im Sonderfall der soge-
nannten (d.h. beim Zusammentallen
eines Selbstschnittpunktes mit einer Spitze bzw. beim
Zusammenfallen zweler Spitzen) ist der entsprechende
Krimmungsradius nieht Null, und die beiden Kurven-
bégen liegen auf derselben Seite der Spitzentangente
(Bild 4). Ein Koppelpunkt elnes Viergelenkgetriebes
durchlduft eine Schnabelspitze S, wenn S mit dem
Momentanpol zusammenféllt und die Verbindungsge-

rade von S mit dem Schnittpunkt von Gestell und Kop- |

pelgerade senkrecht auf dem Gestell steht (Mlller,
1887; S. 269/270). S hat dann einen fiinfpunktig benih-
renden Krimmungskrels, d.h. es handelt sich um einen
sogenannten Burmester-Punkt, und besitzt'auBerdem
eine vierpunktig berlihrende Tangente, d.h. S Ist auch
ein sogenannter Ball-Punkt. Koppelkurven mit Schnabel-

spitzen filr das Watt-Zwelstandgetriebe lassen sich mit
den Methoden von Shimojima/Ogawa (1975) erzeugen.
GANGPOLKURVEN

Die Gangpolkurve p ist der geometrische Ort aller
Punkte der Koppelebene, deren Bahnkurven einen
Punkt mit verschwindender Momentangeschwindigkeit
besitzen. Nun haben Koppelpunkte in einer Spitze ihrer
Bahnkurve die Geschwindigkeit Null, d.h. der geometri-
sche Ort aller Punkte der Koppelebene, deren Bahn-
kurven Spitzen durchlaufen, ist in der Gangpolkurve
enthalten. Fr Viergelenkgetriebe stimmen beide Kur-
ven uberein, und sie teilen die Koppelebene in zwei
Gebiete, deren Punkte entweder Bahnkurven mit
reellen Selbstschnittpuniten oder mit reellen isolierten
Punkten durchlauten (Ebner, 1908).

AuBerdem Ist p im Falle eines viergliedrigen Drehge-
lenkgetriebes eine bizirkulare algebraische Kurve
achter Ordnung mit vierfachen Punkten in den Koppel-
drehgelenken (vgl. Wunderlich, 1870; S. 75). Daher

geht p zweimal durch die imaginéren Kreispunkts und
besitzt noch vier weitere Fernpunkte (d.h. Schnittpunkts
mit der unendlich fernen Geraden). Diese sind alle

‘imaginér (d.h. p verléuft ganz im Endlichen), wenn das

Gestell das kilrzests Glled ist (z.B. fiir die Doppelkur-
bel). Aus (%) folgt weiter:

E eplp) uplp)-11 < 14
Paingulir

d.h. die Gangpolkurve hat héchstens zwel Tripelpunkie
bzw. sieben Doppelpunkte. Es gibt also fir jedes Vier-
gelenkgetriebe héchstens zwei dreispitzige bzw. sie-
ben zwelspitzige Koppelkurven. Andererseits existieren
Viergelenke mit zwel dreispitzigen Koppelkurven (z.B.’
die beiden bezliglich der Koppel gespiegeiten drel-
fachsymmetrischen Koppelkurven der Doppelinnen-
schwinge, deren Gestell doppelt so lang wie alle ande-
ren Glieder ist) und Hain (1987) gibt eine Doppelinnen-
schwinge mit sechs zueispitzigen Koppelkurven an. Fir
das Watt-Zweistandgetriebe sind achtspitzige Koppal-
kurven bekannt (Primrose u.a., 1967). Allerdings sind
die Gangpolkurven aufgrund ihrer Kompliziertheit ei-

gﬁrg Bc;lralctan Studium nicht zugénglich (vgl. Bild 5 mit

il

Bild 5: Rast- und Gangpolkurvé eines durchschlag-
féhigen Viergelenkgetriebes mit Schubgelenk
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Bild 6: Gangpolkurve eines Whn-Zwelstandgetriabes

Die Ubergangskurve und die Gangpolkurve beriihren
sich in den zwdlf Punkten, deren Bahnkurven eine
Schnabelspitze haben, und schneiden sich auBerdem
noch in vierundzwanzig Punkien, deren Bahnkurven
einen Selbstberiihrungspunkt und einen Spitzenpunit
durchlaufen (Mlller, 1887; S. 271).

ANWENDUNGEN

Fiir die Berechnung und Darstellung der Pelkurven und
der Flachpunktkurven vier- bzw. sechsgliedriger Ge-
lenkgetriebe wurden Programme entwickelt, die Be-
standtell einer umfangreichen Kinematik-Programm-
bibliothek sind. Diese wiederum ist vollstdndig in das
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2D-CAD-System PROREN integriert. Dadurch steht
wahrend der Anwendung der Module jederzeit der
Komfort des CAD-Systems z.B. beim interaktiven iden-
tifizieren von Punkten und bei der Ermittiung von Win-
keln zur Verfligung.

"Nun sind die genannten Kurven primér eher von theo-
retischem Interesse. Dem in der Praxis tédtigen Kon-
strukteur kénnen sie jedoch bei vielen Aufgaben eine
groBe Hilfe sein, wenn er nur von ihren Eigenschatten
hinreichende Kenntnisse besitzt. Als wesentliche For-
derung an die Programme wurde deshalb die Aufberei-
tung der Ergebnisse in eine dem Praktiker niitzliche
Form verlangt. Die Bedienoberfléche ist dann so zu
gestaiten, daB der interaktive Dialog den Anwendungs-
fall in den Vordergrund stellt, solange und soweit dies
moglich ist.

Bekanntlich kann man mit einem geringen Antriebs-
moment im Bereich der Spitze einer Koppelkurve groBe
Kréfte erzeugen. Daher eignen sich Rast- und Gang-
polkurven als Hilfe zur Synthese von Pressen, Kniehe-
belverschliissen von DruckguBmaschinen, Stanzen
und Prégemaschinen. Es wurde ein Programm ge-
schrieben, mit dessen Hilfe der Anwender auf einfach-
ste Weise im interaktiven Dialog die Moéglichkeiten
tberblicken kann, mit einem in den Grundabmessun-
aen bereits bekannten Getriebe Spitzen zu erzeugen.
Nachdem dazu auf dem Bildschirm die Rastpolbahn
dargesteilt wurde, kann u.a. mit einem Knopfdruck ein
kieiner Koppelkurvenatlas erstelit werden (Bild 7). Die
Variation der MaBe des Grundviergelenks ist schon
durch die Mdglichkeiten des hier verwendseten CAD-
Systems sehr einfach. Dadurch ist man in der Lage,
Entwicklungstendenzen der Koppelkurvengestalt bei
Verénderung der GetriebemaRe rasch zu erkennen.

N\

}

8ild 7. Einspitzige Koppelkurven einer Kurbelschwinge

Mit Hilfe anderer Rahmenprogramme, die z.B. den Mo~
dul zur Generierung von Wendekreisen nutzen, konn-
ten weitere Synthesehilten flr den Konstrukteur ge-
schaffen werden. In Bild 8 sind z.B. die Wendekreise
einer Doppelkurbel in der Gangebene dargestellt, die
zur Erzeugung von Geradfilhrungen genutzt werden
kbnnen. Eine genauere Erlduterung der zugehtrigen
Vorgehensweise ist an dieser Stelle jedoch nicht még-
lich (vgl. Gattlicher, 1987).

AUSBLICK

In der vorliegenden Arbeit werden einige Eigenschaf-
ten von Koppelkurven vier- und sechsgliedriger Ge-
triebe untersucht, die zu ihrer Klassifikation beitragen
kdnnen. Damit wird es méglich, eine Antwort auf die
Frage zu geben, ob die betrachtete Keppelebene prin-
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ziplell geeignet ist, eine bestehende Aufgabe zu lésen,
Die hierzu entwickelten Programme wurden deswelte-
ren so aufbereitet, daB sie unmitteibar als Synthesenhilfe
fur einige aus der Praxis stammende Fragestellungen
Verwendung finden kdnnen. im Laufe der Arbelten
zeigte es sich, daB sowohl auf dem Gebiet der theoreti-
schen Grundlagen als auch bel deren Umsetzung ins-
besondere fiir héhere Koppelebenen noch ein weites
Feld fir Forschung und Entwicklung offen ist.

Bild 8: Gangpolkurve p und Flachpunktkurve f einer
Doppelkurbel als Einhiillende der Wendekreise
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