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RESUMEN. Se presenta un algoritmo para calcular las asintotas generalizadas o g-asintotas
de una curva algebraica plana, C, definida implicitamente en C?. Las g-asintotas genera-
lizan el concepto clasico de asintota de una curva definida por un polinomio de la forma
yg(z) — f(x). Para ello, se definen los conceptos de ramas infinitas y ramas convergentes, y
se establecen los fundamentos a partir de los cuales se definiran las g-asintotas, es decir, las
curvas aproximantes y las curvas perfectas. Estos conceptos constituyen una herramienta
fundamental para analizar el comportamiento de una curva en el infinito.

INTRODUCCION

En este trabajo se presenta una solucion algoritmica que permite determinar el compor-
tamiento en el infinito de una curva algebraica plana, C, mediante el calculo de las asintotas
generalizadas, o g-asintotas, de sus ramas en puntos con coordenadas suficientemente gran-
des. Este concepto, generaliza el concepto clasico de asintota y sus métodos de calculo (véase
pe. [1,2]). N N

De manera intuitiva, dada una curva C, se dice que C es una g-asintota de C, si C es una
curva del menor grado posible que aproxima a C en el infinito (véase [3, 4]).

El algoritmo que se presenta en la Seccidon 3, se sustenta sobre los estudios preliminares de
la Seccién 1, asi como en los conceptos de curva perfecta y g-asintota definidos en la Seccion
2. Ademas, en la Seccion 3 se presenta el algoritmo y un ejemplo que ilustra el método que
se desarrolla en este trabajo.

Ademas, senalar que las novedades respecto los trabajos previos se basan en una mejora e
implementacion de los resultados que aqui se exponen, ilustrandolos mediante un algoritmo
cuya complejidad se reduce al calculo de una serie de Puiseux.

1. PRELIMINARES Y NOTACION

En esta seccion se introducen los conceptos de ramas infinitas, ramas convergentes y
curvas aprozimantes, derivados de investigaciones previas (ver [3, 4, 5, 6]).

Sea una curva algebraica plana irreducible, C, definida en el espacio afin por un poli-
nomio irreducible f(z,y) € R[z,y] en el cuerpo C. Debido a las implicaciones practicas,
se asume que la curva es real y, por ello, el polinomio implicito viene definido sobre R.
Sea C* C P?(C) su correspondiente curva proyectiva definida por el polinomio homogé-

neo F(z,y,2) = fa(z,y) + 2fa-1(z,y) + 2°faa(z,y) + ... + 2% fo(z,y) € Rlz,y,2], con
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d := grado(C), y sean los puntos de infinito de C* de la forma (1 : m : 0), m € C (en caso de
existir el punto de infinito (0 : 1: 0), se aplica un cambio lineal de coordenadas).

En estas condiciones, a partir de la curva definida por el polinomio g(y,z) = F(1:y: z)
y calculando las series de Puiseux, ¢;, i = 1...grado,(g) de g(y,z) = 0 alrededor de
z = 0, se obtienen las ramas de C (véase [4]). En lo que sigue denotamos como ¢(t) =
m + art™N/N ootV LoqatNs/N oo g £ 0,Vi e N,con N; e N, i =1,...,y
0 < Ny < N3 < --- a una de estas series. Por tanto g(¢(t),t) = 0 en un entorno de t = 0
donde ¢(t) converge.

Definicién 1.1. Se denomina rama infinita de la curva plana afin C, en el punto de infinito
P=(1:m:0), m¢c C, al conjunto B = {(2,7(2)) € C?: 2z € C, |2| > M}, donde
r(z) = zp(z7Y) = mz+ a1z NN pap2t NN g 1=Ns/N Loy M es un cierto nimero
natural.

Definicién 1.2. Dadas dos ramas, B = {(z,7(z)) € C*> : 2 € C,|2| > M}y B =
{(2,7(2)) € C?: 2z € C, |z| > M}, se dice que son convergentes si lim,_,(7(2) —r(z)) = 0.

Definicién 1.3. Sea una curva algebraica plana C con una rama infinita B. Se dice que una
curva D se aprozima a C en su rama infinita B, si lim,_, d((z,7(2)),D) = 0 (d(p, D) =
min{d(p,q) : ¢ € D}).

En [4] se demuestra que si C es una curva plana con una rama infinita B entonces, una
curva plana C aproxima a C en B si y sblo si C tiene una rama infinita B tal que B 'y B son
convergentes.

2.  ASINTOTAS GENERALIZADAS Y CURVAS PERFECTAS

A partir de los conceptos introducidos en la Secciéon 1, se obtienen las siguientes defini-
ciones (véase [3]).

Definicion 2.1. Una curva de grado d es una curva perfecta si no puede ser aproximada
por ninguna curva de grado menor que d.

Obsérvese que una curva C que no sea perfecta puede aproximarse por otras curvas de
menor grado.

Definiciéon 2.2. Sea una curva algebraica plana C con una rama infinita B. Una curva, C. ,
es una g-asintota o asintota generalizada de C en B, si es una curva perfecta que aproxima
a C en B (en lo sucesivo se utilizara el término asintota para referirse a estas).

Sea C con una rama B = {(z,7(z)) € C? : z € C, |2| > M}, donde r(z) = mz +
a2 NN a2 NN g 2N /N L con ag,ag,... € €\ {0}, m € C,
N,Ni,Ny... € Ny 0 < Ny < Ny < ---. Supongamos que N < N < Nyyq, ie. los
términos ajzl_Nﬂ'/N con j > k + 1 tienen exponente negativo. En lo que sigue, escribimos

T(Z) = mz+ alzl—nl/n 4t akzl—nk/n + ak+lzl—Nk+1/N 4.

con med(N,Ny,...,Ng) = b,N; = njb, N =nb, j = 1,..., k. Es decir, simplificamos los
exponentes tal que med(n,ny,...,ng) = 1. Notese que 0 < n; < ng < -+, np < m, y
N < npyy, ie. los términos ajzlfNJ'/N con j > k + 1 tienen exponentes negativos. Sea
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7(2) =mz + a2 =™/ 4 . .. 4 q,.2' /" ]os términos con exponente no negativo de r(z).
Aplicando el cambio z = t", se obtiene la parametrizacion propia de una curva C

P(t) = (", mt" + ait" "+ - -+ apt™ ™) € C[t)?,

donde n, ny, ..., ny€ N,med(n, ny, ..., ng) =1,y0<ny <---<ng, que es una asintota de
C (véase [3]).

3. ALGORITMO PARA CALCULAR ASINTOTAS DE CURVAS DEFINIDAS IMPLICITAMENTE

El siguiente algoritmo calcula las parametrizaciones de las asintotas de las ramas infinitas
de la curva C. Ademas, se ilustra el algoritmo con un ejemplo.

Data: C, curva algebraica plana irreducible definida por f(z,y) € Rz, y]

Result: Asintotas de C

begin

F(z,y,z) + CurvaProyectiva(C)

Py,..., P, + Puntosdelnfinito(F(x,y,0))

9(y,2) « F(l,y,2)

@1, ..., Om < RaicesdePuiseuz(g(y,0))

foreach ¢; de P; do
ri(2) < 20i(271), Bi < {(2,71i(2)) € C?: 2 € C, |2| > M;}  /* Def. 1.1 */
Fi(2) < miz + ap 2 MM g akhjzl_"’“ivi/"i /* Def. 2.2 */
Pi(t) « (t™, 7(t™)) € C[t]2

end

return C; 731-(75)7 i1=1,...,n

end

Para calcular las series de Puiseux puede utilizarse el paquete algcurves incluido en el
sistema informéatico de dlgebra Maple. También cabe senalar que el algoritmo anterior se ha
implementado en Maple. Como se ha comentado anteriormente la complejidad del algoritmo
depende de la complejidad de la expansion en series de Puiseux (véase [7]).

Ejemplo 3.1. Sea una curva C, de grado d = 6, definida por el polinomio irreducible
flzy) = v® + 20%2 + 322 + 4oy € Rlz,y]. Como fe(z,y) = yb + 2y°x, se tiene que los
puntos de infinito son Py = (1:0:0) y P = (1: —-2:0).
1. Sea P =(1:0:0)
Tteracién 1: Se tiene la rama infinita, By = {(z,71(2)) € C?: z € C, |z| > M1} con

( _ A8 T Ly 108YE L 162013y
MEE Ty TE T Tt 18~ 32 -
~ 481/5 . 481/5
a) 71(z) = — 5 z. b) Pi(t) = (t5,— 5 t).

2. Sea P, =(1:-2:0)
Iteracion 2: Se tiene la rama infinita, By = {(2,72(2)) € C?: 2 € C, |z| > Ma} con

5 .
ro(z) = =2z — ﬁz"hr....

a) fa(z) = =2z, b) Palt) = (t,—2t).
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En la Figura 1 se representa la curva C y sus asintotas generalizadas 51 y 52, definidas

por las parametrizaciones P; y Pa, respectivamente.

FIGURA 1. Asintotas infinitas C; (beige) y Ca (rosa) de la curva C.

4. CONCLUSIONES

Las g-asintotas determinan el comportamiento de una curva en el infinito. Con ellas, se

pueden establecer modelos predictivos o de calculo de tendencias, que mejoren los resultados
de la regresion lineal simple. Ademas, como trabajo futuro, se plantea generalizar estos
resultados a curvas definidas por una parametrizacion ([5, 6]), asi como para superficies y
estudiar las familias de asintotas existentes.
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