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1　前書き

　場の理論一Fidd　Theo可一は，時空の各点で定義された力学変数のなす無限自由度の力学系の理論であ

る．もとより，極微の世界の素粒子現象を記述する素粒子論の基本的な言語であるが，さらに，統計力系や

ニューラルネットワークにも広い応用を持つ．特にゲージ場が導入され局所ゲージ変換に対する対称性を

持ったゲージ場理論は数学的にも大変美しい幾何構造を持つ．我々がどのようなコンテクストで共同研究

したか，を示すために場の理論のこの様な特性を少し述ぺてみよう．

　局所的ゲージ対称性とは，次のような概念である．素粒子論では，基本粒子としてクォークとレプトンを

考える．時空の各点ごとに，クォーク場とかレプトン場はそれらが生きている内部空間で値を持つ．もっ

とも簡単な電磁相互作用の場合では，場は複素空間絶対値と位相で特定される値を持つ．このとき，位相を

測る基準は時空の各点ごとに本来，全く自由に考えて良いはずである．従って物質場のある一つの時空上の

配位に対して，時空の各点ごとに，位相を与え直す変換一局所的ゲージ変換一を施したもう一つの場の配位

も全く同じ物理現象を記述するべきである．このことを理論は局所的ゲージ変換に対して対称性を持つと

いう．このような局所的ゲージ対称性を持った場の理論を構成するには，クォーク場とかレプトン場の様

な物質場に加えて，各点ごとの内部空間の関係を与える役割を持つ場を理論に組み込まなければならない．

これが，ゲージ場であって，電磁相互作用の場合には，電磁場がそれである．重要なことは，局所的ゲージ対

称性の要請から電磁場がなければならないことが導かれることであり，ローレンッ変換に対する対称性と

局所的ゲージ対称性の両者を理論に要請すると，物質場と電磁場との相互作用の形は殆ど完全に決まって

しまうことである．今考えたゲージ変換は，複素空間での位相の変換であった．これは，二つの実数を成分

とする2次元ベクトルに2行2列の行列をかけてベクトルを回転させる変換と見なすことができる．この

考えを押し進めてもっと高次の内部空間でのベクトル場に対する行列のかけ算に対する対称性を要請する

と，クォークとレプトンの持つ様々な相互作用の大統一理論が出来る．これは宇宙の初期のクォークとレプ

トンの振る舞いを記述している理論である．そして宇宙が冷えてくるに伴って，物質場のなかで特定のも

の（ヒッグス場）が，自分たちの相互作用のために，特定の場の配位を自発的にとるようになると元々の高い

対称性が，一部壊れて，現在の強い相互作用，電磁相互作用，弱い相互作用に相互作用が分化した世界になっ

た，と考えられる．

　以上は，物理屋の立場から，ゲージ理論を概述したものであるが，数学者は，幾何学の立場からゲージ理

論をファイバー束の理論として捉えている．4次元の時空がファイバー束のベース多様体であり，時空の

各点ごとの内部空間が，ファイバー空間である．そしてゲージ場は，2つのファイバー同土の平行移動の対

応をあたえる接続場に他ならない．有名な話であるが，ゲージ場理論の創始者の一人であるC．N．Y加gが，

数学者のS．Chemに向かって，嘗て，こう言ったという．”This　iS　both　thrilling　and　puzzling，　since　yOu

matihematicians　dreamed　up　these　conoepts　out　of　nowhere．”すなわち物理屋にとっては，電磁相互作用

の理論を吟味していけば，局所的ゲージ対称性を保証する理論構造が見えてくるわけだが，いったい数学者

は，どこからファイバー束の理論というものを夢見たのだろうか，と．これに対するCh㎝の答えは，”No，

no，　These　concepts　were　not　dreamed　up．　They　were　natural　and　real．”，数学者にとっては，むしろ，

ファイバー束こそ実在なのですよ，と．

　このように，物理学と数学とそれぞれの世界で生まれ育った一つの理論は，共通の土壌として，それぞれ

の世界に強い刺激を与え続けている．特に，幾何学的不変量を理論の基本的作用に持つ場の理論は，無限次

元の幾何学などにも新しい息吹きを与えている．我々の共同研究についても，物理の立場からゲージ場理論

を専攻する研究者の一人（島田）にとっては，和泉や神田の共同研究室で，夜更け，サンドウィヅチをかじり

ながら，数学者であるゲージ場理論の研究者のもう一人（林）と，ゲージ場理論の新しい側面を勉強したこと

は，刺激に満ちたかけがえのない時間であった．

　場の理論の研究の土壌としての豊かさは，これだけにはとどまらない．本研究のなかで，発展させられた

有限温度の場の理論は，非平衡系の量子統計力学の新しい定式化を与えるものである．また，多数の力学変
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数の相互作用により系が新たな様相を示すことを記述する理論として，場の理論を考えてみるとネヅトワー

クの物理学は，まさに場の理論の土壌のもとで育つべきものであり，実際本研究の中のネットワークの理

論では，ヒッグス場が凝縮をおこすのに対応するカオス素子たちの集団モードの発生が見いだされ，その機

構が解明されている・ネヅトワーク理論の心理学への適用も考察された．大統一理論よりも，もっと高いエ

ネルギースケールでは，粒子間の相互作用ではなく，例えば弦などの広がりを持ち，もっと高い対称性を自

然に表現できるものの相互作用が重要であったかもしれない．その意味では，場の理論は，究極の理論に対

する現在のエネルギースケールでの有効的理論（Effective　Field　theory）と見なすべきである．この観点に

もとついて，重力場の理論を弦理論から導くことも，本研究において達成されている．

　我々の研究は，次のように分類される．

Aゲージ場理論の新しい摂動展開法

Bゲージ場理論の幾何学的量子化

C有限温度の場の理論

D離散的時空間における非線形素子場のカオスダイナミックス

E結合写像系，及び結合カオス系における自己構造発生

　以下，分野ごとに簡単に解説を与えた後，発表論文を採録する．場の理論という柔軟な枠組みの中で，そ

れぞれの考察が深く結び付いていることを読み取って頂ければ幸いである．

A；ゲージ場理論の新しい摂動展開法

　弦理論の散乱振巾は，径路積分法の立場では，弦の様々な軌跡（世界面）の寄与の足し上げで与えられる．

弦の生きている時空中（例えば26次元）で，最小面積の面のまわりの面の揺らぎの足し上げを計算すれば

弦の散乱振巾が与えられることになる．これは，幾何学的に美しい問題で計算は容易である．

　一方，点粒子の高次の散乱振巾は，非常に多数のファインマン・ダイアグラムを総計して初めて計算され

る．特に，真空中から粒子・反粒子の対が生成し再びその対が消滅する過程を含む振巾を1－loop振巾と呼

ぶ．特定の場の理論の本質的に量子論的な特質を調べるには，この1－loop振巾を計算しなければならない．

ところが，もっとも基本的な重力理論の場合，従前のFeyllman　diagramによる摂動計算法を使って重力子

の1－loop振巾を計算しようとすると，結合因子（vertex）も伝搬因子（propagator）も非常に複雑なテンソル

なので，，Feynmailパラメーター積分を要する項がおよそ108個も現れてしまう。大型計算機による代数処

理を駆使しても重力理論の1－loop計算は，その重要性にも関わらず実行不可能だった．実は，このような大

量の項の殆どすべてが，適当に組み合わせるとキャンセルしあって消えてしまうことを筆者（島田）が在外

研究中に，弦理論における場の再定義の研究で見いだしたのがこの研究の起こりである．本当に知りたい結

果を得る前に，山ほどの”ゴミ”を算出しなければならない一これはFey皿man　diagramによる摂動計算の宿

命的欠点である．．

　我々は，弦の張力が無限大になり，弦が点粒子に縮む極限を考えて，超弦理論の散乱振巾から点粒子の散

乱振巾を導く一般的なスキームを開発した．

　具体的には，トポロジー的にトーラスの寄与を考えた超弦理論の振巾を作り，その張力無限大の極限をと

れば，重力子の1－loopレベルの散乱振巾が得られる．我々の方法では，　Fey皿1an図形の方法では，108個の項

の計算を要するところを，わずか数個の弦振巾の計算に置き換えてしまう．これまで計算不可能だった重力

子の4点のLloop　hehcity振巾に，わずか1行であらわされる結果を与えた．特に興味深いのは，幾何的に

トーラスがannU　lus　2枚に分解できるために，重力の理論の1－100p振巾が，非可換ゲージ場理論での1－loop

振巾の積であらわされることが見いだされたことである．（文献（Al］）かって，数十ページに及ぶKlein一仁
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科のコンプトン散乱の計算がファインマン・ダイヤグラムによって教室の黒板でできるようになったよう

に，現代の高速大型計算機による代数処理を駆使し漸く行っていた量子色力学や重力のファインマン流の高

次計算を簡単に誰でもできるように構成するのが我々の目標であったが，その到達点が見えてきたようで

ある．

B：ゲージ場理論の幾何学的量子化

　場の理論，とくに共形不変性を持つ共形場理論と呼ばれるものが，最近になって，物理学のみならず数

学の中でも興味深い対象とみなされ，活発な研究が行なわれている．

　共形不変性とは，一般にはn次元空間上の変換で，長さは変えてもよいが，角度は保つような変換（こ

れを共形変換という）による不変性であるが，いま考えるのは，2次元で，とくにミンコフスキー計量で，

空間1次元，時間1次元の時空間における共形不変性である．このことを，1＋1次元時空間における共

形場理論という．

　実際にわれわれの住んでいる時空間は，3＋1次元であるから，その意味でこれは架空の世界の理論で

あるが，物理学で，粒子は弦からできていると考える弦理論は，1＋1次元の場の理論で，場の行き先が，

われわれの住んでいる時空間であると考えるものである．文献【B11では，この共形不変性と，（可換な）ゲー

ジ対称性を併せて持つ理論として，閉じた自由ボソン弦の理論を考察し，そのsympl㏄tic構造を定式化し

た．特に，N㏄therの定理がどのように効くかを明確にし，ゲージ対称性については古典論のレベルでも，

Noether電荷の間のボアヅソン括弧に，　oocycle項が現れることを示した．

引き続き，Wess－Zu血n（》Witten模型でのNoetherの定理を考察し，この模型のcharged　system（Q；ρ，　u，β）

としての定式化を得た．【B21．　Wess－Zumin〔ンWitten模型は，その古典論をラグランジュ形式で記述しようと

するとき、最小作用の原理で運動方程式を導くときに基本となるラグランジュ関数が配位空間の接東上、グ

ローバルには与えられないという特徴がある。配位空間Qとしてはコンパクトリー群Gに対するループ群

五G＝｛ツ：si－→G｝

をとる。この上に電磁力学における磁場Bに対応する2次微分形式βを考える。βは閉形式ではあるが、完

全形式ではない。すなわち、Q上の1次微分形式αで，β＝dαとすることはできない。このαは、　Bのベクト

ルポテンシャルAにあたるもので，ラグランジュ関数は、このαを用いて書かれるべきものなので，グロー

バルには存在できないものである。そこで、この系の古典論は相空間としては通常の余接束㌘Qをとるが，

シンプレクディック形式としては，通常のwoに加えてβをあわせてωβ＝ωo＋βを考える。

　さらに，このシンプレクティック多様体（T’Q，ωβ）に対して、幾何的量子化をほどこした［B斗すなわち、

丁曝Q上，ωβを第1チャーン類とする複素線束を考え，その切断全体のつくる線形空間上に系を表現するので

ある。

　この定式化では，状態の入っているヒルベルト空間や，関数とそのヒルベルト空間上の作用素との対応

が，具体的に与えられるので，いままで（少なくとも数学的には）はっきりしなかったWZW模型のヒル

ベルト空間がどのようなものであるかが明確にされた．

WZW模型の配位空間は，ループ群LG・　Map（Sl，G）である．幾何学的量子化の結果によると，模型

の量子状態の空間は，（狸（LG）であることが主張される【B3］　．

　ここでLGは，　T＝siによるLCの中心拡大であり，また，ψ∈0黛（、LC）とはψ：LG→C但し

，ψ（9t）＝t一κiP（g）（t∈T）である事を意味する．さらに，この考察は，なぜ，中心拡大LCと，そのレ

ベルKの表現が現れるか，その理由を数学的に明確にしている［B3］．

9



C：有限温度の場の理論

　　有限温度の系をあつかう場の量子論の通常の定式では，有限温度の状態は密度行列演算子で表され，

任意の物理量の熱平均は，その物理量を表す演算子と密度行列演算子の積のトレースで与えられる．しか

し，自由度が無限大である場の理論では，演算子の表現は一意的ではなく本質的に異なる多くの表現が可

能（ユニタリ非同値な表現の存在）であり密度行列を用いる定式も数学的には必ずしも明確ではない．

　温度を含まない場の量子論では対称性の自発的な破れや相転移などの非同値表現にかかわる多くの事柄

が研究されている。これらの成果を取り入れるためには，温度を含まない場合とできるだけ似た形に，有限

温度の場の理論を定式化することが望まれる．この観点に立って，梅沢と高橋は有限温度の場の理論の新

しい定式化を提唱した．Thermo　Field　Dynamics（以下ではTFDと略称する）と呼ばれるこの定式では，

有限温度の状態は，密度行列ではなくひとつの状態ペクトルで表され，，物理量の熱平均はこの状態ベクト

ルによる期待値で与えられる．混合状態を純粋状態に置き換えることは，状態空間を二重化することで可

能になる．そこでは，密度行列にかわる状態ベクトルは二重化された空間を混ぜ合わせるある種のボゴリュ

ウボフ変換を真空に作用させたものとして定義され，状態の温度は変換の回転角と関連するパラメータの

役割をする．　　このようにして定式化されたTFDは，平衡系の理論としては，すでに確立された理論

として受け入れられており，他の定式との同等性も証明されている（H．Umezawa、Advancαd　Field　7heory

（Americaii　lnstitute　of　Physics，　New　york　1993）を参照）．　　TFDを非平衡系をあつかう理論に拡張す

ることも，梅沢を中心としたグループによって精力的に進められてきた．この一般化は，ボゴリュウボフ変

換のパラメータを時間に依存させるという方法でなされた．しかし，その段階では取り扱われる系は空間的

に均一なものに限られていた．多くの非可逆現象が空間的に不均一な系で起こることを考えると，この拡張

はまだ不十分であり，空聞的に不均一な系にも適用できる形への拡張が望まれた．

　　文献［C1］は，この拡張のひとつの定式を提唱したものである．そこでは，上記のボゴリュウボフ変換

は，空間座標に依存した積分核をもつ積分変換に一般化される．空間の不均一性に対応して，ボゴリュウボ

ブ変換が局所化されたことになる．

　　変換の局所化は，この変換のゲージ化の可能性を示唆する．そこで，本研究の一部として，まず熱的

ボゴリュウボフ変換のゲージ化を行った．ゲージ理論の一般論に従って，積分変換に拡張されたボゴリュウ

ボフ変換から共変微分を定義し，それに対応する接続としてゲージ場を導入した．この結果は1992年に

Perugia（Italy）で開催されたlntemationa1　WorkShop　on　Field　Theory　and　（］k）llective　Phenomenaで発表

した［C2］．

　　TFDに特有の状態空間の二重性は，それ自体で，ゲージ不変性に関して興味ある性質を持っている．

二重化された空間のある部分空間では，一方の空間のゲージ場を他方の空間の電流と等価だと見なすこと

ができる．文献〔C3］で，　SU（1）ゲージの場合にこのことを示した．［C2］で導入した熱的ボゴリュウボブ

変換のゲージ理論に対して，この議論を展開することも可能である．ただし，その場合には状態空間を四重

にする必要がある［C4］．これらの議論はいずれも形式的なものであってその物理的な意味は必ずしも明

白ではない．その意味を明らかにするのは今後の課題である．

　　上に述ぺたように，平衡系のTFDでは，状態を特徴づけるパラメータである温度はボゴリュウボブ

変換の回転角を与える．非平衡系のTFDでは，粒子の数密度をこのパラメータにすることができる．すな

わち，粒子数密度分布関数の汎関数としてボゴリユウボフ行列が与えられる．そして，系の熱的状態の時間

変化は，状態を定義するボゴリュウボフ変換の時間変化，すなわち，粒子数密度分布関数の時間発展とし

て表現される．

　　この粒子数密度分布関数の時間発展を規定する運動方程式が，熱的な状態での一粒子の自己エネルギー

に対する繰り込み条件から導出されるという興味深い結果を文献［C5］で示した．ただし，この論文では，

空間的には均一な場合のみを考察した．

　　この結果を，空間的に不均一な場合に拡張することは，文献〔nakamura　1］の定式を用いて一粒子の
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自己エネルギーを計算し，適当な繰り込み条件を課せばよい．しかし，空間的に不均一な系では，運動量が

よい量子数でないため，繰り込み条件を設定する際のo“mass－shel条件が必ずしも自明ではないという問

題が生じる．文献［C6】では，ひとつのon－mass－shd1条件の定義を提案し，その条件の下でボルツマン方

程式に似た輸送方程式が得られることを示した．この方程式は量子効果を含むボルヅマン方程式の一般化に

なっている．さらに，この方程式からエントロピー密度の時間変化を記述する方程式を導くことができ，そ

れを用いてエントロピーの増加則を証明することができる．この結果は，1993年にBanff（Canada）で開催

された3rd　lnternationa1　WorkShop　on　Therma1　Field　Theories　and　Their　Applicationsで報告した［C7］．

　　本研究の成果をもとに，研究期間の終了後に二つの結果を得ることができたので併せて報告する．1）

文献［C6］で導いた輸送方程式から出発して，適当な近似の下に，エネルギー密度に対する拡散方程式を

導出した．2）上に述べたように，空間的に不均一な系では，疑似粒子を特徴づける量子数として運動量を

とることは適当ではない．そこで，ウィグナー分布関数を対角化するモー一一　Fを疑似粒子と考え，文献［C1］

の定式を書き換えることを試みた．いずれの結果も，1995年に大連（中国）で行われた4th　International

WorkShop　on　Thermal　Theories　and　Thelr　Applicationsで報告した．

D：非線形素子場のカオスダイナミックスとその心理学への適用

　近年，ソリトンやカオスなどの研究の急速な進展によって，非線形ダイナミクスに対する理解が深まり

つつある．また，コンピュータテクノロジーの進歩によってニューラルネットワークの工学的成功がもた

らされ，非線形情報処理素子を空間的に相互結合した非線形システムの研究が盛んである．これらの進歩

によって，従来は数理モデルによる解析が困難と思われていた人間心理のダイナミクスを解析できる可能

性さえ生じている．離散的時空間における非線形素子場を対象に，主としてカオス的挙動に注目し，システ

ムのダイナミヅクスを総合的に研究した．

　D．1二つのアトラクタ間の遷移を表わす非線形数理モデル

　代表的なコネクショニストモデルとしてラメルハートたちのスキーマモデルを取り上げ，これが示すカ

オス的挙動を解明して，あいまい図形の反転現象を説明するカオスモデルを提案し，その応用を考察した。

スキーマモデルでは，ネットワーク素子の非線形性がニユーロンモデルよりも弱く，単体では，せいぜい発

散振動を示すだけである．したがって，これまで，PDPスキーマモデルは，カオスとは無関係と思われてい

た．われわれは，大規模複雑系としてのスキーマモデルのダイナミクスを明らかにするため，素子のスキー

マ表示とスキーマ内での平均場近似を導入した．その結果，この系のダイナミクスは，本質的にはたった1

自由度で記述できることを発見し，1次元の写像関数を導出することに成功した［D1】．この写像関数は，1

次元ロジスチィック写像を点対称関数へと拡張し，さらに非対称性を付け加えたものに相当している．した

がって，1次元ロジスティヅク写像よりも，はるかに多様なカオスダイナミヅクスを引き起こす．例えば，こ

の1次元写像関数は，ヒステリシスをもつ新しいタイプのカオス分岐として山口・阪井が1983年に発見し

た乗り換え危機に対するもっとも簡単なモデルを与えるものである．カオス領域においては，2つのカオス

アトラクタ間を往来するカオス的バーストが見出された．これは，Heの混合液を用いた実験で昨年はじめ

て観測されたカオス的バーストのよいモデルを与える．実験で見出された奇妙なスケール則も，本モデル

により，ヒューマンファクタによる仮想的な効果であることが明らかになった．さらに，ヒスデリシスを引

き起こす分岐パラメータに，準静的なダイナミクスを導入して2次元写像へ拡張することにより，ネッカー

の立方体に代表される多義図形の解釈の反転現象を説明することができたED2－4】．

　このモデルをもとにバイアスに対しての断熱的なダイナミクスを導入することにより，認知心理学にお

けるあいまい図形の反転現象を説明可能になった．これを検証するため，96人の学生による認知心理学的実

験を行ない，その結果が上記のカオス理論によって解釈されることを検証したID2－4］．これらの成果は，過

去半世紀にわたって受け入れられてきたあいまい多義図形反転現象の疲労効果による解釈に対して変更を

迫るものである．

11



　D．2多アトラクタの共存を示す論理モデル

　多アトラクタの共存を示す論理モデルとして、自己再帰型ファジィ推論が示すカオスについて考察した．

すなわち，ファジィ推論を自己再帰的に行なうことによって、ファジィ分割した実数区間の写像力学を解

析した【D5－6］．われわれは，ファジィ分割数をシステマティックに増やして非線形ファジィルールを生成し，

極限において1次元ロジスティヅク写像関数に漸近する方法を提案した．えられた写像関数は，区間ごとに

非線形関数を継き合せた非線形継ぎ合せ型となり，ファジィ推論の非線形性が区間非線形性に反映されて

いる．

　このファジィカオス系では，（1）3ルールでカオスが発生，　（2）4ルール以上では一般に複数のアトラク

タが共存，（3）分岐パラメータ線上でヒステリシスをもつ一などの結果が見いだされた【D6｝．

　この種の自己再帰型ファジィ制御系は，制御対象として線形応答を示す系だけではない．自己再帰型ファ

ジィ制御系を，ファジィ制御系と非線形対象システムの合成とみなした場合，ある種のクラスの非線形性を

含んでいる［D礼原理的に実効的な自己再帰型ファジィ制御系とみなせない対象システムの非線形性のク

ラスも明らかにした．さらに2n個のルールによってn個の共存アトラクタを構築できることを示し，この

性質を利用することにより，多値論理素子モデルとしての実現性が高いことを指摘した［D7］．

　前述のニューロカオスと比べると，ニューロカオスの写像関数が極大値と極小値の両方をもつに対して，

ファジィカオスでは1つの極大値しかもたないところが全く異なっている．それにもかかわらず，両者とも

に複数アトラクターが共存し，不安定点近傍でベイスンが集積している点が共通しており興味深い．

　ファジィカオスにおいては，揺らぎがもたらす秩序を見つけることができた．すなわち，揺らぎを加え

ることによりカオスから逆に1周期への転移が起こるのである．さらに強い揺らぎによってカオスと1周期

との相互乗り入れの現象も見つけられている．

　D．3多アトラクタ間の遷移を表わす区間線形モデル

　脳は生理学的に実現された生体系のニューラルネヅトワークである．この系のダイナミクスを調べる方

法として，頭蓋骨外から電極をあてて電位差の変動を脳波として捉える方法が使われている．われわれは

脳波の時系列解析を行って，情緒や感情が脳波によってどのように判定可能かを調べた．その結果，これ

らの知見をもとに，特に次の2つの研究（1）脳波から感情要素を自動的に識別するエキスパートシステムの

構築P81，（2）1次元写像関数によって擬似的な異常脳波を生成するカオスモデルの構築［D9］一を行っ

た．（いずれも（株）脳機能研究所の武者利光氏と共同で行った感情脳波の測定と解析の成果がもとになって

いる，）感情脳波の識別は，感情を自在にコントロールできるイメージトレーニングの達人を対象にするこ

とで可能になった．

　（1）は感情脳波の時系列をウェーブレット解析し，その係数をプアジィメンバーシップ関数とみなして

ファジィ推論と同様の方法でパターンマヅチングする方法を用いたものである．脳波による感情の識別方

法については，武者氏たちによるニューラルネット的な感情解析システムによって10電極間の相関係数を

用いれば可能であることが示されていた．われわれはウェーブレット解析を用いた時系列解析により1電極

だけからの脳波の場合に感情識別の可能性を指摘した［D8】

　これらの感情解析の過程で，怒りの感情などにはいわゆる異常とされる脳波が含まれることを発見した．

この異常脳波はリラックス時のα波などのような明確な周期性をもたず，むしろ，そのパワースペクトルが

1／∫的な特性をもつことに特徴がある．われわれは，この時系列をアトラクタ間のバースト的な遷移によっ

て実現する1次元写像によるカオスモデルを構築した【D9】．

　したがってモデルパラメータは，カオスアトラクタ間の遷移確率から得た平均的な量によって与えられ

る．本モデルは，カオスアトラクタの遷移を決定する2つのパラメータによって記述され、異常脳波の定量

的な再現に成功している．また、2つのモデルパラメータが表わす位相空間では、低周波成分の増大によ

る異常脳波のおよそすべての波形を再現できることが判明した【D9］．

　本モデルは，従来，簡単なモデルが不可能と考えられていた脳波生成の非常に単純なモデルである．す

でにわれわれは，指先脈波の時系列を用いて情緒や感情の識別をする手法も，カオス解析を応用すること
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によって確立している【D10－11｝．この手法を応用することで，さらに詳細な感情脳波を識別できる可能性が

ある．

　非線形ダイナミクスの重要性は，自然現象に限らず心理現象や社会現象においてこそ本領を発揮するも

のである．実際，われわれのモデルは，多義図形の解釈の反転現象［Dl－4］にとどまらず，発見・発明などの

創造的飛躍のメカニズムとしてカオスが有効であることを具体的に示している．さらに脳波の異常度解析

【D9】をはじめとして，幅広い心理・社会現象のダイナミクスを解明するモデルとして発展が期待される．1

次元写像関数には相当大きい可能性と潜在能力としてのポテンシャルがあり，モデルが簡単な分だけ多分

野への応用が容易といえよう．将来の研究においては，1次元写像がもつこれらの利点を生かし，物理学や

認知心理学のみならず社会学や経済学などの社会科学系諸分野へ応用を試みて行きたいと考えている．
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E：結合写像系，及び結合カオス系における自己構造発生

　簡単な非線形写像（例えばノ（x）；1－　（ta　2）の結合写像系では，その結合が大域的であり，各々の写像素

子が全写像素子の平均場を通して相互作用して非線形発展をする場合，個々の写像素子は単純な振る舞い

をするにも関わらず，その集団は，各素子の非線形性と，平均操作による秩序化の微妙なバランスのもとで

驚くほど多様性に富んだ振る舞いをする．

　この基本的な知見に対して，一方では，ニューラル・ネットワークでの認識の問題に適用し，もう一方で

は，場の理論からの基本的な理解を得るためには，次の2点の解析が必須である．

　（1）写像素子のような極端な変化を各ステップごとに行う素子でなく，連続的な微分方程式で時間発展が

記述される流れ素子の結合系ではどのような集団運動が起こるか．

　（2）大域的な結合素子模型では，各素子が平均場に対して全く民主的に，同等な寄与をするので素子間の

距離というものが全く考えられない．いわば，大域的な結合素子模型は零次元の模型である．相互作用が，

近いもの同士の間では強く，遠いもの同士の間では弱い様な結合写像素子模型を作った場合，どのような相

が観測されるか．

　本研究では，この（1），（2）の点を平行して研究した．流れ素子の軌道を一定の時間ごとにスナヅプショット

して考えてみると，このいわゆるボアンカレ切断面上では，軌道の切断された点が，フローケ行列による繰

り返し写像のもとで運動していることになる．従って，写像素子模型と流れ素子模型との間には一定の対応

があり，結合写像素子模型で得られた新知見は，流れ写像素子の結合系へ新しい刺激を与え，また逆のこと

もしばしば起こりこの非線形相乗効果により，始め予想していたよりも遥かに興味深い結果が得られた．

　（1）について，2つの流れ素子の非線形パラメーターが全く異なっていて，例えば単独では，一方がカオ

ス的な振る舞いを持ち，もう一方は周期的な振る舞いをする場合でも平均場を通して両者を結合させると，

驚くべき事に，解の間の引き込みが起こり，新しいアトラクターが構成されることを見いだした．このア

トラクターでは，2つの素子の軌道は大きさや位置は相空間のなかで異なるが，位相は全く同期をしてい

る．このことに基づいて，我々は，この新現象を位相同期（phase　synchronization）と名付けた．ほぼ同時に，

Max－Planck研のグループでも，同様な発見がなされた．但し，このグループの解析は，元々，2つの周期性

を持つ流れ素子に非線形性のほぼ近い摂動を与えたときの位相同期に限られているので，我々の解析の方

が，一般性を持っているといえる．脳の記憶の機構において重要なのは，各ニューロンの保持する電圧の絶

対値ではなく，その変化の位相であるから，我々の得た新知見は，記憶・認識機構に新しい手がかりを与え

るものである【El，E2】．さらに，この位相同期現象は，多数の流れ素子の結合系でも，集団的な位相同期運動

の発現として観測される．これは，超伝導体やヒヅグス場の場合の秩序相の発現ときわめて類似しており，

場の理論の非線形素子ネヅトワークへの新しい応用を示唆している．【E2］．

　（2）については，素子間の距離に相互作用の強さが逆比例するような結合写像模型を構成し，その行動を

解析した．大域的模型は素子間の距離の概念がないために空間的なパターンの形成を議論出来ないという

大きな欠陥があるが，そのかわり，場の理論的にいうと，模型のこの零次元性（スケール不変性）のお陰で素

子間の長距離相関が保持される．我々の模型では相互作用が（指数型でなく）べき乗の法則に従っている

ために，2次元模型であるにも関わらず，余計な距離のスケールは導入されない．そこで，もっとも単純化

された極限である興味深い大域的模型の様相を保ちつつ，しかも空間的パターンの形成を観察できる．空間

構造を持ち，しかも有効的には大域的な相互作用を持つ写像素子系が存在することを示したのは，おそらく

本研究がはじめてであり，その数値シミュレーション解析の完壁版を目指したので，解析は，本研究のまと

め期間のほぼ全部を使って，ようやく完了した．我々の模型は，簡単な大域的写像素子模型と同じ相図を持

ち，特に，系が相転移を遂げる過程では，あたかも密度揺らぎからの銀河形成に類似したクラスター発生が

観測されている．この解析と同時に，大域的結合写像素子模型で謎とされていたPosトnega　switch現象も

解明できたので，併せて報文を準備中である【E4，E5］．
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　String　theory　implies　a　relatively　modest　growth　in　computational　complexity　f（）r　perturbative　gravity　calculations　as　compared

to　gauge　theory　calculations，　contrary　to　field　theory　expectations．　An　explicit　string－based　calculation，　which　would　be　extremely

difficult　using　conventional　techniques，　is　presented　to　i且lustrate　this．

1．Introduction

　Perturbative　computations　in　gravity　are　notorious　fbr　their　algebraic　complexity，　being　many　orders　ofmag－

nitude　more　complicated　than　the　corresponding　gauge　theory　computations．　For　example，　a　brute　fbrce　com－

putation　of　the　one－loop　fbur・graviton　scattering　amplitude　using　conventional　Feynman　diagram　techniques

【1】involves～108　terms．　Even　with　the　background　field　method［2］in　a　brute。fbrce　computation　one　would

encounter～106　terms．　The　size　of　these　intermediate　expressions　may　be　compared　to　the　final　resuits　which

are　quite　compact；indeed　the　amplitude　f（）r　one　minus　and　three　plus　helicities　fits　on　a　line．

　Recently，　a　string－based　technique　significantly　more　efflcient　than　conventional　Feynman　diagram　tech－

niques　was　developed　fbr　the　computation　of　one・loop　n　gluon　amplitudes【3－7】．Obvious　questions　are　whether

this　technique　can　be　extended　to　other　cases　and　whether　string　theory　provides　additional　non－trivial　guidance

f（）rthese　extensions．　In　this　letter，　we　address　these　questions　by　extending　these　string・based　techniques　to

perturbative　gravity．　At　tree　leve1，　Berends，　Giele　and　Kuijf［8］have　already　used　string　theory【9］to　give

compact　expressions　fbr　a　class　of　tree・level　gravity　amplitudes　using　known　Yang－Mills　tree　amplitudes［10】．

For　IVニ8supergravity，　Green，　Schwarz　and　Brink　have　used　the　Green－Schwarz　formulation　of　string　theory

to　give　compact　results　for　the　four－graviton　one－loop　amplitude【11】．

　The　string・based　technique　was　originally　developed　to　compute　one－loop　gluon　matrix　elements　that　are

fbrmidable　to　compute　but　which　are　required　f（）r　current　and　future　experiments．　This　technology　was　a　key

lngredient　in　the　first　calculation　of　the　one－loop　five－gluon　amplitude（which　will　enter　into　the　analysis　of

three－jet　events　at　hadron　colliders）［6】．This　technique　has　been　summarized　in　terms　ofsystematic　rules［4，5】
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for　the　one－loop　n－gluon　amplitude　which　require　no　knowledge　ofstring　theory　and　bypass　much　ofthe　algebra

associated　with　Feynman　diagram　calculations．

　To　convert　the　rules　to　the　case　of　one－loop　graviton　scattering　amplitudes　we　alter　the　details　of　the　string

construction　to　recover　gravity　amphtudes　rather　than　gauge　theory　amplitudes　in　the　infinite　string　tension

limit［12］．　Since　the　string－based　rules　fbr　gauge　theories　are　already　computatlonally　efflcient　one　expects

considerable　advantage　in　using　string－based　rules　fbr　gravity．

　Calculations　of　one・loop　gravity　amplitudes　have　never　been　perf（）rmed　using　traditional　Feynman　diagram

methods．　With　the　string・based　method【4，5］we　exhibit　a　four－point　graviton－by・graviton　scattering　calcula－

tion　fbr　a　particular　helicity　configuration　and　arbitrary　particle　content．　This　computation　would　be　exceed－

ingly　di伍cult　by　traditional　Feynman　diagram　techniques　but　is　very　simple　with　string－based　techniques．

　Given　the　conventional　field　theory　understanding　of　the　e伍ciency　of　the　string－based　methods　when　per－

forming　a　one－100p　Yang－Mills　calculation［13】，one　might　think　to　apply　this　knowledge　to　other　cases　without

further　appeals　to　string　theory【14］．However，　fbr　the　case　of　one・loop　gravity　the　field　theory　understanding

ofYang－Mills　is　insufficient　to　obtain　the　full　benefit　of　the　string－based　methods．　In　particular，　the　structure　of

the　string　integrand孟s

（Closed　String）～（Open　String）2．

Since　closed　strings　contain　gravity　and　open　strings　contain　gauge　theory　there　shou豆d　be　a　formulation　of

gravity　with　the　property　that　the　integrands　of　the　diagrams　satisfy

（Gravity）～（Yang－Mills）2． （1）

In　string　theory　this　relat三〇nship　cn　be　made　precise，

　Given　that　string　theory　has　this　property　one　can　attempt　to　reorganize　field　theory　to　mimic　this．　To　do　so

nqn－trivial　field　redefinitions　and　gauge　choices　are　required．　In　this　way　one　can　attempt　to　mimic　the　string

simplicity　ofthe　amplitude，　but　in　a　conventional　field　theory　approach　there　is　no　guiding　principle．（The　field

theory　first－quantized　fbrmalism【15，16】could　be　used　for　studying　the　effective　action．）

2．Fie且d　theory　structure

　　We　will　now　examine　the　properdes　that　a　reorganization　of　conventional　field　theory　must　satisfy　to　Mimic

the　string－based　structure（1）．The　starting　point　in　field　theory　is　the　Einstein－Hilbert　action

・［峠∫・・xvCTgR・

Our　conventions　are　chosen　so　that　the　kinetic　tem　has　the　correct　canonical　normalization．　The　metric　is

expanded　as　gμッ＝ημ．十κhμy　where　hμ．　is　the　graviton　field．　The　first　step　in　finding　a　conventional　field　theory

f（）rmulation　which　mimics　string　theory　is　to　find　a　suitable　propagator　for　hμ，．　ln　string　theory　the　propagator

（Lo十」εo－2）司，wh6re　Lo　and　io　are　left・and　right－mover　world－sheet　Hamiltonians，　does　not　contain　Lorentz

indices．　This　indicates　that　the　required　field　theory　propagator　should　have　a　trivial　Lorentz　structure　and

therefbre　be　proportional　to　the　unit　tensor

1。。〃＝1（η、。η。σ＋η。。η。P）．

The　unit　tensor　is　a　symmetrization　of　a　product　ofημ，’s　which　is　th¢tensor　in　the　propagator　of　Feynman－like

gauges　in　Yang－Mills．　The　commonly　used　de　Donder　gauge　gravity　propagator【1】is
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where　the　signature　of　qμ，　is（十，一，一，一）．This　propagator　is　not　of　the　desired　fbrm，　since　there　is　an　extra

trace　piece　and　so　the　de　Donder　gauge　is　not　an　appropriate　candidate　to　mimic　the　string　organization．　Al－

though　it　is　not　possible　to　obtain　a　propagator　with　only　a　unit　tensor　within　the　class　ofstandard　gauges，　since

the　de　Donder　gauge　propagator　is　close　to　the　desired　fbrm　one　might　suspect　that　there　exists　a　modification

of　the　theory　with　the　desired　field　theory　propagator．　String　theory　suggests　a　natural　way　of　accomplishing

this．

　In　string　theory　there　is　always　an　additional　field　associated　with　the　graviton－the　dilatonψ．　This　suggests

that　one　can　add　a　dilaton　to　the　theory　in　order　to　produce　a　simple　propagator　to　aid　in　calculations．　At　the

end　ofacalculation　one　would　subtract　out　the　dilaton　contribution，　which　is　quite　simple　because　it　is　a　scalar．

In　a　string－based　calculation　one　also　needs　to　subtract　the　dilaton　contribution．　In　string　theory　there　is　in

addition　an　antisymmetric　tensor　which　must　be　subtracted；in　f（）ur　dimensions，　this　is　effectively　another　scalar．

　From　the　field　theory　understanding　of　the　gauge　theory　rules【13】，the　background　field　method【2】is

needed　to　mimic　the　loop　part　ofthe　string－based　rules．　Consider　the　one－loop　effective　action　ofgravity　coupled

to　a　dilaton　and　carry　out　a　background且eld　expansion　8μ＝gμ十κhμv．　With　the　background　field　de　Donder

gauge　choice，　the　part　ofthe　action　quadratic　in　the　quantum　fields　is

・一
轣E・晦（－ih．，D・h…h…岬。σ桝拷D・始一1・D・・一π・D・・、），

where　we　have　used　the　on－shell　conditions　on　the　background　field　and　have　included　the　ghosts　Xμ．　The　cur－

vature　and　covariant　derivatives　are　with　respect　to　the　background　field．　Consider　the　field　redefinition

h・・＝π岬≠φ・・一隷・〉辱・　　　　　（・）

This　has　no　efflect　on　the　value　of　the　effective　action　since　it　is　only　a　change　of　variables　fbr　the　internaI

quantum　field．（There　is　a　trivial　Jacobian　in　the　path　integral　which　is　unity　in　dimensional　regularization．）

Perfbrming　the　field　redefinition　yields

・一

轣c．賑（　り　　　　　　　　　り　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　り一lh，ッD2乃μ”十hPt”RApvσhPσ十1φD2¢一πμD2κμ），

where　again　we　have　dropped　terms　that　vanish　af【er　imposing　the　equation　ofmotion　on　the　background　field

g．In　this　action　the　graviton”propagator　is　proportional　to　the　unit　tensor　and　is　thus　of　the　required　fbrm　to

mimic　the　string　organization．　Furthermore，　the　background　field　graviton　three－vertex　G3　derived　from　this

actlon　IS

G毅島ρ（k，P，q）ニー善iκ【V3””P（k，ρ，（7）Xvy（k，ρ，q）十｛μ←ウκ｝，｛レ←・λ｝，｛ρ←レδ｝］，

whereレ～is　proportional　to　the　kinematic　part　ofthe　Feynman　gauge　background　field　Yang－Mills　three・vertex，

　　　　　　　　　　　　　　（P一のμ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ηpa　kレ十ημッkp，レ～μ，（k，ρ，の＝η。，

　　　　　　　　　　　　　　　　2

where　k　is　the　momentum　of　the　on－shell　background　field　line　andρand　q　are　the　momenta　of　the　internal

lines．　The　vertex　G3　is　therefore　of　the　desired　f（）rm　to　mimic　string　theory　since　it　is　composed　of　products　of

Yang－Mills　vertices．

　　In　background　field　method　one　would　sew　tree　diagrams　in　some　other　gauge　onto　the　one－particle－irreduc・
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ible　diagrams［2】．For　the　tree　parts　ofdiagrams，　the　relevant　gauge　choices　and　field　redefinitions　necessary　to

mimic　the　string　form　are　more　complicated　but　are　similar（although　not　identical）to　the　choices　made　by　van

de　Ven【17】in　his　computation　ofthe　two－loop　infinity　ofgravity．　A　field　redefinition　is　also　needed　to　remove

the　trace　term　in　the　tree・level　graviton　propagator．

　One　can　expect　that　this　process　of　ref（）rmulating　field　theory　to　mimic　the　string－based　structure　can　be

continued，　but　the　process　becomes　increasingly　obscure．　For　example，　Yang－Mills　onty　has　three－and　f（）ur。

point　vertices　while　gravity　has　infinitely　many　yertices　＃且．　A　simpier　approach　to　carry　out　calculations　is　to

proceed　directly　using．　string　theory．　The　procedure　for　obtaining　field　theory　rules　from　string　theory　has　been

described　in　refs．［4，181．

3．One－100p　rules　fb「g「a▼ity

　　The　one・loop　string－based　rules　fbr　gravity　are　similar　to　those　fbr　gauge　theory［4】so　we　only　outline　the

differences　between　the　two　sets　of　rules，　We　use　the　bosonic　string　form　of　the　rules［18，19】since　the　kinemat孟c

expression　is　simpler　than　the　heterotic　f（）rm　originally　used［4，5】although　it　contains　identical　inf（）rmation．

（The　heterotic　string　was　used　in　the　original　derivation　ofthe　rules　because　ofits　fUll　consistency．）

　　The　starting　point　of　these　rules　are　labeledφ3diagrams（excluding　tadpoles）．　Considering　that　gravity　has

an　infinite　set　ofhigher　point　Feynman　vertices，　a　description　in　terms　ofφ3diagrams　may　seem　surprising，　but

the　contributions　from　all　such　higher　vertices　are　implicitly　included．　There　is　no　need　to　consider　diagrams

with　loops　isolated　on　external　legs　as　these　vanish　in　dimensional　regularization，

　The　external　legs　of　the　diagrams　should　be　labeled　in　the　same　way　as　ordinary　Feynman　diagrams　with　all

orderings　included．　This　is　unlike　the　gauge　theory　case　where　the　legs　were　color　ordered．　The　inner　lines　of　a

tree　attached　to　a　loop　are　labeled　qccording　to　the　rule　that　as　one　moves　from　the　outer　lines　to　the　inner　lines，

one　labels　the　inner　line　by　the　label　ofthe　most　clockwise　ofthe　two　outer　lines．（See　refs．【4，5，191fbr　fUrther

details．）According　to　the　rules，　each　labeledη一pointφ3－iike　diagram　evaluates　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　．τ‘胴　　　　Xi⊃　　κ’z

9－・
i繕、r（nl・一・・i・）！　d・int－，　／　d…，一・…レ・ド・［Σ獲＿，拙。，）】・’一…／・（・）

where　the　ordering　of　the　loop　parameter　integrals　corresponds　to　the　ordering　of　theη，1ines　attached　to　the

loop，κヴ≡）ci－xj・，　and」k（lr¢d　is　the　reduced　kinematic　factor．　The　string－based　rules　efficiently　yieldκr。d　in　a　com－

pact　fbrm．　The　lines　attached　to　the　loop　carry　monlenta　P，　which　will　be　off－shell　ifthere　is　a　tree　attached　to

that　line．　The　dimensional　regularization　parameter‘＝4－Dhandles　all　ultraviolet　and　infrared　divergences．

The　xi．　are　related　to　ordinary　Feynman　parameters　by　xi．＝Σ；．，　i　aj．　The　amplitude　is　then　given　by　summing

over　all　diagrams．

　The　starting　point　for　evaluating　Kred　f（）r　any　diagram　is　the　graviton　kinematic　expression

珂愈輔・xp（欄・・p［（k廟ε’）69－・’・句6餐】・・p［（縞一kj・喬）δ弩一喬鞠1・・一・e・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

where　the‘‘multi・linear”indicates　that　only　the　terms　linear　in　all　ei　and　e－i　are　included．　The　graviton　polariza－

tion　tensor　is　reconstructed　by　takingε侮ノ→ε野”。This　kinematic　expression　is　obtained　from　a　bosonic　string

and　contains　the　same　information　as　that　obtained　from　a　superstring［18］．The　structure　of　this　kinematic

expression　is　that　the　polarization　factors　are　a　product　of　two　gauge　theory　factors［4，5，18］，correspond孟ng　to

鈴lIn　the　field　theory　limit　ofstring　theory　higher　point　vertices　appear　from　a　combination　of　（S－functions　in　the　Schwinger　proper　time

　　and　by　cancellation　of　kinematic　poles　agains　factors　in　the　kinematic　expression．
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the　left－　and　right－movers　of　the　underlying　closed　string　theory．　In　string　theory　the　GB　are　Green　fun6tions　on

the　world　sheet，　but　in　the　field　theory　limit　these　become‘しFeynman　parameter　fUnctions”．　From　a　conven・

tional　Feynman　diagram　point　of　view，　the　existence　of　a　universal　kinematic　function　is　surprising　as　there　is

apparently　no　simple　relationship　between　the　various　Feynman　diagrams　contributing　to　a　given　process．

　　In　the　fbrm　of　the　rules　presented　in　refs．【4，18】，one　integrates　by　parts　to　remove　al1σB．　In　the　case　of

gravity　the　integration　by　parts　on　the　left　and　right　are　not　independent　and　certain　cross・terms　where　a　left・

mover　derivative　hits　right。mover　terms　must　be　taken　into　account．　We　will　discuss　the　cross－terms　elsewhere

since　the　integration　by　parts　is　not　necessary　fbr　the　calculation　in　the　next　section．　It　is　this　integration　by　parts

step　which　reduces　gravity　to　aφ3structure，（This　step　is　not　an　essential　part　ofthe　string・based　method，　which

can　be　formulated　without　integration　by　parts【71．）

　　Given　the　integrated　by　parts　kinematic　expression，　fbr　a　particular　diagram　with　a　two－point　tree　with　lines

Iabeled　byごandノ，　with’appearing　bef（）re／in　the　clockwise　ordering，　the　tree　rules　tell　one　to　replace　a

（G各）n（6各）川in　each　term　by　a飴ctor　ofδ。，iδm，1（－2たボリ司．One　moves　from　the　outside　inward　iteratively，

replacing　the　fUnctioロs　as　described，　These　tree　rules　do　not　depend　on　what　particles　circulate　in　the　loop　and

are　similar　to　those　in　refs．【4，5，19］．

　　After　the　tree　rules　are　apphed　to　a　given　diagram　one　then　applies　Ioop　substitution　rules．　These　are　essen－

tially　identical　rules　as　f（）r　Yang－Mills　applied　independently　to　both　the　left－and　righトmover　parts　of　the

kinematic　expression，　This　provides　an　explicit　diagram・by－diagram　relationship　between　the　one－100p　gravity

amplitude　and　the　corresponding　gauge　theory　amplitude．　Forgravitons（and　the　associated　ghosts）circulating

in　the　loop，　every　term　generates　two　types　of　contributions．

　　The　first　contribution　for　left－movers　is　obtained　by　multiplying　the　kinematic　expression　by　an　overall　factor

of（2－‘δR）and　substituting

G各→圭［－sign（κヴ）十2λrσ】，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
and　exactly　the　same　substitution　fbr　the　right－mover　Gt／．The　parameterδR　depends　on　the　precise　fbrm　ofthe

regularization　scheme　used［4】．When　this　first　type　ofterm　occurs　f（）r　both　lc負一and　right－movers　instead　ofa

factor　of（2－∈δR）2，　the　correct　factor　is　l（4－6δR）（1－∈δR），　which　is　the　number　of　graviton　degrees　of　free－

dom，　More　generally　fbr　a　theory　of　gravity　containing　various　particle　types，　the　factor（2－EδR）2　is　replaced

by

N，　＝1＞』－Nf，

where　Nb　is　the　number　ofbosonic　states（including　any　modifications　due　to　dimensional　regularization）and

Nr　is　the　number　of　fermionic　states　which　circulate　in　the　loop．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　second　type　of　contribution　for　gravitons　arises　if　a　particular　term　contains　a　cycle　of　GB’∫［18，19］．The

rules　fbr　cycle　contributions　are　essentially　the　same　as　f（）r　gauge　theory　that　now　there　are　both　lefしand　right

contributions．　For　the　graviton　in　the　loop　one　simply　takes　the　gauge　theory　vector　rules　on　the　right　and　on

the　left．

　　For　other　particles　in　the　loop　one　applies　rules　appropriate　f（）r　the　particle　under　consideration．　For　example，

a　contribution　from　a　gravitino　in　the　loop　can　be　obtained　by　using　gauge　theory　vector　loop　rules　on　the　left

and　fermion　loop　rules　on　the　right．　In　this　way　the　contribution　of　gravitons，　gravitinos，　vectors，　fermions　or

scalars　to　the　one－loop　gravity　amplitudes　can　be　obtained　by　independently　choosing　gauge　theory　scalars，

fermions，　or　vector　loop　rules　given　in　refs．［18，19】f（）r　the　left　and　right　pieces．

　　Modifications　to　include　masses　for　the　internal　fermions　or　scalars　is　simple；the　only　change　is　in　the　denom－

inator　in　eq．（3）where　the　massless　Feynman　denominator　is　replaced　with　one　corresponding　to　massive　states

circulating　in　the　loop．

　　To　illustrate　the　gravity　rules　we　now　turn　to　an　explicit　example．
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4．Sample　ca且cu且ation

　We　now　calculate　the轟1（1－，2＋，3＋，4＋）f（）ur－graviton　helicity　amplitude．　From　a　conventional　Feynman

diagram　point　of　view，　this　computation　requires　a　total　of　l　2　distinct　diagrams　or　54　diagrams　including　per－

mutations　of　external　legs．　Since　gravity　vertices　contain　many　terms　this　would　be　an　extremely　difficult　cal－

culation　w貢h　conventional　Feynman　diagram　techniques；using　string－based　rules　we　show　that　this　calculatiQn

is　in　fact　very　easy．

　The　first　step　is　to　insert　spinor　helicity　simplifications　into　the　kinematic　expression（4）．The　spinor　helicity

method　for　gravitons【8，20］is　related　to　tkat　fbr　vectors【21］by

ε＋㌔ε＋9＋，ε一『＝ε一δ一，

whereε±±are　the　graviton　helicity　polarizations　andε±are　the　vector　helicity　polarizations　defined　by　Xu，

Zhang　and　Chang。　we　use　the　notatioh　f（）r　spinor　inner　products〈たrlた才〉＝〈12＞and〈耐1灯〉＝［12】．

Using　the　same　choice　of　spinor　helicity　reference　momenta　as　in　the　Yang－Mills　computation　of　re£［5】sim－

plifies　the　kinemahc　coefficient　to

κ＝∫（Gも・－Gb・）（Gk・－6惹・）（G94＋Gk・）（G9・－6言・）（δも・一δも・）（δ謬一δ蒼・）（δ轟・＋δ孟・）（δ孟・一δ謬）

where

・一

iS2t4）2（
［24】2

【12】＜23＞〈34＞141】

2

）
and　the　Mandelstam　variables　are∫＝2んゴた2，　t＝2kゴk4　and　u＝－5－～．　Due　to　the　special　helicity　con行guration，

サ　　

σガsdo　not　apPear　and　there　is　therefbre　no　need　to　integrate　by　parts．

　The　next　step　is　to　determine　which　diagrams　vanish　trivially　by　the　tree　rules．　There　are　a　total　oftwelveφ3－

like　diagrams。　Of　these，　seven　vanish　by　the　tree　rules．　For　example，　a　diagram　containing　aレ4　tree　vanishes

because　there　are　no（ヲ首‘　Green　functions．　Other　diagrams　which　contain　a　2－3　tree　vanish　because　the　remain－

ing　facIors　vanish　after　setting　the　labels　ofthe　two　pinched　legs　together；in　thili　case（（）94　－G孟4）→Ofbr　2→3，

The　only　non・vanishing　diagrams　are　the　five　shown　in　figs．1a－1e．

　　First　consider　diagram　l　a．　This　diagram　has　no　trees　so　we　immediately　apply　the　loop　rules．　It　is　not　difficult

to　check　that　all　cycle　contributions　of　the　loop　cancel　amongst　themselves　whether　fermion　or　vector　rules　are

applied　to　the　right・or　left・movers．　Thus　the　reduced　kinematic　expression　can　be　obtained　by　app且ying　the

substitution　rule（5）and　multiplying　by　the　number　Qf　states　N，　yieldlng　the　Feynman　parameter　po監ynomial

N，Sxi（1－x3）2（x3・一κ2）4，

Up　to　an　overal｝　constant　this　is　precisely　the　square　of　the　Yang－Mills　Feynman　parameter　polynomial　for　the

corresponding　diagram　derived　in　refs．［5，19］．Inserting　this　into　the　loop　integral　yields

　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　x3　　　れ

D・一
i揚、呵呵小1［、．1（畿蓄i鶉輩4．。、）］・・

　　　　　　　　　　　　0　　　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

4
｛a）

3 4
（b）

2

1

3
（c｝

2

4

2

1
（d）

3

4 3
（e）

2

4

Fig．1．The　diagrams　which　do　not　vanish　after　applying　the　tree　rules，
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Since　this　and　all　fbllowing　integrals　are　finite　we　have　set　the　dimensional　regularization　parameter　E　to　zero。

This　integral　is　easy　to　evaluate　as　the　numerator　cancels　the　denominator　after　perfbrming　the　xl　integral．

Diagrams　lband　l　c　are　just　as　easy　to　evaluate．　The　three　contributions　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iκ4　N，s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iκ4　／＞、S　　　　　iκ4　NsS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D。＝　　　　　　　　　　　　　　　Db＝1）a＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4π）2252su°　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4π）2840ut’　　　　（4π）2840st’

This　takes　care　of　the　box　diagrams．

　Now　we　evaluate　the　two　triangle　diagrams．　First　consider　diagram　l　d．　Applying　the　rules　fbr　a　1－2　tree

reduces　the　kinematic　coefficient（4）to

κ．．1∫（6蚤・．6島・）（G孟4＋G孟3）（碑．6孟・）（δ孟・一δ孟・）（δ孟・＋δ茜・）（δぎ．δ言・）．

　　　　　5

ApPlying　the　loop　substitution　rule　yields　the　loop　integral

　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　x3

D・＝一・
iκ4v）、判α・∫dr・（1一叢糖デ2）2，

　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　0

which　is　a　trivial　integral　since　the　denominator　cancels　against　the　numerator．　The　last　non－zero　di．agram　l　e　is

similar　to　evaluate　and　the　two　diagrams　are

　　　　　iκ4　NsS

Dd＝
　　　　（4π）2360s2

　　　　　　　iκ4　N，s
，　De＝
　　　　　　（4π）2360u2ウ

　Summing　over　all　diagrams　we　have　the　four－graviton　amplitude　in　a　theory　with　any　particle　content　as

’・・（1－，・・，・・，・・）r器、Sl，）1｝1。∫ll2（u・－st）（［12】〈、暴1誉、〉【41】）2・

For　pure　gravity　IY，＝2because　the　graviton　has　two　helicity　states．　h　is　easy　to　verifンthat　this　amplitude　has

the　required　crossing　symmetry　under　the　interchange　of　legs　2，3and　4．　In　a　supergravity　theory　with　equal

numbers　of　bosonic　and　fermionic　states　N，＝Oso　the　amplitude　vanishes　in　agreement　with　the　supersymmetry

identities［22】．Note　that　in　this　string－based　calculation　this　identity　holds　at　the　level　ofthe　integrand．

　The　helicity　conserving　process　．Q！（1－，2喀，3＋，4＋）is　more　dif巨cult　to　compute　since　cycle　contributions　no

longer　vanish　and　it　is　infrared　divergent．　However，　even　this　is　relatively　easy　to　compute　using　the　string－based

methods。

　　These　calculations　may　be　compared　to　the　corresponding　QED　calculation　of　light－by－light　scattering．　One

has　a　few　more　diagrams　and　more　complicated　Feynman　parameter　polynomials　to　integrate，　but　the　extra

complication　is　very　slight　when　compared　to　the　traditional　field　theory　expectation　that　gravity　computations

are　exceedingly　more　complicated　than　QED　ones．

　　In　conclusion，　gravity　provides　a　fUrther　example　of　how　string－based　methods　can　be　used　to　obtain　results

which　woωd　be　extremely　dif丘cul！toobtain　using負eld　theory　methods．　We　expect　new　methods　based　on　strlng

theory　to　have　fUrther　non－trivial　apPlications　to　field　theory　calculations．
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Synopsis：　We　consideI　a　system　of丘ee　boso皿s（bosonic　closed　string

model）which　has　the　confolmal　and（abelian）gallge　symmetry．

1皿this　note　we　state　Noether，s　Theorem　exphcitly，　emphasizing　that

there　is　a　possibility　of　the　appeala皿ce　of　a　cocycle　term　in　the　Ielation

of　Poisson　l）rackets　of　Noether　charges　alleady　i皿the　classical　level，　a皿d

apply　it　to　the　system．　The　cocycle　term　appea正s　in　the　case　of　the

gauge　symmetry，　but　does　not　in　the　confolmal　symmetry　one．　The

Ieason　of　the　diffelence　is　not　yet　understood．

1§ Introduction

Conformal　Field　Theory（CFT）is　governed　by　the　Virasbro　algebra

（1．1a）

witl1　（m，　n∈Z）

　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　A
（1．1b）　　　　　［．乙m，1ンn］

（1．1c）
＝］（

C

　
，

　
鵬＾

L
［

　　　　　　　　　　　ハ

Vir＝ec五n㊥C∂
　　　　　　鴨∈Z

　　　　　　　　A
（m－n）五m＋n＋

0　．

6
　　　（m3－m）6m＋。，。，
12

85

27



日治”St’こ”）t’ノ’blb－　de出窓A　ttt「No．28

Arepresentation　of　Vir　is　constructed　from　the　following　Reisenberg　algebra

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

（1，2a）　　　　　Heis＝㊥ca．㊥Cん
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n∈Z

with（m，η∈Z）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12b）　　　　　　　　　　　　　［am，a．］　＝　　ητδ飢＋π，oん，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．2c）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［arn，ん1　　＝：　　0，

as　f（）Ilows．　see　Lecture　2　in［41　for　detaiL　we丘rst　represent　Heis　on　the　space

Bof　polynomials　iぬin伽itely　many　variables：

（1．3）　　　　　　　　　　　　B＝C［tl，ち，…　】

as
　　　　　　　　　　　　　　　∂　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

（1・4）　a・＝∂オ。，a－・＝暁（η∈Z・・）・a・＝μ1，　h＝1

where　I：B→Bis　the　identity　mapping　andμ∈RThis　is　the　highest

weight　representation　for　a・weight

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
（1．5）　　　　　　　　　　　　　　　aoトウμ，　んト→1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
considering　C∂o㊥Cんas　a　Cartan　subalgebra，　whose　highest　weight　vector

is　l　as　a　polynomial．　The　space　B　is　regarded　as　the　Fock　space　of　a　system

of　free　bosons，　whose　vacuum．is　the　1．

　　　We　put（Sugawara　construction，（2．9）in［4］）

（1・6）　L・一圭混嫡…n∈Z

where：　：means　the　normal　ordering　de五ned　by

（・の
@　　・a・　a」・一仁：1：；：：1：

Then　we　have（Prop．2．3　in［4］）

（・・8）　［£m，L・］一（－n）L－・・＋毒（m・一）δ…ρ・
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　　　　　　　ゲージ日言の　・造

Symplectic・Structure　of　CFT　of　Free　Bosons

　　　　　　　　　　あThis　means五π，s　given　by（1．6）provide　a　representation　of　Vir　in　B　with　central

charge　c＝1（cis　a　number　fbr　whichδis　represented　as∂＝c∫）．　We　also

have（Lemma　2．2　in［4D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
（1．9）　　　　　　［五m，an］＝－n　a，n＋n，　m，　n∈Z．

The　relation（1．6）is　equivalent　to　the　foHowing　one　between　field　operators：

（・…）　塗（θ）÷ノ（θ）ノ（θ）・，θ∈51－R／2πZ

where

（1．11）　　　　　ナ（θ）＝Σビ‘”θ五。，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n∈Z

（1．12）　　　　　」（θ）＝Σ・－i”θ　a。．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n∈Z

We　call（1．10）the　Sugaωαrα　relαtion．（We　do　not　care　the　convergence　problem．

The　above　expressions（1．11）and（1．12）are　regarded　as　formal　ones．）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　We　renumber　the　relations（1．8），（1．2b）withん＝∫and（1．9）for　later

convenience：（m，η∈Z）

（…3・）　［£一，勾一（m一η）五…＋右（m3－m）δ一…，

（1．13b）　　　　　［am，an］　＝　　mδm＋n，o，

　　　　　　　　　　　　　　　（1．13c）　　　　　　　［五m，a．｝　　＝　　＿ηarn＋π　．

　　　The　group　theoreticaI　meaning　of（1．13　a－c）is　as　foUows．　We　consider

the　two　groups

（1．14）の＝Diff＋Sl＝｛φ：S1→Sl，　orientation　preserving（liffeomorphism｝

whose　group　operation　is　given　by　the　composition　and

（1．15）　　　ノV＝slR’“’＝｛ん・51→RN，0°°－map｝

with　the　operation　of　the　pointwise　addition　in　Rlv（hereafter　we　take／V＝＝1

fbr　simpliciもy，　but　retain　N　to　distinguish　RN　from　R　as　the　spa£e　ofτ，θor

x＋
j
．
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　　　We　let　1）and♂V　act　on　the　space

（1。16）　　　　　　　SI　RN＝｛X：sl→RN，0°°－map｝

by

（1．17）　　（φ・X）（θ）＝X（φ一1（θ））fb・φ∈つ，　X∈S’RN，

（1．18）　　　　（ん・X）（θ）＝X（θ）＋ん（θ）f・・ん∈ノ》，X∈S’RN．

The　action　of　the　se㎡一direct　product　1）×ノ炉is　given　by

（1．19）　　　　　　　　　　（（φ，ん）・X）（θ）＝X（φ一1（θ））十ん（φ｝1（θ）），

then，　in　the　operation　form　in　1）xN，　we　have

（1．20）　　　　　　　　　（φ1，ん1）・（φ2，ん2）＝＝（φ1・φ2，ん1。φ2＋ん2）．

　　　The　Lie　algebra　ofつis

（1．21）　　　　　　　　　　　　　　Z≧＝51R＝｛ξ：51→R｝，

whose　Lie　bra£ket　is　given　by

（・・22・）　［C，・n］一ξ’・一ξ・’，C，・n∈2，’一藷・

Remark　that　the　sign　is　different　from　the　usual　one．　We　give　the　bracket
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

th「對F鷲濡郷騨。誰童炊e　l認驚。b。li。nl　w．

have

（1．22b）　　　　　［ん1，ん2］＝O　forん1，ん2∈A∠．

　　　We…ilso　have，　inのxN

（1．22c）　　　　　　　［ξ，ん1＝一ξん’　fbr　ξ∈Z≧，ん∈A∠．

where　the　right　hand　side　of（122c）is　considered　as　an　element　of△乙．

　　　In　the　complexifications　2　X『C　and△乙⑭C，　we　take　the　bases

（1．23）　　　　　　eπ＝e．（θ）＝e‘”θ∈2⑭C，　n∈Z，

（1．24）　　　　　　　ゴπ＝ゴη（θ）・＝εine∈△二⑭C，　n∈Z．
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30



ゲージ日　言の　’“t’ 口

Symplectic　Structure　of　CFT　of　Free　Bosons

We　remark　that，　although　the　functional　fbrms　of　en（θ）and　5π（θ）are　the

sarne，　the　meanings　as　actions　on　Sl　RN（more　precisely　its　complexification

（SIRN）c＝SI　CN）are　different．　Then，丘om（1．22　a－c），　we　have

（1．25a）

（1．25b）

（1．25c）

［ら，e．］

［ゴ㎜，ゴ。］

［e．，ゴ。1

＝　　ぎ（m－n）ern＋n，

＝　0　　　　　，

＝　　　－znjm十n　・

　　　Thus　the　relations（1．13　a－c）are　considered　as　a　central　extension　of（1．25

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
a－c）under　the　correspondence五π←レ4．，　a．←レゴπand

（1．26）［，］in　Z）x／V←＞i［，】in　the　operator　algebra　of　the　Hilbert　space

where　the　Hilbert　Spa£e　is　in　our　case　B．

　　　Through　Noether，s　Theorem，　the　bracket［，］in　the　Lie　algebra　of　the

symmetry　group　is　transfbrmed　into　the　Poisson　bracket｛　，｝of　Noether

charges　with　a　possibility　of　cocycle　terms（（ili）of　Theorem　l　in§2）．　We　also

have　the　correspondence　under　the　canonical　qua皿tization：

（1。27） ｛　，　｝　←＞　i［　，　］in　the　operator　algebra　of　the　Hilbert　space

with　a　possibility　of　the　appearance　of　cocycle　terms，　in　this　case　by　the　socalled

anomαly．　These　correspondences　give　the　group　theoretical　meaning　of（1．13

a－c）．

　　　The　above　situation　is　represented　by　a　classica，1　system　of　free　bosons

with　a　symmetry　governed　by　the　group　D　×　YV（the　history　is　a　converse　one

of　course）．　Noether，s　theorem　yields　conserved　quantities（Noether　charges）

whose　Poisson　brackets　represent（with　a　possible　cocycle　term）the　Lie　algebra

of　the　symmetry　group．

　　　In　this　note，　we　attempt　to　clarify　the　following　points：

a）　　On　what　space　and　how　does　the　symmetry　group　D×．〈r　act？

b）　　What　is　the　explicit　statement　of　Noether，s　theorem　which　we　apply

tO　the　SitUatiOn？

89
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c）

level？

What　is　the　meaning　of　the　Sugawara　relation（1．10）in　the　classical

　　　In§2，　we　give　an　answer　to　b），　Theorem　1．　The　proof　is　given　in§5，

where　the　proof　of　a　key　formula　is　postponed　to　the　appendix．　Theorem　l

is　considered　as　a　case　which　satisfies　the　assumption　of　Theorem　4．2．8　in［1】．

Namely，　after　linearization，

（1．28） J・TM→9“；ωH［ξ”・lc（の（ω）】

is　a　momentum　mapPing（for丘xed　t∈R）．　Usually，　in　the　literature’（for

example，　Chap．4in［1］，　especia皿y　statements　above　Theorem　4．2．8，　Chap．3

in［7］or　Appendix　5　in［2］），　the　case，　where　the　symmetry　group　acts　on　the

configuration　spa〈⊃eノ匠or　Tノレf（or　T＊ノレf），　is　considered．　So　there　is　a　novelty

in　Theorem　1，　where　we　let　the　symmetry　group　act　on　the　space　of　all　paths

on　M，（In　field　theory，　such　a　situation　is　often　considered，　but　it　seems　that

such　a　relation　as（2．27）has　not　been　stated　explicitly．）

　　　In§3，　we　consider　the　classical　system　of　free　bosons　with　the　confbrmal

symmetry　corresponding　to　2）．　In　this　case，　the　cocycle　term　in（ili）does　not

appear，　hence　the　cocycle　term　in　the　right　hand　side　of（1．13a）is　a　quantum

one．

　　　In§4，　the（abelian）gauge　symmetry　corresponding　toパis　considered．　In

this　case，　there　appears　the　cocycle　term　of（iii），　thus　the　cocycle　term　in　the

right　hand　side　of（1．13b）is　a幽classical　one．

　　　We　answer　to　a）in§3　and§4．　An　answer　to　c）is　given　in§4．

　　　We　apPly　Noether’s　theorem　of　finete　degrees　of　freedom　in§2　to　the　system

in§3　and§4　which　is　of　infinitely　degrees　of　freedom．　So　the　apPlication　is

fbrmal．

　　　In§5，　we　also　briefly　explain　the　symplectic　gqometry，　emphasizing　the

point　of　view　of　Lie　algebras　and　h6momorphisms　between　them．　It　clarifies

the　reason　why，　in　the　relation　of　the　Ppisson　bracket　of　Noether　charges（（iii）

in　Theorem　1），　the　Lie　bracket　of　the　Lie　algebra　of　the　symmetry　group　and

the　cocycle　term　apPeaL

　　　We　hope　the　above　setting　is　a　starting　point　to　understand　the　symplectic

structure　of　the　Wess－Zumino－Witten　model［6】．　There　are　some　ambiguities

90
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Symplectic’Structure　of　CFT　of　Free　Bosons

such　as：What　are　the　configuration　space　and　the　Lagrangian　function（訂）？

What　is　the　meaning　of　the　calculations　of　Poisson　brackets　in［6】？To　under－

stand　such　points　is　our　forthcoming　problem．

2§ Noether，s　Theorem

Let　M　be　a　configuration　space（0°°manifold，　but　we　use　notations　as　if

manifblds　are　Euclidian　spa£es　fbr　simplicity）of　a　classical　system　of　IV－degrees

of　freedom：

（2．1）　　　　9＝（の＝（91，92ヂ・・，qN）∈M．

Although　this　section　is　written　for　finite（hmensional　cases，　the　results　for

in且nite　dimensional　cases　are　also　vahd。

　　　The　system　is　governed　by　a　ILagrangian　function

（2．2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ＝五（q，v）：7「ノレf→R

where（9，v）＝（ql，…，qN；v1，…，vN）is　a　point　of　the　tangent　bundle　7「ルf

（we　have♂＝（i‘＝読g‘in　mind）．　The　motion　is　determined　by　the　principle

of‘‘least，，　a£tion：

（2・3）　　δ／蜘（オ），d（オ））一・，・一岳

whose　Euler－Lagrange　equation　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d∂五　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂五

（2・4）　　　認∂が（・（の・4（オ））＝∂9・（9（オ），d（の）・

　　　For　simplicity　we　assume五（q，　v）has　the　form

（2・5）　　　五（9，・）一巷…面・一σ（q）

whereσ：M→Ris　a　potential　and
（2．6）

（αのis　symmetric，　positive　de丘nite　IV×Nmatrix，　independent　of　g　and　v

（repeated　uppe卜lower　indexes　are　summed　over　i，ゴ＝1to　IV）．　Then　we　have

（2・7）　　　il／illl，（9，・）一・・，・・
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and　the　equation　of　motion（2．4）becomes

（2．8）　　　　　　　　43＝一σ3（9）

where
（2・9）び（9）”　ai・U」（9），　U」（9）一∂1，σ（9），（♂・）一（…）一・・

　　　We　consider　a　Lie　group　G　which　acts　on　the　space　of　paths　on　M：

（2．10）　　　　　　　　Path　M＝Map（R，　M）∋g（・）

where・in　g（・）is　the　dummy　of　t∈R．　We　consider　a　situation　under　which

（2．11）

if　g（・）∈Path　M　is　a　solution　of（2．4），

then　so　is　7・（（q（・））for　anyツ∈G．

This　is　the　case　if　the　following『ondition　is　satisfied（we　denote　by　g　the　Lie

algebra　of（｝）：

　　　　　　　　　for∀ξ∈9，　there　exists　Aξ＝Aξ（t，9，v）such　that

　　　　　　　　　for∀9（・）∈Path　M，　putting　96（・）＝（exp－6ξ）・（9（・））　，　we　have
（2．12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　麗五（qC（t），4c（t））．．。＝読A・（ち9伽（の）・

Under　the　condition（2．12），　if　g（・）is　a　solution　of（2．4），　then　we　have

（2・・3）講（9（聯））（藷（オ）詠A・（ち9（・），d（・））1－・・

In　fact，　putting

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　d　　．

（2・14）　　　　AS（の一扉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9⊂・3（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c需O

　　　　　　　　　　　　　　d　　　　　　　∂∂　　　　　　　．
and「ema面ng詔‘（t），．。＝露9‘（オ）．．。＝五（オ），we　have　f°「s°’ut’°n

9（t）of（2．4）
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　　　　　　　　　　d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂五　．　∂五　．．

（2・15）π五（9‘（オ脚））。。。＝∂1，　°’＋∂が五9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一儲暴）A’＋窒霧オ‘（by（2・4））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一岳［募五／，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

・nth・・th・・hand　thi・i・eq・aJ　t・厩A・by（2・12），　gM・g（2・13）・Thi・i・th・

　　　　　　　　　　　idea　of　Noether，s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Theorem．fundamental

　　　To　obtain　a　function　Ie＝IE（オ，g，の　∈　0°°（k×TM）for　which　we　have

（2・・6）ifg（・）i・a・・1・ti・n・f（2・4），　th・n盤（ち9（オ），4（老））一・，

we　entail　the　fbllowing　condition　for　the　G－action　on　Path　M：

　　　　　　　　　for∀ξ∈‘9，　th（∋re　exists／1ξ＝ノIC（ち9，　v）

　　　　　　　　　such　that　for∀g（・）∈Path　M，　we　have
（2．17）

　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　萎9‘（t）1　　　　＝＝　ノ1ξ（オ，9（オ），a（オ）），wh・・e　g‘（°）＝（・xp－・ξ）°（9（°））・

　　　　　　　　　　　　　　　　f＝O

This　condition　ensures　a‘‘locality，，of　the　action．　Under　the　condition（2．17），

putting

（2・・8）　・E（ち9，の一8表（9，・）4（ち9，の一A・（ち9，・），

we　have（2．16）by（2．13）　（assuming（2．12）of　course）．　This　is　the　first　part

（i）of　Noether，s　Theorem．　We　caJl　le　the　Noθオんεr　cんarge（a　naming　having　an

apPlication　to　field　theories　in　mind）forξ∈9．

　　　Tb　yield　the　relation　on　Poisson　bra£kets　of　Noether　charges，　we　finally

entail

（2・ig）　　A・（ち9・の，・pP・a・ed　i・（2・17）・i・Hn・a・in　v

（see（A．1）fbr　the　exact　meaning）．
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　　　Notation：fbr　a　function∫＝∫（t，　9，v）ofオ，gand　v，　we　denote　by∫ωthe

function　of　g　and　v　given　by！（の（g，の＝∫（オ，g，の．　Under　such　situations，　we

have

Theorem　1．　　（Noether，s　theorem）

　　　Let・M　68αC・nfigurati・n　spαceαnd　C・nsider　a加grangiαn　L＝五（9，の・ノ

the　form（t2．5ノω勧（2．の，　We　assumeαLie　group　Gαcts　on　Patん．M　50α5　to

5面吻ピ2．12ノ．Weα15・αssumθ伽オ伽G一αcti・n　sαtisfiesピ2．17／and　（2．19ノ，

Then，∫or　lξ（t）∈σoo（TM），ξ∈9，given　6y（2．18ノ，オんe　followingsαre　valid，

）0
1

（ ij　q＝9（t）isα3・励・n（ゾピ2．4ノ，　then　weんαve

　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　読1ξ（t，q（t），d（オ））＝0　！br∀ξ∈9・

　　　　　　　　Th・N・ether　・harg・　le（の∈0・・（TM）9・…tθS　tん・舌ran・f・侃蜘・（ii）

given　by　exp－6ξ　througん　the　Poisson　brαcket　ピ5eε　（5．15／　or　（5．16ノノ　in　オんε

ノoUoωing　5θnse’

（2．20a）

（2．20b）

ωhere
（2．21）

（iii）』

｛le（t），　qi｝

｛le（t），　vi｝

　　　　　　　　　　　　∂
Bξ（t・　q，v）＝翫・4ξ（t，　9・v）＋

For∀ξ，η∈9，ωe　hαve

　　　　　　　　｛le（t），為（t）｝＝i［c［2

＝　Aξ（t）i，

＝　Bξ（の‘，

器（ち9，の・L器（ち9，v）σ‘（q）・

（up　to　cocycle）．

The　proof　shall　be　given　in§5．

Remarks：
a）　　　For∫＝∫（q，の，　g＝g（g，の　∈　O°◎（TlM），　the　Poisson　bracket｛f，　g｝∈

o°◎（TM）is　given　by

（222）　｛f，9｝一・‘・（鵜一9誤券），

where（αり）＝（αの一1　and（α‘ゴ）is　the　one　in（2．5）．　This　means　we　pull－back

the　canonical　Poisson　bra£k∋t（5．18）f（）r　T掌M’，　the　cotangent　bundle　of　M，　by

94
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the　isomorphism

（2・23）・2五・TM一盟・（9，の一（9，P），　P・－8霧（9，の一・り・・，

where∂2L　means　the丘bre　derivative　of五，　denoted　as　FL　in　Difinition　3．5．2

in［1］．　See§5　f（）r　a　deta皿ed　discussion．

b）　　The　de五nition（2．21）of　Bξmeans　we　have

（2・24）　　B・（t，q（t），d（t））一静，（ち9（オ），a（孟））

for　any　solution　q（t）of（2．4）　（or（2．8）for　our　Lagrangian（2．5））．　In　the　sense

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

we　may　w・it・おB・（ち9，の＝読五・（ち9，の・

c）　　The　precise　meaning　of（iii）of　the　theorem　is　as　follows．　In　genera1，　an

antisymmetric　bilinear　formα：g×g→Ris　called　a　cocycle　if　it　satis且es

（2・25）　α（［ξ，η］，ζ）＋α（［η，ζ］，ξ）＋α（［ζ，ξ1，η）＝0，　fbr∀ξ，ηandζ　∈　9．

　　　Then（iii）means　that，　adding　a　constant　to　each　Aξif　necessary，　the　cor－

respondence（for　ea£hオ）

（2・26）　　　　9→0°°（TM）；ξ一le（‘）

is　linear　and　there　exists　a　cocycle　α（の：g×g→Rfor　which　we　have

（2・27）　　　　｛∫ξ（の，∫η（の｝＝1｛｛編＋α（の（ξ，η），　　　fと）r　ξ，η　∈　9・

§3　　Conformal　symmetry　of　free　bosons

We　consider　a　system　of　free　bosons（bosonic　closed　string　model）described

by　the　Lagrangian　density（Chap．2in［3D

（3・・）　L（X）一器∂・X∂〆一麦｛（∂・X）・一（∂・X）・｝，

where　x＝（xり＝（xo，xl）∈R2，　X＝X（x）∈RN　and∂μ＝∂／∂xμ，∂μ＝

ημレ∂レ，（ημレ）＝diag［1，－1］，（ημ）＝（ημレ）－1．We　also　take　T＝⑦o　andσ＝xl，

then（3．1）becomes

（3・2）　L（X）一圭｛文・－X・｝，・一嘉，’÷
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The　action　functional　is　given　by

（3・3）　　　s［x］－／　d・dσ　L（x）

and　the　equati・n・f　m・ti・n（Eul・卜L・g・ange　equati・n・fδS［X］＝°）．i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂L　　　∂L

（3・4）　　　　∂・∂∂。x＝∂x・

For　our　case　we　have∂£／∂∂μX＝∂μX，　hence（3．4）becomes

（3．5）　　　　　　　　　　∂p∂μX：＝O　　　　i．e．，　　∂o∂bX－∂1∂1X＝0．

We　consider　the　closed　string　case：X（丁，σ十2π）＝X（丁，σ），　and　regardingア

as　time（written　as　t　in§2），　w『take　the　configuration　space

（3．6）　　．M＝sl　RN＝｛X＝X（σ）∈RN　with　X（σ十2π）＝X（σ）｝。

Since　Sl　RN　is　a　linear　space，　the　tangent　bundle　is

（3．7）　　　TM＝S1　RN×S’　RN∋（X（・），y（・）），

whereロis　the　dummy　ofσand　y（σ）＝X（σ）in　mind．　The　Lagrangian五is

given　by

（3・8）L・TM－R・（X（・），y（・））一　；／。2”d・｛y（・）・－X’（σ）・｝

giving　S［XI　of（3．3）after　further　T　integration．

To　give　the　conformal（and　later　gauge）sy㎜etry，　we　take　the　light－cone

coordinate：

（3．9）　　　　　　　　　　　　　　　x＋＝xo十xl，　　x－＝xo－xl

and。。n，id。，　an。，i。nt。ti。n　p，e、e，ving．diff。。。f　5・（。。n，id。，，d　。。　i、pace。f

x＋ j：

（3．10）　　φ：Sl→Sl（or　R→Rwithφ（x＋十2π）＝φ（x＋）十2π）．

Then　the　diffeo　given　by

（3．11）　　φ：R×Sl→R×sl；（x＋，x－）H（φ（x＋），x－），　　．
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or　returning　tQ　the　original　coor（linates

（3．・2）φ・（x°，♂）一一一・・（圭｛φ（x°＋♂）＋x°一一・x’｝，9｛φ（x°＋x’）－x°＋x’｝）

is　a　confbrmal　mapPing　with　respect　to（ημ。），　that　is

　　　　　　　　　　　　り（3．13）　　　（φ掌η）x＝Ω（のη　fbr　some　functionΩ＝Ω（¢）＞0，

whereη＝ημレdxμ　X　dxレis　the　Lorenztian　metric　on　R×Sl．

　　　Considering　in伽itesima皿y，　We　take

（3．14）　　ξ：sl→R（or　R→Rwithξ（x＋＋27r）＝ξ（x＋））

and　for　E∈R，　kl＜＜1，

（3．15）　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（x＋）＝x＋＋6ξ（x＋）。

（Hereafもer　we　omit　the　higher　order　terms　of　c　for　simplicity．）Thenφwritten

with　the　coordinate（τ，σ）is

（3．16）　　　　　　　　（γ，σ）卜→（T＋去ξξ（7－＋σ），σ＋圭6ξ（τ＋σ））．

Through　this　confbrmal　transformation　ofアσ一space，　we　consider　the　transfor－

mation　of　field　X（ア，σ）：

（3・17）　　　X（T，σ）ト・X⊂（T，σ）＝X（丁＋圭ξξ（ア＋σ），σ＋圭eξ（7＋σ））・

or　in　the　hght－cone　coordinate

（3．18）　　　　　　　X（x＋，x－）トレxc（x＋，x－）＝X（x＋＋6ξ（x＋），¢一）．

The　correspondence　to　the　notations　in§2　is　as　follows．　As　the　symmetry

group　G，　we　takeのof（1．14）with　Lie　algebra　ZZ（θ←＞x＋in　mind）．　The　path

space　is　in　this　case

（3．19）　Path、M＝Map（R，　Map（51，RN））＝Map（R×5F1，RN）∋X（・，ロ）．

The　action　ofつon　Path　M　is

（3．20）

　　（φ・X）（ア，σ）＝X（φ一1（丁，σ）），　for　φ　∈　D，　X＝X（7，σ）　∈　Path　M，
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hence，　infinitesimally　forξ∈2，　if　we　put

（3．21）　　　　　　　xc（・，o）＝（exp　一　cξ）・（X（・，o）），

we　have
（3．22）　　　　　　XE（T；σ）＝X（rr＋圭ξξ（rア＋σ），σ＋去ξξ（τ＋σ）），

giving（3．17）．

　　For　this　D－action，　we　ca皿show　the　existence　of　Aξof（2．12）a8　fb皿ows．

Remark　that，　in　light－cone　coordinates，　we　have

（3．23）　　　　　　　　　　£（X）＝2∂＋X∂＿X．

Forξ　∈　Z≧，　taking　Xc＝X⊂（7－，σ）as（3．22）or

（3。24）xc（x＋，x－）＝X（x＋＋6ξ（x＋），xつ＝X（x＋，x－）＋cξ（¢＋）∂＋X（x＋，x－），

we　have

（3・25）藷（x・）1，。o－2（£　e＋xEI，．．o）　a－x＋2・・x（妾躍2

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　2｛ξ’（x＋）∂＋X十ξ（x＋）∂＋∂＋♪（｝∂＿X

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋2∂＋Xξ（x＋）∂＿∂＋X

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　2∂＋｛ξ（x＋）∂＋X∂＿X｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　－i（∂・＋∂・）［ξ（・＋σ）L】

　　　　　　　　　　　　　　　　　－a．［圭（δ8＋6r）ξ（T＋剃，

whereδ〃is　I〈ronecker，s　delta．　Thus　taking　the　a－integral　for　”　＝　O　component

of［］of　the　final　formula，

（3・26）A・色X回，y◎）－ll　f，2”　da　6（T＋の・去｛yげ一X’（a）2｝

gives　the　desired　function（組）：

　　　　　　　　　　　d　　　　　　　．　　　　　　　d　　　　　　　　・
（3・27）　麗五（xc（祠，xc（祠）圃｝A・（T，X（祠，X（祠）・・
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Therefbre　aユl　assumptions　of　Noether，s　theorem　are　satisfied（f（）r　the　lineaエity

（2．19）in　v，　in　our　case　y＝∂oX，　see（3．31））。

　　　The　corresponding　Noether　charge

（3．28）　　　　IC＝le（τ，　X（ロ），y’（口））∈o°◎（R×TM）

is　given　as　follows．　Tb　obtain　the　first　term　of　the　right　hand　side　of（2．18）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂L　，

（3・29）　　　　　陶∂が減i（ち9，v），

we　remark　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂L

（3・3°）　　　　∂∂。X＝∂μX
and
（3・3・）　妾X・一ξ（・＋）∂・X一去ξ（・＋σ）（∂・X＋∂・X）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　⊂＝O

Thus（329）corresponds　to　theσ一integral　of　theμ＝Ocomponent　of

（3・32）∂券（藷…）一圭∂・X［ξ（・＋σ）（a・X＋∂・X）1・

Hence　we　have

（3．33）　　Ie（7－，♪（（ロ），y’（ロ））

　　　　　　　　　　＝＝　if。2”　dσξ（・＋σ）［y（・）（y（・）＋X’（σ））－i（y（σ）2－X’（σ）2）］

　　　　　　　　　　＝＝　i　f，2’　dσ　c（・＋・）［y（σ）＋x’（・）］2・

　　　F・・th・・e　N・・th・・ch・・g・・le（「），・ne　can　v・・ify（i）・nd（ii）・f　N・・th・・’・

Theorem　directly．

　　　For（iii），　Noether，s　Theorem　does　not　determine　the　cocycle　termαω（ξ，η）

in（2．27）．　So　we　compute　the　Poisson　brackets㏄tually．　In　this　case，　we　have

α（の＝Oas　follows．

　　　Forξ　∈　2，　we　have
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（3．34a）

δlc（’）

δx（σ） 一一
¥［ξ’（・＋σ）（y（σ）＋x’（σ））

＋ξ（T＋σ）（y’（σ）＋x”（σ））】，

（3・34b）誤島．一圭ξ（・＋σ〉’［Y（σ）＋x’（σ）］・

Thus　fbrξ，η　∈2，　we　have

（3．35）｛le（ア），ln（7）｝（X（・），y（・））

　　　　　　　創舞儲編綱

　　　　　一i　f。2”　dσ［ξ’（・＋・）η（・＋・）一ξ（・＋・）η’（・＋σ）1［y（・）＋x’（σ）］2

　　　　　＝磁；1（X（ロ），y（ロ）），

here　we　recall（1．22a）．　This　meansα（の＝0．　The　above　normahzation　of

Poisson　bracket｛　，　｝on　O°°（T．M）is　given　as　follows．　If　we　give　SlRN

・h・ccin…p・・d・・t”＜Y・，・Y2＞by　f，2”　d・　y・（・）Y2（σ），th・n・h・f・・m・f　th・

Lagrangian（3．8）meansもhe　finite　dimensional　correspondingα‘ゴin（2．5）is

Kronecker，s　delta．　So（2．22）gives　the　normahzation．

　　　Using　the　energy－momentum　tensor

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂乙

（3・36）　T”・≡∂∂。X切X－6μ＝∂μX∂・X一δ”£，

th・N・・th・・ch・・g・le（「）i・w・itt・n　a・f・II・w・．　F・・m（3．25）and（3．32），　w・・ee

th・t　th・N・・th・・ch・・g・le（7）i・th・σ→・t・g・al・f　th・μ一〇・・mp・n・nt・f

（3。37）

iξ（・＋σ）［∂絵（・・X＋∂・X）一（6ざ＋δr）£］－iξ（・＋σ）［T・・＋T・・】・

In　the　light－cone　coordinate，　we　have（see（2．1．40）in［3］）

（3・38）　T＋・一去（T・・＋T・・）一（∂・X）・一差（a・X＋∂・X）・
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where

（3．39）　　　　　　　　　　　　　　Tpレ≡ημρTρレ＝∂μ∂レX－Mv∠：・

Thus　we　have

（3・4・）　・e（7）（X（・），y（・））一∠㌦ξ（・＋σ）T＋・，

where，　in　the　right　hand　side，∂oX　in　T＋＋is　repla£ed　by　y（σ）．

　　　So　far　we　consider　the　real　Lie　algebra　2∋ξand　the　real　valued　functions

O°°（TM）∋IE（「）．　For　fixed　T∈R，　we　extend　the　corresかondenceξト→1ξ（7）to

the　compleXified　one：

　　　　　　　　　　　　　　　　2⑭C→σ゜°（TM）c…≡Map（T、M，　C）

by　the　obvious　faShion．　We　define　LO（7）∈0°°（TM）c，　n∈Z，　by

（3・41）五証・）（X（・），y（・））≡i，1’）（X（・），y（・））一ズd・・’・（・＋・）T＋・，

where　e．∈ユ≧⑭C　is　the　one　in（123）withθく→x＋．　Then　we　have，　from（3．35）

（3・42）｛L．！・），五」・）｝（X（・），Y（・））－i（m－n）f。2π　d・・‘（一・・）（・＋・）T＋・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　i（m　－n）L”1？n（X（ロ），y（ロ））．

This　is　the　relation　in　the　classical　level　corresponding　to（1．13a）without

cocycle　term．

§4　　Gauge　symmetry　of　free　bosons　and　Sugawara　relation

The　system　of　free　bosons，　whose　configuration　space　is（3．6），　with　the　La．

grangian（3．8）has　also　the　following（abelian）gauge　symmetry．

　　　Let　the　groupノゾof（1．15）act　on　Path　M（3．19）as（reca皿the　correspon－

denceθ←ラx＋）

（4．1）　　X‘（x＋，ガ）＝X（x＋，x－）＋・ん（・＋），　f・・ん∈N

or
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（4．2） x‘（T，σ）＝x（T，σ）＋cん（丁＋σ）， f（）rん∈．A，t・

here　we　have　written　the丘nal　fbrm　corresponding　to（3．22）｛br　the　case　of　the

collformal　symmetry．（To　obtain　this，　the　action（1．18）must　be（ん・X）（θ）＝

X（θ）一ん（θ）．This　changesゴηto一ゴ鴇，　retaining　the　relation（125　a－c）．）In

this　ca£e，　we　have，　using（3．23），

（4。3）
d
簾乙（xり

c＝O

hereξμis　the　antisy㎜etric　tensor　with

obtained　as　theσ一integral

of（4．3）：

（4・4）　A・（・，・x＠，y◎）一　／o2”　da［一ん（r＋σ）x・（σ）］・

Hence　all　assumptions　of　Thgorem　l　are　satis五ed．

　　　The　Noether　charge　Iん（T，　X（ロ），（ロ））is　theσ一integral　of　theμ＝Ocompo－

nent　of

（4・5）∂簾（lilt7　XCI，．o）　’一一　［－Epv　h（7’　＋　a）　o．xl一ん圃［a・x＋姻，

that　is，

（生6）　・・（・，・x（・），γ◎）イ蜘＋σ）［y（σ）＋x’（σ）］・

For　t与is　Noether　charge，　we　have、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δlh（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一ん’（τ＋σ），（4．7a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δx（σ）

2（卸2＆x＋2・・x（藷生）

2ん’（¢＋）∂－x

ん’（丁＋σ）（∂。x－∂、x）

∂。｛一ん（T＋σ）∂、x｝＋∂、｛ん（7＋σ）∂bX｝

∂。［一cμレん（ア＋σ）∂。x］，

　　　　　　　　　　　　　eo1＝1．　Thus　Aん（T，　X（o），y（o））is

of　theμ＝Ocomponent　of［lof　the　final　formula
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（4・7b）　　語島一ん（・＋σ）・

Hence，　fbrん1，ん2　∈N，　we　have

（4・8）｛・，lr），・・lr）｝－f。2”　dσ［hl（・＋σ）ん・（ア＋σ）－h・（ア＋σ）h5（ア＋σ）】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一沌㌔σ桝（σ）ん・（・）一ん・（σ）ん蚤（σ）］・

We　remark　that　the　right　hand　side　is　a　constant　as　a　function　of（X（o），y（ロ））

and　de五nes　a　cocycle（since．〈r　is　abelian，　only　the　anti－symmetricity　is　re－

quired）．

　　　Aft・・c・mpl・xi丘・ati・n，　w・d・伽・Jn（・）∈0・・（TM）c　as　l、（7）f・・ん一

ん（θ）＝einθ／〉！蘇∈△二⑭C：

（4・9）」・（・）（X（・），y（・））－th　f。2”d・・‘・圃［γ（・）＋X’（σ）］・

Then　we　have　from（4．8）

（4…）　｛嘱・），」。（・）｝一翻2πd・i（m－n）et（一・・）・一　imδm・n、・・

Thus　the　correspondence

（4．11）　　　　　　1」。（7）←→an

with（1．27）gives　the　relation（1．13b）．

　　　To　see　the　correspondence　to　the　Sugawara　relation（1．10），　we　reverse　the

relation　of∂＋X＝麦［Y（σ）十X’（σ）l　and　Jn（7）in（4．9）as　follows．　First　we

expand∂＋X　as

（4・12）圭［Y（σ）＋X’（・）］　＝＝　．li．ilz・汐）（X（・），Y（・））・’”（’＋a），

here　47）（X（ロ），Y（ロ））is　the　Fourier　coefHcient　showing　the　dependence　on

γ，X（ロ），Y（ロ）explicitly，　and　substitute（4。12）to（4．9），　to　obtain

（4．13）　　　　　」n（・）＝＝　2Vi・≦；）．
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Thus　we　have

（4・・4）　∂・X（σ）－2鳩ビ卿＋σ）J・（’），

where　the　left　hand　side　is　considered　as　the　function（al）

（4・ユ5）（X（・），y（・））∈TM－S・RN・S・・N　A　i［y（σ）＋X’（σ）】・

After（1．12），　considering　the　correspondence（4．11），　we　put

（4．16）　　　　」（「）（σ）＝Σ　・’‘n（「＋σ）Jn（「），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n∈Z

which　is　a　function（記）on　TM．　Then（4。14）becomes

（4・・7）　　∂・X（σ）－2湯」（7）（σ）・

Both　sides　of（4．17）are　considered　as　function（記）on　T！レ4．

　　　We　applyもhe　same　method　to（3．41）to　obtain

（4・・8）　　T＋・（・）一［∂・X（σ）］2一去丁…（σ）

where，　after（1．11），　we　put

（4．19）　　　　T（γ）（σ）＝　］2　e－in（T＋σ）五」7）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n∈Z

In（4．18），　T＋＋（σ）means　the　function（組）

（42・）　（X（・），Y（・））∈TM　一差［y（σ）＋X’（σ）］2・

　　　Thus，　comparing（4．17）and（4．18），we　have

（42・）　　　T（・）（σ）一去［」（・）（σ）］2・

This　is　the　clas’ @1relation　corresponding　to　the　Sugawara　relation（1．10）．

　　　Remark　that　the　equahty（1，10）is　the　one　as　operators　on　the　Hilbert　space，

but　the　equality（4．21）is　the　one　as　function（a1）s　on　7「M＝SlRN×SiRN．
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5§ Symplectic　geometry　and　proof　of　Noether，s　Theorem

Tb　see　a　general　aspect　of　Noether，s　theorem，　we五rst　point　out　that　we　llave

three　Lie　aユgebras．　First　the　Lie　algebra　g　of　the　Lie　group　G，　the　second　is

the　spa£e　of　all　reaJ　valued　O°°functions　O°°（TM）with　the　Poisson　bracket

（222），and　as　the　third，　the　space　of　vector　fields　on　a　manifold　with　the　usual

bracket［，］of　vector丘elds．

　　　There　are　some　cases　in　which　we　have　a　homomorphism　of　these　Lie　alge－

bras．　For　example　we　assume　that　the　Lie　group　G　acts　on　a　manifold　Z．　For

ξ∈g，we　define　the　vector　field　VC∈V（Z）by（we　denote　by　y（Z）the　spa£e

of　all　vector　field　on　Z）

（5・・）　V，・（・）一妾［（・xp－・ξ）・・］　f…∈Z・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f＝O

Then　it　is㎞own　that（Prop．4．1．26　in　［1］．　Remark　that　our　sign　convention

is　different．　Ours　are　chosen　so　as　to　make　mappings、between　Lie　algebras

homomorphism．）

Proposition　5．1

（5．2）

The　correspon（ience

ξ∈9 一一・“一 Vel∈v（z）

is　a　Lie　algebraんgm・m・rpんゴ5鵠，　tんαt・is，　it　is　linear　and

（5．3） ［Vc，v。］＝　V［e，η］ in　v（z）ノor∀ξ，η∈9．

　　　As　a　next　example，　we　consider　a　symplectic　manifold　W，　This　means　W

is　a　O°°manifold　with　a　2－form　w　satisfying

（5．4a）

（5．4b）

ωis　closed，　i．e．，　（メω＝0　，

ωis　nondegenerate　，

in　the　sense　that　for　V∈1／（W）

（5．5） ω（V，・）＝0 if　and　only　if V＝0　　　　　　，
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whereω（V，・），　which　is　aユso　written　as　i（V）・ω，　means　the　1－form

（5．6）　　　　　　Vi∈V（W）　卜→　ω（V，　V玉）．

The　2－formωis　called　a　symplectic　2－fo　rm．　The　condition（5．5）is　equivalent

to

（5．7）　　for∀1－formαon　W「，ヨthe　unique　V∈V（W），fbr　whichα＝ω（V，・）．

　　　For　any　O°°manifold」M，　its　cotangent　bundle

（5．8）　　T’M∋（9，P）＝（91，92，…，gN；P、，th，…，PN）

has　the　canonical　symplectic　2－fbrm

（5．9）　　　　　ω＝dpi〈吻魯　　（summed　over　i＝1to　N）．

We　have

（5．10）　　　　　　　　　　　　ω＝dθ

whereθis　the　1－form　on　T寧M

（5．11）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ＝Pi〈dgi，

called　the　cαnonical　1－form．　Thisωis　exact，　although　we　require　only　closed－

ness　fbr　general　cases．

　　　Returning　to　a　general　symplectic　manifold（W，ω），　we　define，　for　f∈

O°◎（W），the　vector丘eld「レ7∈「レ「（W）by

（5．12）　　　　　　　　－df＝ω（Vf，・）　　as　1－f（）rms　on　W．

This　Vf　is　uniquely　determined　from　f　l）y　Virtue　of（5．7）．　It　is　seen　that　the

correspondence

（5．13）　　　　　∫∈o°°（W）　ト→　V｝∈V（W）

is　a　Lie　algebra　homomorphism：

（5・14）　　　　［Vf，Vg］＝V｛f，9｝　for∫，9∈o°◎（W），

where｛∫，　g｝　∈　0°°（W）is　the　Poisson　bra£ket　defined　by

（5」5）　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛！，g｝＝ω（Vf，1レ？）．
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（see　Coro．3．3．180f［1】，　remarking　the　sign　convention．）Remark　that　the

definition（5．15）is　also　written　as

（5．ユ6） ｛f，9｝＝Vf・9．

For　a　cotangent　bundle　W7＝丁廓M　with　the　symplectic　structure（5．9），　we

have

（5・17）巧一謡一雛・厨一∫（9，P）∈…（叫

hence，　by（5．16）

（5・・8）　　｛f，・9｝一藷一鵜・

　　　In　general，　a　vector　field　V∈V（W）is　called　Hamiltonian　vectorプiel（オ

if　y＝「Vf　for　someノ∈0°°（W）．　A　vector五eld　y∈V（W）is　caユled　locαlly

Hamiltoniαn　uecオorガε14　if　for　anyω∈W，　we　can　find　a　O°°function∫defined

on　a　neighborhood　ofωfor　which－df＝ω（V，・）on　the　neighborhood．　We

denote　by、HV（W）（resp．五、UV（W））the　spa£e　of　all　Hamiltonian（resp．　locally

Hamiltonian）vector　fields　on　W．　In　the　words　of　fbrms，　we　can　say　that　for

y∈y（w），

（5．19）

（5．20）

v∈HV（助

y∈LHV（w）

⇔

⇔

ω（V，・）：exact，

ω（V，・）　：closed．

It　is　seen　that

（5．21） y∈L、HV（w） ⇔ Lvω＝0，

where乙vωis　the　Lie　derivative（see　Chap．2in［1］，　especially　p．121），so　locally

Hamiltonian　vector丑elds　are　also　called　symplectic　vector　fields．　It　is　easy　to

see　that∬V（W）and五正1「レ（W）are　closed　under［，］，　hence　we　have　three　ne

algebras：

　　　　　　　　　　　　　　　　∬y（w）　⊂　　五∬VF（w）　　⊂　　v（w）．

We　have　from（5．19），（5．20）and（5．7）

（5．22） LHV（w）／∬v（w） ～ H1（W，　R），de　Rham　cohomology．
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（Proof　of　Theorem　1）

　　　（i）is　already　given　in§2．

　　　Let　M　be　the　con丘guration　space　in　the　theorem．　We　pull－back　the　sym－

plectic　structure（5．9）on　Tツレf　to　the　one　on　TM　by（2．23）　：

（5．23）　　　　ω＝dθ＝dVi〈dg㌔・‘抑‘〈吻ゴ，

（5．24）　　　　　θ＝v、　dgi＝・り・‘dゲ，

where　we　use　the　same　notationωandθon　7「M　f（）r　simplicity　and　use（αの，

which　has　the　inverse（α‘ゴ）－1＝（aiゴ）by（2．6），　to　let　the　indices　i，ゴ，…　up　or

down：

（5．25） Vi－・iゴ・ゴ，4ξ？）＠）一・、《（の’（q，の，…，・t・．

　　　Under　the　assumption　of　the　theorem，　for　any五xedオo∈R，　we　can　obtain

aG－action　on　TM　as　fbllows。　For　7∈Gand（go，vo）∈7「M，　let　g＝g（オ）∈

Path　M　be　the　solution　of（2．4）with

（5．26）

and　put
（5．27）

q（to）＝qo，　4（to）＝t／0

9ツ（・）＝7・（9（・））

（we　assume　aユl　solutions　of（2．4）with　initial　condition　as（5．26）can　be　de丘ned

fbr　a皿t∈R）．

　　　Then　defining　as

（5．28） ツ・（90，VO）＝＝（97（オ0），グ（オ0）），

we　have

Proposition　5，2　　For　any批ε4オo∈R，　tんεαbove　construction（5．28ノ

卯ε3αG－action　on　7「．M．

（prooノ）　　　For　given（go，vo）∈Tルf，　let　g1（・）be　the　solution　of（2．4）with

g1（オo）＝go，41（オo）＝vo．　Then　fbrッ1　andッ2∈G，　g2（・）≡71　・（g1（・））and

g3（．）≡ッ2．（g2（．））＝（72「Yl）・（g1（・））are　also　solutions　of（2．4）by（2．11）．　Here

we　use　the　fact　that　G　acts　on　Pathルf．　Thenッ1・（go，　vo）＝（g2（孟o），42（オo）），

物・（92（老o），d，（オo））＝（93（オo），d，（亡o））＝（ツ2ツ1）・（90，vo），　hence

72・（「ソ1（qo，VO））＝（72　71）・（qo，　VO）．
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This　means（5．28）gives　a　group　action．　Q．E．D．

　　　For丘xedオ∈R，　using／1ξ1　in（2．17）and　Bξin（221），　we　define　the　vector

且eldonT2レf　by

（529）　Ve（の一五・（の‘（9，・）券＋β・（重）‘（9，・）券

Th・n　th・d・且㎡ti・n・f・Aξ（‘）and　Bξ（のj・・t　m・an・th・t　th・vect・・fi・1覗（¢）i・

the　one　given　by（5．1）for　the（］La£tion（5．28）on　7「ルf　folオ（＝オo）．　See　remalk

b）after　Theorem　1．　Thus　we　have　by　PrQposition　5．1

（5・3・）　匡（t），Vn（の］－V［、，ll），　f・・ξ，η∈9，亡∈R・

　　　The　key　step　to　prove　the　theorem　is　the　following

P・・P・・iti・n　5・3　F・・孟∈R・・dξ∈9，1・t　VC（の∈叩M）giv・吻ピ5．29ノ

・nd・Aξ（の∈0・・（TM）6・th・ノhr・・ti・漁ピ2．・2ノ。　Th・・ω・んω・

（・・3・）　　　　LVc・・θ一dAξ（の・

The　proof　shall　be　given　in　the　Appendix．　From（5．31），　we　see　immediately

（5・32）　LVc・・）ω一・，　i・…Ve（t）∈五丑レ（瑚，

becau・e q・・）ω一LVe・・（dθ）－dLVc・・θ…　ddA・（の一q・

　　　W・p・i・t・ut　h・・e　th・t∫ξ（t）∈0・・（TM）・f（2．18）i・w・itt・nas

（5・33）　　　　Ie（の一〈θ，　VC（の〉－A、（の，

becau・e・f〈θ，　Ve（の〉＝〈v・・dq‘，五，（の晶＋B，（t）£〉－v・A，（の‘and（2・7）・C・mp・・e

this　to　the　formula　in　Theorem　4．2．10　in叫We　assume　that　M　is　connected

but　do　not　assume　the　vanishing　of　H1（．M，　R）1H1（TM，　R）．　So（5．32）does

・・timply　Ve（の∈HV（TM）（・ee（5．22））．　N・v・・th・1ess，　i・…situati・n，　w・

have　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

P・・P・・iti・n　5．4　五・t　VE（t）∈V（TM）…δ・v・and・le（の∈0・・（TM）b・

ごんe／unction　given　by　ピ2．18ノ。　Thenωεhαvθ

（5．34） 一dlE（t）　・：ω（Ve（t），・）．
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（pr・・ガ　P・tting　y－VE（‘），　w・hav・

　　　　　　　　ω（v，・）　＝　i（y）・ω＝歪（y）・dθ＝｛乙y－d・i（y）｝θ

　　　　　　　　　　　　　　　　（5．31）dA，（の一d〈θ，γ〉

　　　　　　　　　　　　　　　　（5婆3）　－4森（¢）．　　　　　　　　　Q．E．D．

This　proposition　means　　　　　　　　　　　・

（5・35）　Ve（のgi・・n　by（5・29）－V・，ωi・・h・・en・e・f（5・・2），

h・nce　Ve（の∈HV（TM）・nd，　by（5．30），　w・hav・a・Li・alg・b・a　h・m・m・・p短・m

（5．36）　　　　ξ∈9　 ト→
@ Ve（¢）∈∬y（Tルf）．

　　　We　can　now　prove（ii）in　the　theorem．　In　fact　we　have

｛1，（の，q’｝－v、，④・ゲ轡Ve（¢）・・L（A・（°ゴ∂1、＋B・（¢）・∂12。：；」）…－A・（の‘

and（2．20b）similarly，　proving（ii）．

　　　Tb　prove（iii），　we　choose　a　basis　of　g（as　a　vector　spa£e）

（5．37）　　　　　　　　e1，e2，．＿　∈g

and，　for　each　e鳶，　we　fix　Aelの∈0°°（7「M）．　Then　for　genara1

（5．38）　　　　ξ＝Σ・…　∈9，　・・∈R，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鳶

we　put
（5．39）　　　　　入ξ（の一Σ・、A。1の．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鳶

It・an　b・・een　th・t（お・umi・g　M　i・c・nnect・d）th・礁・ence　b・tween入ξ（の

and　th…igin・1・A、ωi・c・n・tant．　W・・em・・k・th・t　th・additi・n・f…n・t㎝t

t・Aξ（のi・admissibl・，　b・・ause，　in　the　c・n出ti・n（2．12），　Aξ（のi・c・ncem・d・nly

th・・ugh　it・d・・ivati・・．　U・i・9・thi・n・w入ξ（t）as　A，（‘）f・・m　th・丘rst，　w・hav・th・

linear　mapping

（5．40）　　　　　ξ∈9　トレ　1と（¢）∈σ◎°（TM）．
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Thus，　for　fiXed　t∈R，　we　have　the　commutative（liagram：

（5．41）　　　ξ∈9　 （聖）　　 oo◎（TM）∋

＼雪・・，○

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　石「「レ「（TM）∋　　．

In　the　diagram（5．41），　the　mappings（5，13）and（5．36）are　Lie　algebra　hom（》

morphism　but（5．40）is　only　a　lineal　mapping　in　generaユ．　This　is　the　origin　of

the　apPearance　of　the　cocycle　termα（の（ξ，η）in（2．27）as　shown　below．

　　　In　this　situation，　we　have

　　　　　　IE（t）

⊥（…3）

　　　　　Ve（の

Proposition　5．5　　Wε伽オ∈R．　Forξ，η∈9，　the　function　on　T．M

（5・42）　　　　｛・、（の，・n（のト飛笥

is　constαnt．　Furtんermoreオん8うilinear　fo　rmα（¢）：9×9→Rdefined　by

（5・43）　　　　　　　　　　　α（¢）（ξ，η）＝｛1ξ（¢），In（¢）｝－11託翁

is　α　cocycle　in　the　5εη5ε　oノピ2．25ノ．

（prooプ）　　Through　the　homomorphism（5．13），　we　have，　omitting（¢），

　　　　｛・，，・n｝（繊）v｛・，．。｝（讐4）［巧，，巧，］（鰹5）［VE，瑚（讐゜）v［、，。】，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・［、，n】（邑）v、［，，n］（鰹5）v［、，。】，

h・nce　V（、．、2）－0，　gi・i・g　d（5．42）（5毫2）一ω（V（、．42），・）－0．　Sincew・hav・

assumed　M（hence　T．M）is　connected，　we　see　that（5．42）is　a　constant．

　　　The　argument　in　p．440f［7］gives．　that（5．43）is　a　cocycle．　Q．E．D．

　　　This　proposition　yields（iii），　proving　the　whole　theorem．　Q．E．D．

　　　In　the　point　of　view　of　Theorem　4。2．80f［1］，　the　relation（5．34）and　the

linearity　of（5．40）mean　that　the　mapping（128）is　a　momentum　mapping．　A

more　explicit　formula　f（）rα（のof（5．43）is　given　in　Theorem　4．2．80f［1］．
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Appendix：Proof　of　Proposition　5．3

1n　this　apPendix，　we盒xξ　∈　g　and　omit　it　in　notations　fbr　simplicity，　so

A（の，A（¢）m・an・Aξ（¢），A、（の・t・・A・imilar・al・ul・ti・n　i・d・n・i・ApPr血diX・f

［5］，where　the　proof　of　the　fact　corresponding　to（ii）of　our　theorem　is　given．

　　　The　condition（2．19）means

（A・1）　　　五（の‘（9，・）－D（の‘（9）＋E（亡）㌧vゴ，

which　corresponds　to（A．2）in［5］．　For∀g（・）　∈　Path　M，　puttillg　gc（・）＝

（exp－6ξ）・（9（・）），　we　have　from（2．17）

（A・2）　　藷‘（オ）一（の‘（9（オ），Ci（オ））・

Thus，　for　the　Lagrangian　L＝L（g，　v）of　the　form（2．5），　we　obtain

　　　　　　　d
（A・3）話（9‘（オ）・dC（の）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ＝0

　　　　一券　　　妾9　　募　　　器〆（のc．。｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瑳

　　　　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9‘

w＝蕊　　dwe　let　i，ゴ，…up　and　down
using（αi3’）or（♂ゴ）　：

（A・4）　　　Eiゴ≡…E㌦E‘ゴ≡E‘k　akゴ，…，・t・．

　　Now　we　put

（A・5・）A（の（9，の一α（の（q）＋β（‘1（9）♂＋S・（ε1、（9）曲［high・…－in・】・

　　　　　　　　　（9（t）・4（・））｛Clt（・）c．。｝＋（9（聯））｛

　　　　　　　σ‘（9（t））五（の‘（9（オ），d（オ））十4‘（の一A（¢）‘（9（舌），4（の）

　　　　　　－Ui（9）o（¢）‘（9）＋｛1）（の‘（9）一防（9）E（t）ゴ‘｝

　　　　　　　＋｛E（％＋D（の‘ゴ（9）｝d‘ゲ＋E（％4‘4ゴ，

h・・eD（t）（9）∂D（ち9），P（の、、ゴー毒D（の、，an
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W・・can・as・um・（7（‘1，・（q））is　symm・t・i・・

（A．5b）　　　　　ツ（亡｝、（q）一ッ（‘～」（9）．

Then　we　have

（A・6）暴Aω（9（オ），9（オ））

　　　　　　　　＝d（の（9）＋｛α（ε1、（9）＋・β（‘1（9）｝4＋〆1（9）ゲ

　　　　　　　　　　　　＋｛β（ε1、，（9）＋去タ（‘1、（9）｝4‘¢・＋ツ（¢1，（q）Q‘4・

　　　　　　　　　　　　＋去ッ（‘1、、・（9）姉・＋［…m・・fd，す・f・・d・・≧3］・

　　　We　remark　that　the　condition（2．12）must　be　satis五ed　for　any　g（・）∈

Path　M，　hence　the　coeMcients　for　4，グin（A．3）and（A．6）must　be　equal　inde－

P・nd・ntly．　S・［high・・t・・m・i・司・f（A．5・）i・ab・ent　and　w・hav・ツ（f｝ゴ、。（9）＝O

andβ（亡1（9）＝0．　Thus　we　have

（A・7）　A（り（9，・）一α・・（9）＋圭ッ（‘1、面・，ツ（t｝’i一ツ（¢1プ

　　　We　also　have

（A．8a）　　　　　　　　　　　一ひ‘（9）D（の‘（9）＝df（t）（9），

（A・8b）　　　が！（9）－U」（9）E（t）ゴ、一α（ε！、（9），

（A・8・）　｛E（‘も＋D（¢｛、3（9）一去タ（ご1，｝西・一・，

（A・8d）　　　　　成＝7（¢1ゴ．

W・・ee，　f…（A．8d）and（A．5b），　th・t　E（‘l」is　symm・t・i・・

（A・9）　　　　　E（‘｝、＝E（εl」．

Since（A．8c）is　satisfied　fbr　all　d，　the　symmetrization　ofゴ，ゴin｛

Vanish，　thus

（A・10）　　　D（‘1ご（9）＋D（‘｝、、（9）＋E（亡1ゴー0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　113
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here　we　used（A．8d）．　Using　these　relations　we　have

（A…）β（fl（9，の一岳五（‘1（9，・）

　　　　　　　　　　　　　一妾［1）（ε1（9）＋E（¢1、司

　　　　　　　　　　　　　一が参1（q）＋D（¢｛、ゴ（9）v・＋彦（亡1ゴvゴ＋がflゴ（一ひ」（9））

　　　　　　　　　　　　　一α（tl、（9）－D（‘｝、、（9）vゴ　（by（A．8b）and（A．10））

　　Now　we　can　prove（5．31）as　follows．　We　put

　　　　　　　　　　　　γ一y（・）－Ve（｝）・諾＋B（の・券

and　omit（の．　Then

（A．12） Lγθ

yielding　the　proposition．

Lv（Vi　dの

（Lv・Vi）吻‘＋Vi　Lv（吻‘）

（v・Vi）　dgi＋Vi　d（レ・の

Bi　dqi＋Vi　dAi

［α、3ω一D・、、司ガ

＋Vi［D‘、」（9）dOf＋E’」　d・」］

α、ゴ（q）dゲ＋E、ゴ♂4・ゴ

dA，

Q．E．D．

（by（A．11））

（by（A．7）and（A．8d））
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Synopsis：　　Wess－Zumino－Witten　model　based　on　a　compact　Lie　group　G

has　gauge　and　conformal　symmetry．　The　gauge　symmetry　means　that　we　have

anゐG…≡｛7：Sl→G｝action　on　the　spa£e　of　G－valued　fields，　under　which

aLagrangian　density‘℃，，　is　invariant．　The　Poisson　bra£ket　of　the　Noether

charges　for　the五σ一adion　gives　the　Ka£－Moody　relation．

　　　As　the　double　quotations　in‘IL，，　suggest，　the　density　is　not　defined　globally．

In　this　note，　we　give　a　fbrmalism（charged　symplectic　structure）suitable　to

such　a　situation。　We　also　have　Noether，s　theor『m　with　a　f‘）rmula，（3．26），

yielding　the　K㏄一Moody　cocycle　term　only　knowing　the　form　of　the　LG－action

on　the　space　of丘elds．

Key　words：WZW　model，　Noether，s　theorem，　charged　system．

1§ Introduction

Let　G　be　a　compact　Lie　group，　which　we　assume　to　be　simple，　co皿ected

and　simply　connected　for　simplicity．　For　a　given　map　g：S2→G，　S2…≡

｛y∈R3；Iyl＝1｝（map（ping）s　are　considered　as　of　O°°－class　unless　otherwise
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specified），　we　have　an　extensionす：B3→Gof　g，　i．e．，ず152＝g，　to　B3≡｛y∈

R3；團≦1｝，∂B3＝S2，　because　the　second　homotopy　groupπ2（G）＝｛0｝．

We　de五ne　the　functional　5wz，　called　the　Wess－Zumino　term［8］，　by

（・・1）5w・［・7］一一凋1釜ムd・y・・・…（ず一・㈱一聯・∂・の，

where～ゴ髭is　antisym漉tric　with　E123＝1and　tr　means　the　trace　in　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　defining　representation．　The　upper　and　lower　in（lices　are　summed　oveL　This

functional　is　determined　mod．含π〉⊂了KZ．（This　is　the　case　fbr　G＝5乙1（N）．

Otherwise　it　may　be　necessary　to　renormaユize　tr．）

　　　The　action　functionaJ　of　the　Wess－Zumin（》－Witten（WZW）model［10］is

given　by

（1．2）　　　　　　5［9］＝S。［9】＋3wz［9］
with

（1・3）　S・［9］一一t，、ゐ凸〉π・βt・（9－1∂・99－’・，・9），

wh・・eρ・・一ρ・・，・，（助‘⑭dxゴi・aRi・…ni－・t・i・・n　52，（ρ寅）一（ρ・・，り）－1

and　V’751F；：＝　　det（ρs2，り）・

　　　The　functional（1．2）is　the　one　in　the　Euclidean　regime．　The　corresponding

formalism　in　the　Minkowskian　regime　is　given　as　fbllows．　We　consider　the

3－formΩσon　G：

（1・4）ΩG，，（ξ，η，ζ）一岩く9－・ξ，［9－1η，9－1ζD，fo・ξ，η，ζ∈T、G，

where〈，＞is　the（positive）Killillg　fbrm　given　by

（1．5） 〈ξ，η〉＝－tr（ξη），　forξ，η∈9，

here　g≡T，G，　the　Lie　algebra　of　G（1　is　the　identity　gf　G）・

　　　Then　the　Wess－Zumino　term（1．1）is　written…as

（1．6）
Sw・［9］一＞t＝Tl　K　f．、　gN“　S）G　，

whereず率ΩG　is　the　pull－back　ofΩG　byす：B3→G．　The　3－fbrmΩσis　closed

and　its　de　Rham　cohomology　class　is　a　non－zero　element　of　H3（G；R）望R
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（the　c・・伍・i・n・i・a・・ang・d・・a・t・・a・i・砿。（、）Ωσ一2π，wh・・e　5σ（2）i・a

subgroup　of　G），　hence　not　exαct．

　　　IfΩGωere　exact，　thereωould　6εa2－form‘‘ωG，，　with　d‘‘ωG，，＝Ωσ．　Then

the　term（1．6）would　be（see　Appendix　in［10］），　by　Stokes，　theorem，

ζ‘ i1．7），，

ムゲΩ・一ん、ず串（d“ωσ”）一ん、d（ず掌“ω・”）－／。B、9掌“ω・・－IS、9寧・ωG・，・

This　integral（times＞⊂丁）is　considered　as　the　Euclide五cation＠o→〉⊂Txo）

of

（1・8・）　　／d・・f。2T　d…ω・・（φ）・∂・φ・∂・ゲ，

whereφ＝（φ8）is　in　a　coordinate　system　on　G，紘＝∂／∂げ，　x＝（¢μ）＝

（¢o，xl），　and

（1・8b）　“ω・”一去“ω・、（φ）”4φ‘〈dφ’，“ωり（φ）”＝“ωσ，・”（～疹，識）・

Thus，　compactifying　the　2じ1－spa£e　to　31≡R／2πZ，　that　is，♂≡xl十2π，　we

have　the　virtual　Lagrangian　density

（1・9a）　　　　　　　　　　‘℃，，（φ）＝」Co（φ）十‘CL，，wz（φ）

with

（1・9b）　∠コo（φ）＝　圭ημレρG，‘ゴ（φ）∂μφ‘∂レφフ＝　圭ρσ，り（φ）［∂oφ‘∂bφゴー∂1φ‘∂1φゴ1　，

（1・9・）‘℃”w・（φ）＝去・2λ2K・μレ“ω・ゴ（φ）”∂。φ‘∂。み＝2λ2κ“ω、」（φ）”∂。φ‘∂、み，

where（ημっ＝diag［1，－1］，　cμレ：antisymmetric　with　coi＝1，ρG＝ρG，‘ゴ（φ）4φ‘⑭

dφ3’is　the　Riemannian　metric　on　G　given　by〈，＞of（1．5），　that　is，

（1・10）　　　　　ρσ，9（ξ，η）＝〈9－－1ξ，9－1η〉，　ξ，η∈Tg　G．

The　whole（1．2）is　considered　as　the　Euclide五cation　of　the　Minkowskian‘‘func－

tional，，

（1・11）　　　　　212／dx・∠㌔・…‘L・（φ）・

　　　In　the　coordinate　system，　the　3－formΩG　is　written　as

（・・12）Ω・一きΩ・ゴ・（φ）ゴφ‘〈dφゴ〈dipk　，Ω・ゴk（φ）一Ω・，、（轟，～姦，識），
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and　d‘‘ωσ，，＝Ωσmeans

（1．13）　　　　Ω‘ゴた（φ）＝∂‘‘‘ωゴ髭（φ），，十防‘‘ω糞‘（φ），，十∂掬‘‘ω‘ゴ（φ），，．

In　many　cases，　there　appears　only　the　combination　of　the　right　hand　side　of

（1．13），giving　a　globaユmeaning．

　　　A　mathematically　more　clear　formalism　is　given　in§2　and§4．　We　only　give

here　the　Eule卜Lagmnge　equation　fbrδ（1．11）＝0：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
　　　　　　　　　　　　　　　　　∂‘℃，，　∂‘℃，，

（1・14a）°＝∂・∂∂。φ・一∂φ・

　　　　　　　　　　　＝ρG，、ゴ（φ）ημレ紘動ゲ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋［r・，り・（φ）η・レー圭・2λ2KΩり・（φ）・・レ］∂．ゲ∂。φん，

where　rσ，‘ゴ鳶（φ）is　the　Christoffel　symbol　for　the　metric（1．10）：

（1・14b）　　r・，・ゴ・＝参｛曙ρσ，ik＋∂・ρσ，ザ∂・ρσ，ゴ・｝，

and　we　used（1．13）．　Remark　that，　aユthough　the　density（1．9a）does　not　have

global　meaning，　the　equation（1．14a）does．

　　　The　equation　of　motion（1．14a）is　equivalent　to（see　eq．（15）of［10］）

（1・・5）（£t、＋吾）∂一（9－・∂・9）＋（21、一吾）∂・（9－・a－9）一・，

where　we　have　introduced　the　Iight－cone　coordinates

（1・・6）　・±一・・土・・，∂・一∂1．一圭（∂・土∂・）・

For　the　case

（1．17）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2λ21ぐ＝4π，

the　equation　of　motion　becomes

（1・18）　　　　　　∂．（9－1∂．9）＝0，

whose　solution　is　of　the　form

（1・19）　9（・）＝9（x“，ゴ）＝0－（・c－）0．（・＋），0±げ）∈G．
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As　the　form　of（1．19）suggests，　the　model　has　the　fo皿owing　symmetry　if

（1．17）is　satis丘ed．　Let五G＝Map（51，G）＝｛7：5「1→G｝be　the　loop　group

［7］，and　consider　the　a£tion　of五G×LG　on　the　space　of　fields　Map（R×S1，G）

given　by

（1．20） 9（十一①，x．）→ッニ（ゴ）9（X＋，・・一）ッ＋（X＋）－1，（ツー，ッ＋）∈LGx五G，

where　for　g＝g（xo，xl）∈Map（R×51，G），　the　variables　xo，　xl　are　changed

to　the　light－cone　ones：x士＝xo：と♂．　The　would－be正agra皿gia皿density

（1．9a）is　invariant　under　the　transf（）rmation（1．20）．　The　precise　meaning　of

this　statement　is　clari五ed　in§3　and§4．

　　　The　symmetry　leads　to　the　eXistence　of　Noether．　charges．　For　our　case，

considering　only　the　half　of　the　transfbrmation（1．20）fbr　simplicity，　we　take

an　elementξ＝ξ（x＋）of　the　Lie　algebra五G＝ゐg　of　LG，　fbr　which　the

transformation　is（here　and　hereafter，　we　only　write　terms　of　necessary　order）

（1．21） 9（x＋，x－）→9（x＋，x－）＋69（x＋，x－）ξ＋（x＋），　　lel《　1　，

that　is，　we　tookツ＿＝ゴ己，　the　identity　map，　andッ＋（¢＋）＝exp｛一ξξ（コじ＋）｝＝

1一ξξ（¢＋）in（1．20）．　The　Noether　charge　correspollding　to　the　transfbrmation

（1．21）is　given　by（see（4．20））

（1・22）チ〈29－・（・＋，ゴ）∂・9（・＋，ゴ），ξ（・＋）〉，チ≡21、f。2”　d♂・

This　is　xo－independent　if　g＝g（x）is　a　solution　of（1．18）．

　　　In　our　fbrmalism　developed　in§3，　the　Noether　charge　is　considered　as　a

function　（fbr　fb【ed¢o　＝　τ）on　the　tangent　bun（He　7「（20f　the　configuration

space　of　the　model：

（1．23） 9＝LG≡≡｛9：sl→G｝．

Remark　that　we　have　three　LG，s，　all　of　which　are　the　same　as　sets，　but　S1，s

are　considered　as　the　space　of　x－，x＋and　xl＝σrespectively．

We　write　an　element　of　Q＝LG　as　g（o），　whereロis　the　dummy　of　a，

and　an　element　of　Tg　as（g（ロ），h（ロ）），　which　means　h（ロ）∈Tg（o）Q，　that　is，

h（σ）∈Tg（σ）G　for∀σ∈Sl．　Then，　fbr　fiXed　T∈R，　the　charge（1．22）is

condidered　as　a　function　on　T（2：

（1．24）

rg）・Te－R；（9（・），ん（・））－f〈9－1（σ）｛h（σ）＋9’（σ）｝，ξ（・＋の〉，
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where　g’（σ）means£g（σ）（recall　that　2∂＋＝∂o十∂1　and　we　haveん＝∂og　in

mind）．

　　　Since　we　have　a　natural　symplectic　2－fbrmωTQ，（2．26），　on　2「Q，　we　can

consider　the　Poisson　brackets，（B．8），　of　functions　on　T（？．　We　have（see（4．24）

or（D．9））

（1・25）　　　｛1乏7），」rl7）｝＝∫12η1＋cκ（ξ，η），　fbrξ，η∈五9，

where　cκ：Lg×五g→Ris　the　c6cycle　term　given　by（cf．（42．2）of［7］）

（1・26）・κ（C，・n）一券∠㌔θ〈ξ’（θ），η（θ）〉，ξ’（θ）－Sξ（θ）・

This　is　the　relation　of　the　afline　Kac－Moody　Lie　algebra　of　level　K．　The

relation　was　originaHy　obtained　in［10］using　the　light－cone　coordinate，　but

the　symplectic　structure　was　not　so　explicitly　written．　We　s回l　give　a　formula

in　Theorem　3．1，　which　yields　the　cocycle　term　knowing　only　the　action　of

the　symmetry　group，　without　exact　calcUlation　using　the　symplectic　2－fbrm

ωTQ．　A　direct　c亭lculaヰion　is　given　in　Appendix　D．　A　similar　result　for　Poisson

brackets　is　ob面ned　in§9．5　in［6】，　with　the　symplectic　manifbld　being　L（｝／T，

where　T　is　a　maximal　torus　of　G．

We　also　have　t　he　confo皿al　symmetry，　whose　symmetry　group　is　Diff　Si×

Diff　S1，where　Diff　Si　is　the　group　of　al1　orientation　preserving　diffeomorphisms

of　Si．　The　transfbrmation　is　given　by

（1．27）　g（x＋，x－）→g（D；1（x＋），D：1（x－）），　（D＋，D＿）∈Diff　S1×Diff　Si．

Remark　that（¢十，x一）→（D＋（x＋），D－（ゴ））is　a　conf（）「mal　t「ansfb「mation

with　respect　to　the　Minkowskian　metricηpvdxμ　X　dxv＝d7⑭dγ一dσ⑭dσon

R×Sl．

　　　For　the　case　D＿＝id，　D芋1（x＋）＝x＋十EE（x＋），　where

（1．28）　　E∈Diff　Si，i．e．，万：R→Rwith　E（¢＋十2π）＝E（x＋），

the　transformation（1．27）becomes

（1・29）9（x＋，x”）→9（x＋＋cE（x＋），x－）－9（x＋，x－）＋・E（x＋）∂・9（x＋，x－）・
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The　corresponding　Noether　charge　is　given　by（see（4．32）with（4．33））

（1．30） チE（・＋σ）〈9“1∂・9，9－1∂・9＞・

Comparing　this　to（1．22），　we　see　here　the　origin　of　the　Sugawara　construction．

　　　As　a　function　on　Tq，（1．30）is　regarded　as

（1．31） iY）：（9（ロ），h（ロ））

目謁E（7＋σ）〈9－1（σ）｛ん（σ）＋9’（σ）｝，9－1（σ）｛ん（σ）＋9’（σ）｝〉．

In　this　c』ase，　for　El，　E2∈Diff　Si，　we　have（（4．34）and　the　remark　below　it）

（1．32） ｛ik），1鏡）｝＝∫留1，E、1・

This　means　there　are　no　cocycle　terms　for　the　conf（）rmal　symmetry．　Thus　the

Virasoro　anomaly　is　a　quantum　one．　The　cocycle　term（which　is　O）in（1．32）

is　also　derived　only　seeing　the　action（1．29）of　the　Lie　algebra　Diff　Si．

　　　We　organize　this　paper　as　fblIows．

　　　In§2，　we　give　a　formahsm　suitable　fbr　systems　with　Lagrangian　functions

defined　only　Iocally．§3　gives　Noether’s　theorem　f（）r　such　systems．　There　is

anovelty　in　the　f6rmula（3．26），　which　gives　the　cocycle　term　in　the　relation

concerning　Poisson　brackets　of　Noether　charges，　only　knowing　the　form　of　the

action　of　the　symmetry　group　onもhe　space　of丘elds．　Supplementary　arguments

are　given　in　Appendix　A．　We　give　a　gener瓠ity　of　symplectic　actions　used　to

prove　Theorem　3．1　in　Appendix　B．

　　　Although　the　configuration　space　of　the　WZW　model　is　in且nite　dimen－

siona1，　we　state　the　necessary　fbrmalism　in　the　finite　dimensional　fbrm　in§2

and§3．　It　is　straightforward　to　extend　it　to　the　infinite　dimensional　form．

　　　In§4，　we　apPly　the　formahsm　developed　in§2　and§3　to　the　WZW　mode1．

We　calculate　the　K㏄一Moody　cocycle　term　using　the　fbrmula（3．26）。

　　　In　Appendix　C，　we　give　calculations　leading　Noether　currents　discussed　in

§1and§4，　and　in　Appendix　D，　the　Kac－Moody　relation（1．25）is　obtained

directly，　containing　the　caβe　2λ21ぐ≠47「．
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2§ Charged　Symplectic　Structure

Let　g　be　a　configuration　space（0°°－manifbld）of　a　classic瓠system．　We　denote

by　g＝（gi）＝（91，92，…，gdimQ）an　element　of（～，　by（q，の＝（9‘，♂）f（）r　Tg，

the　tangent　bund｝e，　and．by（q，P）＝（9魯，1ρ‘）f‘）r　T＊（？，　the　cotangent　bundle．

　　　On　T“（？，　we　have　the　canonicaユsymplectic　2－form

（2．1）

which　is　exact：ωo

（2．2）

　　　　　　　　　　ωo＝dPi〈dg㍉

　　　　　　　　　　　　「

＝（メθo，where

θo＝P‘dq8

is　the　canonical　1－form　globa皿y　defined　on　T“〈？．　See［1】，［3］or　Chap．20f［11］

for　a　generality　of　the　symplectic　geometry．

　　　Anovel　feature　of　our　f（）rmalism　is　that　we　take　a　closed　2－form　on　q：

（2．3） β＝圭β1ゴ（9）（メ9‘〈（ゴ9ゴ，　βり＝＝β（～嘉r，～景），

and　define　t｝1e　closed　2－form　on　T℃：

（2．4） ωβ≡ωo＋β＝＝dp‘〈dqt＋圭βり（9）dg‘〈49ゴ，

which　is　aユways　nondegenerate，　hence　is　a　symplectic　2－form　on　T串（～（the　fbrm

βin（2．4）may　have　to　be　written　asπ串β，　whereπ：T廓9→Qis　the　projection，

but　we　dropπ車for　simplicity）．　We　call　wβthe　cんarged　symplectic　5蜘伽re

（or　2－form）andβamαgnetic　2「ノorm．（The　names　are　originated　from　the

system　of　charged　particle　g　in　a　submanifbldρof　R3　under　a　magnetic五eld

Bon　9，　which　is　described　byωβwithβ＝ΩR・（B，・，・），　whereΩR・is　the

volume　element　of　R3．　Remark　that　dβ＝0⇔div　B＝0．　See§2．60f［11】

and　references　therein．　The　Dirac　monopole　is　such　a五eld　B　on（～＝R3＼｛0｝，

for　whichβis　not　exa£t，　that　is，　there　are　no　globa皿y　defined　vector　potentia孟s．

Arelaもion　between　the　Dirac　monopole　and　WZW　model　is　discussed　in［9｝．）

　　　The　system　is　governed　by　the　Hamiltonian　function　H　on　Tl串Q：

（2．5） H（9，P）＝圭ρ‘ゴ（9）P・Pゴ＋u（9），

where（ρ‘ゴ）＝（ρり）－1　with

（2．6）

　　ρ　・＝　piゴ（9）dq‘　X　dqゴ，　ρゴ‘＝ρ‘ゴ：a（positive）Riemannian　metric　on（～，
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and

（2．7）　　　　　　　　　u　：　（～→R，　apotentia1（σ◎◎－function）．

　　　This　H　amiltonian　function　H　is　the　usual　one　derived　f：om　the　Lagrangian

functiOI11ンo＝Lo（9，v）on　T（？　：

（2・8）　　　　L・（9，の＝圭ρ・ゴ（9）v‘・・i’－u（q）

as

（2・9a）　　　　　　　　　　　H（9，　P）＝P‘が（9㌧P）一五〇（9，　v（9，P）），

where　v＝v（9，P）is　determined　by　solving

（2・9b）　　　P・一髪1－・・」（q）…

　　　Although　the　Hamiltonian　function　H　is　usua1，　the　symplectic　2イormωβ

is　not．　The　Poisson　bla£ket｛，｝with　respect　toωβfbr　functions　on　T＊g，

that　is，

（2．10）　　　｛∫1，」ら｝i≡ωβ（「レ「h，「レ｝2）＝Vf，・ゐ　fbr　fi，ゐ∈0◎◎（丁廓（［？），

where　fbr∫∈0°°（T’Q），　the　vector　field「レ｝on　7「廓q　is　determined　by

（2・11）　　－df＝ωβ（V｝，・），　ωβ（V｝ジ）・V　H・　wβ（V｝，V），

i・gi・・n・…foll・w・・Sinceω・（∂　∂へ　 －∂qi，∂ql）一馬，ω・（赤・義）一一δ1・・w・（畿，～農）－

0，we　have

（2・12）　　ωβ（～鼻，・）＝吻汁β・ゴdゲ，ωβ（素，・）＝吻‘，

hence，　fbrノ＝ノ（g，　p）∈0°°（丁掌Q），　the　vector　field　Iノ｝is　written　as

（2・13）　巧一鍼、一［募＋淵毒、・

Thus　fbr∫1，乃∈0°°（丁廓q），　we　have

（2・14）　｛んf・｝一書欝一霧1駿一凧ゴ（9）多織・

　　　The　equation　of　motion　is　given　by　　　　　　　　　　　　　　　　．
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（2・15・）Ci’　一｛H，9‘｝一書舞一ρ‘・（9）P」，

（2・・5b）Pl－｛姻一一
蛛{A・（9）鍔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一券一券弩触＋fi‘ゴ〆伽

which　is　equivalent　to　the　flow　on　T奉g　derived　from　the　vector　field　VH　on

T℃．

　　　If　we　transfbrm　the　motion　ontQ　T（～by　the　isomorphism（see（2．9b））

（2・16）∂五・・TQ－T’Q；（9，・）一（卿），　P・一筈ξ1一ρ・ゴ（9）♂，

the　equation（2．15ab）becomes（remaエk　the　sign：aiρゴ掬ρ配＝一〆∂‘ρ鳶2，∂‘≡

赤）

（2．17a）　　　　　　　　　　　　　　　　　　dt　　＝　　が　　，

（2・・7b）　　圭［ρ・ゴ（9）司一一a・U（9）＋圭∂・ρゴ・（q）面鳶＋β」（9）♂

which　is　equivalent　to

（2．18a）　　　　　　　ρ‘ゴ（9）4ゴ＝Or‘ゴ鳶（q）4ゴdk吻OiU（9）十β1ゴ（9）4ゴ，

whele　rり鳶（g）is　the　ChriStoffel　symbol　for　the　Riemannian　metricρon　Q：

（2・18b）　　r・ゴド｝｛曙ρ・・＋∂・ρザ哉ρゴ・｝，r㌧、＝ρ認r・ゴ・・

　　The　Lagrangian　formalism　is　a　somewhat　awkward　one，　but　it　is　suitable

for　Noether，s　theorem，　because　the　invariance　under　a　group　a£tion　is　stated

using　the　Lagrangian　functiQns．　Sinceβis　a　closed　2イorm　on　Q，　we　have　an

open　coveling

（2・19）　　　　　　　｛σ，V，＿｝

of　Q　such　that　on　ea£hσ，　there　is　a　1－fblmασ＝α級（9）dqi　with

（2・20）　　　　　　　　　（オαひ＝β1σ，　i・e．，∂iα5－aゴα鷺＝β6ゴ・
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Using　it，　we　define　the　Lagrangian　function　on　Tσ（not　on　the　whole　T（～）正》y

（2．21）

五σ・Tσ→R；（9，の”L・（9，v）＋〈ασ（9），の＝毒ρり（9）♂が一u（9）＋α瓢（9）♂，

where〈，＞is　the　pairing　of　1－fbrms　and　vectors．　Although　the　Lagrangian

function五ひdepends　onこ1，　the　equation　of　motioll　derived　from　the　Principle

・fLeast　A・・i・n・6／既σ一・，　i…，

　　　　　　　　　　　　　　　　　d∂LU　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Lσ

（2・22）　　冴∂が（9（オ），d（オ））＝∂9・（9（の・d（オ））・

which　is　equivaユent　to（2．18a），　has　a　globaユmeaning（because　it　depends　only

onβ）．

　　　The　charged　symplectic　structuleωβand　the　Hamiltoniall　function∬on

T申（～are　derived　from　these　Lσ，s　as　fbllows．　We　pu皿一back　the　formsθo　andωo

on　T℃by　the　isomorphism

（2・23）∂五・・Tσ一T’U・（・，・）一（9，ρ），P・一誓一・・、（9）・・＋α饗（9），

to　obta毒n　the　fbrms　on　Tσ：

（2・24）　θ・・≡（a・・L・）串（θ・1…）一誓dg㌔筈ξldg・佛g・，

（2・25）ω・・≡圃鄭（ω・1…）－dθ・・鵬ξldg・】＋β・

As　these　fbrmulas　show，　althoughθTu，s　do　not　have　a　global　meahing，ωTσ，s

do　and　give　the　globally　de丘ned　2－fbrm　on　T（～：．

（2．26）

吻・－d
m筈飼＋β一ρ・（q）d鋤・＋［∂・ρ・・（q）・・＋剛姻g・・

This　2－form　is　closed　and　nondegenerate，　hence　a　symplectic　2－fbrm　on　Tq，

corresponding　toωβon　7「“g　through　the　isomorphism（2．16）．　The　Hamiltonian

function∬T．σon　T寮σderived　by　the　usual　procedure　from五σis　given　by

（2．27）

H…（9，P）－P・♂一五σ（9，　v）一　；1ρ‘ゴ（9）（P・一α瓢（9））（P」一α5（9））＋uu（9），
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where　v＝り（q，P）is　determined　by　solving

（228）　　Pド誓（9，の一ρ・・（9）・・＋α琴（9）・

Alth・ugh　H…d・p・nd・・nα〃，　th・fun・ti・n丑・・≡（（｝・LU）廓∬・…nTσ

does　not　and　gives　a　globany　de6ned　function∬TQ　on　Tg：

（2。29）　　　　∬・Q（q，の＝｝ρ・ゴ（9）・㌔ゴ＋u（9），

which　is　the　pull－back　of　H　of（2．5）by　the　isomorphism（2．16）（not　by（2．23））．

Thus　we　have　the　two　Hamiltonian　syste卑s（T＊q，ωβ，H）and（Tg，ωTQ，HTQ），

which　are　isomorp1盛c　under（2．16）。

We　denote　by　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

where　Path　q　is　the　spa£e　of　all　paths　on　Q

（2．32）　　　　　　　　　Path　Q≡Map（R，　Q）．

For　fixed　to，　we　llave　tlle　bijection

（2．33）　　Tg→Sol　e；（qo，vo）一［the　solution　of（2．18a）with（2．31）1，

through　which　we　can　consider　So1（～as　a　symplectic　manifbld．　The　explicit

form　of　the　symplectic　2－form　on　Sol（～is　given　in§2’．3　of［111．

　　　We　also　have　another　symplectic　manif（）ld．　We　assume　that

（2．30）　［Assumption　of　completeness　of　solutions】：

　　　　　　　　　　　fbr　a皿y（go，　vo）∈Tg，　the　solution　g（オ）of（2．18a）with

（2．31）　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（孟o）＝qo，　　ご（オo）＝勿o

　　　　　　　　　　　　（fbr丘xed老o∈R）can　be　extended　to－oo〈オ＜oo．

　　　　　　　　　　　　Sol　g　the　set　of　all　solutions　of（2．18a），　then　Sol（～⊂Path（～

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：
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3§ Noether，8　Theorem

We　give　here　Noether，s　theorem　for　a　system　with　a　charged　symplectic　struc－

ture　explained　in§2．　Suppleme　nt　ary　arguments　are　given　in　Appendix　A　and

B．We　assume　that　the　con五guration　space（～is　connected　and　simply　con－

nected．　We　have　on　g　a　Riemannian　metricρ，　a　potential　u　and　a　magnetic

2－fbrmβ．　In　the　sense，　we　write　the　cんarged　system　as（（～；ρ，　u，β）．　We　also

impose　the　assumption（2．30）．

　　　Let　G　be　a　connected工ie　group　acting　on　Path（～：（2．32）．　We　write　an

element　of　Path（～as　g（・），　where・is　the　dummy　ofオ∈R，　and　write　the㏄tion

asッ・（9（・））∈Path　Q　f（）rッ∈G．　We　denote　by　g　the　Lie　algebra　of　G．　We

a£sume　：

［Assumption　of　locality　l

　　　　　　fbr　anyξ∈旦，　there　are　O◎°－functions

（3ユ）　　　　　Ai＝Ai（ち9，の，（オ，9，の∈R×T9，

　　　　　　fbr　which　we』have

（3・2）　　　　£9‘’‘（¢）＿。畷（オ，9（¢），9（t））・

　　　　　　where　g（・）is　an　arbitrary　element　of　Path　Q　and

（3．3）　　　　　　　　　　　　　　　　qC（・）≡（exp一ξξ）・（9（・））　．

As　the　f6rmula（3．2）shows，　for　fixedオ∈R，

（3・4）　　　　Alり≡五1（ち9，の～象

is　a　vector　field　on　T（～，　which　is‘‘horizontal，，　ill　the．　sense　that　there　are　no

轟t・・m・．

　　　The　invariance　of　the　system　under　the　G－action　is　stated　as　fbllows．五et

｛σ，「レ～…　｝be　the　open　covering（2．19）of（～and．乙σ：7「σ→Rthe　Lagrangian

function（2．21）in§2．　For　eachσof　the　covering　andξ∈≦三，　we　have　a　function

（3・5）　　　Rぎ＝R7（ち9，の，（ち9，　v）∈R×TU，
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such　that　fbr　any　g（・）∈Path（～，　defining　qc（・）by（3．3），　we　have

（3・6）　　11t　LU（9‘（¢），d‘（¢））＿。＝衰児9（ち9（の，d（の）

as　long　as　g（t）∈σ．　Then，　as　the　usuaユNoethefs　theorem　says，　we　have

（3．7）　　　　　ッ∈G，g（・）∈Sol　g⇒7・（g（・））∈Sol（～，

tbat　is，　Sol　q　is　an　invaliant　subset　of　Path　Q．　So，　fbr　fixed孟o∈R，　we　have

an　action　of　G　on　Tg　through　the　bijection（2．33）．　We　aso　write　the㏄tion

as

（3．8）　　　　　　　ッ・z∈T（？　fbrッ∈G，「z∈Tg，

・・t・h・wi・gオ。　expli・itly．　Th・vect・・五・ld咬重゜）・n　Tg　gi・・n　by　th・a・ti・n

（3．8）：

（3・9）　　Vl（t°）（・）≡£（・xp－・ξ）・・＿。，・∈Tg

is　nothing　but

（3…）　　　礎゜－4（ち9，の轟＋Bl（ち9，の轟，

where

（3・11）β1（ちq，・）≡卸1（孟，9，の

　　　　　　　　　　　≡農4（t，・q，・・）＋赤五1（t，9，v）♂＋轟4（ち9，のが（9，・）

with

（3・12）　D‘（q，の≡ρ‘ゴ（の［－r、・・（q）・》一伽（9）＋角・（9）司

（see（2．18））．　By　the　generaユargument　of　a　group　action　on　manifblds，（B．2），

we　have

（3・13）　　　　　　［VE（の，吟¢）］＝Vf2η】，　fヒ）rξ，η∈旦・

W・as・um・fu・th・・that　Al（¢，q，のi・（3・1）i・at　m・・t　lin・ar・in・v・

（3．14）

At（ちq，の一Dl（ち9）＋Eξ‘ゴ（ちの・ゴf・・s・m・Dl，疹ゴ・R・Q→R・
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Then　we　can　show　that，　for　fiXed　t（earlier　written　as　to），　the　action（3．8）on

Tq・i・　・ymplecti・with・・e・pect・t・cuTQ，　h・nce疹゜i・a・ymplecti・vect・・fi・ld

on　Tq（see（A．3））．　Since　’we　have　assumed（2｝，　hence　T（？，　is　simply　co皿ected

（・ee　th・・t・t・…t・b・v・（B．4）），峰‘）i・91・b・lly・H・・nilt・nian，・th・t　i・，　th・・e　i・

・fun・ti・n　4の∈0・・（T（？）f…whi・h

（3」5）　　　　－d4の＝吻Q（餐の，・）．

　　　Thi・fun・ti・n　4のi・th・・am・a・th・・n・d・・i・・d　by　th・u・u・J　N・・th・・’・

procedure：

（3・16）　　　誓（9，の4（ちq，・）－R7（ち9，の，　　　　．

謡1瓢誰騰聯n競1牌羅・晃d盤ls灘認1溢
・・g・…t・fN・・th・・’・th…em，4書）is　c・n・tant司・ng・・luti・n・，　th・t　i・，

（3．17）　釜4の（9（の，4（の）＝Oifg（・）i・a・・1・ti・n・f（2．18・）．

　　　By　Prop．　B．4，　we　have　in　our　case，　choosing　z＝（q，　v）∈Tg　aibitrarily

and・ddi・g・・n・tant・t・llt）’・if　necessa・y，

（3・18）　　　　　　　　　　　　　｛iEt），1≦ご）｝＝1【ξ，η1＋Cz（ξ，η），

where　cz：G×G→Ris　the　cocycle　given　by

（3．19）　　　・t・（ξ，η）一ω。。（VE（の，驚¢））・t　z．

We　can　always　impose　that（see　the　statement　below（B．10））

（3．20） the　c…e・p・nd・nceξ∈9－llt）∈C°°（Tg） is　linear　．

When　our　potential　u：（～→R　has　a　critical　point　qo∈（～，　that　is，

（321） ∂μ（q。）＝Of・r・all　i，

we　can　obtain　a　simpler　formula　for　the　cocycle　term　in（3．18）as　follows．　At

q－9・，v・O，　by（3・11）and（3．12），　th・vect・r・fi・ld　Bi“）≡Bl（t，・q，の轟has

the　simpler　f（）rm：

（3．22） B［t）（q・，0）＝融（t，・q。，0）轟．
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On　the　other　hand，　the　2イbrm吻Q　of（2．26）ha8　the　shape　aも（q，0）：

（3．23）　　　　　　　　　　　ωTQ　at（q，0）　＝　ρ‘ゴ（g）dvt〈dqJ十β4，

whereβd　meansβat　q．　Hence　the　2－cocycle（3．19）at　zo＝（qo，0）is　given　as

（3．24） Czo（ξ，η）
CVTQ，。。（Vt（t），際¢））

ρり（90）［Bl（ち90，0）4（¢，qo，0）一42（ちqo，0）B寡（ち90，0）】

＋βq。
（Alt）（qo，0），A壽t）（90，0））・

Thus　we　have　proved

Theorem　3．1．　　五ε云96εαconnectθd　and　simply　connected　configuration

5PαCε，0ηωんゴCんωεんave　a　Riernannian　rnetric　P，αPOオθ顧α1　U　and　a　magnetic

2－∫ormβ，　Wθα53％mε（2．30）．　VVeα1εoんα”θαconnected　Lie　group　Gαcting　on

Path　g，んavingαJocα」ρデopεアty（3．2）ωぎオん（3．14）．ワVeα55％mθtんαオ抗θsystem

（9；ρ，u，β）ぜ5　invariant％nder　the　G一αdゴo煽耐ゐθ8εη5θ抗αオ，　forθαcゐσoノαπ

opeπcovering（2・19）・o／9andθαcんξ∈旦，ωθんα”ε・R7：R×丁乙1→R，ノoア

ωんゴcん（3．6）　ゴ5satisfied．

　　　Tんen，ノoアα11ξ∈⊆三απdlオ∈1～，ωεんα”θ1ざt）：T（～→R，ωんぎcゐ‘5　constant

・1・・9・・励…ノ（2．18・）・吻切・5抗…d・・，ti・1魂奮）・・Tq・卿蜘・9

tんθG－action（3．8）ゴπ孟んεsense　oノ（3．9），　through（3．15）．　Tんθexplicit／oアm　o／

4°i・giv・吻（3．16）…α・んσ・μ・・…鰍鰯ゴ・9・…嬬・t・4¢）’・ザ

・ec…α・9，　tん・c・・聯・・4・…ξ∈旦一4の∈0・・（T9）i・1細・・nd・th・ir

Poisson　brackθts　satisfyオんεrelαtion（3．18）．

　　　Whenオんεpotential　u：Q→Rんα8αcritical　point　go∈（～，　tんεrθ1αtion

δεcomθ5

（3．25） ｛lcSt），1（nt）｝＝＝∫i？，η】＋Cqo（ξ，η），
forξ，η∈⊆三，

ωんere　Cqo：旦×G→Risオんεcocycle　givθn　by
（3．26）

　　c⑳（ξ，η）＝〈ノilt），ノ1穿）〉一〈ノllt），ノi～1）〉＋β（ノlit），ノ隻～1））　at　g＝90，v＝0・

H・r・〈，＞i・オん・Ri・m・nni・n　mε伽ρ・n　q，　Ac＝Aξ（老，9，のi・オん・・n・in

（3・1），・・畷¢）－8｝’Aξ（ちq，の．
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§4 Wess－Zumino－Witten　Mode1

We　now　here　apPly　the　formalism　developed　in§2　and§3・to・the・Wess－Zumino－

Witten　model．　We　t　ake　the　loop　group　LG，　which　is　connected　and　simply

co皿ected（G　is　assumed　to　be　simply　connected），　as　the　configuration　space

9．As　the　magnetic　2－form　P　on（～＝LG，　we　take

（4．1） β9（ロ）：

whereΩ
given　by

Tg（ロ）Q×Tg（o）9→R，

（ん1（ロ），ん2（ロ））
一2λ2KチΩ，（・）（9’（σ），ん・（σ），ん・（σ））

＝ΩGis　the　3－fbrm（1．4）on　G．　The　Riemannia皿metricρon（～is

（4・2）　ρ9（ロ）　：　Tg（ロ）（～×Tg（o）（？→R，
；（h、（ロ），ん・（・））一チ〈ん・（σ），ん・（σ）＞Of・），

and　we　define　the　potentiaユuby

（4．3） u　：9→R；9（ロ），→
iチ〈9’（σ），9’（σ）＞St。），

where〈，＞g＝ρG，g　is　the　Riemannian　metric　on　G　given　by（1．10）．

　　　This　charged　formalism，（Q；ρ，　u，β），　is　equivalent　to　the　system　described

by　the　would－be　Lagrangian　density‘‘L，，　of（1．9）in　the」bllowing　sense．　The

function　Lo　of（2．8）for　ourρof（4．2）and　u　of（4．3）corresponds　to　theσ一

integraユof　the　term　Lo　of‘℃”with命φ←レん（σ），∂1φ〈→g’（σ）in　mind．　Tb

treat　the　term‘℃，，wz，　we　take　an　open　covering

（4．4） ｛u’，v’，…　｝

of　G，　on　each　open　set　U’of　which　we　have　a　1－formωu’on　U’satisfyihg

dωσ’＝Ω1ひ，．This　can　be　done　becauseΩis　closed．　As　the　open　subsetσof

9，we　take

（4．5） σ＝｛9（・）∈q；9（sl）⊂u’｝，

and　as　the　1－form　aσon　U，　we　take

（4．6） α螢。）（h（・）） 一2λ2κチω品）（h（σ），9’（σ）），
（9（0），ん（ロ））∈7「σ．
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Th6・α蒙。）（h（o）），　wh・・e丘㎡t・曲・n・i・nal・h・p・i・αF（q）が，　gi…th・σ一

integral　of‘℃”wz．　Hence　the　Lagrangian　function五σof　the　fbrm（2．21）is

theσ一integral　of　the　whole‘．cL”．

　　　The　2－fbrmβof（4．1）is　obta誼ned　as　dασon　ea£hσ．　In　fact，　in　the

coordinate　system　g←レφ＝（φ8），ん←・ψ＝（ψう，　we　have

（4・7）　　α・・（・）（ψ（・））－2λ2κチ卿（・））ψ‘（σ）げ’（σ），

whereασ→αφ（o）andω‘ゴ（φ）is　the　component　ofωσ’，　and

（4．8） dαφ（0）（ψ1（0），ψ2（0））

＝αφ（ロ）（ψ1（ロ））＋αφ（ロ）＋ψ、（ロ）（ψ2（o））

一αφ（0）（ψ2（ロ））一αφ（ロ）＋ψ，（ロ）（ψ1（0））

＝・

@2λ2Kチ［｛a」・ωki（φ（・））一∂・蛎・（・（・））｝φ‘’（σ）弼（σ）ψ砦（σ）

1｝の叡坤位，
帽

｛4｝

ﾊDψ⑩顕
　
ω

　
一

（1．13）2λ2κチΩ…（・（・））φ‘’（σ）ψ｛（σ）ψ砦（σ），

which　has　a　global　meaning　on　9，　giving（4．1）．　This　also　shows　thatβis

closed．　The　derivation　of　6　is　the　original　one．　We　reversed　the　order　of　the

construction　in§2．

　　　We　now　apply　Noether，s　theorem　of§3　to　ouI　system．　In　this　case，

（4．9）　　　Path　q＝Map（R，　Map（S1，G））＝Map（R×51，G）．

We　see，　by　the　form（1．19）of　solutions，　that　the　assumption（2．30）is　satisfied．

　　　We丘rst　consider　the　half　of　the　loop　group　symmetry，　that　is，ツー＝いn

（1．20）．As（1．21）shows，　fbrξ＝ξ（x＋）∈Lg，　the　vector　field　Al「）on　TQ（we

use　hereアin　stead　of　t）of（3．4）is　in　our　case　given　by

（4．10）　　　　　　　　　　　　ノil7）at（g（ロ），ん（1コ））　＝　g（ロ）ξ（T＋ロ），

which　does　not　depend　onん（o），　hence　satisfies　the　condition（3．14）with　EC㌧＝

0．
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　　　Tb　prove　the　invariance　in　the　sense　of（3．6），　we　introduce　a　coordinate

system．　Let　U’be　an　open　subset　of　G　in　the　covering（4．4），　which　is　assumed

to　be　a　coordinate　neighborhood，　having　an（onto）diffeomorphism　for　some

open　subsetσ”of　Rdimσ：

（4．11） x　：u”→u’．

The　coordinatesφ＝（φりused　earlier　in（1．8）or（4．7）is　considered　as　a　point

of　U”．　We　take　an　orthonormal　basis　ta　of　g；〈ta，tb＞＝　6ab，　and　put

（4・・2）　　五・。（φ）一〈ズ1（φ）a・X（φ），ち〉，φ∈σ”，

where∂‘X＝∂X／∂φ‘，　hence∂‘X（φ）∈Tx（φ）G，　and　X－1（φ）means　the　inverse

element　of　X（φ）in　G（not　the　inverse　functionσ’→ひ”）．　We　write　the

transformation（1．21）ill　the　coordinate　system　as

（4．13） φ（¢）→・φc（x）＝φ（x）十6Φ（¢），

which　means

（4．14） 9（x）＝）（（φ（x）），　　9⊂（x）≡≡9（x）＋E9（x）ξ（x＋）＝x（φ¢（x）），

then　we　have

（4．15）

where∬　　　　　　　a

（4．16）

Φt（x）＝1ノ¢（φ（x））ξα（x＋），

＝ρ‘ゴ五」。，（ρり）＝（ρり）－1，

ρ‘ゴ（φ）≡〈ズ1（φ）∂iX（φ），ズ1（φ）OjX（φ）〉，

written　as　PG，i」（φ）in（1。9b），　andξ（x＋）＝ξ己（x＋）ta．

　　　The　change　of　L（φ），　where　we　drop‘‘，，　for　simplicity，　under　the　transfor－

mation（1．21）is　given　by（see　Appendix　C）

（4・・7）　　　　読£（φり＿。＝∂。R？，
where

（4．18）

with＆‘ゴ

（4．19）

　　　　　　R孝＝－cpレ［ρ‘ゴ（φ）一θり（φ）1〃α（φ）∂レφ1亭（x＋），

＝2λ2Kωiゴ．　The　Noether　current　is　thel1

4一轟ΦL丑ぎ一（ηpp＋・pu）L・a（φ）ξ・幽φ‘，
t
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which　has　a　global　meaning（the　dependence　onω‘ゴhas（近sappeaエed）as　it

should　be，　and　is　conserved：∂μ1ξ＝Oif　a　solu毛ionφis　subStituted・

　　The　Noether　charge　is　theσ一integraユof　theμ＝Ocomponent　of塑：

（4・2・）ilr）－f←チム・（φ）ξ6（・＋）（∂・＋∂・）φづ一f〈29－1∂・9，ξ（・＋）〉，

giving（1．22）（アof　47）means¢o　of　x＋＝xo＋xl　inξ（x＋））．

　　　Now　we　can　obtain　the　cocycle　term　of（1．25）by　Theorem　3．1．　Let　go（ロ）∈

9＝五Gbe　the　constant　loop　at　the　identity　1σ：90（σ）≡1G．　It　is　ea8ily　seen

that，　fbr　the　potentiaユu：Q→Rof（4．3），　and　the　magnetic　2－form　fl　of（4．1），

（4．21）　　　90is　a　critical　point　of　u，

（4．22）　　β＝Oatgo．

　　　We　also　have　from（4．10）

（4．23）　　Al「）＝＝ξ（τ＋o），　　ノii7）＝ξ’（T＋ロ）　at　g（ロ）＝90　andん（ロ）＝0，

where　Al「）corresponds　to　Alt）in　Theorem　3．1　andξ’means蓋＋ξ・

　　　Hence，　when　we　assume（1．17）：2λ2K＝4π，　the　formula（3．26）gives

（4．24）・蜘（ξ，η）一〈Ai「），五ら7）〉一〈Al「），オ1’）〉

　　　　　　　　　一チ［〈ξ’（・＋σ），η（・＋σ）〉一〈ξ（・＋σ），η’（・＋σ）＞1

　　　　　　　　　－21、・2　f。2’　dσ〈ξ’（σ），η（σ）〉

　　　　　　　　　一翔2πdσ〈ξ’（σ），η（・）〉，

yielding（1．25）with（1．26）．

　　The五rst　impression　is　that　the　cocycle　term　of（1．25）originates　from　the

β一term，　which　contains　K，　in（3。26）．　However，　by（4．22），　it　is　O　and　the　level

1ぐapPears　through　the　relation　2λ2K＝＝4π．

Next　we　consider　tbe　conformal　symmetry（1．27）or（1・29）・（ln　this　case

w・m。y　n。t　as、um。2λ・κ＝4π．）Th・vect・r・fi・ld五葺）・n　T（？・f（3．4）f・r

E∈Diff　Si　is　given，　from（1．29），　as

（4．25）　魂）・t（9（・），ん（・））＝圭E（T＋・）（h（・）＋9’（・）），

118

77



Wess，Zumino．Witten　Model　and　Noet』er’s　Tbeorem

which　is　also　of　the　f（）rm（3．14）．　The　change　of　L　under（1．29）is　given　by（see

（C．10）and（C．11））

（4・26）　　　　ま£（φつ＿。＝∂・瑞，
with

（4・27）　　　　　瑞＝去（δざ＋δf）E（x＋）L

（φ6＝φ（x）十cE（x＋）∂＋φ（の，　see　the　statement　above（C．9））．　Hence　the　Noether

current　is

（4・28）　・＃≡∂第・（妾ザりc．。一瑞

　　　　　　　　　　　　　　　　　一圭E（・＋）［∂舞、（砺φ・＋∂・φ・）一（δ8＋6r）L］

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝圭E（x＋）［Tμ。＋T”、】，

where　Tμy　is　the　energy　momentum　tensor：

　　　　　　　　　　　　　　　　∂L　　　．

（4・29a）Tμ・≡∂∂。φ・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o。　ip’一δ〃L

　　　　　　　　　　　＝　　（ημκρ‘ゴ（φ）十cμKこ》‘ゴ（φ））∂レφB∂kφ7

　　　　　　　　　　　　　　　一δ髭隆ρ・ゴ（φ）（∂・φ‘a・・Of－∂・φ‘∂・Of）＋。り（φ）妬φ‘∂・司・

The鰯一terms　in　Tμレ（lisapPear：

（4・29b）　T°。一一T’、－ili　Piゴ（φ）［∂・φ‘∂・ゲ＋∂・φ‘∂・司，

（4．29c）　　　　　　　7「01　　＝　　－7「10　　＝　　ρ‘ゴ（φ）∂bφ‘∂1　di1’．

These　also　show　that（cf．§2．1．30f［2］）

（4．30）　　　　　　trace　（Tμレ）　≡　To　o十丁11　＝　　0，

（4．31）　　　Tpレ：symmetric，　i．e．，7も1＝Tio　（Tpレ≡ημT㌧）．
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　　The　corresponding　Noether　charge　is

（4・32）塩）一チ場一掬（・＋σ）［T°・＋T°・1一チE（・＋σ）T＋・

where，　putting　T＝Tpレ　dxμ⑧dxv，

（4．33）

T＋．≡T（∂．，∂．）＝1（T・・＋T・・＋T・・＋Tn）＝参（T・・＋T・・）

＝ρ‘ゴ（φ）∂＋φ‘∂．ゲ’＝〈9－1∂＋9，9－1∂＋9＞，

giVing（1．30）．

　　　The　cocycle　term，　which　is　O，　in（1．32）is　obtained　using　Theorem　3．1　as

follows．　At　go∈gof（4．21）andん（o）＝0，丘om（4．25），　we　have

（4．34）　　　　　魂）≡0，．オ急）≡0．

Thus　by（3．26）and（4．22），　we　see　that　the　cocycle　term’vanishes．

　　　（The　calculations　based　on　Theolem　3．1　are　the　ones　up　to　constant．　It　may

be　desilable　to　prove（1．25）and（1．32）directly．　The　argument　in　ApPendiX
Dgi…（・．25）．　F・・（1．32），　by（i）・fL・㎜・B．・，　w・kn・w　th・t｛塩），iX）｝一

∫la，E、】i・a・・n・tan・・n　Tg・At　g（・）－9・and・h（・）一・，　it・iS・ea・y　f・・m（・・3・）

t・・ee　th・t瑠）＝Oand
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δig）－6慮）一。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6ん（σ）　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ9（σ）

hence　the　constant　is　O．）
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Appendix　A． SupPlement　to§3

In　this　appen（五x，　we丘xξ∈Ω，　and　drop　it　from　the　notations　such　as

Alり，　R7，＿，etc．　in§3．　We　argue　on　the　symplectic　manifbld（T（～，ωTQ）

and　writeωTQ　a8ω．　A　similar　caユculation　is　done　il1　Appendix　of［5］．　See　aユso

［4｝，

　　　Letσbe　an　open　subset　of　q　in　the　open　covering（2．19）and　consider　the

1－fbrmθTσoll　Tσgiven　by（224）：

（A・・）　　θ・・一雛dgL［ρ・・（9）vk＋αF（9肋‘・

　　　The　key　formula　of　our　argument　is

（A．2）　　　　　　　　　　　・　Cv（りθTσ＝d「R（¢）ひ，

wh・・eγ（の＝A（¢）‘ ﾔ＋B（t）‘轟i・th・vect・・fi・ld・n　Tg　gi・・n　by（3・9）・・

（3．10），R（のひis　the　function（3．5）on　TU　and　Lv　means　the　Lie　derivative．　We

use　the　formulas　about　Lv　freely．　See，　fbr　example，　p．1210f［1｝．

　　　Sinceω＝dθTひon　Tσ，　the　formula（A．2）gives

（A．3）　　　　　　V（t）is　symplectic，　that　is，」Cv（t）ω＝0，

i・fact・Lv，。ω一L。，。（dθ，。）＝d（L。ωθ。σ）（曇）ddR（の・－0．

　　　The　fbrmula（A2）also　yields：もhe　function

（A・4）　∫σ（ち9，の一［ρ・5（9）・ゴ＋αF（9）】五‘（ち9，の一RU（ちq，の

of（3．16），　which　is　also　written　as

（A・5）　　1’（t）ひ（9，v）一〈θ・・，A（‘）（9，の〉－R（のσ（9，の，

satisfies

（A．6）

because

（A．7） ω（v（の，・）　＝

一一
р戟i¢）σ＝ω（v（りジ）・nTσ，

歪（yω）・ω＝i（y（つ）・dθTひ

［£vω一d・i（γω）］θTU（蟹）41～（t）ひ一d〈θTひ，y（t）〉

一一

пm〈θTσ，A（t）〉－R（t）u　］＝ ＿（il（t）u．
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　　We　now　prQve　thd）rmula（A．2）．　We　have　assumed五（亡）is　of　the　form

（3．14）：

（A．8）　　　且（‘）‘（9，の一D（り‘（9）＋E（¢）㌧（q）♂．

For∀q（・）∈Path（～，　pu玩ing　9・（・）…（exp一ξξ）・（9（・）），　we　have（3．2）：

（A・9）　　　姜9‘・‘（の＿。一五（‘）‘（9（オ），4（オ））・

Thus，　f（）I　the　L，agrangia皿五σ（g，のof（2．21），　we　have，　omitting　σand（¢），

（A．10）

　　　　妾五（9‘（t）・4c（t））．．。＝券（9，4）オ‘（9，4）＋券（9・d）衰五‘（9，の

　　　　一トu、・D‘＋α・か］

　　　　＋卜・、・E‘，＋α’、・か＋ρ・・カ‘＋α・D‘、，＋α・凋ゲ

　　　　＋α‘E‘2ゲ

　　　　＋［圭ρ・鵬、・P‘＋α・、・E‘m＋ρ・・E‘m＋ρ・・D～鵬＋α・E‘m、，】4t4’n

　　　　＋ρ・・E‘鵬ゲ4m＋［圭ρ・m、・E‘。＋ρ・・E‘司4td恥♂，

wh・・e・、・m・an・券，・t・・，　andかm・鋤・農か（ち9，の，・t・・

　　The　function．R（の（g，v）of（3．5）must　have　the　fbrm

（A・11）R（の（9，の＝W（¢）（9）＋xlt）（9）v’＋圭囎（9）・㌔鵬，瑠＝瑠，

because　terms　of　higher　order　inりproduce，　in農R（¢）（9，の，　terms　which　are

absent　il1（A．10）．　For　the　function（A．11），　we　have

（A．12）

　　£R（°（9，の一餌［w、・＋文’］ゲ＋x・4’＋［x・、伽＋iY・司ゲ¢m

　　　　　　　　　　　　　＋Y，m　dt4m＋圭Yt叩ゲd’nan．
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Since（3．6）is　valid　fbr　any　g（・）∈Path（～，（A．10）and（A．12）must　be　equal

term　by　term，　so　we　have

（A．13a）　　　　　　　　　　　－u；‘D‘十α‘D‘＝W，

（A．13b）　　－u、iE’，＋α，、、D‘＋ρ、，か＋α、D‘、，＝W、、，

（A．13c）　　　　　　　　　　　　αiE㌧＝X2，

（A．13d）　　ρ2肌；‘1）‘＋ρ‘t　Di　；，n＋ρ‘mD～2＋島m＋βit　Ei　，n＋βim五7㌔＝0，

（A．13e）　　　　　　　　　　　　　ρ認Ei　m＝Ytm，

（A．13f）

　　　ρtm　；　i五7㌦＋ρmπ；‘五7‘2十ρnt；‘五7‘鵬

　　　＝一｝をπ；m－Yrnt；π一Ynm；t

　　　　＋（ρ、2、。＋ρ、。、，）E‘，n＋（ρ、，、鵬＋ρ岬）E㌔＋（ρ、叩＋ρ輌鴨）軌．

　　We　used（A．13c）in（A．13b）and（A．13d）．　In（A．13d），　the　coefficient　ofゲdm

wa8　compared　after　symmetrizing　in　e←レm，　and（A．13f）was　also　obtained

after　symmetrizing　in乏⇔m〈→η．　By（A．13e），五］tm≡…pti　Ei　m　is　symmetric

in　4←＞m．　The　derivation　of（A．13f）used（A．13e）．

　　Now　we　have

（A．14a）

　　JC。ωθ・σ一［v（t）・（ρ・－vt＋α一）】吻m＋（ρ・rn・vt＋α一）d（γ（°・9鵬）

　　　　　　　　＝（1）M吻M十（II）M（メvM

with
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（A．14b）

（1）M

（A．14c）

＝αM、・か＋ρ・Mか一E鳶M・、・＋α・D㌔M

十

十

｛P・M・、i　D‘＋、αM、・　E‘，＋ρ・M（E’，＋D’　、t＋E㌧〆魚1）

＋P・・　D’　、M＋α・　E’t、M｝vt

｛ρ・M、・E‘恥＋ρ・M（E‘，ガE㌧r」、m）＋ρ・iE‘皿、M｝施皿，

（II）M＝αi　E‘M＋ρti　E‘　M　vt．

We　also　have

（A・・5）dR・一［W、M＋X・、M・vt＋圭・Y・m　；M　vtvm】dqM＋［XM＋Y・M・vt】d・M・

　　We　compare　the　coe伍cients　in（A．14）and（A．15）．　The　coefficients　of　dvM

are　equal　by（A．13c）and（A．13e）．　In　the　coeMcients　of（iqM，　the　terms　without

v　are　equal　by（A。13b），　the　terms　hnear　inりby（A．13c）and（A．13d）．　For　the

terms　containing　vtvm，　we　symmetrize　in　e⇔mfor（A．14b）and　see　that　they

are　equaユby（4．13f），　proving（A．2），

Appendix　B． Symplectic　Actions　on　Manifold

Let　G　be　a（connected）Lie　group　acting　on　a　O°°－manifold　M．　Forξ∈旦，

the　Lie　algebla　of　G，　we　de丘ne　Ve∈V（M），　where　V（M）means　the　space　of

aユlvector　fields　on　M，　by

（B．1） Ve（z）≡読（exp－‘ξ）・z 　　　　　　z∈M．
c＝O　，

Then　we　have（Prop．4．1．260f［1］，　remark　the　sign　of　Def．4．1．24）

（B．2） ［Vc，．　Vn］＝Viξ，η】f‘）rξ，η∈⊆≧・

　　We　further　assume　that　there　is　a　symplectic　structureωon　M，　that　is，

ωis　a　non－degenerate　closed　2イorm　on　M，　and　the　a℃tion　of　G　on　M　is

sylnplectic　in　the　sense　thatッ掌ω＝ωfbr∀ッ∈G，whereッ∈Gis
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regarded　asッ：M→M；2卜→ッ・z．111　the　Lie　algebra　level，　this　means

（B・3）　　　　　　　　　　　　∠コvヒω＝O　f（）r　∀ξ∈⊆三・

See§24，25，260f［310r　Chap．30f［11］．

　　　From　now　on，　we　assume　that　M　is　co皿ected　and　simply　connected．　Since

d［ω（Ve，・）］＝d［i（Vc）・ω】 ＝［LVc－i（Ve）・d】ω＝」Cvcω　一　i（Ve）・（dw）（聖）o，

we　have　a　function　fe∈0°°（M）satisfying

（B．4） 一dfc＝ω（Vc，う．

The　function／k　is　determined　up　to　a　constant　on　M．　Tlle　situaもion　is　shown

by　the　fbllowing　exact　diagram（p．1840f［3】）：

（B．5）

Here

（B．6）

0→R－→0°°（M） ゑVH（M）

↑Ψ

Φis　the　mapping　f∈0°°（M），→Vf∈V（M）with

一df＝ω（Vf，・）

一→　0

which　is　a　Lie　algebra　homomorphism：

（B．7） ［Φ（∫），Φ（9）］＝Φ（｛ノ，9｝）， 1・e・， ［Vf，v。］＝v｛f，、｝，

where｛ノ，　g｝fbrノ，　g∈0°°（M）is　the　Poisson　bracket　defined　by

（B・8）　　　　　　　　　　　｛∫，9｝≡ω（巧，Vg）＝巧・・9．

We　denote　by　VH（M）the　space　of　Hamiltonian　vector丘elds　on　M（the　image

ofΦ）which　is　closed　under［，1．　In　our　case　of　simply　connected　M，　it　is

equal　to　the　space　of　symplectic　vector　fields（y∈V（M）is　ca11ed　symplectic

if　1　vω＝0）・The　mapPingΨis　the　correspondenceξ←→Ve，　which　is　a　Lie

algebra　homomorphism　by（B．2），　andλ：旦→σ゜°（M）is　the　correspondence

ξ・→fC・Then（B・4）means　the　commutativity　of　the　diagram（B．5）：

（B．9） Φ。λ＝Ψ．
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We　always　can　takeλas　a　lineal　mapPing，　adding　a　constant　to∫fc＝λ（ξ）if

necessary（choose　a　lineal　basis　of旦，　fix！l　arbitrarily　for　them　and　extend　it

to　the　whole　q　linearly），　so　hereafter　we　imposeλto　be　lineaL

　　　AIthoughΦandΨare　Lie　algebra　homomorphisms，λis　not　necessarily　so

in　general・This　means　that　in　stead　of｛λ（ξ），λ（η）｝＝λ（［ξ，η】），　we　may

have

（B．10） ｛λ（ξ），λ（η）｝＝λ（［ξ，η】）＋cλ（ξ，η）．

　　　Tb　treat　such　a　situation，　the　concept　of　the　Lie　algebra　cohomology　is

particularly　suitable（see，　for　example，§4．10f［6］or§240f［3｝）．　A　zero　cochain

c°is　an　element　of　R，　a　1－cochain　cl　is　a　linear　map　c1：G→R，　i．e．，

c1∈旦廓，　and　a　2－cochain　c2　is　an　antisymmetric　bilinear　fbrm旦×旦→R，

i．e．，　c2∈〈2（旦“），　and　so　on．　The　coboundary　operatorδis　given　by

（B．11a）

（B．11b）

（B．11c）

δ　：

δ　：

δ　：

R→旦掌；co－0，

⊆≧曝→〈2（Ωつ；C1トうδC1　：　δC1（ξ，η）＝C1（［ξ，η】），

δc2（ξ，η，ζ）

and　so　on，　satisfy

we　have

〈2（Ω串）→〈3（旦つ；C2→6C2・

　　　＝－C2（［ξ，η］，ζ）－C2（［η，ζ］，ξ）－C2（［ζ，ξ］，η），

ingδ。δ＝0．　A　cochain　c　is　called　a　cocycle　if　6c＝0． Then

Lemma　B．1．
（i）　　　The　term　cλ（ξ，η）in（B．10）　：

（B．12） cλ（ξ，η）≡｛λ（ξ），λ（η）｝一λ（［ξ，η】）

35constant　OηM，んence　Cλis

cocycle．

（ii）　　　　　F（）7鴨tωO　Cん0ゴCε3　0，プλ，λ’　：

gous：

（B．13）

アε9αアdedα5α2－cocんαゴπand　5んo膿オ06εα

⊆三→0◎◎（M），the　2－coc3／cles　are　coんomolo一

Cλ一Cλ’＝δCI　for　somθC1∈9’．

（Pr・・f） see　Prop．24．10f［3］．　Q．E．D．
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We　also　have

Lemma　B。2．
（
i
）

（B．14）

（ii）

（B．15）

F・r．any．Z∈M，ω・　・αn　defin・tゐ…cy・1θら∈〈2（9’）by

　　　　　　　　　ら（ξ，η）≡ωz（「レk，Vn）　　fbrξ，η∈⊆三・

FOr　tωO　CんOices　O／Z，　Z’∈ノレf，　the　COCyCleS　arθCOhOmOIOgOUS：

　　　　　　　　　　　C2－C2’ニδC1　／0プ50mεC1∈9“．

（Proof）　　　See　Prop．3．3．20f［11］．　The　cochain　cl　of（B．15）is　given　by

・・
iξ）イω（Ve，・），wh・・e・h・p・th－nnec・i・9・　and・・’・n　M，　al・ng・whi・h

the　integral　of　the　1－fbrmω（ve，・）is　taken，　is　arbitrarily　chosen・Q・E・D・

Lemma　B．3．　　Forαny　choice　o／1惚αアλ：⊆≧→0°°（M）satisfying（B．9）

αnd　z∈ルf，オんε2－cocycles　cλgiven　by（B．12）αn（オcz　6y（B．14）αプe　cohomolo－

90US：

（B．16）　　　　　　　　ρλ一ら＝δc1　／oア50mεc1∈旦串・

（Proof）　　Writingλ（ξ）as　fξ，　we　puもc1（ξ）＝一九（z）・Since｛ゐ，ん｝一

編is　constant　by（i）of　Lemma　B・1，　we　have　cλ（ξ，η）＝｛fe，∫η｝（z）一

／【ξ，η】（z）．On　the　other　hand，　we　get

　　　　　　　　ら（ξ，η）讐）ω。（VE，Vn）（聖）ω。（巧，，巧，）（聾）｛ゐ，ん｝（の

yieldin9（cλ一cz）（ξ’η）＝－f［ξ’η】（z）＝σ1（［ξ，ηD（B竺…b）δσ1（ξ，η）．Q．E．D．

The　argument　above　is　a　fancy　way　of

Proposition　B．4．　　五et．Mうεαconnected　and　simply　connected　man　ifo　ld，

んα痂9αsymp’θctic　2－form　w　on　it．　U1εconsider　a　symplecticαction　oノαLie

groupGoηM。
　　　7「んεη，ノor∀ξ∈G．，αfunction　fc　on　M　is　determined　by（B・4）up　toσoη一、

stαnt・施rオんermore，　choosing　Z∈MαTうitrαrゴly　andα（オ〔∫ing　constαnts舌0．プと，5

ザnecessar3ノ，　tんεcorrespondenceξト〉ノとis　linearαndωθんαve

（B・17）　　　　　｛ノヒ，ん｝＝f［ξ，η1＋Cz（ξ，η）　　ノorξ，η∈⊆≧，
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1〃here　Cz　is　the　cocycle　given　by（B．14）．

ApPendix　C．　　Noether　Currents　for　Gauge　and　Conformal　Sym－

metry

In　this　appendix，　we　give　the　proof　of（4．17）and（4．26）．　We　drop“”of‘℃，，

or“ω‘ゴ”in（1．9）for　simplicity，　and　put畝ゴ＝2λ2Kωij．　We　also　drop　G　ofρσ。

　　To　give（4．17），　we　assume（1．17）：2λ2K＝4π．　Forφc　in（4．13），　we　have

（C．1）　L（φつ（φ）

　　　＝圭｛η・レρiゴ（φ＋・Φ）＋・μンibiゴ（φ＋・Φ）｝（∂。φ‘＋・∂。Φう（∂。み＋・∂。Φ」），

hence

（C・2）　釜乙（φつ，＝。

一｝｛ザレ∂・ρ・・（φ）±・μレ∂kl）i・（φ）｝Lka（φ）ξα（・＋）∂・φ‘∂・げ

＋｛η嘱（φ）＋・…（）i、（φ）｝∂。φ‘［紘〃。（φ）∂。φみξα（・＋）＋〃。（φ）∂。ξα（x＋）L

where　we　used（4．15）．　On　the　other　hand，　fbr　R孝of（4．18），　we　have

（C・3）　　∂μR婁r　＝＝　－6μレ［∂kρ‘」（φ）∂μφ鳶一∂kdiiゴ（φ）∂レφた］1｝‘o（φ）∂レφゴξα

　　　　　　一ξμレ（ρり（φ）一こ1‘ゴ（φ））［∂kZン8α（φ）∂pipk∂レφゴξα＋1ノα（φ）∂ンφゴ∂レξa］

Remarking　that紘ξα＝∂。ξ゜＝ξ゜’becauseξα＝ξ゜（コc＋）＝ξα（xo＋♂），we

obtain

（C．4）　　　　　　一一6μVA3（φ）1ン‘α（φ）∂レφ3∂μξα＝ημレρり（φ）1ンi6（φ）∂μφン∂レξα　。

Hence

（C・5・）　　読£（φり＿。一∂・R孝一（1）＋（II）＋（III）

with
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（C．5c）

（C．5d）
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（1）＝

（II）＝

（III）＝

ημレ m圭∂鳶ρり1ン鳶α∂μφ‘∂レφゴ＋ρり∂ゐ五ゴα∂レφ‘∂レφた］ξα　，

6μレ∂鳶［ρ‘ゴ1ン‘o］∂piPk∂レ・がξα　，

圭ξμレ∂kこン‘ゴ∂レφ‘∂レφゴ五鳶αξα

一　i・pv［∂ρ・ゴ∂。φ鳶∂。砂。＋a・・di」・・∂。φ物φ‘五㌔1び・

　　Remarking　that

∂、五」。－a」Li。（4．12）

　　　∂・〈ズ1（φ）a・X（φ），ち〉一一　a」〈ズ1（φ）∂iX（φ），オ。〉一一lllゴ・（φ）五㌔（φ），

where　Ω‘ゴk＝＝2λ21ぐΩ躰＝4πΩ‘ゴ鳶　（see（1．4）），　we　have

（C．6）　　　（II）＝　∂‘五ゴα（∂oφ‘∂1φゴー∂1φ‘∂oφゴ）ξα　＝　－ft（a（〕φ，∂1φ，Φ）．

We　also　have

（C．7）

（III）一；…［∂画＋∂ゆゴ、＋筋d∂。φ‘∂。ク坑ξ・（1蛭3）li2（∂。φ，∂、φ，Φ），

giving（II）十（III）＝0．　For（1），　we　get

（C．8）　　　　∂鳶ρ‘ゴ五㌔＋ρik　a」・五㌔＋ρゴた∂‘五㌔＝0．

In　fad，　the　left　hand　side　of（C．8）is　written　as　（∂kρ‘ゴーaj・ρik－∂‘ρ尭）五んα十

aj・五‘¢十∂‘五ゴα・We　have

∂たρ｛ゴー∂』・ρik－∂‘ρ」ん

　　　　　（4当6）〈X－1∂・X，ズ1∂iX・・C－iO」x＋ズ1¢XX－1∂・X－2X－1∂ia」X＞，

and　∂‘．乙ゴα十aj・五‘α＝　〈－X－1∂‘）（X－16㌧X－）（－1aj・）（X’－1∂‘）（十2）（－1∂‘6㌧・）（，t¢〉　．

Thus，　remarking　that　X－1∂ん）（・五kα＝オα，we　have（C．8）．　This　implies（1）＝0，

giving（c．5a）＝o，hence（4．17）．　Q，E．D．

　　Next　we　give　the　proof　of（4．26）．　In　this　case　we　may　not　impose　2λ2K＝

4π．For　an　element　E　of（1．28），　we　write　as　g（x＋，ガ）→g6（x＋，ガ）fbr　the
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transfbrmation（1．29），　and　letφ（¢＋，ガ），φ6（x＋，ガ）＝φ（x＋，ガ）十ξΦ（x＋，ガ）

be　the　corresponding　ones　to　9（x＋，x－），　ge（x＋，x－）respectively　in　the　coordi－

nate　system．　Then

（C．9）　　　Φ（x＋，x　）＝＝E（x＋）∂＋φ（x＋，x－）＝｝E（x＋）（∂oφ十∂1φ）・

　　Thus　we　have

（C・10）　妾£（φり，＝o

　　　　　　　　＝圭［77”レ∂・ρ・」（φ）＋・μ∂ゆ・ゴ（φ）］∂。φ‘∂。～ダΦ糞

　　　　　　　　　　＋［ημρ‘ゴ（φ）＋・μ由‘ゴ（φ）】∂。φ‘∂“《Pt’

　　　　　　　　一去卵＋鵬｛η・v　a・ρ・，・＋・・レ∂画｝∂。φ‘∂。凶砺φ㌧∂・φり

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋｛η・レρ・・＋・・レa）iゴ｝紘φ‘（∂。∂・ゲ＋∂。∂・の】

　　　　　　　　　　　　十五1’（x＋）L

　　　　　　　　＝　｝E（x＋）（ao十∂1）L十E’（x＋）乙，

where　we　have　used

　　　　　　　η・レρ、ゴ∂。φ‘（∂oφゴ十∂1φゴ）∂。E（x＋）＝ημρり∂。φ‘∂。ゲE’（x＋），

thanks　to五フ：＝五］（x＋）being　a　function　of　x＋＝xo十xl．　On　the　other　hand，

for　R急of（4．27），　we　have

（C・11）6㌦R修＝｝（δぎ十6f）∂μ［E（x＋）L］＝圭E（x＋）（∂o十∂1）£十E’（x＋）L，

proving（4．26）．　Q．E．D。

ApPendix　D．　　　Poisson　Brackets　off　2λ2K＝’4π

1・thi・apP・ndix，　w・・cal・ul・t・th・P・iss・n　b・a・k・t・f　th・fundi・n・47）・f（1・24）

for　arbitraryλand　K，　which　gives（1．25）with（1．26）when　2λ21ぐ＝4π．

　　　First，　we　derive　a　general　fbrmula　fbr　Poisson　brackets　of　functions　on　T率g

（or　TQ）・f・tm・・tli・・a…d・・i・p（…）・F…vect・・五・ld　W一噴9）轟
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on（2，　we　define　∫w∈0°°（丁電（？）　by

（D．1）　　　　　　　　　fw（9，　P）＝〈P，　Wq＞＝W葛（9）P‘．

　　　Functions　on（～are　considered　as　functions　on　T串（～（or　Tg）through　the

projection　T℃→Q（or　T（～→g）．　We　do　not　distinguish　them　but　wIite～ms
リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　v

／to　indicate　that　it　depends　only　on　q∈g．　Then，　fbr／1，ゐ∈0°°（Q），and

W・，％∈V（q），附・hav・

　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

（D・2）｛fw、＋∫1，秘＋ゐ｝＝ノ［w、，肪】一β（W1，Wの＋W1・ゐ一W2・∫1・

1・fact，　by（2・14），　w・・btain伽P∫恥｝＝W｛～象哨P」一～象瑠坊哨一
βり助哨・＝∫【w、，防1一β（　　　　　　　　v　　　　　　　　　リレVl，w2），｛fi，ノ』｝＝0，and　｛∫w，∫｝＝W’・ノ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サRemark　that　the　fbrmula（D．2）implies：functions　on　T’Q　of　the　form　fw十ノ，

that　is，　of　at　most　linear　order　in　p，　are　closed　under　the　Poisson　bracket｛，｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N
　　　When　we　consider　on　Tg，　the　functions／w　on　Tg　correspon（五ng　to∫け

Qn　T常g　thrQugh（2．16）is　given　as　∫w〈9，v）＝〈W，　v＞9＝ρり（9）W3（9）ηゴ　，

satisfying

　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ

（D・3）　｛！w1＋∫1，fw，＋ゐ｝＝∫lwb％】一β（％，％）＋四1・ゐ一W2・ノ土・

　　　For　our　configur　ation　space　9＝LG，　defining　！k∈O°°（Q）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ（9（・））一チ〈9－1（σ）9’（σ），ξ（・＋σ）＞

and　Wc∈V（Q）by　Wc・t　g（・）＝9（・）ξ（・＋・），th・fun・ti・n　il’）・n・T（？・f

（1．24）is　written　as

（D．4）　　　　　1，｛「）一ん、＋ゐ，

becau・e，　th・n，〈W・，h（・）〉・（・）（望） ?q9－1（σ）ん（σ），ξ（・＋σ）〉・

　　　We　now　apply（D．3）to　our　situation．　We　first　obtain

（D・5）　　　　　　　【1，VE，VVη］＝WIξ，η】　fbrξ，η∈LG，

by（B．2），　because　the　vector　field　WC　is　derived　through（B．1）f（）r　the　action

of　LG　on　（？：7（ロ）∈五G；9（o）∈9Hg（o）ヅ1（T十〇）．We　also　have

（D・6）　1，Ve・ゐ一W・’fc－2ノ【・，。】＋2f〈ξ’（σ），η（σ）〉，
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in　fact

（WC・∫η）（g（ロ））　＝　プ㌔（g（0）十レレ態）一プ㍉（g（ロ））

一チ〈｛9（σ）（1＋ξ（・＋σ）｝－1藷｛9（σ）（・＋ξ（・＋σ）｝－9－1（σ）9’（σ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η（・＋σ）〉

一チ〈［9－1（σ）9’（σ），ξ（・＋σ）】＋4（・＋σ）・η（・＋σ）〉

－1【・，，】（9（・））＋チ〈ξ’（σ），η（σ）〉，

and　use　integration　by　paJ　ts．　Finaユly　we　have

（D．7）　　　　　　　　　　　β（1，Ve，Wn）＝21A　fg2．Kノ【ξ，η1，

in　fa£t，

β。（・）（％陶（4’1）’（1’4）響チ〈9－1（σ）9’（・），　［ξ（・＋σ），η（・＋σ）】〉

＝2 xノ1ξ，。1（9（・））．

　　Tllus　we　obtain，　fbm（D．5），（D．6）and（D．7），

（D．8）

｛il7），il・）｝（D．4）｛ル、＋ゐ，充w。＋ん｝

　　　　　　　　　　（D．3）　ノIWヒ，W・っ】一β（Mノヒ，Wn）＋WC・ノh－Wn・ノ≧

　　　　　　　　　　　一ル，、，，，＋（2－・，“1￥！［2，，i．c）11・，η】＋2チ〈ξ’（σ），η（σ）〉・

This　formula　is　vahd　for　allλand　K．

　　For　the　case　2λ2K＝4π，　the　fQrmula（D．8）becomes
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（D．9）

｛4τ），ig）｝
む　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ

／w囮＋ノ【ξ，，】＋2・

・12。】＋嘉ゐ2π

8，、f。2”　dσ〈e（σ），

dσ〈ξ’（σ），η（σ）〉　，

η（σ）〉．

which　is　the　Ka£－Moody　relation（1．25）of　level　K．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ワ　　　This　also　shows　that　the　cocycle　term　of（D．9）is　originated　from　W1・ゐ一

W2・五part　of（D．3），　not　f士omβ（瑚，％）part，　and　the　levelκapPears　through

the　relation　2λ2κ＝4π．　See　the　remark　below（424）．　Anyway　the　fbrmula

（・D．2）or（D．3）is　more　or　less　u皿aturaユ．　The　considera毒ion　in　the　light－cone

coordinate　like［10】may　gives　a　more　symmetric　fbrmula，　aユthougll　we　have

not　gotten　it　yet・
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Synopsis：　　We　consider　the　Wess－Zumin（》－Witten（WZW）model　of　level

K∈Z＞。，based　on　a　compact　Lie　group　G．　In　this　note，　we　regard　the　WZW

model　as　a　cんarged　system　and　quantize　it　by　the　g60metric　quantization．　The

con五guration　space　of　the　mQdel　is五G＝Map（51，G），　the　loop　group．　We
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
assert　that　the　space　of　quantum　states　of　the　model　is　O黛（L（｝），　where五G　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

acentral　extension　of五G　by　T＝31　andψ∈0黛（LG）meansψ：五G→C
withψ（ずの＝オーκψ㈲fbIオ∈T．　We　also　clarify　the　reason　why　the　central

　　　　　　　　Nextension　llσand　its　levelκrepresentations　apPear．

Key　words：geo加etric　quantization，　WZW　model，　loop　group

1§ lntroduction

It　is　suitable　to　treat　the　WZW　model［6】as　a　chargθd　system（［2】，　Chap．10

0f［5］orp．1870f［7］）．

　　　In　genera1，　a　charged　system（q；〈，〉，u，β）consists　of　a　con丘guration　space

Q　which　is　a　possibly　infinite　dimensional　Cep－manifbld，　a　Riemannian　metric
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〈，＞on　9，　a　potential　u：9→R　and　a　closed　2－f（）rmβon（～・We　denote

apoint　of　the　tangent　bundle　Tq　by（q，のwhen　v∈Tq（～．　If　the　2－formβ

is　exact，　i．e．，　there　exists　a　1－fbrmαon（？with　dα＝β，　then　the　Lagrangian

function　is　given　by

（1・・）L・Te－R；（q，v）　一　9〈・，の，一・（9）＋〈α，の，，

where　the　second〈，＞q　is　the　pairing　of　a　1－form　and　a　vector　on　TgQ．　The

motion　is　govemed　by　the　Principle　of　Least　Action：

（1・2）　　δ／dtL－o⇔器・一霧一岳鍔一〇・

Ifβis　not　exa£t，　then　we　collsider　an　open　covering｛σ，「V，．．．｝of　g，　on　each

σof　which　we　have　a　1－formασonσwith　dασ＝β1ひ．　III　this　case，　we　only

have　a　locai　Lagrangian　on　each　TU　given　by

（1・3）五・・TU－R；（q，の結くv，の，－u（q）＋〈α・，の，・

Though　the　solution　curves　of（1．2）with五replaced　by　Lu　or　Lv　coinside　on

σ∩v．

　　　For　the　WZW　model　based　on　a　compact　Lie　group　G，　we　take　the　configu－

ration　space　as　q＝LG：＝Map（Sl，G），　the　loop　group．　We　write　an　element

of　Q　as　g（ロ），　where　o　means　the　dummy　of　a∈Sl，　and（g（ロ），δg（ロ））∈T（？

meansδ9（ロ）∈Tg（口）9，　i．e．，δ9（σ）∈Tg（σ）G　fbr　eachσ∈Sl．

　　　We　consider　a飯ed　K∈Z＞o．　The　metric　is　given　as

（1・4）　〈6・9（・），δ・9（・）＞St・）一“t　f。2”　dσ〈δ・9（σ），δ・9（σ）＞s，（・）

where〈，＞9　is　the　Riemannian　metric　on　G　defined　by

（1．5） 〈δ、9，δ、9＞、・＝〈9－1δ、9，9－1δ29＞f・r5、9，5、9∈T，σ

and〈ξ，η＞forξ，η∈9，　the　Lie　algebra　of　G，　is　the　positive　Killing　form：

－tr（ξη）．　The　potential　u：Q→Ris　given　by

（1・6）u（9（・））一嘉孟2πdσ〈9’（σ），9’（σ）＞Of。），9’（σ）一誌9（σ）・
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Finally，　at　g（ロ）∈9，　we　9ive　the　2－formβby

（1．7）
jB，（・）（δ・9（・），δ・9（・））一κ∠㌔σΩ蛋・）（9’（σ），δ・9（σ），δ・9（σ）），

whereΩis　the　3－form　on（｝　defined　by

（1．8）

Ω。（6・9，δ・9，δ・9）一吉〈9－・δ・9，［9－・δ・9，噛9－・δ・9】＞f・・δ・9，δ・9，δ・9∈T。G・

This　fbrmΩis　closed　but　not　exact．　The　2－formβof（1。7）is　also　shown　to

be　closed　but　not　exact．　The　usual　action　functional　of　WZW　model　can　be

regarded　as　the　Euclidification　of　the　tim6　integration　of　the　local　Lagrangian

（1．3）given　by　the　above　ter】ns．

　　　In§2，　we　describe　the　general　formalism　of　geometric　quantization　for

charged　systems．　In§3，　we　consider　the　symmetry　of　the　WZW　model　and　see

that　the　Noether　charges　for　the　gauge　symmetry　have　the　suit　able　shape　for

the　quantization　program　of§2．　In§4，　we　give　the　Hilbert　space（the　space

of　quantum　states）and　clarify　the　reason　of　the　appearance　of　the　central

extension　LG．

　　　The　quantiz　ation　of　the　model　by　Path　lntegral　is　considered　in［1】．　By　the

mathematical　point　of　view，　Path　lntegral　is　not　fully　acceptable．　So　there　is

a　meaning　in　the　approach　of　this　paper．　Also　the　symplectic　structure（9．5．2）

of［3］is　defined　onΩσ，　the　based　loop　group．　Our　symplectic　structure　is

the　ca皿onical　one　on　the　cotangent　bundle　of　1ンG．　Our　Iine　bundle　6ver　LG

appears　naturally　by　the　Schr6dinger　polarization．　Hence　our　method　gives　a

clear　reason　of　the　apPearance　of　the　loop　group　and　its　central　extension．

2§ Geometric　quantization　of　charged　systems

We五rst　describe　the　fbrmahsm　of　the　geometric　quantization［5】［7】of　a　gener瓠

『ymplectic　manifbld（M，ω），　that　is，ωis　a　clc6ed　and　non－degenerate　2－fbrm

（symplectic　2－fbrm）on．M．　For∫∈0°°（M），　we　defineレ｝∈V（M），　the

space　of　all　vector　fields　oll　M，　by－（if＝ω（Vf，・）．　Then　the　Poisson　bracket

ofゐ，ゐ∈0◎°（M）is　given　by｛ノ1，ゐ｝：＝ω（V｝1，V｝2）：＝「レ｝1・」らalld　the

correspondence∫1→巧is　a　Lie　aユgebra　homomorphism：［Vf，，Vf，］＝V｛　f1，h｝．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　The　first　step　is　to　assign　a　linear　operator∫forノ∈0°°（M）so　that　the

following　condition　by　Dirac　is　satisfied：

（2．1）
　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

［f1，f2］＝　－if3， ∫1，f2，ゐ＝｛∫1，f2｝∈ooo（M）．

We　impose　that

（2．2） ［ω／2π］∈　H2（M；Z），

which　is　the　condition　of　the　exisもence　of　a（complex）hne　bundle　B　over　M

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りwhose五Ist　Chern　class　is［ω／2π】．　We　denote　by　r（B）the　space　of組10°°

sections　of　B．　The　bundle　is　equipped　with　the　connection▽who6e　curvature

equals　toωin　the　sense　that

り　　　　　　　　　v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

▽v、▽が一▽v2▽が一▽［脳】5＝－iω（Vi，v2）δ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りfor「Vl，「レ5∈V（M）and　j∈r（」B）．
　　　　　　　　　　　　　ワ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ワoperator∫：r（B）→r（B）by

For　f∈0°°（M），　we　define　the　linear

（2，3）
v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v

∫・」：＝　－i▽Vt　j十fj，

　　　　　　　　りforξ∈r（B）．　Then　the　condition（2．1），　repla£ing＾with”，is　satisfied．

　　　The　second　step　is　to　restrict　the　sections　to　those　depending　on　only　half

the　variables　of．M．　In　order　that　we　take　a　polαrization　ll＝｛H㎜；m∈M｝・

This　means　Hm　is　a　subspace　of　T，nM　a皿d　the　correspondence　7η一fi　rn　is

smooth（distribution），’integrαble　in　the　fbHowing　sense：Vl，V2∈VH（M）⇒

［Vl，V2］∈Vn（M），　where　Vr【（M）：＝｛V∈V（M）；Vm∈Hm　fbr　a皿m∈M｝，

and　Lagrangian　in　the　sense　that　H鵬is　a　L・agrangian　subspace　of　T』M．　Thel1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りwe　consider　the　space　of　sections　covαriantly　constantαlong　II：rH（B）：＝

｛　　　　りs∈r（B）；ウv5＝Ofbrγ∈VH（M）｝．　The　problem　is　now　whether　rπ（B）is

リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

mvariant　under∫of（2．3）．　As　shown　below，　this　prol）lem　is　resolved　for　func－

tions　corresponding　to　gauge　currents　if　we　take　the　Schrδdinger　polarization

for　chaエged　system．

　　　We　now　consider　a　charged　system（g；〈，〉，u，β）．　Although（～fbl　the　WZW

model　is　in伽ite　dimensionaユ，　we　explain　the　procedure長）r貧nite（hmentio耳al

cases　and　write　as　q＝（93）＝（91，q2，．．．，91》）∈（～alld　so　on．
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　　　On　the　cotangellt　bundleルf＝丁拳g，　whose　point　is　written　a8（g，　p）＝

（93，Pk）when　p∈（Tg（～）掌，　we　have　the　canonical　2－fbrmωo：＝4ρ」〈面3＝dθ，，

θo：＝pゴdg」．　This　is　symplectic．　Tlle　phase　space　of　the　charged　sys㌻em　is

T宰Q，but　as　the　symplectic　2－form，　we　take

（2・4）ω・・一ω・＋β一吻ゴ〈鵡麦麟くdqk，角・・一β（赤，赤）・

Th・皿，　t・king・w＝ω・，　w・hav・巧一蕩轟一券轟一角噺まand

｛f、，f2｝

fbrノ，　fi，」ら∈oo◎（M）．

秀〈P，P＞q十u（9），　where

isomorphism

（2．5）

一雛一1織一fi」・（q）撒，

Tlle　Hamiltonian　H∈0°°（M）is　given　by　H（g，　p）＝

〈，＞qin　this　f（）rmula　is　the　one　given　through　the

（9，v）∈TQ ÷→ @（9，P）∈丁寧Q；P＝〈vジ＞q・

The　solution　curve　of　VH∈V（M）is　equivalent　to　the§olution　on　G　by、　the

Prillciple　of　Least　Action　for　the　Lagrangia皿（1．3）．　See§20f［2］．

　　　Next　quantization．　Sinceωo　is　exact，　the　condition（2．2）forω＝ωβis

equivalent　to

（2．6） ［β／2π］（…H2（q；Z）．

We　assume　that　the　con（htion　is　satis五ed．　As　the　polarization，　we　take　IIm：＝

・pan｛∂　∂　　　∂∂Pl，∂P2，’”，i7PN｝・t　m－（9，P）∈M，・all・d　th・5・ん・δ4吻・・ρ・～・脇

tion．　We　say∫∈0°°（M）is　Iレpデε5εア加πg　if　the　How　generated　by巧preserves

H：V∈Vn（M）　⇒　£v｝V∈Vn（M），　where£γis　the　Lie　derivative．　FoI

W＝暇9）赤∈Y（（？），w・put

（2．7）　　fw＝∫w・（g㌧P）：＝〈p，　Vレz＞q＝W」（g）Pj∈o°◎（ルf）

and∫1（M）：＝｛fw十ん；W∈V（g）andん∈σ゜°（q）｝，　the　set　of　all　func－

tions　on　M　at　most　linear　in　P．　Then　we　have

（2．8） f∈o°◎（M）：n－preserving　⇔　f∈∫i（．M）．

We　also　have

（2．9） ｛ノ幅、＋ん、，fv［、＋ん2｝　＝　ノiWVi，W2】一β（Wl，％）＋Wl・ん2－％・ん1・
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This　implies　that∫1（M）is　clo6ed　under｛，｝．　For∫∈プ1（M），　it　is　shown
　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

that　rH（B）is　invariant　under　the　operator∫given　by（2．3）：

（2．10）
り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v

∫　：rH（B）　→　rn（B）．

The　operators（2．10）sa七isfy（2．1），　replacing＾with　v．

　　　Regarding（？⊂Mas　zero　sections，　we　consider　B：＝BIQ，　which　is　a

line　bundle　over（［？whose　first　Chern　class　is［β／27r】．　The　connection▽on　B

naturally　derives　a　connection▽on　B，　whose　curvature　isβ．　Then　we　have

the　natural　isomorphism：

（2．11） 　　　りrn（B）　→　r（β）；5　トレ　8：＝51Q・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vFor　f＝fw十h∈∫1（M），　the　operator　f　of（2．3）cam　be　regarded　through
　　　　　　　　A（2．11）as　f：r（B）→r（B），　whose　concrete　shape　is　given　by

（2．12）
A

ノ・3　＝　－i▽ws十ん5。

　　　　　　　　　　　　　　ハThese　operators　f　fbr∫∈∫1（M）satisfy（2．1）．　Thus　we　have　the　satiSfactory

quantization　procedure　fbr　functions　in　F1（M）representing　on　the　space　r（B）．

Cf．　Chap．100f［5］．

3§ Symmetry　of　WZW　model

In　general，　the　symmetry　of　a　charged　system（Q；〈，〉，u，β）is　described　as

fbllows．　We　omit　not　so　important　Conditions．　See，　fbr　details，§30f［2］．　We

assume　the（？　is　connected　and　simply　c6nnected　for　simplicity．　We　consider

the　space　of　all　paths　Path（？：＝Map（R，　g）whose　elemellt　is　written　as　g（・）．

Let　G　be　a（possibly　in6nite　dimensiona1）Lie　group，　which　is　assumed　tσbe

connected，㏄ting　on　Path（～．　The　adion　is　written　asッ・g（・）∈Path（～for

ッ∈Gand　g（・）∈Pathg．

　　　The　invariance　of　the　system　undel　the　G一㏄tion　means：fbrξ∈Ω，　the

Lie　aユgebra　of　G，　putting　g‘（・）＝exp（－6ξ）・g（・），　the　Lagrangian五σfbr　each

σof　the　open　covering　of　g　is　invariant（up　to　time　derivative）in　the　fbllowing

sellse

（3．1）
妾L・（q‘（t），ず（の）1圃＝藷7（ち9（孟），d（の）
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f…s・m・R7＝R7（t，9，　v）・Th・n・th・・pace・f・al1・・luti・n・S・l　q・i・inva・i・nt

under　the　G　action．　For　fixed　to∈R，　there　is　the　bijection

（3．2） （90，りo）∈T（～　←レ　q（・）∈　Sol　g　with　q（オo）＝qo，4（オo）＝Vo．

Hence　we　have　a　G　action　ol1　TQ　derived　by　the　original　action　ol1　Sol　Q

through（3．2）．　We　write　it　as

（3．3） ツ・（9，v）∈T（～fbr　7∈Gand（9，v）∈T（？・

The　local　fbrm　of　the　action（3．3）is　easily　obtained　once　the　concrete　form　of

the　action　on　Path　Q　is　given．

　　　In　genela1，　a　G　action　on　a　manifbld　X：x∈Xl→ッ・x∈Xderives　the

vector五eld　Ve　fbrξ∈旦by（remark　the　sign　of－6ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
（3・4）　　　　　　　　　　　　　VC（x）　：＝　混［exp（一一　eξ）’x］1‘＝o　・

The　conespondenceξト・Ve　is　a　Lie　algebra　homomorphism：

（3。5）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「巧ξ，η】　＝　　［Ve，Vn】　・

Then　the　vector　field「VC∈V（Tg）fbrξ∈qin　the　sense　of（3．4）fbr　the　action

（3．3）is　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　　∂　　　・　　　∂

（3・6）　　　Ve＝Ai（9，の∂9ゴ＋Bl（9，の∂ザ

This／il（g，のcan　be　read　off・f士omもhe　G　action　on　Path（～as　fbllows：fbr

ξ∈9，W・haV・afUn・ti・n五1（ち9，のf・・Whi・h

　　　　　　　　　d　　．　’　　　　　・
（3・7）　　　　扉gり（の16＝o　・＝　ノi萎（ちq（老），4（オ）），　　　9｛（・）＝・exp（一ξξ）・9（・），

and／L蓬（q，v）　＝＝　Al（t。，9，・v）whereオo　is　the　one　in（3．2）．

　　　We　pu皿back’the　symplectic　structure　on　T“g　to　T（～through　the　isomor－

phism（2．5）and　use　the　same　notationsωβ，｛，｝or∫1（T（？）．　It　is　seell　that

the　vector　field　Ve∈V（Te）is　locany　Hamiltonial1：jCvcωβ＝0．　Since　we　have

assumed　g　is　simply　connected，　it　is　globally　H　am皿tonian，　i．e．，

（3．8） Ve＝V・e　f・r・s・me　4∈0°°（TM）・
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The　function　Ie∈0°°（TQ）is　locaユly　written　as

（3．9）　・e（9，の一器（9，の五｛（q，の一Ry（オ・，9，の，

where．4萎is　in（3．6）and　R7　is　in（3．1）with　to　being　in（3．2）．　The　shape　of　this

function　is　the　one　by　the　usual　Noether，s　procedure，　hence　is　invariant　along

solutions．　The　functions　Ie∈0°°（Tq）is　determined　modulo　constant．　We

ehminate　the　ambiguity　f（）r　example　by　requiring　them　to　vanish　at　a　point　of

T（？which　is　fixed　befbrehand．　Then　we　have

（3．10） ｛le，ln｝＝1［ξ，。】＋c2（ξ，η），

where　c2：旦×g→Ris　a　Lie　algebra　cocycle　wllich　cannot　be　eliminated

in　generaユ．　There　is　a　method　to　obtain　the　cocycle　from　the　shape　of　the　G

action　on　Path（～（Th．3．10f［21）．　We　ca11　the　function　lc　the　Noθtんer　charge

fbrξ∈⊆…．．

　　　For　W∈V（（？），　we　also　write　as　fw∈0°°（7「G）corresponding　to（2．7）

through（2．5）：

（3．11） fw（9，v）＝　〈v，w＞q．

　　We　now　back　to　the　WZW　case：g＝五G．　In　this　case　Path　q＝Map（R×

31，G），　that　is，もhe　space　of　G－valued五elds　g＝g（¢）＝g（xo，xl），　where

コじo＝τ（＝・のand♂＝σ．　On　R×51，　we　introduce　the　light－℃one　coodinate：

¢土：＝xo±¢1．　We　also　write　the五eld　as　g＝9（¢＋，¢一）．

The　gauge　symmetry　of　the　model　is　described　as　follows．　The　symmetry

group　is．　G＝五＋G×五『G，　where　L士G　means　the　space　of　G－vaユued　2π一

Periodic　function　of　x±．　The　action　of（7＋，7一）∈L＋G×五一G　on　field　g＝

9（コじ十，¢一）is　given　by

（3・12） 9（X＋，X噂）　→　ツー（X－）9（X＋，¢一）つ・＋（¢＋）－1．

　　We　here　collect　some　not　ations．　For　fixed　To，　whose　role　is　t　o　in（3．2），　we

consider　the　correspondences

（3・13a）”Y（ロ）∈LG，ξ（o）∈五g　with　ツ±（70±o）∈L±G，ξ士（To±ロ）∈L±9．
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Forξ（o）∈五9，　letξ（t）（respectivelyξ（「））be　the

right　invariant）vector　field

ξ（・）：

（3．13b）

For　the　second　equaユities

（3・・3・）　［42），η（’）］

　　　In　general，　f（）r　a　1－form　v　and　a　vector　field　W

Fttr　on　Tg　as　fw十ん

（3．14a）　　　　　　FiXr（g，　v）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈W，　v＞q十〈1ノ，　W＞

For　such　functions，　the　relation（2．9）becomes

（3・14b）　　　　　｛F乾・F臨｝　　　F［”vv，，w21－（β一（ル）（Wl，W2），

f（）rWl，　W2∈V（（2b）．　In　the　geon真etric　quantization，（2．12）becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A（3．14c）　　　　　　　　　　　　　Fttr・8　＝　　一一i▽ws十〈レ，　W＞5・

　　　We　let　uK　be　the　1－form　on（～＝五G　de丘ned　by（cf．　proof　of（4．4．4）of［4】）

（3・・5）・囎（δ9（・））・一〈9’（・），δ9（・）〉，（・）一銘2πdσ〈9’（σ），δ9（σ）＞St。）・

　　　We　also　let　cK　be　the　2－－cocycle　on　Lg　given　by（see（4．2．2）of［4】）

（3・・6・）　・K（6，・n）一券∠2π4σ〈ξ（σ），η’（σ）〉・

For　2－cocycle　c　on五9，1et　c（t）（respectively　c（「））be　the　left　invariant（respec－

tively　right　invariant）2－form　on五G，　that　is，

（3116b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　left　invariant（respectively

　　　　　　　on（～＝LG　whose　vaユue　at　the　Lie　algebra　Lg　is

［ξ（t）atg（ロ）］　＝：　g（o）ξ（o）　＝　g（o）ξ＋（7b＋ロ），

［ξ（「）at　g（ロ）】　＝　ξ（口）g（ロ）　：＝　ξ一（To－，tコ）g（ロ）．

　　　　，see（3．13a）．　Then，　forξ，η∈Lg，　we　have

　　　　－［6，η】（の，［4「），η（「）】一一［ξ，η】（「）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ol1（～，　we　define　the　function

　　　forん＝〈u，　W＞：

　　　　　：－fw（9，の十〈v，　w＞一　　　　　　　　　　．

・蒙』）（δ、9（。），δ、9（・））

・象も）（δ・9（・），δ・9（・））

　　C（g－1（ロ）δ1g（ロ），g－1（ロ）62g（ロ）），

　　C（61g（ロ）g－1（ロ），δ2g（ロ）g－1（0））．
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Writing　the　2－fbrm（1．7）on（～＝LG　as　flκ，　we　have

（3，16・）　　fiκ　一一　d・K＝・巽），蕨＋d・K＝一・？）．

Now　consider　the　x＋part　of　the　action（3．12）：

9（x＋，¢一）　→　9（x＋，¢一）「ソ＋（x＋）－1．

The　Noether　charge　ic’∈0°°（Tq）for　ξ（ロ）∈Lg　（or　ξ＋（7b＋ロ）∈L＋g）

is　given　by（（4．20）in［21）

（3・・7）々（9（・），69（・））一吾落2πdσ〈δ9（σ）＋9’（σ），9（σ）ξ・（T・＋σ）＞s，（。），

i’・・，ie’＝肇・Thi・i・a・n・1・m・nt・f　F’（Tg）・F・・m（3・17），（3・14b），（3・16・）

and（3．16b），　we　have

（3・18）　　　　　　　　　　　　　｛穿，1才｝　：＝　1達，η】－CK（ξ，η）・　　　　　　　　　　　・

　　　For　the　x－part　of　the　action（3．12）：9（x＋，x－）→7’（x－）9（¢＋，x－），　the

Noether　charge　Ie－∈0◎◎（T（～）　fbr　ξ（o）∈五g　or　ξ一（↑b一ロ）∈五｝g　is　given

怨、9）

・g（9（・），δ9（・））一一銘㌔σ〈δ9（・）－9’（σ），ξ一（r・一σ）9（σ）〉。（。），

i…，々＝∬聯，・ndw・h酬easab・v・

（3．20）　　　　　　　　　　　　　　｛1♂’Ii｝　＝　」『・η：＋cκ（ξ’η）’

§4　Hilbert　space　of　WZW　mode1

Let　us　summarize　our　situation．　We　regard　the　WZW　model　as　the　charged

system（Q；〈昌，〉，u，β）with　9＝五G，（1．4，6）andβ＝βK　of（1．7）．　The

Hilbert　space（the　space　of　quantum　st　ates）by　the　geometric　quantization　of

the　system　is　collsidered　as　r（BK），　whe夏e　BK　is　the　line　bundle　over　Q　witll

the　connection　whc6e　curvature　isβκ．　We　remark　that　the　word　Hilbert　space
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used　here　is　not　the　mathematical　one，　that　is　the　complete　space　with　respect

to　a　given　innel　product．　It　is　our　future　ploblem　to　give　proper　inller　product

to　our　space・

　　　Tlle　condition（2．0）fbrβ＝βκcorresponds　toκ∈Z．　Recall　that　we

have　assumed　K∈Z＞o．　Forξ∈五g，　we　have　the　function々on　T（LG）with
th・・el・ti・n（3．18）．　Th・f・n・ti・n　i・p・・m・t・d　t・th・・P・・at・・iE’・r（βκ）→

r（BK）by（2．12）．　The　relation（3．18）is　promoted　through．（2．1）to

（4・1）　　　　　　　　　　　　［iie’，if才］　＝　ii［”，η1－iKc1（ξ，η）・

In　order　to　make　the　correspondenceξ・→i、セ∈End（r（BK））aLie　algebra

homomorphism（hence　a　representation　of　the工ie　algebra），　we　extend　Lg　to
ゆ
五g：＝Lg㊥Rwith　the　L，ie　bracket　defined　by（see§4．20f［4］）

（4．2）　　　　　　　　　　　　［（ξ，r），（η，8）］　＝　（［ξ，η】，c1（ξ，η））　．

Then　we　have　the　Lie　algebra　homomorphism

（4・3）　0＋・Zg→End（r（Bκ））；0＋（ξ，・）・一乞＠－K・），

with　O＋（ξ，　o）＝iie’・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　F・r　th・・c－pa・t（・f・th・㏄ti・n（3・12），　th・・perat・・1♂・r（BK）→r（Bκ）

now　satisfies

（4・4）　　　　　　　　　　　　［i」㌃一，ゴろ一］　＝　ゴ1達η】＋ぎ1ぐc1（ξ，η）・

Corresponding　to（4．3），　we　have　a　Lie　algebra　representation

（4．5）　　　0－　：Zg　→　End（r（BK））；0－（ξ，　r）　：＝　i（ie－“＋Kr）　，

　　　　　　　　　　　　　　　ゐwith　O－（ξ，　o）＝ilg・

　　　These　Lie　algebra　representatiQns　are　derived　from　L，ie　group　representaヂ

tions　as　fbllows．　We　put　T：＝31＝｛z∈C；lzl＝1｝昂nd　consider　the　central

extension　1ンG　of．乙σby　T（§4．10f［4］）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（4。6）　　　　　　　　　　　T→五G→五G，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　りwhose　Lie　algebra　is五g　with（4．2）．　This　means　that　T　is　considered　as　a
　　　　　　　　　　　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

subgroup　of五G　contained　in　the　center　with五G／T＝五G．　Considering　tke

space
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（4．7） 　　　　NO黛（LG）

　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

：＝｛ψ：LG→C；ψ（ずの＝ψ（⑩）＝オーκψ（す）fbrず∈LG，オ∈T｝，

we　have

　　　　　　■　　　　Proposltlon

Tんθre　is　a　nαtural　is・m・rphism　betwθen　r（BK）απd　O黛（LG）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（4．8）　　　　　　　　　r（BK）∋　5　←・　ψ　∈　σ黛（LG），

伽・ゆωんicん，仇εLieαlgebrαreprθsen繍・n（4．3万3　derived加m　tんεLie

gro％P　representation

（4・9）ρ＋・Zσ→A・t（0斧（ZG））；NH［ρ＋（N）・ψ］（9）一ψ（す予），

αn〔1オんε　representation　（4・5ノゴ5　derived／ro　Tn

（4．10）　ρ一：五G→Aut（0斧（ZG））；予ト・［ρ一（予）・ψ］（ず）＝ψ（予一1ず）．

　　　We　assert　that　the　Hilbert　spa£e　of　the　WZW　model　is　CK°°（五G）of（4．7）．

It　is　seen　that　the　Iepresentation（4．9）on　the　space　is　of　level－K　and（4．10）

is　of　leve1．κ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り（Proof）　　　The　central　extension五σis　a　principal　T－bundle　with　a　connec－

ti・n▽wh・・e　cu・vatu・e　is　cl’）．　The　c・nnecti・n▽i・gi・・n　by　th・first・w・y・f

§4・50f［4jas

（4．11）　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ（の　トーレ　ξ　：＝　（ξ，0）（t）

forξ∈Lg，　where（ξ，0）（t）means　the　left　invariant　vector　field　on　ZG　whose

value　at　tlle　Lie　algebra　Lg　is（ξ，0）．　See　the　proof　of　Prop．4．5．60f［41．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　JV　　　The　hne　bundle　Bκover五G　is　considered　a8　the　bundle　associated　to五G

by　the　representation老∈T卜→tK∈AuもC＝Cx。　The　bundle　BK　has　the

connection▽whose　curvature　isβκ．　We　also　consider　the　connection▽＋on

BK　given　l）y　adding－－uk　to▽．　Locaユly，▽＝（オーぎαand▽＋＝d－－i（α一レ、κ）

forα＝d－1βK．　We　see　that，丘om（3．14c）and（3．17），　the　operator礎：
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r（BK）－r（BK）i・n・thing　b・t▽2（。・The　c…tu・e・f▽＋i・c（i）　by（3・・6・）・

Hence　this　corre．sponds　to　the　connection　given　by（4．11）．

　　　The　identification（4．8）is　the　usuaユone（Prop．3．5．20f［3】），　through　which

we　have　the　correspondence

（4．12）　　　　　　　　　il“e’・8　・→　（ξ，0）（2）・ψ・

This　means（4．3）is　derived　from（4．9）．

　　　For　the　x－part，　we　addレκto▽to　obtain　the　connection▽－on　Bκwith
the　cu・vatu・e－・？）by（3．16・）．　Th・n　th・・P・・at・・iii・r（Bκ）→r（Bκ）i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

・Qn・id・・ed　as▽：ξω・On　LG，　in・t・ad・f（4・11），we　c・n・id・・the　c・nnecti・n▽『

gi・・n　by　4r）一（ξ，0）（・），　wh・・e　cu・vatu・e　i・一・1’）by（3．13・）．　Thu・，　th・・ugh

the　identification（4．8），　we　have　in　this　ca8e

（4．13）　　　　　　　　　iiE－・s　←》　一（ξ，0）（「）・ψ．

From　this　we　see　that　the　representation（4．5）is　derived丘om（4．10）．　Q．E．D．
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The　recently　developed　formUlation　of　tirne－dependent　non－eqUilibrium　therrnofield　dy－

na㎡c5（TFD）iS　extended　to　spat三ally　inhornogeneous　field　systerns　in　this　paper。　This

inhomogeneou5　fo㎜ahs皿is　constructed　f沁m　intr。ducing　mQmen乞㎜㎡x三㎎thermal
Bogoliubov　transformati。n．　The　moment㎜㎡xing　n励er　de蜘in　the　Bogoliubov
metrix　iS　related　to　the　n㎜ber　density　distribution　defined　at　ead18pace－tjme　point
w｝逼dl　is　to　l）e　observed．

Extension　of　thermofield　dynamics（TFD）to　a　non－equilibrium　theory　is　a　challen－

ging　subject，　It　was　made　clear　in　Ref．1that　eigenvalues　pf　the　total　Hamiltonian
　　　　　　　　　　　　　　　　　　in　TFD，　denoted　by　H，　is　unbounded　from　below　and　the　thermal　degree　of　freedom
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
originates　from　this　property　of　H　in　TFD　formulation．　We　then　attempted　to

construct　a　calculational　formulation　fbr　time－dependent（spatially　homogeneous

only　though）non－equilibrium　isolated　systems　of　quantum　fields，　making　thermal

Bogoliubov　transformation　time－dependent（but　keeping　thermal　vacuum　time－
independent，　i．e．，　using　a　single　Fock　space）．2β　In　the　previous　papers，2β　the

renormalization　condition　of　this　formulation　in　time　representation　Ied　naturally

to　the　Boltzmann　equation．

　　　The　purpose　of　this　paper　is　to　construct　the　quasiparticle　representatioll　in

spatial丑y　inhorhogeneous　TFD．　Tllis　is　the　first　step　to　extend　the　whole　time－

dependent　non－equilibrium　TFD　in　’Refs．1－3　to　spatially　inhomogeneous（i．e．，　time－

space　dependent）cases．　Such　a　formulation　iS　crucial　to　compare　non－equilibrium

TFD　with　experiments，　as　most　of　the　non－equilibrium　phenomena，　taking　place　in

nature，　are　accompanied　by　some　sorts　of　inhomogeneity　in　space．正leat　conduction
．

is　an　example　of　immediate　application　of　spatially　inhomogeneous　TFD．

　　　Recall　the　basic　relatiqPs　betweenα一andξ一〇perators（the　latter　is　called　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vacyμm　operators，　since　they　specify　thermal　vacua：ξIO＞＝ξIO）＝Oand〈Olξt＝

〈Olξ†＝0）in　time－dependent　TFD，2・3

・On　1eave　from　Division　of　Natural　SCience，　Melji　University，　inumi，　EifUku，　Suginami一㎞，　Tokyo

168，Japan．　　　　　　　　　　　　　　，

tp・e・蝋a曲㏄・・S。㎡。。　High　S。h。。1，　W。。，ria・Univer。ity，3－31．1　Ka㎡・｝Ulciijii，　N・。i＿ku，　T。ky。

177，Japan．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。、（の・＝B－・［。、（・）1・・ξ・。一・∫重d－・（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・、（の・＝ξ〃恥（の］・μ。・∫‘・・ω・（・）．

Here　the　thermal　doublet　notation　is　used　and　the　thermal　Bogoliubov　matrix　takes

the　fbllowing　fbrms　fbr　the　choice2βα二1：

B回＝［1土2マ］， （2）

whereσis十1（－1）for　boson（fermion）．　The　number　paramet6r　nk（t）is　related　to

the　thermal　expectation　as

nk（t）δ（k－一　1）＝〈Olak（t）iai（t）110＞．

It　is　noted　in　the　above　choices　ofα

which　becomes　important　later：

（3）

＝1that　we　have　a　simple　matrix　relation

B－1回．8［n’】＝1一σ（n－n’）T・， （4）

where　the　matrix　with　constant　elements　is　given　by

T・一
mにて］ （5）

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T。2＝o，　　　　　　　　　　　　　（6）

　　　The丘rst　attempt　toward　fbrmulating　spatial　dependence　in　thermal　situation

might　beもo　make　the　Bogoliubov　matrix　B［ηた（t）］in（1）dependent　on　space　coordi－

nate　x，　suggested　by　the　fact　tha七君一depehdent　TFD　is　obtained　by　simply　making

Bdependent　on孟．　However，　this　approach，　giving　rise　to　x－dependentαた，　does　not

work，　because　the　commutation　relation

［α灘（t）μ，δ置（オ）つ＝δμ”6（k－1） （7）

cannot　be　preserved　once　ak　starts　depending　on　x．　Thus　our　challenge　in　this

paper　is　to三ntroduce　somehow　x－dependence　of　thermal　situations　into　ak，keepi皿g
（7）．

　　　Another　attempt　is　to　introduce　Bogoliubov　matrix，・mixing　not　only　thermal

indices　but　also　momentum　indices，　a8　we　have　done　in　the　previous　paper．4　How－

ever，　the　fbrmulation　in　Ref．4，　withQut　using　explicit　sp　atial　representation，　was

not　useful，　e．g．，　when　a　spatial　dependence　of　initial　temperature　is　given．　In　this

paper　we　will　formulate　an　explicit　space　dependent　formalism　below　by　starting

with　the　method　in　Re£4and　reformulating　it．　This　new　fbrmalism　matches　the

recent　development　in　time－dependent　non－equiIibrium　TFD，1－3　giving　us　a　time－

space　dependent　formalism．
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　　　Let　us　introduce　the　momentum　mixing　through　thermal　Bogoliubov　transfor－

mation　according　to　Ref．4：The　parameterηめ（t）in　B，（2），　and　iもs　inverse　B－l　is

replaced　by　N（t）研．　The　Bogoliubov　matrices　thus　obtained　are　denoted　by　B（t）餐r

and　B－1（t）鐸and　have　the　momentum　suf覧x　k　in　addition　to　the　thermal　oneμ：

　　　　　　　　　　　　　　　　B（・）慰ノー［δ（k二Jl調1孟）鳶’群）お］μツ・　（8）

As　is　easily　shown丘om　these　de盒nitions，　the　two　matrices　B（¢）髭r　and　B－1（ご）鐸

are　inverse　to　each　other　in　the　su伍x　space　of（k，μ）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B－1（t）劣B（ε）かノニδ。・6（k－1），　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（t）餐3B－1（のト6。。δ（k－1）・　　　　（10）

In　spatially

through
inhomogeneous case

ak（t）μ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ak（t）μ

from　which　it　fbllows　that

the　a－operators　are　related　to　the　ξ一〇perators

一B－・ i殊r，一・∫重酬・）

一貯B（・）窪。・∫‘・一・（・），

（11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（t）耐＝〈Ol～i～（t）1α鳶（¢）110＞　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

instead　of（3）in　homogeneous　case．　Because　of（10），（11）can　be　inverted，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξぎB（のfr。、（・）・ε・∫㌔・ω・（・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξだ＝・，（・）・B－・（・）泌・一‘∫‘d・ω・（・）．

Equations（9）and（10）guarantee　that　the　canonical　commutation　relations　are

Preserved　when　one　moves　from　theα一〇perator　set　to　theξ一〇peraもor　set　and　vice

versa．

　　　The　Bogoliubov　transfbrmatiohs（11）and（13）lead　to　the　equations　of　motion，

　　　　　　　　　　　　　　　　　晦（t）μ＝ω鳶（の・鳶（のμ一R（のkiT，Pレal（¢）レ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ十δ～（のUR（‘）」恥7ぜμ，　　　　　　　　　　　　　　　　　εδ鳶（t）μ＝一ωな（君）～ik（の

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R（の嗣＝Ro（t）鳶～十R1（¢）kl　　　　　　　　　　　（15）

wit｝1

Ro（t）研二ゴσN（t）た1

R1（t）研＝（ω置（ε）一ωた（ε））σN（の海τ．

（16）

（17）
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Equaもions（14）can　be　put　in　the　fbrm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　晦（¢）μ＝［α㌃（¢）μ，HG（t）］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴδ㌃（¢）μ＝［δた（t）μ，HQ（ご）］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハwhere　the　Hamiltonian　HQ　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HQ（の：＝」UO（の一Qo（¢）一（11（の

（18）

（19）

（20）

with
倉・（の一／d3たω綱・）・α・（・）・

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　Q‘（t）＝δ髭（ご）μR‘（t）為βぜyαi（t）y　σ＝0，1）．

　　　Direct　calculations　prove　the　fbllowing　fbrmula，

B（t）X3［X＋［X，σN（ご）囲かS・’B－1（嫌二 δμレXkl，

（21）

（22）

（23）

for　any　matriX　X　with　momentum　su伍x．　Choosing

X耐＝Wた」≡ω鳶（のδ（k－1） （24）

in（23），　we　have

4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

Ho（t）－Q1（t）
一／　d3　kω・（t）ξ・ξ・≡ A

Hoξ（t）， （25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　which　is　diagonal　in　terms　of　vacuum　operators．　It　is　obvious　that王∫Q　is　not

diagonal　in　terms　of　vacuum　operators，　because　it　shoμ1d　induce　temporal　changes．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

Indeed，　the　difference　between∬Q　and　Hoξis　the　Ro－term　proportional　to　N．

　　　The　fbrmulation　of　momentum－mixing　thermal　Bogoliubov　transfbrmations

above　works　without　showing　any　intemal　inconsistency　to　describe　spatially

inhomogeneous　situations．　One　missing　point　in　the　fbrmulation　is　a　relationship

between　the　parameter　of　the　theory，　i．e．，　each　element　of　N（t）耐，and　each　experi－

mental　situation　given．　Usually，　or　from　the　physical　intuition，　spatially　inhom（ン

geneous　thermal　system　is　best　speci貧ed　by　a　number　density　parameter　depending

on　x，　sayπ（ち．x：k）．　Thus　Qur　next　task　is　to　refbrmulate　the　above　momentum

mixing　fbrmulation　into　a　fbrm　described　in　terms　ofη（ご，x：k）．

　　　We　try　to　introduce　the　x－dependent　number　density　through　the　fbllowihg

Fourier　transformation　from　N（の鳶」，

・（ちx・k）－／d3」ビ　N（・）・＋・・ト（・一・）’

　　　　　　　　＝／d3’・一　〈Olak＋ッ～（t）1α・一（・一の’（の11・〉
（26）
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or　equivalently

N（t）kl・E（S．）・1　d3xe－’（k－1）’・n（ちx・・k＋（・一・）1）・
（27）

Here　the　short－handed　notation　7k　means　the　transformation　of　the　vector　k　by　a
　　　　コmatri【7，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7k）i≡7‘」たゴ　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）

and　7　is　at　this　stage　an　arbitrary　matrix　and　will　be　determined　by　a　self－

consistency　condition　of　the　theory，　as　will　be　shown　later．　This　definition　of

n（t，x：k）will　be　supported　by　arguments　on　local　density　and　current　density

operators　later，　see（45）and（46）．　Making　use　of（26）or（27）combined　with（2）

and（8），　we　rewrite（11）and（13），

・・（　　　　　　　　1t）μ＝　　　　　　（2π）・1d3～1　d3・・一‘（k一且）・・B－1【・（ちx・・k＋（・一・）1）］μξ・（・）・

a・（t）・一
iS．）・1　d311　d3・・’（k－1）喝（t）vB［・（ちx・（・一・）k＋・1）］v・

（29）

and

ξ・（・）・一
i，美）・1d31／凸・一‘（k－1）’・β【・（ちx・・k＋’（ト・）1）】・〃α・（・）・

るω・一（　1Qπ）、／　d3i　f　d3－‘（k－1）・…（・）・B－1［・（ちx・（・一・）k＋・1）］…

（30）

respectively，　where　we　introduced　the　notation，

ξ、（・）・≡ξだ・一・∫‘・・ω・（・）’，

ξ、（・）・≡ξζ・‘∫‘・・ω・（・）．

（31）

Equations（29）and（30）constitute　basic　relations　involvingπ（ちx：k）fbr　oscillator

variables．　In　spite　of　the　presence　ofπ（ご，x：k），　the　canonical　commutation　relations

are　preserved　because　of（9）and（10）．

Here　are　a　few　comments　on　the　time－space　dep　endent　TFD　for　oscillator　vari－

ables　so　far：Since　the　vacuum　operatorsξk　andξ㌃aどe　independent　of　time　and

sPace，　so　is　their　vacuum　IO＞．　Note　that　the　quantum　energyω鳶（t）does　not　depend

on　x．　This　is　because　the　quasiparticle　unperturl）ed　energy　iS　given　by　the　quantum

energy　in　the　asymptotic　domain　which　is　infinitely　far　away　from　the　domain　with

sPatial　thermal　variation．　We　find　a　similar　situation　in　case　of　states　with　macr（》

scopic　objects　such　as　solitons．5　However，　intemction　creates　a　self－energy　which

can　depend　on　x．　Tbis　may　create　an　x－dependent　quantum　energy．　This　is　not

the　unperturbed　quantum　energy．　Being　the　a8ymptoticρnergy，　the　unperturbed
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energy　includes　only　that　part　of　the　self」energy　which　is　independent　of　x．　This　is

the　energy　renormaliz　ation　fbr　spatially　inhomogeneous　systems．

　　　We　now　refbrmulate　the　time－space　dependent　TFD　above　in　terms　of　the　quasi－

particle　fields，

　　　　　　　　　　　　　　　　9（ちx）・一（，。1・1・／d3た・・ω・・‘kx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－（，詩・1・／　d3kB”1（t）鍔ξ・（・）ン・‘k’x・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

　　　　　　　　　　　　　　　　φ（ちx）・一（2。1・1・／d3た・・（・）・・一　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一（2。1・！，／d3鴫（の・B（・）ごζ・一’　，

where（11）are　used．　Let　us瓠so　introduce　theξ一fields　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ（ちx）・一（2肴・、・／　d3kξ・（の・・‘k㍉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ（ちx）・一（2詩・1・143たξ・（・）・ビ　・

The　equal－time　canonical　commutation　relations　fbr　the且elds　introduced　above　are

　　　　　　　　　　　［9（ちX）μ，φ（t，x’）”］＝［ξ（オ，x）μ，ξ（オ，x’）つ＝・6μ6（x－x’），　　　　　（34）

We　note　a　fbrmula　deriving丘om（26）or（27），　given　by

／　d3kd31・　恥・一‘1・y－1d・た・（t，（1－7）x＋・y・k）…〈・一・），
（35）

from　which　follow

／．d3kd31・‘k・r1（・）xr・一‘1・・－／43副・（・，（・一・）x＋・y・k）］…一）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

／d3たd3曲（・）拶・一‘k・㌔／　d3kB【・（ち・x＋（・一・）y・k）］・・ビ・・〈・一・）・

Then　g（t，x）μcan　be　expressed　in　terms　ofξ（t，x）μ，、

　　　　　　　　　　　　　1
　　q（ちx）μ＝
　　　　　　　　　　　（2π）3

　　　　　　　　　　　　　1
　　¢（ちx）μ＝
　　　　　　　　　　　（2π

1　d3yd3・B－1［・（ち（・一・）x＋・y・q）】・・ξ（ちy）・e・曾（・－y），

）・／　d3yd3・ξ（ちy）・B【・（・，・x＋（ト・）y・①】・μ・一・黛（・－y）・

（37）
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　　From　the　definitions，（32），　and　the　equations　of　motion　fbrαゐ（¢）μandδk（¢）μ，

（14），we　obtain　the　field　equations，

　　　　　　　　　・ψ（ちx）・一ω（一酬ちx）・＋1　d3yR（ちx・y階（ちy）・・（38）

　　　　　　　　　εφ（ちx）・一一φ（ちx）・ω（・ラ）－／d3yφ（ちy）〃婿・R（ちy，x）・　（39）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R（t，x，y）＝Ro（t，x，y）十R1（オ，x，　y）　　　　　　　　　　　　（40）

with
　　　　　　　　　　　　　　・Ri・（ちx・y）≡（2｝）・／轟d3」・’k’XRi・（・研ε一’”y，　（4・）

恥（t）kg（iニ0，1）being　given　in（16）and（17）．　When　Eq．（35）is　considered，

Ri（t，x，y）can　be　rewritten　as

R・（ちx，y）－i（，1）・／　d3qσh（ち（・一・）x＋・y・q）e’q’（x’y），　　（42）

R・（t，x，y）一
i・美）・／　d3・｛ω（1▽・）一ω（－iVx）｝・（・，（・一・）x＋・y・q）e’q’（x“’y（）、b）

The　field　equations（39）follow　from　the　canonical　fbrmalism　with　the　Hamiltonian

HQ　in（20），　which　in　terms　of　the　field　variables　becomes，

A・（t）－1　d3・ip（ちx）・ω（－i▽）9（ちx）・－／　d3xd3yψ（・・x）・礁x，y）曙ン9（ちy）〃・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（44）

　　Let　us　study　the　vacuum　expectation　values　of　local　density　and　current　density

operators　in　terms　of　g．　The　expectation　value　of　density，　most　easily　calculated

from（32），（12）and（35），　becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　〈Olψ（ちx）・9（ちx）・1・〉－／（錯、・（ちx・k）・　（45）

This　shows　that　n（t，x：k）is　real　because　expectation　valueS　of　operators　consisting

solely　of　gl　andψ1　at　a　certain　time　are　independent　of　or　and　gt←φ1）is　hermite

conjugate　of　g　inα＝1／2．　The、　expectation　value　of　current　density　is　fbund　to　be

　　　　〈・1一ゆ（t，x）1V・9（・，x）11・〉－／　d3kd31・　｛・k＋（・一・）1｝N（t）…一　

　　　　　　　　　　　，　　－／（誘た2。）・kn（ちx：k），　　（46）
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where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　レ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽ッ＝’）’マー（1－7）▽・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47）

Equations（45）and（46）are　consistent　with　the　intuitive　interpretation　intended

in　its　introduction　thatπ（t，x：k）is　a　number　density　distributioll　at　space　point

xat　time¢：Theη（t，x：k）specifies　time－space　dependent　thermal　situation．　For

examplサ，　consider　a　situation　in　which　the　local　temperature　T（x）is　given　at　a　time，

say‘＝to．　This　condition　is　fbrmulated　byη（to，x：k）霧1／［exp（β（x）ω鳶（to））－1］

withβ（x）＝1／T（x）．　ThiS　consideration　settles　the　question　a8king　how　one　may

introduce　space　dependent　temperature　in　a　thermal　theory．　In　the　fbllowing，　we

proceed　without　specifying　n（t，x：k）．　Here　iS　a　comment　on　the　constant　matrix　7

曲ich　comes　into　the　x－dependent　formulation　and　ha8　been　arbitrary　so　far．　The

7　iS　determined　from　the　tilde　conj　ugation　rules：The　thermal　doublets，　a餐andδ髭，

are　required　to　transform　under　the　tilde　conjugation　as

（・・（・）・）一一σ［211］μ・・（・）・

（ak（t）・γ＝・・（t）・
mPIl］レμ，

（48）

which　implies，　combined　with（11），　that

N寧（¢）耐＝N（オ）lk． （49）

Recall（27）and　the　fact　thatπ（t，x：k）should　be　real，　we　then　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’）’iゴ＝互δ・ゴ・　　　　　　　（50）

　　　The　unperturbed　one－body　propagator　fbllows　from　the　thermal　Bogoliubov

transfbrmation　a8　fbllows：

△。（ちx・t’，x’）μ”≡－i〈OIT［9（ちx）μφ（〆，x’）つ10＞

一（f．）、／　d3kd3k’d39・’k・x－’k’・・’

　　　　　　　　　　’・×B－1（t）鍔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　ノ［一iθ（t－t’）　　　　　0　　　　0　　　　　　ie（t’－t）］μ

（51）

ビ‘∫1幅（・）B（t）誰

　　　　　　　　　　　　　　（52）

一（2美）・／d3たd3脚3ガ43・・‘k（・一・）ビ・kt・（ガーノ）・・q（・一ノ）

．，一・f，：・・ω・（・）β一・
’

μμ

ー）q十k
2

　
●
●　

y
ち（　πー

・［一ie（t－t’）　　　　　0　　　　　0　　　　　　iθ（t’－t）r／B匝摯）r’ン

●

（53）
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These　are　multiple　integrations　of　terms　which　consist　of　diagonal　matrices

sandwiched　between　Bogoliubov　matrices．　Concerning　the　infbrmation　of　spatiaユ

dependences　of　systems，（53）嬉usefu1．　This　propagator　is　the　intemal　line80f

Feynman　diagrams　of　the　perturbative　calculations．　In　perfbrming　practical　calcu－

lation　of　Feynman　diagrams，（52）is　preferred，　because　it　usually　simpli且es　calcula－

tions．　Study　of　corrected　one－1）ody　propagator　and　derivation　of　the　equation　fbr

time．space　behavior　of　the　unperturbed　numberπ【ご，x：k］丘om　the　self．energy

renormalization　condition　is　expected　to　fbllow　the　steps　taken　in　the　study　of

time－dependent　TFD　in　Ref忌．2and　3　and　to　lead　us　to　the　entropy　law　fbr　spa－

tially　inhomogeneous　systems．　These　are　important　immediate　problems．

　　　We　close　this　paper　by　giving　some　comments　on　the　Hamiltonian　and

momentum　operatoL　As　was　shown　in　Refs．2and　3，　even　when　we　consider　a

spatially　homogeneous　time－dependent　situation，　the　unperturb　ed　Hamiltonian　fbr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

α一〇perators，　HQ（t），　differs　from　the　one　for　C－operators，　Ho（の．　The　diffbrence　arises

from　the　time　dependence　through　which　the　dynamical　energy　does　not　conserve

but　some　dynamic瓠energy　changes　into　heat　energy．　In　this　spati司ly　homoge。

neous　case，　too，　the　unperturbed　Hamiltonians　fbrα（t）鳶一〇rψ（ち．x）－operators　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　forξ（t）k－orξ（¢，x）－operators　are　still　different　from　each　other：HQ（‘）in（20）and

A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

Hoξ（t）in（25），respectively．　The　difference　between正fQ（のand∬oξ（t）is　due　to　the

Ro－term　in（16）．　Since　Ro　is　proportional　time－derivative　Qf　N削，　the　dil曜brence　is

apparently　caused　byもemporal　changes　in　thermal　situation．
　　　　　　　　　　　　　ハ　　　Reca11　that　Ho（t）in（21）is　diagonal　in　terms　ofα恋（君）－operators　but　not　in　terms

ofξゐ（t）ones　due　to　the　presence　of　R1－tem，　as　shown　in（25）．（Indeed，　according

to（17），　RI　vanishes　in　spatially　homogeneous　ca8es　because　then　Nkl　is　diagonal

with　respect　to　the　momentum　su伍x．）This　difference　is　expected丘om　the　fact

that　theξ一particle　is　the　free　particle　in　the　domain　asymptotically　far　from　domains

of　spatial　variations　of　thermal　situations．　It　should　be　emphasized　that　the　free
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

quasiparticle　Hamiltonian　in　timespace　dependent　TFD　is　not　Ho（t）but　Hoξ（t），

which　will　be　crucial　when　one　considers　a　self．consistent　renormaユization　condition．

　　　The　momentum　operators　have　similar　structures：There　are　two　generators　for
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aspace－translation，　one　is　for　g（ちx）denoted　by　P（のand　the　other　fbrξ（ちx）denoted
　　　　by　Pξ（t），　and　they　are　different　from　each　other　as

戸（の一 ^d3晦（の・｛k－q｝・N（・）・・曜・・（・）・一戸・（・），
（54）

where

P（・）－／　d3kkak（の・α・（・）・・

P・（・）－1d3たkる（の・ξ・（t）・・

（55）

（56）
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　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

Note　that　not∬o　and　P，　but　Hoξand　Pξannihilate　thermal　vacua：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hoξ（t）10＞＝Pξ（の10＞ニ0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＾　　　　＾　　　　　　　　　　　　　　（57）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈01Hoξ（t）＝〈OIPξ（ご）＝0．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　ぬ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　ハ

　　　In　order　to　look　at　the　relation　between｛Ho，P｝and｛Hoξ，Pξ｝more　closely，　we

rewrite　the　expression　on　the　right－hand　side　of（23）a8　fbllows：

［X十［X，σN（t）］To］鐸＝【expトσN（t）To】Xexp［σN（t）To］］餐r， （58）

where（6）is　used．　This，　when　X鳶r＝ω鳶δ（k－1）or　kδ（k－1），　implies　that

ハ

Hoξ（t）

　

Pξ（t）

一／識ω・（・）【・（・）・xp卜・N側髪［・xp［σN（・凋・（・）］奮

一1飾（・）・xp卜・職］】奮【・x・［σN（・岡・（・）】謬・

（59）

（60）
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GAUGE　THEORY　OF　THE　THERMAL
BOGOL，IUBOV　TRANSFORMATION
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　　　1－9－1Eifuku，　Suginami－ku，　Tokyo　168，」αpαπ

Abstract

　　Gauge　field　assoCiated　with　the　spacetime　dependent　therma1　Bo－

goliubov　transformation　is　introduced　and　the　minimal　interaction　of

it　is　derived．

　　The　subject　of　this　note　is　a　by－p：Qduct　of　the　work［11　which　I　did　ill

conaboratioll　wi　th　Professor　Umezawa　and　Dr．　Yamanaka　in　Edmonton　1as　t

summeL　There　we　proposed　a　way　to　extend　thermo丘eld　dynamics（TFD）

to　spatially　inhomogeneous　system．

　　In　TFD　we　have　two　ldllds　of　fields，　the　field　by　which　the　dynamics　of

the　system　is　described　and　one　which　has　the　thermal　vacuum　as　its　vac－

uuln．　These　two　fieldS　are　related　with　each　other　by　the　therma1　Bogoliubov

transformation　which　dependS　on　the　parameters　characterizing　the　thermaユ

state　of　the　system．　For　the　spatially　inhomogeneous　system，　these　parame－

teとs　and　hence　the　thermal　Bogohubov　transformation　must　depend　on　the

sPacetime　coordillates．　The　space－time　dependence　of　the　thermal　Bogoli－
ubov　tramsformation　leadS　the　’ 氏BncommutatiVity　of　the　derivation　With　re－

spect　to　space－time　coor（linates　and　the　transf〈）rma’tion．　This　motivates　us

to　introduce　a　gauge　field　assodated　with　the　thermal　BogoliubOv　transfor－

tnation　to　construct　the　covariant　derivative．　The　purpose　of　this　note　is　to

show　how　it　can　be　done．
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　　　tet　us　begin　by：ecapitulating　the　lesults　of　Re£1　to　sllow　how　to　con－

stmct　the　spacd－time　dependent　thermal　Bogliubov　transformation．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
　　　As　is㎞own［2】，the　therma1　Bogoliubov　transformation　matrix　B　con－

tains　the　three　parameters，　n糞，αん，sk．

　　　For　simplicity，　we《土oose　the　paticulaτvalues　ofα糞＝1and　5糞＝

（1／2）ln（1十π糞）．　Fbr　this《土oice，βhas　a　simple　fbrm　as

B【nkト
（1t：πドの・ （1）

Withσbeing　1（－1）for　bosonic（」eermionic）oper　ators・

　　The　tranSiormation　by　B　is　gener　ated　forma皿y　by　the　following　oper　ator

transformations：

α髪　＝　B－1［π為1岬敬

　　　＝　e一σ【隔念】¢一σoξ窒ε60θσ【穐盈】，

（2）

δ餐　＝　ξζB【n駕rμ

　　　＝　ビσ【叫1¢一σo屡cσOcσ1鴨念】，

where

σ。＝
ﾝ磁（ll）岬敬， （3a）

σ［η鳶】一ノ読η為鑑（0100）鯉ξ竃・
（3b）

Here　we　use　the　usu　al　thermal　doublet　notation［3】．
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　　T・　generalize　the　ab・ve・trans｛brmati・nも。　spatially　inh。m。gene・us　situ－

ations，　we　note　that　G　in　eq．（3b）can　be　rewritten［4】as

G国＝（　1Qπ）・ノガ揮η・み（‘，5；だ）
（4）

With

」（ち∫；F）一
i2美）3ノ泣乖・il・葱（ちx－・＋去づ）μ（8　乙）μレξ（ち5r一塁rガγ・

（5）

Here　the　fieldsξ（t，i）μandξ（t，5）μa【e　de丘ned　by

ξ（t，・・T；）・一（2肴、ノ・擁・’忌’‘’Wk～
（6a）

ξ（ち勾・一（2肴・1・擁ビ‘’”柳・
（6b）

which　obey　the　equaユもime　commutation　relation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　［ξ（　づt，　i）μ，ξ（¢，ジ）つσ＝δμンδ（i一ず），　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　　　　　　　　／◎

wh・・e［A，　B］｛m・ans・AB一σβ五・

　　hthe　time　depelldent　but　spatia皿y　homogeneous　case［2】，　we　introduce
the　time　depelldent　Bogoliubov　transf（）rmation　by　considering　nk　in　G［η糞｝，

hence　in」θ［nk］，　to　be　time　dependent．　F◎r　spatia皿y　inhomogeIleous　situation，
　

1t　seems　quite　natural　to　modify　the　generator　G［n鳶】by：eplacing　nk　in（4）
　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

wlth　the　space－time　dependentη鳶（ち5）…≡n（亡，5；た）．
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　　　Th・t，an・f・・mati・n・（2）With・thu・g・n・rali・ed・G［n（ち嬉局

mentum　miXing　Bogoliubov　transformations　［1，5］

　　　　　　　　　1
α灘（¢）μ＝

　　　　　　　（2π

　　　　　　　　　　　1
　　δ糞（t）μ＝

　　　　　　　　　（2π

1ead　the　m◎．

）、卿／df・層‘曲曇B口1［n（ち牙；去爾）］・v・一‘ω・‘ξゑ，

）、卿1d5・‘（蘭δ＆♂ω・’‘聴；去（蘭）r・・

（8α）

（8b）

which　assure　the　commut　ation　rel　ation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロの　　　　　ロゆ
［ak（t）P，δ‘（オ）レ】。＝δμ6（ん一り， （9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　りWe　note　that　n（t，5；k）is　expressed　as

　　　　　のn（ち5；k） NOーアα　
κ

　
L
2

　
　
一　

k

　
αア¢　

κ
　
1
7

　
　
十

　
　
k

　
一
αー0〈響

．
κ．

．
ε

輔
κ声　

＝

　　　Now　let　us　construct　the　field◎peratorsφ（t，f）andφ（t，5）for　the　csci1。

1at・r・variables　ak（t）　and　ak（t）as

　　　　　　　　　　1
φ（ち∫）P＝
　　　　　　　　　（2π）｝

揮・k（t）・・’k”’・

φ（㈲・一 if，）｝幽）・・騨画

　　　Bec　ause　of　eq．（9），the　field　operators　int：oduced　above　satisfy　the　canoni－

cal　commutation　ral　ation　for　a　type　1　field，　i．e．　field　which　contai　ns　only　the
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PO・iti・・f「・qu・n・y　p・rt・

　　　　　　　　　　　　　　　　　［φ（孟，f）μ，φ（t，ゴア）レ」＝：δμvδ（5－－ij）．　　　　　　　　　　　　　　（10）

　　By　taking　Fourier　transf（）rm　of　eq．（8），　we　getもhe　Bogoliubov　transfbrma－

tions　which　lelate　the　fieldsφ（t，∫）andφ（t，5）toξ（t，f）andξ（孟，∫）：

φ（　　　　　　　　　　1t・　x「）p　＝（2π）・例dπ・‘忌（’一のB→［n（ち去（5＋の；め］・・ξ（ちの・，（11・）

φ（t，　x一）・一 i2≒・例dズ・一‘嫡ξ㈲レB［n（ち1（f＋の；濯）r・・（u6）

　　The　inverse　transfbrmations　to　eq．（ユ1）are　given　by

ξ（ちx・・一
i21）、岬疋・‘R’（…一のB［h（ち圭（5＋の；k）】μφ（ちの〃，（12・）

ξ㈹・一（　1－2π）・岬ぴ（’一『）殉ンB－1正n（ち1（f＋の3寿）］”・・（126）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
The　space－time　depedence　ofη（ち∫；k）gives　rise　to　the　nonc。mmutatiV一

ロ

1ty　of　the　Bogoliubov　transfomation（11）and　the　derivations　with　respect　to

spac←time　coordinates：

∂・φ（　　　　　　　　1ち∫）P＋　　　　　　　（2π）・例4寿・‘惹㈹a・n（ち圭（5＋の；瞬レφ㈲レ

　　　　　　　　　　　ー（21）・岬疋・‘脚β一1［η（ち圭（5＋の；F）】・v∂・ξ（t，の・，

121



日治’IY’愚∠　stti－　pm出ミA　sttT　No．28

212

（13α）

鉱φ（　　　　　　　　　　　　1ち勾μ一 i2π）、岬寿・‘得（’『の・・n（ち1（∫＋の；F）φ（ちの・罵・

　　　　　　　　　一（2≒・岬寿・葡’忌（t一の姥ξ（ちのシB【η（t・1（∫＋の；F）］レ・，

（13b）

where

M・一
iσ　一11　一σ）・

Here　the　derivative　operator　Oa　is　defined　by

a・一 o譲‘ α＝i＝：1，2，3

α＝0
（14）

and　the　fbnowing　notation　is　aユso　used：

∂・η（ち圭（i＋の；寿）一∂1、η（亡繭

　　　　　　　●
刃＝｝（i＋の

（15）

The　n。ncommutatiVity。f　the　derivati。ns　and　the　1ocal（sp㏄←time　de一

圓ent）symmetry　transformations　is　c。㎜。n　sto町in　gauge　theory　formal－

ism．　This　entice　us　to　introduce　gauge　fields　assodated　with　the　space－time

dependent　thermaユBogoliubov　transf〈）rmation（11）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　Let・us・c・面de：new五elds五。（ち嚇）and・assume・that・these・A。　aτe　tra囎一

f（）rmed　like
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　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロの

Aa（ち翌；k）→ノ1α（¢，5；ん）一‘∂αn（亡，5；ん） （16）

under　the　thermal　Bogoliubov　transformatoion　which　trans’forms

ξ（　のt，　i）μ→φ（t，5）μ． （17）

By　using　Aαthus　introduced，　we　define　the　operator　1）αby

Dα∫（t，i）P≡∂αノ（t，5）P

－（1．）卿擁胸孟・（ち1圃；輸緋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18）

　　Then，　from　eq．（13）and　e（1．（ユ6），　the　operator　D。　thus　defined　has　the

simple　transf（）rmation　property

Daξ（t，i）P→1）αφ（t，i）μ （19）

under　the　transfbrmation（11），　so　that　the　opeator　Dαin（18）gives　the

covariant　derivative　with　respect　to　the　termaユBogoliubQv　tran5fbrmation
（ユ1）．

　　The　minimaユcoupling　of　the　gauge　field　Aαto　the丘eldφcan　be　derived
　

mthe　usuaユway，　that　is，　by　replacing∂a　with　Dαin　the　Lag：angian　which
is　invaτiant　under　the　globa1　tr　ansformation．

　　Fo：the　simplest　example，　we　take　a　free　Sch：～5dinger　field　which　has　the

TFD　Larangian　density，
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L・一声∫｛輌・哉φ（ち司・－2義（＆爾・）（a・ip（ち5）・）｝・
（20）

　　　　　　　　　　の　　　Clearly　Lo　is　invariant　under　a　globa1（w三thη先not　depending　on　the

space－time　coordiates）thermal　Bogoliubov　transf（）rmation．　We　can　tum

this　invariance　into　one　under　locaユ（withη糞depending　on　the　spac“time

coor（linate）transfbrmation（11）by　replacing∂αwith　Dα，to　get

L　＝

＝

声5｛輌・D・φ（ち司・－2蓋（D・6（・，5）・）（D・φ（ち司・）｝

L・一吻揮ρQ（爾五・（オ・痢

一‘声魂だゴQ・（　　ロリ　　　　　　　　　　 ロゆ

ｿ∫；た）．A‘（ち3；k），・

（21）

with

炉（1．）、声脚（ち5＋ic5・M・・”ip（ち5－ig5・，
（22a）

．　　　　　1

3Q‘＝ i2π）・

∫嫁・・忌♂2乱｛易φ（ち∫＋去95・M6・・φ（ちi一去el・，

　　　　　　　　　－6（ちi＋姜95・M8・a・φ（ち3一去6・｝・

（22b）

　　　We　note　that，　in　the　r．h．s．

because　of　the　identity

of（21），　the　term　quadratic　in　Aαvanishes
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M8　＝o． （23）

　　The　second　and　the　third　terms　of　the　r．h．s．　of　eq．（21）gives　the　minimal

coupling　of　the　gauge　field　to　the　fieldφ．

　　Thus　we　have　been　able　to　int：oduce　the　gauge　field　associated　with　the

therma1　Bogoliubov　transformation　and　to　eonstruct　its　minima1　interac　tion

alOng　a　COnVentiOnaユway．

　　We　remain　With　the　question　of　the　physical　interpretation　of　this　gauge

五eld．、

　　　Here　sve　note　only　that　the　Umezawa，s　thermaユenergy［2，6】（i？（t）is　writ－

ten　by　using　PQ　in　eq．（22a）as

9（t）一ψψズ∂・η（爾ρQ（爾・

　　This　suggests　the　possibility　that　we　may　be　able　to　interpret　our　gauge

丘eld　as　some　thermodynamical　force．　This　must　be　a　v6ry　interesting　prob－

1em　left　ill　the　future．

　　1　woUld　like　to　thank　Professors　P．　Sodano　alld　S．　DeLillo　for　invi　ting　me

to　the　WrkShop　on　Field　Theory　and　Collective　Pheno］niena　held　in　Perugia．
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We　study　the　invadancc　ofthemo藪eld　dyuamics（TFD）fbr　equilibrium　systems　uadeτ［oca［騨uge　tra鵬lbmatioas．　We　show

that　wheΩre＄tr｛cted　to　a　convenienUy　constrained　subspace　ofthema15tates，　TFD　has　the　structure　ofa　gauge　theory，　th¢gau呂e

vector　ficld　playing　the　role　of　Ulc　reservoiπcsp◎nse　to　the　system　dynaπ1ic5．

　Since　many　years　the　development　ofquantum　field

theory（QFr）at　finite　temperature　has　attracted

much　interest［1】in　view　of　the　incretising　number

of　applicatiens．　Originally　stimulated　by　condensed

matter　physics，　the　studies　of　themal　QFr　have　been

extended　so　to　cover　subjects　of　interest　to　high　en。

ergy　physics，　cosmol◎gy，　phase　transitions　in　the　early

Universe，　etc．　On　the　other　hand，　non・equilibrium

systems　alld　dissipative　phenomena，　both孟n　energy

physics　as　well　as　in　condensed　matter　physics，　also

require　a　deeper　understanding　of　themal　quantum

the。ries　［2】．ln　recent　years　much　w。rk・has・been・de－

voted　to　thermo　field　dynamics（TFD）【3】which　is

areah三me　fbmulation　of　thermal　QFr　fbr　equilib・

rlum【4】as　wel1　as　for　non－equilibrium　and　dissipa・

tive　systems凱11，7，8】．In　the　framework　ofTFD，　new

concepts　have　also　been　introduced　which　express　a

tlme．dependent　quasi。particle　picture　as　the　cou－

Pling　to　an　external（dassica1）gauge　field［9】and

thus　£ocus　the　attention　to　the　geometrical　structure

of　thermal　field　theories．　Moreover，　spatially　inho－

Mogeneous　thermal　phenomena　have　been　the　sub－

Ject　of　recent　work　in　TFD【7】and　a　fu　rther　analysis

of　the　symmetry　of　the　theory　under　space。depen・

IE・mail　address：CELEGHINI＠FI．INFN．IT．

”　N・n－eq・ilibri。m・th，，r，al・field　the。ry．u・i。g・TFD・forrn・li，m

　has　been　studied　in　rnany　papers．　Arnong　the　oldest　ones　wc

　quote　ref’【5】．Arecent　one　is　ref，【61．See　also　ref，【7】．

de飢Bogoliubov　transfbmations量s　required．

　In　this　paper　we　want　to　touch　one　more　point　of

contact　of　thermal　qロantum　theory　with　gauge　the－

ory．　Our　main　observation量s　the　fbllowing．1且TFD

the　matrix　elements　of　the　Iagrangian　are　always　in。

variant　under　local　gauge（i．e．10cal　phase）transfor－

mations　provided　the　space　of　the　physical　thermal

states　is　rest豆cted　to　the　subspace　H，h　Qf　states　con－

≦trained　by　the　condiτion　（α↑α＿がδ）lPhys＞＝0．

Here，　as　usual，　the　tilde－operators　denote　the　degrees

offreedom　which　are　in！roduced　in　TFD　to　6‘double”

the　system．　In　the　fbnowing　the　tilde・system　will　be

denoted　as　the　thermal　reservoir，　according　to　a　pos●

sible　interpretation　of　the　tilde－degrees，　of　freedom

【3，4】，although　it　could　be　more　appropria！e　simply

to　speak　of　the　tilde・5ymme！ric　system　leaving　apart

the　thermal　bath　interpretation　l　5】．As　a　matter　of

血α，it　is　the　presence　of　the　tilde・kinematical　tem

in　the　TFD　Iagrangian　which　is　responsible｛br　the

local　gauge　invariance　of　the　theory　in　H、h。　We　will

then　show　that　in　H【h　the　tilde・kinematical　tem　in

the　lagrangian　may　be　replaced　by　the　minimal　cou・

pling　between　the　system　field　and　a　vector　field

Aμ（．r）．　Our　analysis　shows　that　such　a　vector　field

may　be　identified　with　the　conventional　vector　field

associated　with　a　compact　LiO　gauge　group（U（1）in

the　abelian　case　or　SU（η）in　the　non・abelian　one）．

　As　a　result，　TFD　appears　to　be　in　Hth　a　gaugご　the。

ory，　the　gauge丘eld、4μ　being　related　to　the　thermal

98
0370●2693192！＄05．00◎1992Elscvier　Science　Pub且ishers　B．v．　A」1　rights　reserved・
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bath　represented　by　the　t量1de・degrees　of　freedom．　For

simplicity　we　only　consider　here　equilibr三um　systems

and　therefbre　Bogoliubov　transfbmatlons　which　are

independent　of　space　and　time．　In　a　subsequent　pa－

per　we　Will　show　that　our　statement　holds　alSo　for　non－

equilibrium　systems．

　For　simplicity　a臓d　to　be　specific　We　start　by　consid－

ering　the　lagrangian　of　the　massless　free　Dirac　field

in　standard　non・themal　QFr：

L＝一ψγμδ。レ．

The　U（1）local　gauge　transforrnation　is

bV（X）→exp【igα（X）】Vt（x）．

「Under（2）L　transforms　as

L→L’＝L－ig∂μα（x）tV（x）γ，v（x）．

（1）

（2）

（3）

The　common　story　is　that　to　make　L　invariant　under

（2），We　have　to　introduce　in　L　the　coupling　of　the

currentノμ　＝　ilp），μW　with　the　gauge　yector！Aμ　such　that，

whenΨ（x）transf（）ms　as　in　eq．（2），ノμ（x）Aμ（x）

transforms　as

8解（x）Aμ（x）→81’P（x）Aμ（x）十＆1’”（x）∂μα（x），　（4）

i．e．

A、（x）→A。（x）＋a。α（x）． （5）

The　lagrangian　L8　so　modified　is　invariant　under　the

U（1）local　gauge　transformations（2）and（5）：

ム8昌一吻μ∂〃＋igsP7μvA。，　L8→L乙＝五3． （6）

If　one　wants　A，　to　be　a　dynamical　field　then　the　ki－

nematical　tem－iFPPF．．　has　also　to　be　added　to　the

lagrangian（6）in　the　well　known　fashion．

　We　now　consider　TFD　fbr　equilibrium　systems．　It

is　wen　known　that　one　has’to　d叩産icate　the　physica1

degrees　of　freedom，　which　is　d◎ne　by　introducing　the

tilde●field　ψ（x）　and　the　tilde　lagrangian．　The

lagrangian｛br　the　massless　free　Dirac　theory　at　finite

temperature　is　then　9iven　by

ムL一ムー卿・a。叶の・a、ψ． （7）

The　original　motivation　to　introduce　the　tilde－field

ψ（x）is　to　obtain　statistical　averages　of　physical　ob－

servables　A　as　expectation　yalues　of　the　“thermal

vacuum”
P0「 iθ）〉：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tr（！l　exp【一βH】）

〈0（θ）IAIO（θ）〉＝〈A＞＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tr（exp［一β月1）

（8）

　In　general，　the　tilde噂field　is　thus　an　auxiliary　field

and　the　tilde・system　is　a　copy（with　the　same　spec．

trum　and　couplings）of　the　physical　system．　Cou．

pling　of　the　physical　f1eld｛μ（x）with　the　ti！de　f…eld

ψ（x）is　not　allowed　in　L．　The　themal　vacuu叫h。w－

ever，　apPears　as　a　condensate　of　couples　of　physical

and　tilde－field　quanta；in　a　simplified　notation

lO（θ）＞is　written　as

IO（θ）〉＝n（cos　ek十sinθな4繊）10＞．

　　　　　　　　k

（9）

Here　a†andδ†denote　the　creation　operators　associ・

ated　to　lμandψ，　respectively；a11　quantum　number

indices　are　supPressed　except　momentum．　The　state

lO（θ）＞is　the　vacuum　with　respect　to　the　fields

lPt（e，　x）and｛i7（e，　x）obtained　by　a　Bogoliubov　trans・

formation　from　V（x）andψ（x），　respectively：

｛Pf（e，　x）＝B－1（θ）bet（x）B（θ），

ψ（e，x）＝β一且（θ）ψ（x）B（θ）． （10）

　In　this　paper　we　only　consider　Bogoliubov　trans・

fbmations　whose　parameterθis　independent　of

space－time。　The　space　of　states　constructed　out　of

lO（θ）＞by　repeated　applications　of　creation　opera，

tors　of　V（e，　x）andψ（e，　x）will　be　called　the　finite

temperature　representation｛’10（θ）〉｝．

　The　following　relation　holds　fbr　the　thermal

vacuum：

（4芝α々一磁紀）10（θ）〉＝0． （11）

In　the　fbllowing　we　will　consider山e　subspace

Hlh⊂｛10（θ）〉｝made◎f　all　the　states　l　4＞th，　includ・

ing　l　O（θ）〉，such　that　eq．（11）holds　fbr　any　l　4＞th・

In　Hth　we　have　fbr　example

〈ノ。（x）＞1、＝〈五（x）〉，、，　　　　　（12）

where〈〉星h　denotes　matrix　elements　in　H竃h．　We　oレ

serve　that　H鳳h　is　invariant　under　the　dynamics　de・

scribed　by　L（even　in　the　more　general　case　in　which

some　interaction　tem　is　present　in∠：provided　the

charge　is　conserved）．　We　now　notice　that　due　to　eq・

（12）the　matrix　elements　in　H血of　the　TFD　lagran9・

ian　equation（7）（as　well　as　ofamore　general　lagra11’

gian　than　the　simple　one　presently　considered）are
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invariant　under　the　simultaneous　local　gauge　trans・

f（）rmations　of　the　V　andψ　fields　given　by　eq．（2）and

by

ψ（x）→exp〔i8α（x）】¢7（x）

respectively．　Thus，　under（2）and（13）

＜L＞山→〈L’〉山＝〈t＞：h　in　Hth．・

（13）

（14）

In　the　fbllowing，　eq岨1ities　between　matrix　elements

in　H罵h，　say〈A＞巳h＝〈8＞伽・will　be　denoted　as・A…1　B

and　called　themal　weak（th・w－）equalities．　We　thus

see　lhat　the　temのμ∂μUt　Plays　a　crucia1　role　in　the

th・w・gauge　invariance　ofL　under（2）and（13）since

it　tra亘sfbms　in　such　a　way　to　compensate　the　local

gauge　transfbmation　of　the　phys童cal　kinematical

te1m，1．e。

ジ（κ）γμa、ψ（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り→ψ（κ）γμ∂。ψ（x）＋8∂Eα（x）ノ。（x）．　　（15）

This　motivates　us　to　introduce　the　vector　field！t缶　by

gy’fl（x）AS（x）》（x）i・i’∂μψ（x），

　μ＝1，2，3，4．　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

The　bar　overμmeans，　here　and　in　the　fbllowing，　no

summation．　Due　to　eq．（15）A缶thus　introduced

transforms　as

バ缶（x）→A舞（x）＋a、α（x），　　　　　（17）

when（2）and（13）are　implemented．　This　suggests

to　us　to　assume　that　141　can　be　ident孟fied　with　the

conventional　U（1）gauge　vector　field．　We　shall　now

confirm　that　this　identification　does　not　contradict

（is　consistent　with）TFD　when　we　resthct　ourselves

to　the　th－w－equalities，　i．e．　to　matrix　elernents　in　Hth．

To　this　aim　let　us　first　observe　that　matrix　elements

of　physical　observables，　which　in　TFD　are　not　fヒnc・

tlons　of　the　tilde－field，　but’ 唐盾撃?撃凵@of　the　IPf（．r）field，

are　not　changed　by　the　introduction　of　the　assump－
，

tlon（16），　and　therefbre，　also　their　statistical　aver．

ages，　whose　computation　is　the　main　motlvation　of

TFD，　are　not　changed；the　reason　fbr　this　is　that　the

posltion（16）does　no：change！he　themal　vacuum

structure．　Next，　we　have．to　show　that　the　conserva－

tlon　laws　implied　by　the　TFD　scheme　are　also　pre・

se「ved　as　th・w－equalities　when　the　posit三〇n（16）is

ad。pt・d・1・the・imp1・cl，・・e。f・q．（7）h・・e　c。・・id－

ered，　we　have　the　current　conservation　laws：

　　　　　　　　　　　　り∂与。（x）＝0，aヴ。（κ）＝0． （18a，b）

From　the　Dirac　equation　fbr　the　W　field　coupled　to

A；，

アμ　 aμbet（x）　＝igyμsv（．r）A缶（x）　　，

we　have，

s7（x）γμ　aμΨ（x）　＝i8ψ（x）7μv（x）A　1（x）

窪ウ（x）γμa。ψ（x），

（19）

（20）

where　the　position（16）has　also　been　used．　Since

＜ψγμ∂、の、ド〈のμ∂μψ〉、h，

from（20）we　obtain

ψ（x）γμ∂。レ（x）cr　i8Pt（x）γμv（x）A；（x）．

The　a（lj　oint　of（22）is

　　　　　　り
ψ（x）アμ∂。w（x）窪一igPt（x）γμur（x）A2（x），

γ芸＝γ。，

i．e．

∂ヴ、（x）主0．

（21）

（22）

（23）

（24a）

Similariy，　from　the　th・w－equality　in（20）and　its　ad一

JOInt　we　get

　　のaヴ，（x）1O． （24b）

Of　course，　we　could　derive　eq．（24a）f㌃omδヴμ富0，

wh1ch　directly　fbllow，　from（19），Eq．（24b）is　then

obtained　by　use　of　eq．（12）．Such　a　de貢vation，　how●

ever　does　not　involve（16）and　thus　does　not　give　us

infbrmations　on　its　consistency，　We　observe　that　sub・

tracting　tem　by　tem　eqs．（22）and（23）we　obtain

the　th－w－equality　i＆ノμA缶orgμ9Tμwhere　TPv　is　the

energy－momentum　tensor［10】．

　In　the　case　A　l　does　not　represent　just　an　external

field　but　is　indeed　a　dynamical　field，　from　the　as・

sumption　that！銘rnay　be　identified　with　the　U（1）

gauge　vector　field，　we　have

∂’F舞v（x）＝　一一　9ノμ（x）・ （25）

Then，　one　more　route　may　be　followed　to　sh◎w　that

the　c◎nservation　laws　implied　by　TFD　are　preserved

as　th－w。equality　when　the　position（16）is　adopted．

By硯ultiplying　both　sides　of　eq．（25）by　A缶and　by

us三ng（16）we　have
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（26）

Under　gauge　transfbrmation（with　aμα（x）≠0）this

gives

【aVFh”（x）】∂μα（x）≧－9履（x）∂401（x）　　　　　（27）

i．e．

　　　　　　　　　　　ロa呪。（x）窪一訪（x）．

Use　ofeq．（12）also　gives

（28）

aμF舞タ（x）窪一8ノμ（x）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

From　eqs．（28）and（29）we　thus　obtain　the　TFD

conservation　laws，　eqs．（18），restricted　to　H罵h，　namely

eqs．（24）．Note　that　eq．（24a）also　holds‘‘stronglジ，

as　it　can　be　directly　derived　ffrom　eq．（25）．TLen　eqs．

（24）may　be　again　derived　by　using　also　eq．（12），

Eq．（16），however，　is　not　used　in　this　case．

　By　choosing　the　Lorentz　gauge，　from　eq．（29）we

also　obtain

ロA缶（x）z一轟（x），δ慨（x）＝O・　　（30）

We　further　observe　that　under　our　assumptions　ob・

servables　are　invariant　under　gauge　transfbrmations，

The飴ct　that　eqs．（19）and（29）hold　in　H，h　suggests

to　us　to　adopt　in　Hth　the　following　lagrangian：

ご‘＝一量F’μF気γ一ψツμ∂μ》ノ十i8ψツμ悌A缶

　inH竃h．　　　　　　　　　　　　　　　　　．（31）

In　conclus三〇n　the　TFD　lagrangian（7）has　been　sub・

stituted　in　H旦h　by　the　lagrangian（31）which　clearly

shows　the　intrinsic　gauge　properties　of　TFD，　It童s　in・

teresting　that　the　kinematical　tem　ofthe　tilde。degree

of　freedorn　disappeared　from　the　gauge　lagrangian

（31），although　its　role　is　crucial　in　detemining　the

structure　of　the　states　belo血ging　to　H監h（cf：eqs．（9）

and（11））．　We　also　observe　that　due　to　the　minimal

coupling　an　interaction　tem　has　been　introduced　in

（31），although　it　was　absent　in　the　Qrigina里lagrang・

ian（7）（in　our　case　a　free　field　theory），　a　feature

which　is　common　with　the　standard　introduction　of

the　minimal　coupling　in　the　usual　gauge　theo1ies．　In

the　present　case，　the　fact　that　the　tilde・kinematicaI

term　is　replaced　by　the　gauge　field℃urrent　coupling，

although　in　a　th－w・sense，　suggests　that　the　gauge　field

、4をmay　play璽he　role　of‘‘thermar’reservoir　analo・
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gous　to　the　one　of　the　tilde。system　in　the　standard

TFD．　In　this　respect　it　is　interesting　to　observe　that

eq．（28）relates　variations　of　the　gauge　field　tensor

F；．t・the“resery。ir”cuπentル

　Our　conclusions　also　hold　t則e　in　the　case　ofamas．

sive　Dirac　fieId．　In　such　a　case　in　eq．（31）the　terms

－〃ψψand－〃ψレwill　be　added　to　L8．　Finally，　we

observe　that　in　the　case　of　an　interaction　term　in　the

starting　Iagrangian（7）Z：to、＝∠1十」乙置，∠：：＝LI一ご1，　the

above　discussion　and　assumptions　still　hold　pro．

vided　Hth　is　an　invariant　subspace　under　the　dynam－

ics　described　by∠二tot．

　1！i　view　of　the　th－w－equivalence（in　the　sense　above

specif…ed）either　one　of　the　lagrangians（7）or（31）

may　be　used　in　physical　app1三cations，　according　to

computational　convenience．　The　case　ofthe　U（1）1か

cal　gauge　can　be　generalized　to　a　non。abelian　com・

pact　Lie　group　G，　say　fbr　simplicity　SU（2）．L創γand

pt　denote　two　spinor　doublet　fields　transforming　un・

der　SU（2）as

ψ・（．r）→exp［i8Ct（x）・t】SPt（x），　　　　　　　　　　　　（32a）

｛ik→eXP’［igCt（x）”］ψ（x），　ゴ＝圭τ．　　　　　　　　　（32b）

Then　the　above　discussion　fbr　U（1）is　generalized　to

SU（2）provided　the　position（16）is　replaced　by

gy°μ・∠鮮が∂1fl　IP，　　　　　　　（33）

whereノμ　”　ili77！μ　tlff．　Due　to（32）the　gauge　fieldAk（．r）

tτansfo『ms　as

Al（x）→！IZ（κ）十∂μ｛z（x）十8濯μ（κ）A¢（x），　　（34）

fbr　infinitesimal　transfbrmations，　which　is　indeed　the

usual　in飯nitesimal　transformation　propeロy角r

SU（2）Yang－Mills　gauge　field．

　We　have　considered　spinor　fields　y　and　pt　until　now．

Our　discussion　can　be　however　extended　to　include

the　case　of　complex　scalar　fieldφor　else　the　non－re－

1ativistic　Schr6dinger　case．　For　shortness，　we　simPly

　　　　　　　　　　　ロ　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

report　the　posltlon　whlch　replaces　the　assumpuon
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ（16）in　the　U（1）case；fbr　the　scalar　field　our　pos1・

tion　is

8【（aμφ）†φ一φ†（∂lpφ）］A’μ・一・92φ†iPAhA’Pt

　　≡≡（θ4¢一）↑（a戸φr），　μ＝0，1，2，3．　　　　　　　　　　（35）

In　the　Schr6dinger　case　a　position　similar　to　eq．（35）

is　assumed，　pr。vided　¢　denotes　the　wave－fUnCti。n　and

∂戸represents　on韮y　the　spatial　derivatives（μ＝1，2，3）・
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　In　conclusion　we　have　shown　that　the　tilde・kine－

matical　term　in　the　TFD　lagrangian　can　be　replaced

by　the　minimal　coupiing　of　the　system　field　with　a

gauge　vector　field　in　the　subspace　H，h　of　states　with

even　number　of　tilde　and　non－tilde　particles．　This　has

been　possible　due　to　the　local　gauge　inyariance　ofTFD

in　H覧h．　Our　main　result　is　thereforg　that　in　Hth　finite

temperature　QFT　has　the　structure　ofagauge　theory，

the　gauge　vector　field　playing　the　role　of　the　6‘reser－

voir”response　to　the　system　dynamics。　It　is　an三nter－

esting　question　to　ask　if，　on　the　converse，　any　gauge

theory　also　describes　themmal　effヒcts　in　some　sロb－

space　of　states．
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We　discuss　the　gauge　structure　of　real　timc　rherrnal　qua飢um　field　theory（themlo丘eld　dynamics）for　dissipative　and　inho－

mogcneous　systems．　Wc　show　lhat　a◎ovariant　derivalive　may　be　convenieロtly　intrOduced　in　order　to　recover　the　invariance　of

the　iagrangian　undαspace－time《1cpendent　Bogoliubov　transfbrmations．1！1　thc　case　of　inbomogeneous　systems，　although　we

rccovcτcano穐玉cal　com1nutation　rdations，　the　problem　of　non．10cality　of　the　gauge丘eld　rernains　opea．

　The　study　of　non・equilibrium　systems　and　dissipative　phenomena　is　of　interest　to　high　energy　physics，　cos・

mology，　phase　transitions　in　the　early　Universe，　as　well　as　to　sohd　state　physics．　Much　work　has　been　devoted

to　the　study　of　quantum　field　theory（QFT）at　finite　temperature　to　analyse　the．mathematical　structure　of　the

theory　and　to　develop　a　useful　computational　technique　l　1，21，both　fbr　equilibrium　and　non－equilibrium　sys・

tems．　In　a　recent　paper【3】it　has　been　shown　that　the　real　time　fomiulation　of　rhermal　quantum　field　theory，

i．e．　themo∬eld　dynamics（TFD）［4，5］，has　the　structure　of　a　gauge　theory　provided　a　convenient　restriction

of　the　state　space　is　adopted（the　therma1　state　subspace　Hth）．There，　only　equilibrium　systems　and　space－time・

independent　Bogoliubov　transformatioηs　were　considered．　On　the　other　hand，　non。equilibrium　systems，　dissi・

pative　regimes　and　non－homogeneous　heat　conduction　may　require　the　introduction　oftirne・，　space－and　space－

t1me－dependent　Bogoliubov　transformations　in　TFD　＃i［9－12】．The　purpose　ofthis　paper　is　to　discuss　the　gauge

symmetry　properties　ofTFD　with　space－time・dependent　Bogoliubov　transforrnations．　We　will　use　in　the　fbllow・

ing　the　usual　themal　doublet　notation

ζ崖（t）窩（ζ，（’），81（ご））・，　ξ妻（t）＝（ζ1（’），一る（ご）），

with　the　operators　ek　and　＆，　acting　on　the　Fock　space　with　vacuum　l　O＞：QIO＞＝0，ζlO＞＝0．

　　The　rilde・operator　＆，　is　introduced　to　“double”　the　e－system　and　is　needed　to　treat　finite　temperature　prob－

lems　according　to　general　rules［4－8】on　which　we　do　not　insist　f（）r　sake　of　shormess．　The　key　point　in　TFD　ls

that　thermal　statistica1　averages　are　computed　as　expectation　values　in　the　thermal　vacuum　i　O（θ）＞and　the

tilde－◎perators　are　crucial　in　computing　traces．

　　The　tilde－degree　of　freedom　has　been　shown　to　play　an　essential　role　in　the　gauge　invariance　properties　of　the

theory　in　the　case　stud呈ed　in　re£〔31．In　particular　it　has　been　shown　that　the　tilde。1dnematical　tem　in　the　TFD

lagrangian　may　be　substituted　by　the　coupling　term　between　the　gauge　field　and　the　matter　field；e．g．　in　the　case

ofa　spinor　field　we　have　the　equality　between　the　matrix　elements　in　Hth［3】：

〈幻％（x）〉叙ψ（x）〆a4ψ（x）〉，　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

where　the　bar　over　pt　means　no　surnmation．

81Nontquilibrium　therTnal　fieid　thcory　using　the　TFD　fbmaiism　has　becn　studied　in　many　papers．　Among　rhe　oldest　ones　we　quo‘c

　　ref．【6】．Arccent　ono　is　refi【7】．Sec　aIso　refs．【8，9】．

0370■2693／93／＄06．00◎1993Elscvier　SCience　Publishers　8．v，　Atl　rights　reserved．
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Let　Bk（θ（κ，∫））μbe　the　matdx　associated　with　the　space－time・dependent　Bogoliubov　trans偽mation．　The

parameterθals◎depe取ds　on　temperature，　a且though　this　is　omitted　in　our　notation．　Moreover，　in　the　fbllowing

we　will　use　lhe　shortened　notation　Bk（x，’）μワ．　We面te　the　Bogoliubov　trans飴mation　as

ak（x，t）μ＝1β云「K（κ，　t）】μヴζ紀（ご）”，　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

where

　　　　　　　　　　　　t
e，，（t）・・exp（一・∫dSt・k（・））ζ£・

　　　　　　　　　　　　o

【戯（t）μ，〈（’）つ＝δ陶δμ．

The　form　of　Bk（x，t）””　will　be　specified　in　the　following．

　The　fields　corresponding　toζ髭（ご）and　toα髭（のare

・・t（・，’）・・（・・）一・1・
轣E鳳（・）・e・p（一・ke），φ圃・一（・・）一…∫・…（’）・exp（一…）・

（3）

（4）

（5a，b）

　It　immediately　appears山at，　due　to　space　dependence　ofβ々（x，t）μv，α々（κ，　t）μandδ之（κ，’）μdo　not　satisfソthe

equal　time　canon三cal　commutations　relations；in　fact　we　have

【αな（x，t）μ，ご’（x’，ご）つ＝δた，［8尼置（x，∫）」B北（x’，∫）】μり≠δ匂δμン．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

We　will　see　in　the　f（）110wing　how　this　can　be　cured［9】．

We　will　divide　our　discussion　i級two　parts　leaving　the　inhomogeneous　case　auhe　end．　We　will丘rst　consider

the　case　of　dependence　of　Bll”only　on　time（and　temperature），β髭ツ＝β之（’）μ，　which　is　the　case　ofdissipation

ln　spatially　homogeneous　systems．　In　this　case　ak（‘）μandご髭（ご）μ　satisfy　canonical　commutation　relations．

　The　time　derivative　ofα髪（t）k　is　given　by

ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

】a‘o々（∫）μ＝tOkak（’）μ十i［β疋1（’）】μ〔βた（’）】ンσ4之ωσ＝【4々（’）μ，∬oω】十i【．8尼1（’）1μ［．8々（8）】レσα乏ωσ，　　（7）

with　the　hamiltonian　Ao（∫）given　by

R・（・）・∫・・ω・燃一∫・・ω・（・）a（・）・ζ・（・）・・∫・・ω綱・M・．
（8）

　In　eq．（7）we　used　also

如・＝［ζ、（’）・，A。（～）1．　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　Eq・（7）shows　that　the　hamiltQnian倉o（t）does　not　completely　controi　the　time　evolution　of　ak（ご）μ．　The

Heisenberg　equation　for　ak（’）μ　is　modified　by　the　introduction　of　rhe　last　term　in　rhe　RHS　ofeq．（7），We　may

lntroduce　the　operator

Ω・・∫…、（　　　　．t）μ【Bk－1（t）・、（・）】…、（・）・，

（10）

and　thus　include　this　tem　i飢he　commutator：

t　■

1α・（t）μ＝［ak（‘）・，　a。（‘）＋e】．　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

　The　operator　C　is　called　the　heat　operator［6－9】．Eq．（11）100ks　like　the　standard　Heisenberg　equation　fbr

tlMe　evolution　of　operators　in　QFT．　However，　the　operator　F＝」a，（’）十⊆～ls　to　be　understood　not　as　the　hami1－

tonian　but　as　the　free　energy　eperator　since　it　includes　the　heat　contriburion〔10】．It　can　be　shown　that　Bk（t）μ

may　be　given　by
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Bk（t）一
i1＋』1ω一rl（t））・

with　nk（t）the　particle　number．　The　heat　operator　is　then

c・・∫蜘）・・（・）・（ゴ1）μα・（・）…

（12）

（13）

Peれurbation　techniques　in　tems　of　the　Feynman　diagrams　may　be　developed　whenρis　included　in　the

unperturbed　harniltonian　and　an　additional　perturbation　term　Hl　is　considered．　The　renomahzation　cQndition

leads　then　to　the　kinetic　equation　fbr　nk（t）［91，

　The　above　discussion　shows　thaロhe　theory　is　not　invariant　under　time－dependent　Bogoliubov　transfbrma。

tions．　In　particular，　time　evolution　is　non－hamiltonian　as　shown　by　eq．（7）and　as　expected，　since　we　are　dealing

with　dissipative　phenOmena．　When　dealing　with　physical　states　dissipation　of　course　pr◎duces　damping；lbr

example，　the　vacuum　is　unstable　under　time　evolution［101．　Therefore　we　may　ask　the　question　whether　a

covariant　time　derivative　may　be　consistently　introduced　to　recover　the　invariance　ofthe　lagrangian　under　time・

dependent　Bogoliubov　transformations．　We　will　show　that　this　is　possible．　We　will　follow　two　different　ways

which　lead　us　to　the　sa瓜e　resuit．

　　First　we　introduce　the　field浸o（t，　k）which　transfbrms　as

！｛o（ご，k）→Ao（t，　k）－iatnk（’），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14a）

when

ζん（t）μ→ak（t）μ＝［B一且（t）】μ”　ek（’）v．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14b）

　　The　covariant　derivative　D‘（x，　t）μンis　then　defined　as　fbllows：

D，（x，ご）μ1μ（x，ご）v

・∫・｛・μδ（・一・）∂’一・（・・）一・∫・k・xp【・k（・一・）］A・（・，k）（：萌剛・　（15）

By　using　the　relation

【蜘・・（・）】μ＝・・（・）（：ll），
（16）

we　see　indeed　that　Dk（x，　t）””　has　the　proper　transformation　property　when（14）are　implernented：

D、（・，’）・Y・（・，・）・・（・・）一…
轣@dk　D，（・k）・va（・）v・xp醐

一（・・）一…
轣E・【・一・（・）｝・つ，（t，・k）μ〃ζ・（・）・e・p（・ke）・D、（・，・）・vφ（・，・）〃，　　　（17・）

D・（・k）・・一・μ・・一・卿）（ゴ1）”v・　　　　　　（17b）

　　This　fact　together　with　eq．（14a）sugges’ts　to　identify！lo（f，た）as　a　gauge行eld［13】．Ifwe　consider　fbr　example

the　kinetic　tem∫d’（Lζiψ（x，t）μa〃（x，　t）μin　the　Schr6dinger　lagrangian，　the‘‘minimal　coupling”introduced

through　the　covariant　de点vative　Df（x，のμis

（・・）一・
轣Etdr・・酬らκ）・（・，・，t）・xp齢一・）】，

（18）
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with・the　densityρ（x，　y，　t）given　by

岬）綱・
i　　　1　1－1　1）””　v（箔・）〃・

（19）

　In　conclusion　we　have　shown　that　if　we　want　to　recover　the　invariance　under　time。dependent　Bogoliubov

transfbmation　we　may　proceed　as　in．the　conventional　case　where　the　invariance　under　tim6dependent　phase

竃ransfbmation　may　be　recovered　through　the　introduction　of　a　gauge行eld．

　We　now　observe　that　by　using　the　result　of　refl　［3］we　may　also　fbllow　an　altemative　way　to　construct　the

covariant　derivative　reaching　the　same　result　as　above．

　First　we“double”the　V　degree　of　freedom　by　introducing　the　Ut’（x，‘）μfield．　We　use　the　doublet　notation

ザ’μ＝（ザ’『’，），リア，μ鴇（り〆’†　　一¢ア’）and　put　lグμゴ＝（膨μ　》ア’μ）＝（1グ　ψ†　￥ノ’†　一ψρ’），ψμご＝（ψμ　　一Vノ’μ）＝

（Ψ†一ψ　一ザ’－ti7”†），　with』1，2　labelling　the　V　and　the　Ut’degrees　of　freedom，　respect量vely。　With　this

choice　the　Bogoliubov．transf（）rmationβ（’）acts　o叫ノ’andヴ’in　the　same　way　as　on　W　andψ．　We　then　introduce

the　Bogoliubov　transformation　C（τ）with　the　parameterτindependent　ofspace－time．　For伍xedμwe　write

レ（r，x，t）μ」C－1（τ）びレ（x，ご）μi，　fixedμ，　｛i7（r，　x，　t）μ’＝lp7iU℃司（τ）”，　fixedμ．　　　　　　　　　　　　　　　（20a，b）

　　Let　us　denote　by　Hth＝｛10（f，τ）〉｝the　subspace　of　the　states　l＞竃h　such　that

UtPtqPt　l＞竃h＝【（ψ・†1グー－ti7†（i7）一（ψ漕†ψド，9－｛i7°，†¢ア，）】1＞しh＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20c）

We　note　that　the飴mψμ’ 撃o’　is　inyariant　under　both　the　Bogoliubov　transformations，βand　C．

　　We　then　observe　that　the　lagrangian　L＝L一かis　invariant　in　H、h　under　time－dependent　Bogoliubov　transfbr・

mationβ々（t）μdue　to　theヅ・kinematical　term．　We　introduce　next　the　fieldA。（ご，　k）A”　by　the　folloWing　position：

〈gek（ご）μL40（t，　k）μレζ」，（‘）り〉＝〈iξ，’た（ご）μδμv　a、ζ，’k（t）v＞　　　in　H象h．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

From　the　position（21）it　follows　that，　whenζ（’）transfo　rms　under　Bk（t）μ，　A。（～，た）μtrans飴ms　as

姻μ一A・（・・）……（・）（：H）Av，
（22）

1・e・by　putting

姻μ・姻（ゴ1）μ （23）

we　have

浸o（t，・k）→Ao（f，　た）　－ih，（ご）　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

which　is　the　same　as　eq．（14a）．The　covariant　deriva匡ive　D、（ご，ん）μis　therefbre　constructed　as　in　eq．（17b）and

when　working　wi山the　field　v（x，t）μwe　come　again　to　eq．（15）．

　We　now　tum　to　the　second　part　of　our　discussion．　Our　task　is　to　generalize　the　above　analysis　to　the　case　of

BQgoliubov　trans飴mation　depending　also　on　space．　we　will　follbw　ref．　l　g　1（see　also　re£［131）．　we　have

ηドη（x，　t，　k）and　8髭7嵩Bk（κ，‘）μ，　We　write　eq．（2）as

αな（t）μ＝exp（一σπ）exp（σo）ζ之（∫）μexp（Go）exp（σ岬），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

with

・一∫・ke：（？8）μ〃ζ髪，　G。＝∫己・d・・（x，・k）・（綱，
（26a，b）
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綱・（、1）、∫・η・xp（一・k・）酬・）・（86）””　・（t・・x・一　1・）・・　　　（26・）

　　The　can◎nical　commutation　relations　are　now　satisfied：

［ak（t）μ，　a－c（’）つ＝δkqδμ’．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

　　The　heat　operator（2　is　in　this　case

G（・一
i、1）・∫dr…k・exp［・・（・一・）】｛・（脚）・’・［1（・＋姻・ノ綱・x’・【1（・＋・）…】｝・（・・）

where　the　densityρ（κ，　y，　t）and　the　currentノ，（κ，　y，～）are

・（x，・y，　t）＝：　gl7（x，　t）・iゴD㌦（）…t）〃，　　　　　　（29・）

綱・1・［e・，・・－t（x・t）・（ゴ1）μ綱㌧ψ（x・・t）・（二H）μ・調］・　　（29b）

　　We　introduce　the　field　Aα（x，　t，た），α＝t，ご；』1，2，3，　whic血we　assume　transfbming　as

A。（x，　t，　k）→A。（x，らk）－i∂。n（x，らた）；　　　　　　　　　　　　　　（30）

when（25）is　implemented．

　　τhe　covariant　derivative　Da（x，‘）μis　nQw　defined　by

Dα（x，t）μ’q（κ，∫）レ

・｛∫・イ・μδ（・一・）・・一（、1）、∫・K・xp幽蝋（・一］（ゴ1）μ］｝姻・・（31）

and　we　have

Dα（x，’）μ膨（κ，’）v→Dα（x，ご）μφ（x，t）”．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

　　By　considering　as　an　example　the　Schr6dinger－like　lagrangian　we　have

・、・∫・・蜘（・，・）・Dr・・（x，・t）㌧1【D齢・）・】【Df…〈・，・・）・】｝

・∫・’蜘（・，・）・a，・・t（・，・）・－1［・．，・17（・，・）・】［∂．、・（・，・・1｝

・（1Qπ）・∫・・dw・・…xp［・K（・一・）Ml（　・），・，K】・（x・・y…）・＋A・［1（瑚川x，　y，　t）｝・（33）

　The　lagrangian（33）is　invariant　under（25）．

　　Again　we　obtain　the　above　result　by　fbllowing　ref．【3】：we　introduce　the　4ノ！－system　and　the　Bogo践ubov　trans・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tfomatlon　eq．（20）．In　the　TFD　lagrangianム＝L－一　L”　we　adopt　the　substitution

〈9ht（x，・t，・k）ρ（x，・t）〉富くi｛P”（・，‘）μδμa、ザ（・，ご）v＞，　　　　　　　　　　（34・）

　〈gA；〈x，！，　k）ノ；〈x，’）〉＝〈圭【ax、rSlデ’（x，‘）μ】［∂x，4ノ’（x，　t）μ】〉，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34b）

where　the　bar　over　i　means　no　summation　and　matrix　elements　are　computed　in　Hth．　From　eqs、（34）it　fbllows

that，曲en（25）is玉mplemented，ん（x，　t，　k）transforms　as　in　eq．（30）and　the　covariant　derivative　is　then

　constructed　as　in　eq．（31）．
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　Finally　we　note　that　the　kinematical　term　for　the　gauge　field　may　be　introduced　in　the　lagrangian　as一葦FpyF””

with　the　definition

Fa，・a。∫・・d糊（・＋・），x，・K】・・p［iK（・一・）】一・，∫・・dKA。【圭（・＋・），・κ】・xp【K（・一・）1・
（35）

We　would　like　to　close　this　paper　with　two　comments．　Although　we　have　shown　that　it　is　formally　possible　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
recover　the　gauge　invariance　under　space－time　Bogoliubov　transformations　in　the　theory　for　dissipative　inho－

mogeneous　systems，　and　it　is　also　possible　to　rewrite　the　gauge　coupling　terms　in　tems　of　doubling　the　degrees

of實eedom　in　the　sense　above　specified，　the　problem　ofnon・locality　of　the　gauge　field　in　the　case　of　inhomoge・

neous　systems　remains　open．　The　recovering　of　canonical　commutation　relations（c£eq，（6）and（27）），　and

thus　ofcausality，　is　only　a　first　step　fbrward　in　dealing　with　non・local　operators．　　’

Our　second　comment　deals　with　the　possibility　of　expressing　the　gauge　coupling　tems　in　tems　of　doubling

the　degrees　of　f｝eedom．　In　refs．［4，5］the　doubling　of　the　degrees　of　f｝eedom　is　crucial　in　order　to　introduce

finite　temperature　in　canonica1，　real　time　quantum　field　theory　and　the　doubled（tilde）degree　of　freedom　has

been　interpreted　sometime　as　the　reservolr　degree　of　freedom，　or　as　the‘‘holビcorresponding　to　a　physicaI

particle，　or　as　a血ndarnental　symmetry　of　the　theory　associated　with　the　thermal　degree　of　freedom【6－81．In

any　case，　it　has　been　possible　to　associate　some　physical　interpretation　to　the　mathematical　procedure　of‘‘doロー

bling”the　physical　system．　In　the　case　of　a　damped　hamonic　oscillator　this　procedure　is　k且own　to　be　of　c皿cial

relevance　if　one　pretends　to　write　a　lagrangian　fbr　the　system［10】．In　re£【31and　imhe　present　paper　a　new

feature　of　this　procedure　emerges，　namely　it　appears　that　it　is　related　with　the　local　gauge　structure　ofthe　theory．

However，　while　in　re£［3】amore　or　less　conventional［4－81interpretation　could　be　attached　to　the　doubled

（tilde）degree　of行eedom，　in　the　present　paper　it　seems　more　difficult　to　give　a　more　direct　physical　interpreta－

tion，　ifany，　to　theゾ，　except　its　relation　with　the　theory　gauge　structure．　This　point　deserves　further　investigation．
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Ma工dng　use　of　the　themo五dd　dy㎜㎡c8（TFD）we　fbrmulate　a　calculable　method
for　time－dependent　noneqUilibrium　systerns　in　a　time　representati。n（¢－representation）

rather　than　in　the鳶o－F〔）urier】陀pre8ent＆tion．　The　corrected　one－body　prop＆g＆tor　in　the

オーrepres㎝tation｝ias　the　form　of　B－1（diagonal　matrix）B（肌elng　a　th㎝組Bogo狂一

ubov　matrix）．　The　number　parameter　in　B　here　is　the　observed　number（the　Helse曲g
number）with　a且uctu＆tion．　W三th　the　usual　definition　of　the　on－she皿self－energy　a　seif－

cons三ste恥t　renormム騒z＆t三〇n　condit丘on　lead8　to　a　kinetic　equation　fbr　the　number　paぼam－

eter．　This　equation　tums　out　to　be　the　Boltumann　equat三〇n，　from　whiCh　the　entropy　law

fbnOW8．

1．introduction

Thermal　quantum　field　theories　are　now　attracting　the　attention　of　physicists　in

many　areas．1　Thermal　quantum　field　theories　fbr　equilibrium　states　are　now　well

established．2βHowever，　there　are　many　problems　which　are　waiting　fbr　a　prac－

tically　manageable　fbrmalism　fbr　time－dependent　thermal　phenomena．　If　there

should　appear，　in　a　short　time，　high　temperature　intermediate　states　in　high　energy

particle　reaction　as　many　physicists　have　speculated，　this　is　a　time－dependent　ther－

mal　phenomenon　in　an　isolated　system．　Theoretical　description　of　evolution　of　the

Univers6　also　requires　therma1　physics　in　an　iSolated　system．　There　are　many　other

problems　which　are　concerned　witb　our　common　experiences．　Many　pha8e　transi－

tions　accompany　change　in　thermal　8ituation．　These　phenomena　are　of　particular

significance　fbr　thermal　quantum　field　theories，　because　many　phase　transitions　are

changes　in　ordered　states　which　are　reSults　of　spontaneous　breakdown　of　symmetries・

．The　spontaneous　breakdown　of　symmetries　is　a　phenome耳on　intrinsically　associated’

with　quantum丘eld　theory，　because　it　is　caused　by　an　infinite　number　of　degrees
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of　freedom　in　quantum飛eld　8ystem8．　Therefbre，　it　suggests　the　significan6e　of

combining　quanもum　field　theorie8　and　thermal　degrees　of　freedom，　leading　us　to

thermal　quantum　field　theories　for　time－dependent　pbenomena．　It　is　observed　tbat

when　a　thermal　situation　is　not　homogeneous　in　space，　a　heat　conduction　starts．4

1f　we　were　able　to　extend　the　thermal　quanもum　6eld　theories　to　space－and　time

dependent　phenomena，　such　theories　would　provide　a　basis　fbr　beat　conduction．

Ultimately，　we　may　challenge　such　a　program．　However，　we　wish　to　cultivate　ther－

mal　qua珈m五eld　theories　step　by　8tep．　We　discuss　in　this　paper　an　extension　of

thermal　quantum　field　theories　to　time－dependent　phenomena　exclusively，　postpon－

ing　space－dependent　problem8　to　the　future．

　　　There　are　many　formulations　of　thermal　quantum　field　theories．　We　have　been

playing　our　game　with　thermo丘eld　dynamics（TFD）2　which　includes　both　opera。

tor　formalism　and　Green，s負mcもion　fbrmalism．　Accolding　to　our　experiences，　this

approach　prov童des　a　good　physical　intuition　of　what　we　are　doing．　Equilibrium

TFD　i8　fbrmulated　and　ha8　been　applied　to　practical　problems　successfully．　On

the　other　hand，　nonequi1重brium　TFD　formulation　iS　not　settled　yet　despite　our　pre－

ceding　attempts　of　Refs．5－8．　However，　it　tums　out　that　ouHecent　considerations

given　in　Ref　9　and，　in　preliminary　f（）rms，　in　R££7，　lead　us　to　a　simple　in　prin－

ciple　and　systematic　calculable　fbrmalism　of　nonequilibrium　TFD．　In　this　paper

we　for　the　first　time　give　this　new　formalism　extens三vely，　fbllowing　the　preliminary

considerations　given　in　Rゑf．9and　including　the　derivation　of　the　kinetic　equation．

The　paper　iS　made　self．contained，　so　that　the　readerごan　fbllow　it　without　detailed

knowledge　of　our　previous　papers。

　　　The　struct．ure　of　the　paper　iS　as　follows．　We　explain　our　basic　ideas　and　notations
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

mthe　next　section，　where　we　introduce　the　operator　Q（¢），　which　initiates　a　time－

dependent　process．　In　Sec．3the　unperturbed　propagator　in　the　time－dependen亀

TFD　is　presented．　In　Sec．4we　pick　up　the　best　cboice　fbr　the　parameters　in－

volved　in　the　thermal　Bogoliubov　matrix．　With　thiS　matrix　we　identify　the　therma1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハterm　represented　by　Q（t）．　In　Sec．5we　illustrate　the　time　representation　forma1ism

through　its　apPlication　to　equil五brium　TFD．　In　Sec．6，　apPlying　the　time　repre－

senta亀ion　f‘）rmalism　to　time－dependent　TFD　we　analyze　the　onebody　propagator
including　interaction　ef琵cts（corrected　propagator）．　There　it　wiU　be　shown　that　the

corrected　propagator　has　tke　structure　in　which　a　diagonal　propagator　is　sandwiched

between　the　thermal　Bogoliubov　matrices　B－1　andβ，　in　which　the　number　param－

eter　iS　modified　by　the　interac亀ion。　This　corrected　number　parameter　tums　out　to．

be　the　observed　number（the　Heisenberg　number）with・a　fiuctuation．　This　result

shows　how　the　observed　number　iS　related　to　the　unperturbed　number．　In　S6c．7a

general　fbrm　of　the　proper　self－energy　with　two　vertices　is　presented．　The　proper

self－energy　turns　out　to　have　an　extremely　simple　structure：β一1（t）γ（t一ご’）β（ご’）．

H・・ey（t－t’）i・adiag・na1　P・・pagat・・d・p・nding・nly・n（ε一ε’）．　ApPlying　th・

usual　definition　of　the　on－shell　self．energy　toγ（t＿t’），　we　extract　tbe　on－shell　parも

レ゜δ（t－t’）丘・mγ（t－t’），thu・・bもaining　th・・n－・h・n・elf－・n・・gy　B－1（のレ゜B（ε）．
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In　Sec．8we　introduce　a　self－consiStent　renormalization　condition．　Applying　thi8

condition　to　tlle　above　on－shell　seif－energy　we　obtain　the　Boltzmann　equation　from

which　the　entropy　law制lows．　Comments　in　Sec．9conclude　the　paper．

　　　We　again　emphasize　that　the　nonequilibrium　TFD　formaliSm　in　thiS　paper　iS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　new　and　different　from　any　previou80ne8　in　many　respects：（i）the　operator　Q
iS　fully　utilized　as　responsible　for　time－dependent　processes；（ii）the　corrected　prop．

agator　is　analyzed　systematically　in　the　time　representation；（iii）aself－consistent

renormalization　condition　is　fbrmulated　without　ambiguity，　and　the　kinetic　equation

is　derived丘om　it．

2．Basic　Ideas

Briefly　speaking，　the　basic　idea　iS　the　fbllowing．　When　TFD　replaced　the　thermal

average　with　vacuum　expectation　value，　it　wa8　suggested　how　the　quantum　field

theory　should　be　modified　in　order　fbr　the　vacuum　to　carry　thermal　degrees　of

freedom．　It　was　dictated　that　tbe　s（＞called　tilde　f｝eedom　should　be　associated　with

every缶eedom　in　accordance　with　the　tilde　conjugation　rule．　Thus，　to　any　operator
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　At
／4is　associated　its　tilde　conjugaもe　A　The　tilde　conjugation　rules　have　been　presented

in　many　papers．　However，　to　make　this　paper　self－contained，　we　here　list　the　tilde

COnjUgatiOn　rUleS：

　　　　　　　　　り　　　　
（AB）”＝ノIB，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

（C1／1十C2B）幻＝C宝A十C峯B，

（At）一＝At，

　り（A）醐＝σ・4，

（2．1）

（2。2）

（2．3）

（2．4）

lO》創＝10＞，

〈0「：＝〈Ol，

（2．5）

（2．6）

fbr　any　operators，．A　and　B，　any　c－numbers，　cl　and　c2，　and　the　thermal　vacua，10＞

and〈Ol．　Hereσi8十1（－1）fbr　a　bo8Qnic（fermionic）operator五．　Any　c－number

changes　into誌s　complex　co煽ugate　under　the　tilde　co両ugation．

　　　When　a　Lagrangian　is　given，　the　dynamical　energy　operator　H　is　construcもed

according　to　the　Hamilton－Jacobi　fbrmalism．　This　H　generates　time　translation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハof　nontilde　operators．　However，　the　Hamiltonian　in　TFD，　denoted　by　H，　should

generate　the　time　translation，　not　only　of　nontilde皿elds，　but　also　of　tilde丘elds・

According　to　the　aboveもilde　conjugation　rules，　the　tilde　coPjugation　of　tLe　Heisen－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　り

berg　equation葦∂ψ∬／∂重＝1ψH，Hl　gives　i∂ψH／∂t＝1ψH，－H】，which　indicates　that

倉is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　倉石r＝HH一倉∬．、　　　　　　　　　　　　　　（2．7）

Here　the　suffix　H　means　Heisenbe聖g　operator8．　Tkis　explicitly　shows

　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

（HH）”＝一」肝H，
（2．8）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハwhich　implies　that　exp　｛i、Ht］　is　invariant　under　the　tilde　conjugation．　This　iS　consis－

tent　with　the　tilde　conjugation　rule8，（2．5）and（2．6），　i．e．　that　the　therma1　vacua　are
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
invariant　under　the　tilde　conjugation．　Th狛HH　generate8　the　Heisenberg　equation8

0f　motion　for　both　nontilde　and　tilde　operators：

‘畠砺（t）＝【AH（t），fiH］・
（2．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
It狛essential　to　make　a　distinction　between　HH　and　HH，　whose　eigenvalues　or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
expectation　values　are　denoted　by　E（tゐeゐαご一eneryy）and　1ヲ（tゐεdynamical　energ3ク），

respectively．　A　crucial　feature　of　thermal　field　theory　is　the　continuous　degeneracy

of　thermal　vacua　in　hat－energies．

　　　The　thermal　vacua　lO＞fbr　stationary　systems　are　zero　hat－energy　eigenstates

with　the　propertie8（2．5）and（2．6）：

　

HH　IO（θ）〉＝0． （2．10）

The　continuous　parameter　e　in　the　therma1　vacuum　of（2．10），　which　may　have　multi－

component8，　is　intended　to　label　each　member　in　the　set　of　continuously　degenerate

thermal　vacua，｛10（θ）〉｝．　This　continuous　degeneracy　orig三nates　from　the　negative
　　　　　　　AV
signofHin（2．7）．

　　　Thermal　degrees　of　freedom　can　be　8een　when　and　only　when　we　compare　the

thermal　states　with　differentθ．　To　understand　this，　let　us　compare　two　vacua　with

di∬erentθ．　Although　they　have　the　same　hat－energy，　they　carry　different　dynamical

energy　densities　which　are　given　by　the　vacuum　expectation　value　of　the　energy

density　operator　of　the　nontilde　fields．　This　change　of　energy　should　be　the　heat
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のenergy（the　first　law　of　thermodynamics）．71n　other　words　a　change　in　H　induces　a

heat　energy．

　　　Since　we　compare　thermal　vacua　with　differentθ，　we　mighもtry　to　introduce　an

operator　which　generates　the　movement　through　the　thermal　vacuum　set．　We　are

aware　of　the　fact　that，　sinceもhe　Fock　spaces　with　differentθare　inequivalent　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　each　other，　such　a　generator，　GH，has　no　mathematical　sense．　Indeed，　we　carefully

avoid　use．of　such　an　operator　when　we　construct　a　concrete　fbrmulation　of　time－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　の
dependent　TFD．　Hqwever，　use　of　GH　Provides　a　good　intuitive　understanding，　as

lt　always　does　in　the　study　of　spontaneous　br6akdown　of　sy㎜etries．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　Tb　connect　a　thermal　vacuum　with　anoもher，　we　introduce　the　operator　O∬
through　the　fbllowing　oPe「ation：

　　　　　　　　　　　　　　　ロ10（θ→－de）〉＝eideGHIO（θ）〉，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ〈0（θ十dθ）1＝〈0（θ）le－idθGH．

（2．ll）

（2．12）

The　CH　can　be　chosen　to　satisfy

　A　　　　　　　　　　　　A

［HH，G司＝0． （2．13）
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Tbis　dictates　two　statements．　The伽st　i8　thatσ」H．　is　an　operator　of　zero　hat－energy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
mode．　The　second　is　that　tbere沁the　invariance　under　the　G－transfbrmation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ（2．13）．Furthermore，　thi8σ一8ymmetry　iS　spontaneously　6”なεη，　according　to（2．11）

and（2．12），　which　show　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　GRIO（θ）》層≠0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2ユ4）

The　degeneracy　of　the　thermal　vacua　in　hat－energies　is　associated　with　breakdown
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　thi8　symmetry　and　GH　acts　as　the　Goldstone　mode　operator．

　　　In　this　paper　we　confine　our　interest　to　those　realization8　associated　with　a

Fock　space　of　certain　quasiparticles（quasiparticle　picture）．　The　operators　fbr丘ee

quasiparticles，　which　are　the　unperturbed　ones　in　the　interaction　representation

曲en　interactions　come　in，　do　not　carry　the　suMx　H．

　　　Consider　a　Fbck　space　which　is　built　on　a　thermal　vacUum　lO＞and　write　its
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　け
annihilation　operaもors　byξk　andξ鳶，

　　　　　　　NξkIO＞＝ξkP》：＝0． （2．15）

These　operators　and　their　dagger　conj　ugates　are　called　the　vacuum　operators，　be。

cause　their　choice　is　made　by　choice　of　the　thermal　vacuum．　In　equilibrium　TFD　we

fbrmulate　the　perturbation　calculation　scheme　by　using　the　fbllowing　unperturbed

free　Hamiltonian：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ho（θ）＝Ho（θ）－Ho（θ）　　　　　’　　　　　　　　　　　　　（2．16）

with

H・（θ）；　f　d3kωk（θ）4（θ）aiC（θ）・

fi・（θ）＝／d3ゐω・（θ）al（θ）・・（θ）・

（2．17）

（2．18）

We　adapt　the　self－consiStency　concept　formulated　in　terms　of　the　renormalization

theory．　Thus，　the　paτticle　energyω鳶（θ）should　include　the　selfしenergy．　In　this

fbrmulation　the　relation（2．13）reads

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　【Ho（θ），q：＝0．　　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　（2．19）

The　G　does　not　carry　the　suffix　H　because　it　is　an　operator，　not　in　the　Heisenberg
　　　　　　　　　　　　　　　　グpicture，　but　in　the　ihteraction　picture．　Because　of（2．19）we　also　have

倉・（θ）－／d3鳶ω・（θ）［4iξ・
一観翻， （2．20）

which　depends　onθonly　throughω灘（θ）．　Theθ一dependence　inω西comes　from　the

renormalization．　Mhermore，　the　commutation　relation（2．19）enables　us　to貧nd9
　　　　　　　　　
that　theσ一transfbrmation　should　be　the　thermal　Bogoliubov　transfbrmaもion，i．e．　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の1inear　relation　between（　　　のak，ak）and（ξ鳶，ξのgiven　by

ξ奮：＝B㌃（θ）μレα差，

ξぎ＝aXBi’1（θ）レμ，
（2．21）
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wh・・e　th・th・・mal　d・ubl・h・t・ti・n，・毒＝・、，・監＝al，召匙＝4，召竃＝－a鳶，　and

8imilarly　fbrξ一〇perator8，㎏u8ed　and　B西（θ）i8　the　2　x　2　matrix．　Note　that　once　we
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハacquire　these　Hnear　relation8　h18tead　of　the　operator　relation8　usingσwe　do　not
　　　　　へ
needσany　more，　a8　will　be　8een　in　tbi8　paper　below．　The　Bogoliub　ov　matrixβ鳶（θ）

can　generaUy　be　written　by　three　real　parameters：

Bk（θ）μv＝（1＋σnk）v2♂・7・

1

・σ

i　σnk1十σnk）1　

一σ

i　σnk1十σnk）α舞

1

，
（2．22）

using　the　three　parameters，η鳶，α恥and　8㌃．　Hereη（‘＝1－3）are　the　Pauli　matrices．

The　parameterη鳶捻the　number　density　defilled　by

nk（θ）6（k－1）＝〈Ol・t・、IO＞． （2．23）

Theθ一dependence　of　nk（θ）originates丘om　the　Bogoliubov　matrb【which　depends

onθ．　The　parameterα西corre8ponds　to　the　one　appearing　in　the　density．matrix

fbrmalism　due　to　the　cyclic　property　ofρunder　the　trace　fbrmula．　The　parameter

8灘is　a　parameter　related　to　the　freedom　in　choosing　the　norm　of　ket－vacuum；this

norm　is　arbitrary，　because　its　change　can　be　compensated．by　change　of　norm　of

bra－vacuum．　In　the　fbllowing，　we　choo6e　a　particular　8鳶for　practical　convenience

in　computation【s㏄（4．10）］．　The　moshelevant　parameter　is　the　number　parameter
η灘（θ）．

　　　It　iS　then　natural　to　assume　that　a　timedepende皿t　situation　iS　treated　by　a　time－

dependent　Bogoliubov　matrix．　In　other　words　the　time－independent　Bogo丑iubov

Inatrix　in　equilibrium　TFD　is　replaced　by　a　time－dependent　one　when　we　deal　with

a　time－dependent　thermal　process．　Thi8　a88umption　is　tried　in　this　paper．

　　　We　now　apply　this　assumption　to　a　free　qua8iparticle　field．　For　simplicity　we

consider　the　case
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（・）・－／（2募1、，）・・㌦（・）・　　（2・24）

with　the　equal　time（anti）commutati6n　relation

【ak（t）μ，　al（t）りσ＝δμvδ（k－1）， （2．25）

where［五，Blσ＝AB＿σBA．　In　the　usual　quantum　field　theory　we　haveα鳶（t）＝

α患exp卜‘ω祠，　and　in　equilibrium　TFD　we　haveαあωμ＝Bτ1（θ）μyξζexp【－iwkt】

with　the　Bogoliubov　matrix　B鳶（θ）！Ib　describe　time－dependent　thermal　phenomena，

we　makeθafunction　of　time．　Since　the　quantum　energy　is　alSo　a　function　of　time，

w・・eplace　exp卜婦】by・xp［一‘1寛d・ω・（・）］，重・whi・hω・（・）沁th・timひd・p・nd・・t

quantum　energy．　Thus　in　time－dependent　nonequilibrium　TFD　we　write
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ξ窒B・（・）岬・xp【・ゐ画（・）］・・（の・・

貿一・・（の〃exp卜4d　（・）］Bτ・（の…

where　the　definition　of　the　thermal　doub1et　is　found　in　the　last　section．

　　　Since　et　andξ髭are　independent　of　time，　we　hasre

岳ξぎ釜ξぎ一・，

（2・26）

（2・27）

（2・28）

which　together　with　the　above　Bogoliubov　transformation　givesio，9

［釜＋軌（の一嶋（t）］㌦（¢）・＝o・

　　　に召堰一蝋ε）＋iPh（t）］　”μ　・．　o・

（2・29）

（2．30）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pk（・）≡‘町1（の話β・（・）・　　　（2・31）

The　c。mbinaもion［dμ一嶋（‘）】wa8　called　the　the・mal・・variant　derivative1°by

considering　an　analogy　to　the　gauge　theory．

　　　The　above　equation8」br　α㌃（t）μ　and　召灘（t）μ　8110w　that　the　unperturbed

Hamiltonian　isg
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HQ（t）：＝Ho（ε）一（？（‘），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．32）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　倉・（の一／d3ゐ・・（・）ω・（・）・・（・）　　（2・33）

and
φ（t）＝／d3たδ・（のPk（t）・・（ε）・

（2．34）

because　thjb　gives

　d
‘冴α鳶（t）

　d
5蕊δあ（t）

　　　　　　　　A＝［ak（の，HQ】，

　　　　　　　　A＝【召k（t），HQ】・

（2・35）

（2．36）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　The　structure　of　the　unperturbed　Hamikonian　HQ（¢）is　the　same　as　the　one（if　the

曲s量pative　term　iS　dropped）derived　hl　Ref　6．　Although　the　unperturbed　Hami互t（ン
nian　is　f｝Q，tlle　Hamiltonian　f（）r　the　quasiparticle　operatorsξあ（‘）μ＝ξζexp【－iωkt］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へis　the　free　one　that　is　Ho．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　It　i8　h皿portant　to　note　that　the　operator　Q［which　is　proportional　to　hk（‘），　as

will　be　shown　later］initiates　a　time－dependent　process．　The　situation　is　the　same
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a8　the　case80f　spontaneous　breakdown　of　8ymmetrie8：we　need　an　unperturbed
Hamiltonian　with　broken　symmetrie8　to　initiate　a　perturbation　calculaもion．　In　time一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

dependent　TFD　we　n㏄d　the　unperturbed　Hamiltonian　HQ　in　which　Q　breaks　the

time－tranSlatiOn　Symmetry．

　　　Tレetime－dependent　Bogoliubov　matrix　B鳶（t）is　obtained　from　Bk（θ）by　making

the　three　parameters（α勧8西，π灘）dependent　on　time，　because　the　parameterθstands

fbr　these　three　parametefs．　We　will　detemine　the　parameter8（αk，Sk）when　we
fbrmulate　the　Feynman　diagram　method　in　Sec．．4．11　Unti1　then　we　keep　unspecified

（α鳶，8鳶，π鳶）・

　　　Formulation　of　perturbation　calculation　is　straightfbrward　when　we　extend　the

consideration　in　Ref．11to　time－dependent　situation．　The　unperturbed　Hamiltonian
　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　

iS　not　Ho　but　Hg　in　time・dependent　TFD．　When　we　denote　the　interaction　H　amil－

tonian　in　the　usual　quantum丑eld　theory　fbr　nontilde丘eld　by　Hint，　the　interaction

Hamiltonian　in　equilibrium　TFD　iS　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ny

Hint：：＝Hint－Hint， （2．37）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

Sinceもhe　total　Hamiltonian　is．厚＝．厚一Heven　in　time－dependent　TFD，　the

change　in　the　unperturbed　Hamiltonian　should　be　compensated　by　the　coπespond－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Aing　change　in　the　interaction　Hamiltonian．　Tレu8　the　interaction　Hamiltonian　HI　in

t三me－dependent　TFD　iS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1f1：＝1∫int→＿Q．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．38）

　　　In　this　paper　we　study　the　structure　of　the　one　body　propagator　including　inter－

act重on　effects　and　the　proper　selfLenergy　by　means　of　the　Feynman　diagram　method
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハfbrmulated　in　the　interaction　representation　with　the　unperturbed　Hamiltonian　Hq
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハand　interaction　Hamiltonian・HI．　This　study　together　with　a　self－consistent　renor－

malization　condition　leads　to　the　Boltzmann　equation　from　which　the　entropy　law
fbllows．

　　　In　equilibrium　TFD　mc6t　of　the　calculations　have　been　fbrmulated　in　the　temp（ト

ral　Fourier　representation，　because　the　time－translation　symmetry　is　preserved．　In
　　

time－dependent　cases　the　temporal　Fourier　representation　is　not　tiseful．　We　there－

fore　formulate　our　calculation　scheme　in　the　time　representation．　With　a　particular

choice　of　the　parampters（αk，Sk）we　frequently貧nd　that　calculations　in　the　time

「epresentation　are　very　simple．

　　　In　the　time－dependent　TFD表）rmalism　developed　above　it　was．assumed　that

atime－dependent　process　can　be　described　in　one　Fock　space　built　on　the　time－
　

mdependent　vacuum　lO＞．　This　vacuum　i8　to　be　chosen　from　an　uncountable　number

of　candidaもes　fbr　thermal　vacua．　Thi8　choice　is　made　by　a　self－consiStent　renor－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
malization　condition　which　requires　that　the　quasiparticle　Hamiltonian　Ho十δH　is

di・g・n・1　in　th・q囲p・・ti・1・・P・・at・・sξζ．　H・・eδ倉狛th・・hi銑・f　th・H・㎡1t・nian

caused　by　the　on－shell　self・energy．
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3．Unperturbed　Propagator

In　this　section　we　study　the　unperturbed　propagator　controlled　by　the　Hamiltonian
　　

HQ　in（2．32）．　From　now　on　hl　thi8　paper　we　as8ume　that　operators　are　bosonic．

The　extension　to　the　fermionic　case　is　straightforward．

　　　Let　u8　begin　with　the　unperturbed　propagator　fbr　the　o8cillator　operator　ak（のμ，

introduced孟n（2．26）and（2．27）through　the　time－dependent　Bogoliubov　transforma。

tion　w童th　the　Bogoliubov　matrb【given　by（2．22）．　For　the　unperturbed　propagator，

defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　△あ（t，t’）μy6（k－1）＝一‘〈OIT【αゐ（t）μδ’（ε’）つ10＞，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヴ脚摯ere　lO＞is　the　thermal　vacuum　annihilated　byξ鳶andξ鳶，we　have5・6・10

△鳶（ちt’）μv＝［Bl「1（ご）9鳶（ち〆）B鳶（t’）】μy，

（3．1）

（3．2）

where　9あ（t，t’）孟s　the　diagonal　matrix　de費ned　by

9k（t，tt）
一「θ（『） 0

ie（¢’－t）

］ビ‘∫1晦ω・
（3．3）

Note　a　remarkable　structure　of　this　propagator：ゴ‘ゐα5ごゐe　fo　rm　inωゐぎcゐαdiagona’

propagatorぎ8　sandωicゐedδe如eeπtゐe　Bogoliubo”transformation．　Thus　temporal

changes　in　thermal　effects　the【β，matrix　part　in（3．2）］appear　at　each　vertex　in　the

Feynman　diagrams，　while　the　wave　propagation　part【the　9－matrix　part　in（3．2）】

does　not　have　a　thermal　mixing．　In　later　sections　we　prove　that　this　struct匙lre　is

true　fbr　any　propagatol　coπected　by　interactions．

　　　So　far　we．described　the　unperturbed　propagator　fbr　time。dependent　thermal

phenomena　in　terms　of　gscillator　operatorα鳶（t）．　We　now　translate　this　result

in　terms　of　the　quasiparticle∬eldψ．　Here　we　consider　the　simplest　fbrm　of　field，

that　is

ψ（・）・－1（2篶§1、・・㌦（t）・・

ψ（・）・＝1（Sl．li9731，、　e－・k・xa・（t）・・

（3．4）

The　propagator　is　defined　by

△e（x，x’）μu＝－i〈OIT【ψ（x）μψ（x’）つ10＞ （3．5）

and　can　be　computed　by　means　of　the　above　result　for△k（t，t’）a8

△c（x，x’）μu
＝／（lll3ε・k（・一ゴ）△・（ち〆）μ・

（3．6）
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4．The　Bogoliubov　MatriX　in　t。Representation

In　the　last　section　we　showed　that　the　unperturbed　propagator　has　the　form　in　which

adiagonal　propagator　i8　sandwiched　between　the　Bogoliubov　transibrmation．　In

the　next　two　section8　we　show　that　any　one－body　propagator　with　interaction　effect

ha8　a　similar　8tructure。　Befbre　doing　th沁，　we　prepare　the　perturbative　calculation

scheme　in　the　interaction　．representation，　extending　the　consideration　in　Ref．11　to

time－dependent　situation．　Through　the　course　of　this　preparation　we　determine　our

choice　fbr　the　parameter8（αk，Sk）．

　　　Let　u8　collsider　the　corrected　two－point　Green，8　fUnction

Rewriting　this

we　have

σ西（¢，〆）μ6（k－1）＝一‘〈OIT【αH，灘（虚）μ召∬，1（¢’）y】p》． （4．1）

quantity　in　terms　of　operators　in　the　interaction　representation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　A

　　　　　σ鳶（t，¢’）μン6（k－1）ニー‘《OIσ（to，◎○）T【αあ（t）μ召1（〆）y5］σ（一◎o，¢o）10》．　　　　（4．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
Here　we　use　the　interqction　representation　with　HQ（のas　unperturbed　Hamiltonian
　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

and　H∬a8　interaction．　The　time　evolution　operatorσand　the　operator　5　are

introduced　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘釜∂（t，to）一倉・（・）0（・，・・），幽　　（4・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（tb，t。）＝1，　　　　　　　　　（4．4）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5≡σ（oo，－oo）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－T［・xp［一‘∠二緬（・）］］・　　（4・6）

whereごo　is　the　coincidence　time　of　the　He語enberg　and　interaction　representations・

To　eliminate　the　two　operators　O　outside　the　T－product　in（4．2），壷e　have也o　choose

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　°　one　is（α＝1，Particular　values　fbrαand　to．11　There　are　only　two　solutlons；

t・＝一・。），in　whicb，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈OlO（t，¢’）＝〈Ol

f「om〈OIA∬（の＝0，　and　the　other　is（α＝0，to＝◎o），　in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O（‘，t’）IO》＝10》

f・gm　fi、（t）lo＞＝

W玉th　any。th・・

not　apPlicable．

0．In　both　cases　we　llave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハσ鳶（ちt’）pvδ（k－1）＝一‘〈OIT【α魔（t）μδ1（〆）”5］10＞．

（4．7）

（4。8）

（4。9）

choice　fbr（α，to），　the　T－product　Feynman　diagram　method　is
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　　　We　write　down　the　explicit　f〈）rm　of　the　B－matriX　for　a　＝1here，　as　the　choice

（α＝1，to＝一◎o）has　been　employed　conventionally　by　most　people，s　calculations．

In　a　later　section　we　will　find　that　the　entropy　law　excludes　the　choice（αニ0，to＝

oo）．　With　a　＝　1　we　choose　the　parameter　sk（t）　as

・ゐω＝ln［1＋ση鳶（t）】1／2， （4．10）

yielding

eSk（・）・・　一
m【1　㌃（t）】1／2【、＋σπ1（t）］一、1、］・

（4．11）

（Note　that　in　Ref．　6　we　used　sk　＝　O．）With　this　the　relation（2．22）for　the　Bogoliubov

matrb【take8　the　f（）rm

B・（・）一

m1＋三：鳶（t）－nl（t）］・
（4．12）

the　inverse　of　which　i8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bτ・（t）一［1、鍍1（t）］・　　（・・13）

The　moral　in　choosingε鳶here　iS　that　the　B－matrix　is　linear　inπ．　Then，　the　matrlx

Pk　takes　the　fbllowing　simple　fbrm：

Pk（t）＝iσhk（t）T・， （4．14）

where
T・　・・P　：a，］・

（4．15）

5。Equi1五b㎡um　Propagator　in¢－Representation

In　this　section　we　study　the　coHected　Green，s　function　in　theε一space，（4．9），　in

equilibrium　TFD，　in　whichσ餐y　is　a　function　of　t－t’．　Those　in　time－dependent

nonequil三brium　TFD　will　be　discussed　in　the　next　section．　Several　matrix　fbrmulae

involving　B　are　listed　in　App．　A　and　will　be　utilized　below㎞the　text．

　　　In　equilibrium　TFD，　we　can　derive　the　spectral　representations　for　the　tw（》point

Green，s　function　and　selfLenergy　function，2　which　are　very　similar　to　the　spectral

representation　fbund　in　the　usual　quantum　field　theory　except　that　one　has　a　2×2

matrix　structure　in　TFD．　The　spectral　representation　fbr　the　corrected　tw（》poin也

Green’s　fUnction，　introduced　in（4．1），　reads

σ・（t－‘’）・㌔／砦ビ‘妬（レゴ）σ・（た・）μ
（5．1）

with
σ・㈲・㌔∠二dω　［B－1［・（ω）1ゐ。！（辞髭戸【・（ω）］］μ”・

（5。2）
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whereη（ω）is　given　by　the　Boltzmann　di8tribuもion　with　the　temperatureβ　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（ω）＝。β。一ゴ　　　　　　（5・3）

We　remark　that　thisπ（ω）on　the　on－shell，ω＝ω鳶，　i8　the　number　density　param－

eterizing　theβ一matrix　in　the　unperturbed　propagatoL　The　functionρcalled　the

spectral　fUnction　satiSfies
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！dω・（ω・k）一・・　　　（5・4）

Equation（5．1）with（5．2）is　rewritten　after　the　integration　ovefたo　as

σゐ（t－t’）μv

－／dω［B－1［π（ω）］「’θ（も一が㌦（、9－、）1・一姻）・（ω・k）B［・（ω）】r・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．5）

　　　We　now　rewrite（5．5）according　to　the　s（》c｛紐led　diagonal　propagation　req、lire－

ment，　which　states　that　the　one－body　propagator　should　have　a　fbrm　in　which

adiagonal　propagator　is　sandwiched　between　two　Bogoliubov　matrices．　The　un－

perturbed　propagator（3．2）in　nonequilib血m　as　well　as　in　equilibrium　situations

satisfies　this　condition，　while（5．5）does　not　because　its　Bogoliubov　matrices　are

not　outside　of　the　w－integration．　Using　the　fbrmula（A．15）in　App．　A　twice，　we　get

un量quely　the　following　expression　meeting　the　condition：

　　　　　σ鳶（t－t’）μ＝B－1【ノ〉鳶（t　一’〆）］μ〆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・／dωビーρ（ω，k）［一歪θ（1－t’㌦（、P－、）］μμ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・β匹（t－t’）］〆y，　　　　　　　　　（5．6）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　N・（・一〆）一∫舞叢鵜1差i監1ω）・　（・・7）

We　divide　1＞鳶（t一のinto　two　parts，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハr鳶（t＿t’）＝ハrR，鳶一←レ鳶（t－〆），　　　　　　　　　　　　　　　　　（5・8）

り

1n　such　a　way　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lノゐ（ご一〆＝0）＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．9）

This　specifies　2VR，鳶andレ鳶（t一ご’）as

NR，kニNk（t－t’＝o）＝／dωρ（ω・k）n（ω）・

レ鳶（t－〆）＝ノV鳶（t一オ’）－2VR，鳶，

（5．10）

（5．11）
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where（5．4）has　been　used．

　　　The　sign量飛cance　of　this　division　becomes　clear　when　we　recall　the　true　particle

number　densityη∬，鳶de価ed　by　the　I｛eisenberg　operator　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nH，ゐδ（k一盈）≡≡〈Ol～iH，鳶（¢）1α∬，，（t）110＞．　　　　　　　　　　　　　（5．12）

Taking　the　limit　t→t’with¢≧t’or　t’≧‘in（5．6）and　considering（4．1），（5．4）and

（5．12），we　find　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＞R，冷＝nH，鳶．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．13）

The　deviat玉on　of　lV灘（t一君’）from　the　true　number　density　nH，鳶，namelyレゐ（t－－t’），

is　called　the　number　fluctuation．

　　　Here　is　a　physical　implication，60ming　from　the　expression　of　the　HeiSenberg

number　density　in　terms　of　the　unperturbed　one　which　is　seen　from（5．10）and

（5．13）．Tb　investigate　thiS　matter，　we　introduce　the　spectrahepresentation　fbr　the

sel」匹energy　in　the　Fourier　space：

　　　　　Σ（ko，k）μ一／dωσ（ω，k）［β一・【・（ω）】ゐ。－i＋‘，5B【・（ω）】r・（5・14）

which　is　subject　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（穿＝△→一△Σσ゜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．15）

The　real　and　imaginary　parts　ofΣon　the　on－shell，ゐo＝ω鳶，represents　the　energy

shift　and　the　dibsipation，　respectively，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6ω灘二Re【Σ（た・ニωな，k）】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：＝r（1ノ＝：ωゐ，】k），　　　　　　　　　　　　　　　　（5．16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Im【Σ（たo＝ω鳶，k）】ニーirckA【π（ω鳶）］，　　　　　　　　（5．17）

where　the　matrix．4　is　de舳ed　in（A．22），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（ω・k）－1dω’P砦穿・　　（5・18）

and　theκ鳶is　called　the　dissipative　coefEcient　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ鳶＝πσ（ωk，k）．

The　spectral　functionρiβrelated　to　this　spectral　functionσthrough

　　　　　　　　　　　　　　　　ρ（ω，k）ま　　σ（ω・k）

　　｛ω一ω・鳶一r（ω，k）｝2＋π2σ2（ω，k）

　　1　　　　κ鳶
　　　　

一π｛ω一ω鳶｝2＋κ羅’

（5．19）

（5．20）

（5．21）
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The　last　appro】dmate　expression　is　obtained　by　replacingσ（ω，　k）and　r（ω，　k）witb

their　on－811en　value8．　Sub8tituting（5．21）into（5．10），　we　8ee　that　whenκめis　very

8ma皿（that　i8，　p　ha8　a　sharp　peak　around　w＝ωの，π丑，あ狛well　approximated　by　the

unperturbed　numberπ（Wk）whileレ鳶（t－¢’）become8　negligibly　8maIl．　As　thermal

effect8　become　more　dominant，　meaning　larger　value　ofκ鳶，ηH，鳶deviates　more丘om

n（Wk）．Th沁deviation　iS　attributed　to　the　increase　in　the　energy　uncertainty　caused

by　thermal　instability．

　　　The　above　result　in　this　section　show8　that　even　in　equilibrium　situations　a

single　quasiparticle　in　a　short　time　propagation　fbels　thema1恥ctuations　given　by
レ鳶（t－t’）・

6．Nonequilibrium　Propagator　in　t－Representation

In　thi8　section　we　turn　our　attention　to　the　corrected　propagator　defined　by（4．1）

hl　time－dependent　nonequilibrium　situations　with　the　choice　of（α＝1，to＝一◎◎）．

　　　From（4．9）we　have　the　fbllowing　relation：

　　　　　　　　　　凡（¢，t’）μ≡B【πゐ（の】μμ’σゐ（t，〆）〆ノβ一1【πゐ（¢’）】〆y

＝－iθ（t－‘’）〈Olξ髭（t）μ0’（t，¢’）6（t’）vO（t’，－QO）lo＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

＋‘θ（¢’－t）〈Olt5i（t’）γσ（t’，t）ξ鳶（t）μσ（t，－oo）10＞， （6．1）

whereξ毒（のμ＝ξぎexp卜‘∫d8ω灘（ε）］．　Here　we　have　used　the　relation　in　our　choice

ofα＝1，（4．7）．　Sinceξ£andξ毒annihilate　tke　bra－vacuum，　we　have

Fk（t，tt）21＝0，

凡（¢，t’）11＝一ぜθ（ε一t’）9（t，t’：k）11， （6．2）

Fk（t，t’）22＝fθ（¢Lε）9（t，t’・k）22，

while　Fi2給not　van胎hing　in　general，

Fk（t，t’）12≡9（t，t’・k）12≠0． （6．3）

Here　g（t，t’：k）11，　g（ε，ε’：k）22　and　g（ε，t’：k）12　are　functions　which　are　expressed

as　the　integrals　of　internal　time8｛8‘｝with　integration　ranges　from－oo　to　t，ご’and

max｛t，t’｝，　respectively．　In　thiS　way　we　obtain　a　general　structure　ofσん（t，¢’）岬in

（4．9）a8

G鳶（ちt’）μ”

ニB－・【・・（・）ド『θ（t一の1（ちが：k）11
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ　ノ
fθ（9（t，t’：k）12煤f一の9（ちε’：k）22rB［・・（が）］vt・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．4）

W・．m・y・xp・ess．9（t，t’・k）12　by

9（t，ご’：k）12≡一一ie（¢一ご’）9＋（t，t’：】k）十ie（¢’－t）9－（ちt’：】k）。 （6．5）
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When　the　tilde　co切ugatiou　rule8（2・1）一（2・6）are　apPlied　to　the　both　sides　of（4．1）

with（6．4）a皿d（6．5），we　find　the　relation8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g申（t，¢，：】k）11＝g（t’，t：】k）22，　　　　　　　　　　．　　　　　　　て6．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9‡（t，t’：k）＝－9＿（¢’，¢：】k）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．7）

　　　An　interesting　feature　of（6．4）is　that　one　can　rewrite　it，　introducing　arbitrary

new“number”density　parameters酌，あ（ゴ＝1，2）depending　on　t　and　t’，　as　fbnows：

　　　　　　σ鳶（t，tt）μ＝B－1［1V2，あ（t，〆）】μμ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・「θ（t－t’）9（t，t’：k）11　　　　9’（t，t’：k）12　　　　　　0　　　　iθ（t’－t）9（t，t’：k）22］”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　×β匹，、（t，t’）】〆”　　　　　　　　　（6．8）

with

　　　　　　　　　　9’（t，　t’：k）12…≡9（t，〆・k）12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－‘θ（t－t’）｛ノV1，k（t，t’）一πあ（t’）｝9（t，t’：k）11

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－‘θ（t’一¢）｛1》セ，b（‘，t’）一π鳶（t）｝9（ちt’：k）22，　　　　　　（6．9）

which　can　be　easily　derived　from　the｛b鷲mulae

and

B［司B－1【ノVl 一匿”］

D・
ﾞDf・＝［9　b－ad：＋cd2］・

（6．10）

（6．11）

D‘being　the　matrix
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圖・　　　（6・12）

　　　The　argument　above　shows　that　the　parametersハ㌃，ゐ（t，t’）introduced　in

（6．8）are　arbitrary　fUnctions，　changing　in　conjunction　with　the　change　in　choice　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロg’（t，¢’：k）12．We　now　show　that　this　arbitrariness　in　the　parametersハ弓，あ（t，t’）

can　be　completely　removed　by　requiring　the　qiagonal　propagation　property，　already

di8cussed　in　the　last　section．　Tb　impose　the　diagonal　prρpagation　requirement　on「

（6．8），meaning

　　　　　　σ、（ちt’）μレ＝B－1［1v、，、（t，〆）］μμ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　タ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　・［一‘θ（‘　－　t’）1（ちが：k）11‘θ（が一、）濃ちが、k）22r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・B匹，、（¢，t’）】ノ〃　　　　　　　　　（6．13）
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amounts　to　the　condition
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9’（t，t’・k）12＝o．

ThiS　fbrms　a　set　of　equations　determining　the　parameters　Nj，kμniquely．

their　solutions，　using（6・5）・as

ノV1，海（ε，t’）＝π灘（〆）一
9十（t，t’：k）

1v2，灘（t，〆）＝π灘（t）＋
　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（¢，t’：k）22り

9（t，tt：k）11，

9＿（t，t’：k）

（6．14）

We　find

（6．15）

（6．16）

The　condition　requires（6．15）and（6．16）only丘｝r　t≧¢’and¢’≧君，　respectively．

We　extend　the　de盒nitions　ofハ今，鳶to　the　other　range8　of　t　and　t’（¢＜ε’andご’＜ε，

respectively）by　the　relatiohs（6．15）and（6・16），　so　thatハ7｝，k　are　de∬ned　as　con－

tinuous　functions　on　the　whole　domai皿s　of　t　and¢’．　The　parametersハ㌃，鳶，　when

they　are　conditioned　by（6．14），　ale　called　the　Bogoliubov　parameters，　since　the　di－

agonal　propagation　condition　separates　the　thermal　effects（the　B－matrices）缶om

the　propagation　of　quasiparticles陣e　diagonal　g。mat由【inσ鳶（‘，¢’）μり，　as　is　ih

（6．13）．Note　tbat　we　need　the　two　Bogoliubov　parameters　depending　on　t　andご’

in　time－dependent　nonequilibrium　situations　while　in　equilibrium　we　had　a　single
lVな（¢－t’）．

　　　Copying　tlle　steps　f｝om（5．8）to（5．11）in　the　equilibじium　case，　we　rewrite　the

Bogoliubov　parameter8　a8

1V1，灘（‘，〆）＝ノVR1，鳶（〆）十レ1，ゐ（‘，t’），

N2，ゐ（t，t’）＝NR2，毒（ε）＋レ2，鳶（ε，君’），

コ

1n　such　a　way　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り，鳶（ε，t）：＝0，　ゴ＝1，2．

In　other　words，2VRj，鳶andり，鳶are　expressed　in　terms　of　g－functions　as

　　　　　　　　　　　　　　　　NR・，・（‘）＝・・（オ）一多毒宰並舞1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＿（t，‘：k）
　　　　　　　　　　　　　　　　2VR2，あ（t）　＝　nk（t）＋
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（ち‘：k）22’

　　　　　　　　　　　　　　　・・，・（ちt’）＝一（多毒讐走糞1一多毒1葺｝f鉢1）

　　　　　　　　　　　　　　　・・，・（ちの一多謙鐸一多孟i罐1・

It　is　ea8y　to　see　the　following　relations　from　the

tilde．　conjugation，（6．6）and（6．7），

，

（6．17）

（6．18）

（6．19）

（6．20）

（6．21）

（6．22）

（6．23）

properties　of　9－functions　under　the
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ハrf，鳶（t，t’）＝ハr2，鳶（t’，t），

Nk、，k（t）ニNR2，k（t），

レf，あ（ち¢’）＝h，灘（ご’，¢）・

（6・24）

（6・25）

（6・26）

　　　1fUrthermore，　the　equality　between　NRj，k（t，t’）and　the　HeiSenberg　number　den－

sity　nH，k（t）defined　by（5．12）（t－dependent　in　this　case）can　be　derived　similarly　as

in　the　last　section．　We　combine（4．1）with（6．13）and　take　the　limits　of　t　一一→t’in

two　ways，　i．e．　t＞t’and　tくt’；then　we　obtain

1十nH，鳶（t）＝9（t，t：k）11（1十1VR1，鳶（¢）），

nH，k（t）ニ9（t，t・k）22NR，，k（t），

（6．27）

（6．28）

where（6．17），（6．18）and（6．19）have　been　considered　and　the　Heisenberg　number

nH，灘（t）wa8　de貫ned　in（5．12）．　W『take　the　complex　conjugate　of（6．27），　and　use

（6．6），（6・25）and（6．28）to　get

9（ご，t・k）22＝1． （6．29）

In　deriving　this，　we　take　account　of　the　fact　that　nH，k（の

we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（t，t：k）11＝1．

should　be　real．　Similarly

Note　that（6．29）and（6．30）in　the　equilibrium　limit　are　nothing　but（5．4）．

the　substitutions　of（6。29）and（6．30）ilto（6．27）and（6．28）lead　to

（6．30）

Then

1VR・，灘くε）＝NR2，灘（t）＝πH，k（t）・ （6．31）

This　sho壷s　that　the　Bogoliubov　number　parameters　with置＝ご’naturally　become

the　Heisenberg　particle　number　again　when　the　diagonal　propagation　condition　op－

erates．　This　justi五es　the　diagonal　propagation　condition　in　time－dependent　nonequi－

libr量um　situation．

’We　can　caHy　over　physical　implications　of　the　results　in　the　last　section　to　thoSe

of　time－dependent　none（luilibrium　calculation　in　this　section，　which　are　summarized

below．　It　is　fbund　that　the　correρted　propagatorσあ（t，t’）μ”，　the　diagonalization

propagation　condition　being　imposed，　has　the　matrix　structure　of　B－i×（a　diagonal

matrix）xB，which　i8　similar　to　the　one　of　the　unperturbed　propagator△ゐ（t，t’）μv　in

（3．2）．This　lead8　us　to　a　significant　revision三n　perturbation　calculation　in　problemβ

of　time－dependent　thermal　phenomena．　In　nonequilibrium　TFD　fbrmulated　upω
now，　the　B－matrices　have　been　parameterized　by　the　unperturbed　numberη鳶（t）．

Now　we　know　that　the　B－matrices　are　parameterized　by　more　comphcated　ones，
i．e．　the　Bogoliubov　parameters　given　byハ弓，毒（t，t’）（ゴ＝1，2），　re皿ecting　the　interac－

tion　effects．　Theハ弓，配（‘，t’）depend　on　the　two　times，　because　the　time　translational

invariance　is　broken．　However，　a8（6．17）一（6．19）show，　they　are　separated　into　two
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part8．　One，　depending　on　a　8ingle　time，　turned　out　be　the　Heisenberg　number　den－

sity町r（t）．　The　other，　denoted　byり（¢，ε’），　represents　thermal且uctuation　e価cts．

Thu8　we　have

ハ弓，鳶（t”t’）＝nH，鳶（t）十　thermal　fluctuation　effects． （6．32）

Putting　a8ide　theンーterm，　we　still　see　the　change　in　the　number　density　parameter

肋mπ鳶（りtoη石r，鳶（の．　Tlli8　change　is　due　to　the　thermal　and　quantum　nuctuation

effects　induced　by　the　interacもion．　The　fUnction8町f，海（¢）andり，ゐ（‘，のare　calculable

perturbatively　in　terms　ofπ鳶（‘）and　the　otheHenormalized　parameters　up　to　the

order　we　de8ire．

7．The　Product　Rule

The　self－energy　diagrams　with　two　vertices　in　Fig．1have　particularly　simple　forms．

ThiS　iS　called　the　product　rule　in　nonequilibrium　TFD．　We　der量ve　this　rule　here．

x，μ

r　　　　　　●

@　　　　　●
m

●
●

η

¢’
CLノ

FSg・LThe　self－en・rgy・dip9・am　f・・　whiCh　the　pr・du・t　TUIe　h。ldS・

　　　Let　us　consider　the　Feynman　diagram　of　self－energy，　shown　in　Fig．1．　The　general

expression　for　the　selfLenergy　Feynman　diagram　in　Fig．1is　given　by

Σ鵬，π（1躍，x’）μ＝im＋n－10

［（」慰～｝鵬溜1胸（亀郡1～撫潔糖lll識；n］’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．1）
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where　O　i8　a　real　positive　constant，　and　m　and　n　are　positive　integers．　Remember

that　the　unperturbed　propagator△c（x，x’）μy掬de6ned　in（3．6）．

　　　We　8tudy　the　8imple8t　ca8e8，（m＝2，η＝0）and（m＝1，η＝1），　and　then
generalize　the　results　fbr　any　m　andη．　Equation（7．1）becomes　in　the　Fourier　space

with　re8pect　to翼一x’

　　Σ2，・（t，〆，k）μ”

一‘σ
^劃会1：；［；：；：；；：会；1；：1：ll：：会：：；［1：；：；；：会；1：：：：；；：］（7・2）

fbr　m＝2andπ＝＝0，　and

Σ1，1（t，tt，k）μ

一i・ ^翻飯郵1ご1㌶；1雛蝋；12；：糠？；1・］（・岡

fbr　m＝1andπ＝1，　respectiveIy，　where△あ（tt’　，）is　given　by（3．2）．　We　re勧to

（A．19），（A20）and（A．21）；then　each　matrix　element　is　rewr孟tten　according　to

　　　　　　　　　　　　　△鳶＿9（t，¢’）μンム9（ε，t’）μ

＝9鳶＿9（‘，〆）1199（¢，t’）11A＋，ト9（ご’）μ”ノ1＋，9（〆）μ”

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋9鳶一9（ちt’）2299（ち君’）22A一ゐ一，（‘）μ”ん，9（t）μレ，　　　（7．4）

　　　　　　　　　　　　ムト9（ち’t’）μγ△一，（〆，ご）yμ

　　　　　　　　　　　　　　　＝9鳶一9（¢，t’）119－，（t’，t）22／1＋，ト9（t’）P”A一一“（t’）ンμ

　　　　　　　　　　　　　　　　　十9鳶＿9（‘，¢’）229＿9（〆，t）11／1＿，西＿9（t）μンノ監＋，＿9（ε）ンμ，　　　　　　　（7．5）

where　the　dummy　indicesμandレare　not　summed　over．　Recalling（A．20）and（A．21）

with（4．15），（A・5）and（A・6），　we　calculate　each（μ，レ）－matrix　element　of（7．4）and

（7．5）to　obtain

　　ムレ9（t，t’）pv△9（ちt’）μ

　　　　　＝9・一・（t，t’）119・（ち〆）””1L’i£8t｛13’“（li’7・3（t’）［｛T＋＋《r・，・（ご’岡司岬

　　　　　　一9ト・（t，t’）229・（・・〆）22”鳶齢（‘）［｛1一縮・（・）T・｝司・μ・　（7・6）

　　ムト9（t，t’）岬△＿9（t’，t）”μ

　　　　　＝－9・一・（ちt’）119－・（t’・の22”卜・（讐赫一・（t’））［r3｛T＋＋《右，・（t’）T・｝］岬

　　　　　　　＋9ト・（t，　tt）229－・（が，・）11”魔一・（編一・（t））［r3｛T－一駈，・（凋1岬，（7・7）
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where

or

《ら，o（t）≡人r2，・（t：k－q，吼）＝
nk．．9（t）ng（t）

ノVi，1（t）≡ノ》1，1（t：k－q，－q）一

1＋nk－g（t）＋ng（t）’

＿nk－e（t）（1＋n－9（t））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

（7．8）

π＿9（t）一ηゐ一9（君）

　誕塩
　誕塩ト

≡調垢 （7．9）

with

　　　　　　　　　　　　　　　フ72，0（t）≡≡フ『2，0（¢：】k－q［，⊂1）＝：み＿9（t）ノb（t），　　　　　　　　　　　　（7・10）

　　　　　　　　　　　　　　　T・，・（t）≡T・，・（t・k－q，－q）＝fk－，ωノニ」（t），　　　（7・11）

while　the　fUnction∫is　related　toηthrough

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・（t）rタ髪｝、）・　　　（7・12）

For　notational　simplicity，　the　dependence　of　N，叩on　momenta（k　and　q）is　sup－
pressed　above　and　below．　We　substitute（3．3），（7．6）and（7。7）into（7．2）and（7，3），

and　use（A。15）again　to　obtain

・…（・・’・・）一一σ／（爵3’

・卜【一）】［　一つ響＿り癬））1

　　　　　・B【《ら，・（〆）】］μレ・一‘μd3（ω・一・（8）＋ω・（8））・　　　　　　　（7．13）

・…（・…）・・一・／（lll，

×B－i【N、，i（t）］

一・・（・一・’）蝋亡 a1、篇一“（‘’））

0

・β1駈，、剛pv・一‘∫・～d・（・・一・（・）一・一・（・））．

ie（t’　’一　t）

　　　O

nk＿9（t）（1＋n－q（t））

駈，1ω

（7．14）

　　It　is　now　easy　to　induce　the　fbrm　ofΣm，n　with　arbitrary　m．　and　n　from　the

results　of　the　particular　cases，（7．13）and（7．14）：For　example，　when　one　wishes

to　calculate　the　£rn＝3，nニo，one　can　fbllow　the　algebraic　manipulations　in　obtaihing

Σ2，0from　the　products　of　two△above，　just　replacing　ope△withΣ2，0　which　is
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written　in　the　same　matriX　structure　with　the　parameter湖，，o　instead

Thus　we　have・for（7．1）

Σ叩（t，　t’，k）μ

ofnas△．

一・
O（調（2・）・δ（k一Σ匹・q・＋Σ聾・qm・・）

・［B－・臨（t）1［一’θ（’一　t6）9m　’n（の iθ（t’＿9）9＿Jn（t）］B［Ar－・．（t’）】］μ”

・・xp

gズd・（Σ蹉・ω9i（・）一Σ鼻・ω一・一．・（・））］，
（7．15）

where　Nm，n捻given　by（7．9）with

　　　　　　　　　　　　ノil　1（t）…　ノ9，n（の
∫：鵬，n（t）＝
　　　　　　　　　ノ＿9鴨＋1（t）…　∫＿9吊＋鴨（t），

（7．16）

and　the　function　g　iS　de貫ned　by

・－Jn（　　　　　ng、（t）…ng，n（¢の＝）（1＋” k欝～考））°’°（1机・一・・（の）・
（7．17）

This　compact　expression　is　an　extension　of　the　spectral　representation　in　equilibrium

TFD　to　nonequilibrium　TFD　in　the　sense　that　its　matrix　structure　is　decomposed

into　B－1（t）and　B（t）and　a　diagonal　matriX　in　between．

8．The　Renormalization　Condition

We　have　developed　the　calculable　fb皿ulation　of　the　timひdependent　nonequllib－

rium　TFD　ill　the　interaction　representation．　Now　any　expectation　value　or　Green，s

負mction　can　be　expressed　in　thi8　fbrmulation　in　terms　of　the　timひdependent

parameters，　i．e．　the　renormalized　energyω鳶（のand　the　number　depsityπな（t）which

characterize　the　unperturbed　representation，　and　the　oもher　parameters　of　models

such　as　coupling　constants．　So　farω鳶（のandπゐ（t）remain　unknown．　Thus　to　de－

termine　them　is　vital　to　making　theoretical　predictions　in　the　present　fbrmalism．

Theωあ（t）is　obtained缶om　a　calculation　of　the　real　part　of　the　self－energy，　as　w三11

be　shown　bellow．　A　selfLconsistent　renormalization　applied　to　the　imaginary　part
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　the　self－energy　leads　to　a　kinetic　equation　which　controls　the　temporaユbehavlor

of　nk（t）．

　　　We　illustrate　the　self．consiStent　renormalization　through　it8　application　to　Xμン

in（7．15）．　We　start　our　calculation　with　the　parameter　wk　independent　of　time．　In

this　approach　the　time　dependence　ofω鳶（t）蛤determined　by　the　time－depen（lent

energy　shi乱6ω灘（t）as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω灘（t）　・　Wk＋6Wk（t），　　　　　　　　　　　　　　（8・1）
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which　we　will　8ee　800n．　We　rewrite　the　self－energy　in（7．15），8uppressing　the　suMx

｛m，n｝and　using　simplified　notations：

Σ（t，t’，k）μ一1圃［B－・陶］［6

Here

嗣y（t－tt）［聖’）？］　B［LAX’（t’）】ll”・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．2）

團一
sO（謝（・・）・6（k一Σ；．・q・＋Σ狂・qm・・）・

R（の＝09叩（t），

y（t－－t’）pv
一［一’θ（も一t’）iθ（、P－t）］μ”　・xp【－iw（・・一・t’）］・

（8．3）

（8．4）

（8．5）

　　　　　　　　　　　　　　　　W＝Σ牲1ω9‘一Σy＝1ω一9吊＋」・　　　　　　　　　　　　　　　　　（＆6）

The　diagonal　matrb【y（t－¢’）descr童bes　the　wave　propagation　of　the　quasiparticle

and　has　the　Fourier　fbrm　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（・一・’）≡1砦・一‘k・（硝y（た・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ（ko）＝た。一晒‘，T3・

The　y（£－t’）Pv　is　of　the　same　stmcture　as　the　self－energy　itself　in　ordinary貧eld

theory．　Therefble，　we　apply　the　same　procedure　toγμγto　extmct　its　on－shell　part：

Putたo　on　the　shell，ゐo＝ωあ，in　theγμン（たo）to　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（°）（t－t’）＝γ（ゐ。＝ω鳶）δ（卜‘’）．　　　　（8．8）

Substituting　this　fbrγ（t－‘’）in（8．2），　we　llave　the　on－shell　part

Σ（t，〆，k）（0）pv…i≡
1［d・］　R（t）fB－’・［N（・）］v（k・一ω・）B［Ar（刎μ”・

（8．9）

We　remark　that¢and諺’are　equal　in《r　and　R　because　of　the　presence　of　6（‘－t’）

coming　from　V（o）（t－¢’）．

　　　Use　of　the　fbrmula　1／（x十‘c勾＝1）1／¢－iπr3δ（x）in（8．9）leads　to　the　real　and
る

1maginary　parts；

R・［Σ（ち・’，k）（°）pv］一δ（・一・’）／［姻のPω、主w6・・，　　（8・1・）

Im［Σ（ち・’，k）（°）pv】一一ぎδ（例’）［／圃R（・）π6（ω・－w）姻（・）］r・（8・1・）

where．A　is　the　matriX　in（A．22）。
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　　　In　addition　tQ　the　above　on－shell　self－energy　the　Q　in　the　interaction　Ham三ltonian
　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　ロ　　　　　　　　　　　　　バ

th　＝＝　Hint十Q　give8　rise　to　a　self－energy　counterterm．　The　total　on－skell　self－energy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wm　be　denoted　byΣ9，）t．　The　real　part　is　not　modified　by　Q：

δωk（t）　e　f［dq）　R（t）　Pωi－1＿：iVw・
（8．12）

　　　　　　　　　ハHowever，　Q　modifies　the　imaginary　part。　The　imaginary　part　of　the　total　on．shell

SelfTenergy　beC・meS

Im［Σ・・t（t，・’，k）（°）・”］－6Σ（t・k）・”6（t－t’）
（8．13）

with

δΣ（t，k）μ一一ε［一職＋／【姻・）πδ（…w）姻（・）］］μ・
（8．14）

　　　This　introduces　the　imaginary　sel｛ちenergy　contributionδE＝∫d3たδk（t）δΣ（孟，k）

α鳶（のin　the　quasiparticle　Hamiltonian．　Then　the　quasiparticle　Hamiltonian　becomes
ら　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

Ho十δH，　in　which　the　quantum　energy　in　Ho　iSω髭（t）．　The　self－consistent　renoト

malization　condition　requires　that　tbis“uasiparticle　Hamiltonian（and　therefbre　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

imaginary　self－energy　partδH）be　diagonal　in　the　qua8iparticle　operatorsξぎ，　It

follows　from　the　tilde　conjugation　rules　that　only　the　possible　diagonal　term　to　1）e

included　in　the　imaginary　part　of　the　Hamiltonian　is　iξkT3ξk（with　a　real　coe伍一

cient　depending　on　t　and　k），　wh五cb　according　to（2．26），（2．27）and（A．22）becomes
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
菰あ（t）ノ【k（‘）α鳶（t）．Thus　the　self－consistent　renormalization　condition　applied　toδH

iS　expressed　by　the　relation

［一h・（t）T・＋／［d・］・R（t）πδ（ω・一助姻（・）lrレー・・（の五・（のμ
（8．15）

with　a　real　quantityηk．（t）．　Use　of（A．22）rewrites　this　as

卜h・・（・）T・＋／【姻・）πδ（ω・－w）｛㍗L＋2N鯛】μ”

＝η石（の【T＋－1L十2π鳶（ご）7b】． （8．16）

Comparing　the　coeMcients　in　front　of（T＋－T＿）and　To，　we　geも

・・（の＝κ鳶（t）≡／【姻・）πδ（ω…）
（8．17）

and
ゐ・（・）－21團R（・）πδ（ω・一剛（・）＋2・・伽（・）宰・・

（8．18）

Theκ鳶（t）沁th6　time－dependent　diSsipative　coe缶cient．　Equation（8．18）is　the　kin’etic

equation　for　the　unperturbed　Bogoliubov　parameter　nk（t），
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　　　To　make　ou夏　point　clearer，　let　u8　consider　the　model　withψ↑ψ†ψψ一typ　e　intemc－

t垂・n・Th・・elf－…卿Σ鵜，。｝・（7・15）・fb・th・m・d・1・・el・t・d・essenti・11y　t・th・p・esent

廊ue，　i8　the　two－loop　selfLenergy　diagram　corre8ponding　to　Fig．1with　m’＝2and

n＝1．With　thi8　se廷」energy　palt，　as　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R（・）一・n・・（t）”蝿煽‘）】・　　（8・19）

the　kinetic　equation（8．18）reduces　to

ぬ・（・）一一2・・（・）・・（・）＋2・σ／圃6（ω・－w）…（の…（・）【・＋…（・）】・
（8．20）

with

・k（t）＝πc／【dg】δ（ω・・－w）｛【1＋ng・（t）】【1＋ng・（t）］n・・　（t）

一ng1（t）ng2（t）【1十ng3（t）】｝． （8．21）

Equation（8．20）is　tke　khletic　equation　fbr　the　Bogoliubov　parameterπ鳶（‘）in　the

tw（ンloop　self－energy　apProximation　without　vertex　correction．　Within　this　apProx－

imation　tゐe　kinetic　eguationゐα8伽structure　of　tゐεBo髭2mαππeguation．

　　　Let　u8　investigate　the　characteristic80f　the　Boltzmann　1　equation（8．20）abit

furtheL　Multiplying　an　arbitrary　function　of　k，φ鳶，　on　bdth　sides　of（8．20），　and

integrating　it　with　respect　to　k，　we　hav6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2π）70　3d・9、
1d3噛（・）一

2
1tr，（

（2π）3

）6（・一・一一　2＋3）

x（φ3＋φ2一φ1一φ・）non・（1＋n2）（1＋n3），

where　we　introduced　the　abbreviationsω‘＝ωgi，φ」＝φg‘，n‘ニngi（t），　and

6（0－1－2十3）＝6（qo－q1－q2十q3）6（ωo一ω1一ω2十ω3）．

（8．22）

（8．23）

Tb　obtain　the　expression　of　the　right－hand　side　of（8．22），　we　changed　t｝le　integration

variables．　We　notice　immediately　that，　for　dik＝1，　the　righレhand　side　of（8．22）

disappears．　Further皿ore，　using　the　property　of　delta　f気1ncもion，　xδ（x）＝0，　we　see

that，　fbrφ鳶＝korω灘，　the　r重ght－hand　side　of（8．22）is　equal　to　zero．　These

propertie8　indicate　that　the　number　density《乙the　momentum　density　P　and　the

energy　densityεare　conserved　quantities．］E【ere，　they　are　defined，　respectively，　by

N－
^d3ゐ・・（・）・

アー
md3ゐk・・（の・

ε＝
Pd3ゐω・π・（の・

（8．24）

（8．25）

（8．26）
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The　conservation　of　these　quantitie8　reflect8　the　fact　that　the　system　is　an　isolated

system．

Let　u8　further　check　the　behavior　of　the　entropy　den8ity　8（t），　defined　by

8（・）－／d3鳶｛【・＋叫（・）11・［・＋・・（・）1－・・（・）lnπ・（・）｝・
（8．27）

Changing　the　integration　parameters，　we　have

d
蕊8（t）＝

（2π）7σ

4

／意（d39i（2π）3）δ（・一・－2＋3）

×［n・nl（1＋n2）（1＋n3）一（1＋n・）（1＋n・）n2n3】

　　　　non1（1＋n2）（1＋n3）
×ln
　　　　（1十no）（1＋n、）n2n3°

（8．28）

As（x－y）ln（xん）≧O　for　positive　x　and　y，　Eq．（8．28）shows　that　tbe　entropy　always

increase8　in　time．　Thi8　i8　the　TFD　derivation　of　the　second　law　of　thermodynamics．

Thus　we　conclude　that　with　our　choic．e（叫＝1，to＝一◎o）the　time－independent

Fock　space　built　on　the　vacuum｝0》takes　care　of　time－dependent　processes．

　　　As　an　importa皿t　as五de：The　choice（叫＝0，‘o＝◎Q）leads　to　the　incorrect　result

that　the　entropy　decreases．　Thu8　thi8　choice　should　be　avoided．

9．Comments
In　this　paper　we　presented　a¢－representation　fbrmalism｛br　nonequilibrium　TFD　by

means　of　time－dependent　Bogoliubov　matrix．　To　deal　with　interactions　we　reviewed

tbe　interaction　representation　in　Sec．4where　only　two　choices（α＝1，¢o＝一◎Q）and

（α＝0，to＝oo）are　permitted　as　long　as　one　insist80n　the　use　of　the　T－pゴoduct

Feynman　method．　It　was　shown　in　Sec．8that　the　choice　of（α＝1，to＝＿◎o）

gives　rise　to　the　Boltzmann　equation　which　leads　to　the　right　entropy　law　while　the

choice　of（α＝0，to＝◎Q）does　not，　We　choseαby　demanding　tbat　the　T－product

Feynman　diagram血ethod　should　be　available．　If　we　would　abandon　this　demand，

we　will　still　be　able　to　establish　some　c組culational　method　fbr　anyαwhich　will

become　very　much　complicated．　However，　to　should　be　to＝一◎o　whatever　the

choice　ofαwould　be．

　　　Derivation　of　the　Boltzmann．equation　in　the　density　operator　fbrmalism　has

attracted　the　attention　of　many　physicists．　There　are　a　va8t　number　of　papers　on

this　subject．　The　same　subject　in　the　closed　path　fbrmalism　too　has　been　studied

intensively．　Reference　14　presents　a　recent　work　on　this　subject：Since　the　usual

fbrmulation　of　the　clo6ed　path　fbrmalism　does　not　have　the　parameter　8毒，　which

plays　a　crucial　role　in　the　TFD　fbrmahsm　inもhis　paper，　it　is　not　obvious　how　the
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con8ideration　i4　thi8　paper　i8　related　to　the　study　of　the　kinetic　equation　in　the

closed　path　fbrmalism．

　　The　whde　consideration　in　thiS　paper　i8　ba8ed　on　the　general　structure　of　the

tw（》point　Green，8　function　in　the　t－repre8entation．　Tlle　corrected　Green，s　functions

can　be　put　in　the　fbrmβ一1×（a　diagonal　matrix）xB．　The　parameter　appearing

in　the・Bogoliubov　matrix　are　divided　into　two　terms；one　iS　the　Heisenberg　number

den8ity　and　the　other，　dehoted　byレ，　repre8ent8　thermal　fluctuation　effects　on　the

number　density。　It　iS　’important　to　note　that　the8e　properties　aどe　common　in　equi。

廿brium　and　nonequilibrium　case8．　In　other　words，　there　appear　fluctuations　in　the

皿umber　den8ity　even　in　equihbrium　situation8　in　the‘－repre8entation・

　　　Asimilar　fluctuation　i8　expected　to　happen　also　i皿particle　collisions．　An　inter－

esもing　application　of　the　present　formaliSm　is　fbund　in　the　physics　of　high　energy

particle　reactions　such　a8　quark－gluon　plasma　both　in　equilibrium　and　in　nonequi．

librium．　As　an　example，　we　can　calculate　the　transition　matrix　element　of　reactions

with　two　incoming　and　two　outgoing　particles，　using　the　unperturbed　propagator

in　Sec．3and　the　interaction　representation　in　Sec．4in　the　t－representation．　Then

the　propagation　of　the　center　of　mas8　point　may　alSo　feel　a　8hort　time　thermal

fiuctuation．　If　this伽ctuation　become8　very　strong，　we　might　find　a　signal　of　a

phase　transition．

　　　Most　of　timedependent　nonequilibrium　phenomena　whi¢h　we　observe　in　nature
are　of　spaもial　inhomogeneity．　Heat　conduction　i8　a　typical　example．41t　is　expecもed

that　spatial　inbomogeneity　even　in　tbe　example　of　particle　reactions　above　plays

a　significant　role　in　giving　rise　to　the　nonequilibrium　process．　The　formaliSm　in

this　paper　can　be　generalized　to　cover　spatially　inhomogeneous　systems，　which　we

report　in　a　separate　papeL12

　　　1t　may　be　worth　pointing　out　that　extension　of　thermal　quantum　field　theories

to　time－space－dependent　phenomena　seems　to　8uggest　a　gauge　theory　fbrmalism，

though　not　much　has　been　done　in　thi8　line　of　approach．　Making　use　of　the　thermal

covariant　derivative　with　all　three　parameters（ηあ，α西，8西）depending　on　time，　H　en－

ning　and　hiS　collaborators　have　recently　started　a　study　of　a　gauge　theory　in　the

case　of　timedependent　Bogoliubov　matrice8．i3　This　iS　another　ope血subject　in　non－

equilibrium　TFD．

Appendix　A．　Matrix　FommUlae

We　list　here　some　matrix　formulae　involving　the　Bogoliubov　matrices　to　be　used　in

the　text．

　　　A　straightforward　matriX　calculation　for　the　B－matrix　in（4．12）gives

1詫i73　Bk（t）＝1差i　73＋σnk（t）（To＋T－）・

β；・（の1 ﾃ＝箕，

（A．1）

（A．2）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　1－73
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B西（t）＝T．一，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　町1（・）Liy’E3－1iZ’93

11ere　the　nOtatiOnS　are

一σ孔あ（¢）（1b－7’峯）．

（A．3）

（A．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＋一圏・　　　（A・5）

　　　　　　　　　　　　イ　　T・一一［島1］・　　　（A・6）

The　three　matrices，1｝above　and　7b　in（4．15），　play　the　basic　roles　in　practical

calculation8．　A　remarkable　fact　iS　that　these　matrices　satisfy　some　simple　algebraic

τelations．　They　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11子：＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、　　　　（A．7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　璋＝T＋，　　　　　　　　　　（A．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T2＝TL，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T＋To＝7bTL＝7b，　　　　　　　　9　　　　　　　　（A，10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　To　T＋＝1「L　7b＝T＋T＿＝T＿T＋＝0，　　　　　　1・（A．11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　T＋十丁＿＝1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．12）

Using　these　relations　we　can　easily　show　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　Br・（の1炉B・（tt）－T＋＋σ・・（帆　　
（A・13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　B∫・（・）1ヂB・（・’）一トσ・・帆　　
（A・14）

These　two　relatioIIs，　when　combined，1ead　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．15）
　　　　B－・岡［宅・9、］β囲一9・（箕＋σ燗＋9・（T－一σ刷・

ApPly　this　fbrmula　to　the　unperturbed　propagator　in（3．2），　i．e．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N、＝ゐ鳶（t’），　N2＝π、（オ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9、＝9L（t，t’）11，92＝9鳶（t，君’）22，

　　　　　　　　　　　　　　　・　　　　　　　　　　　σ＝1，

we　have
　　　　　　　　　　　　　△鳶（t，t’）　＝　9k（t，t’）11汚＋，㌃（t’）＋9ゐ（ε，t’）22・4．，鳶（¢），

（A．16）

（A．17）

（A．18）

（A．19）
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where　the　matrices．A±are　de伽ed　by

A＋，k（t）　＝　T＋＋nk（t）To， （A．20）

A一h（t）＝・TL　－nk（t）T・． （A．21）

We　frequently　make　use　of　the　matrix　A　defined　by

五・（t）≡βτ1（t）徳β・（ε）

＝孟＋，鳶（t）－4一な（t）＝T＋－T・＋2η恋（¢）7b． （A．22）
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hthe　f旭mework　of　thermo五eld　dymmic8　fbr　8pat三ally　inhomogenoou8　timedependent
nonequilibrium　5itu＆tio】鵬，　we　derive伽e㎞etic　equation，　W1盛《ih　i8　di董｛eτenも｛沁m　the

Bol幅mam（燗ion　due　to　q㎜t㎜面ect8．　It　i8ぬown　thaC舳踊ne¢ic　eqUati。駆1紬
¢othe　entropy　l5w．　An　expre88ion　for　t｝爬e塒ropy丑ow　i51bmd。

The　development　of　thサrmofield　dynamics（TFD）in　the　past　few　years1－4　ha8　made

it　a　powerful　and　systematic　tool　with　a　solid　fbundation　to　tackle　time－dependent

nonequilibrium　systems　of　quantum　fields．　We　see　the　reasons　fbr　this　from　the　fbl－

Iowing　aεpects　of　TFD：（i）In　TFD　time－dependent　thermal　situation　is　described

by　time－dependent　unperturbed（quasiparticle）numb　er　density，　wherea8　thermal

vacuum　is　kept　time－independent．3，4　Thus　the　whole　time－dependent　process　can

be　represented　in　a　single　Hilbert　space　using　a　single　thermal　vacuum，　because

of　which　TFD　calculation　of　Green，s　fUnctions　is・a　mathematically　well－de伽ed

procedure．（ii）There　are　redundant　parameters　in　therma田ogoliubov　transforma

tion．　It　wa8　shown　that　undel　a　particular　choice　of　the　redundant　paエameters　the

Feynman　diagram　method　is　available　in　calculating　Greeガs　fUnctions　of　HeiSeri－

berg　operators　without　lelying　on　the　Gell－Mann－Low　relation．3－5（iii）Therefore，

it　i8　possil）le　to　study　genelal　stmctures　of　Green’s血nctions　in　time　representa

tion，　as　wa8　done　in　Re£4．　Moreover，　a　simple　method　of　perturbative　calculation・

of　diagrams，’called　TFD　recipe，　was　invented6・7　and　is・very　help血l　fb置studying

Green，s　functions．（iv）As　TFD　is　formulated　properly　as　an　operator　formalism　of

quantum　fields　because　of（i）and　a8　the　Green，8　functions　in　time　repre8entation

are　put　into　a　compact　fbrm（allowing　us　a　physical　interpretation　of　each　part）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サowing　to（ii）and（iii），　the　renormalization　becomes　a　transparent　procedure　1ロ

time－dependent　TFD．　As　witnessed　in　Refs．3and　4，　the　renormalization　conditio皿

in　the　spatially　homogeneous　time－dependent　thermal　situation　derived　an　equation

fbr　the　unperturbed　numbel　density，　which　coincides　with　the　kinetic　equation　of

2879
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Boltzmann　type　and　consequently　leads　to　the　entropy　increase　law，　i．e．　the　second

law　of　thermodynamics．

　　　We　then　a8k　whether　the　spatially　homogeneous　time－dependent　TFD　can　be

extended　to　the　inhomogeneous　one　including　the　entropy　law．　Such　an　extension

is　vital　for　compariSon　with　experiments，　since　mo6t　nonequilibrium　phenomena

are　a部ociated　with　inhomogeneity．　The　fbrmulation　of　inhomogeneous　TFD　fbr

the　unperturbed　system　wa8　already　given　in　RefS．8and　9。　An　attempt　to　derive

akinetic　equation血om　the　renormalization　was　made　in　Ref．10．　In　this　letter

we　derive　a　kinetic　equation　using　a　renormalization　conditiop　dif董brent　from　the

previou80nelo　and　show　the　entropy　law　from　it．

　　　The　spatial　inhomogeneity　in　TFD　iS　introduced　through　the　momentum一㎡xing

thermal　Bogoliubov　transformation8・9：It　reads　for　bosonic　o6cillator　variablesα恋

（the　discussion8　in　this　letter　is　restlicted　to　bo80nic　operators　fbr　simplicity，　a8

extensioll　to　fermionic　ones　is　straightforward）

・、（・）・－B・・（・鵬・一‘∫竈幅（・），

a、（t）・一・‘∫重幅（・）ξξB（t）τぎ，

（1）

where　the　su伍cesゐ，g　stand　fbr　momentum　variables，μ，レare　thermal　indices，
i．e．α1＝α，α2二乙↑，δ1ニ♂，　a2ニーa．　Theξゐ一〇perators　de丘ne　the　time－space－

independent　thermal　vacua　lo＞and〈01　asξ灘10＞ニξ産lo＞＝oand〈olξ£＝〈olξ1＝o．

We　take　the　fbllowing　fbrm　fbr　the　thermal　Bogoliubov　matrix　B（t），

B（の鎧一
mδ（k：謂）鳶・調μ・

（2）

with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（t）物二〈Ola（ε）1・（t）毒lo＞・　　　　　　（3）

This　parametrization　of　the　thermal　matrix　is　the　same　as　that　cho6en　in　homog（ト

ne・us　case，4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　恥（t）］・v－［1鳩（¢）－nl（¢）r，　（・）

except　f（）r　momentum　mixing，　and　is　crucial　f（）r　the　availability　of　Feynman　method
later．

　　　We　recall　from　Ref．8that　the　expression　for　unperturbed　bosonic　field　of
Schr6dinger　type　using　ak（t）μin（1），

9（ちx）・一
i2π1・！・／d3ゐ・・（・）・・　，

（5）
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which　yields　the　unperturbed　2×2matrix　propagator，

△（。，。’）・v≡二i〈咽9（x）・O（。’）・】10＞

　　　　　　　　　　　－／d3灘39・－B－・（・）x：’9（ち・’・q）”B（・’）；ky・画（6）

where
　　　　　　　　　　ρ（t’tt・q）岬一・一・∫；　ω［一’θ（も一が）ie（∴、）r・（・）

The　unperturbed　Hamiltonian　governing　the　time　evolution　of　the　above　g　is　given

by
　　　　　　　　　　　　　　rtQ（・）－／d3・φ（・・x）・ω（一ゴ▽）9（ちx）・－e・（t），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　。R（の≡／　d3xd3y　¢（ちx）・R（ちx，y）曙レψ（ちy）・・

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T・一［にi］　　　　（9）

and

R（ちx・y）一備、陪＋｛ω（i▽の一ω（一‘▽の｝］・（ちx去y・q）・一）・（・・）

Here　the　number　density　parameter　n（x：k）is　related　to　N（t）kg　through　the　Fourier

transf（）rmation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（ちx・k）≡／d3q・‘…N（t）・＋号，ト号　　（・・）

or
　　　　　　　　　　　　　　N（・）kk・≡1（lll3ε一・（・－k’）㌔（ちx・≒k’〉　（・2）

　　　The　tota田amiltonian　H　in　TFD，　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬（t）＝H（の一∬（¢）・．　　　　（13）

is　divided　into　the　unperturbed　part　HQ（t）in（8）and　interaction　one　H∬（¢），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　あ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（¢）＝HQ（‘）十HI（t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬∬（t）：＝Hint十（～R（‘）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

168



ゲージ日　言の 、　　　　　口

2882　　】r。｝’amanaka＆κ。ハrakamura

x一
Z’

C1ノ

Fig，1．　The　loop　se】f－energy　diagram　without　vertex　correction・

The　second　term　in（15）is　the　counterterm，　while私nt（¢）consists　of　nonlinear　term8

and　the　usual　counterterms　such　as　the　energy　counterterm．　For　de盒niteness，　the

fbllowing　model　of　the　interaction　dens三ty　is　taken　in　this　letter：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ny

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hi。t（t）＝Hi。t（ご）一．Hi。、（の，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　堀・）一・1d・・＠・（・）9（・））・・　　（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Here　and　below　the　usu田counterterms　in」Hint（¢），　which　are　not　essential　in　our

f（）llowing　discussions，　are　supPressed．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　On　the　basiS　of　the　division（14）of　H（ε），　one　can　develop　the　interaction　rep－

resentation。　As　was　shown　in　Ref　4，　the　Feynman　diagram　method　is　available　in

the　calculation　of　the　full　propagator，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　G（x，x’）μ”≡－i〈0【T［9・H（¢）μψH（¢’）つ10＞，　　　　　（17）

蝋x）μb・ing　th・H・i・enb・・g・P・・at…F・・thi・the　ch・ice・f　th・飴・m　f・・B（t）k．9

in（2）is　crucial．4

　　　The　2×2。matrix　self－energyΣ（x，x’）μ”is　defined　through　the　Dyson－Schwinger

equation，

G（・・xt）・・＝△（・・xt）・・＋／d‘yd‘・’A（x，・）μμ’Σ（y，・’）・’・’σ（・’，・’）〆・・（・8）

　　　The　loop　self」energy　without　vertex　corrections　in　our　mode1，（16），　correspond－

1ng　to　the　Feynman　diagram　in　Fig．1，　is　obtained　as

Σ…・（X・　・・）pv－－8・・
m≦畿コ；：1；耀；1，謙識，：llli’］・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）
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Substitute（6）in　this，　we　then　fipd　in　the　Fourier　space　with　respect　to　x　and　x’，

Σ1－・（…’）：1・』1d講¢’・一一Σ・一・（…’）・〃…’・ガ　　（2・）

　　　　　　　　　　　　　－c・／1．，（d3ゐ」d3ゐ1）δ（…・－k・＋k・）6（k’－ki－kち＋kも）

　　　　　　　　　　　　　　　・［－iθ（・一〆）・一’　f，：　ds［w・・（8）＋ω・・（8）一ω・・（8）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（M・（〆）・、・孟、。騨。T＋＋M・（〆）刷垢騨。T・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・θ（・L・）。一‘∫1鰍（・）塊（・）一ω・も（・）】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（M・（・）刷・，脚。T－－M・（の・、糊・も・。T・）】，（2・）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Cg≡（ij／2，・　　　　（22）

　　　　　　　　　Mo（t）刷励猟鳶3＝N（¢）鳶1鳶IN（の鳶2鳶る（1鳶も鳶3十N（の鳶もゐ3），

　　M・（t）砕。kSkも・。＝（1・、・II・，・る＋N（t）刷1励…＋1砥N（t）・、・る）N（t）・も・3（23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－N（の鳶1鳶三N（ご）励乙1鳶も鳶3，

with　the　notation　of　I髭髭’＝δ（k－k’）．　The　expression　in（21）can　be　rewritten　in

the　fbrm　of　B．－1×（a　diagonal　matrix）×B，　using　the　B－matrix　in（4），　when　the

f（）rmula8，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　ゴ
　　　　　　　　　　　β一・［・（・）】・μ’［1劉㌔【・（〆）】ノ〃一胃・＋・（・’）曙〃・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　’
　　　　　　　　　　　B－・［・（・）】・・’［1調μシB［・（・’）］〆〃－T1・一・（・）曙〃・

with（9）and

　　　　　　　　　　I　T・　：［18］・T－一［」1］，　　（25）

are　used，　namely，

Σ1。。P（ちt’）爆，

　　　　　一噸（d3ki　d3k‘）δ（k－k・－k・＋k・）6（k’＋kS＋kき）

　　　　　　　・β一W（・）】・〆［1－？（、）］〆λγ（ちの・轡）lr’酬〆）］・・v・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）
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where

y（　’t，　t）μレ

　　　　　ーゴθ（t－〆）ビ‘”4・1…（・）…2（・）一…（・）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　0

‘θ（・’一・）♂‘ρ“3【ω・三！‘）塊（8）　ω・も（3）】

μv

，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万（・）一謙ill叢lilill・　　（28）

Note　that　fbl　silηplicity　we　drop　the　dependencies　of　M1，Nand　V　on　k‘，s　andた1，s．

　　　Tb　the　loop　self－energy　is　added　the　counterterm　self－energy，　denoted　by

ΣQ（¢，¢’）μ”，to　make　the　total　self－energy，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（t，　tt）餐ζ，＝Σ100P（ちt’）鐸，十ΣQ（ち〆）鋸，．　　　　　　　　（29）

　　　　　　　　　　The　term　QR（‘）in（15）contributes　toΣQ（¢，x’）μa8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣQ（¢，t’）髪ζ，＝R（ε）鳶鳶’6（君一t’）To”ツ，　　　　　　　　　（30）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　R（り鳶恋’二州（ご）鳶恋’十（ω鳶’（t）一ω鳶（の）N（t）鳶鳶’．　　　　　　（31）

　　　The　next　step　is　to　extract　the　oπ一3ゐe〃part　from　the　total　self・－energy　obtained

above，　on　which　a　renolmalization　condition　will　be　imposed．　For　this，　consider

the　diagonal　matrix　function　y（t，t’）μincluded　inΣ1。。p（t，t’）爆，，representing　the

propagation　of　the　quasiparticlesξ．　We　assume　thatω鳶is　independent　of　time，

thell　V　depends　only　onε一t’．　Then　one　may　de貫ne　its　Fourier　transfbrmation　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（・）・・一燈ビ繭・・v（た・）μ　　　（32）

to　find　that

1

んo一ωk、一ωk、＋ωた。＋iε

　　　　　　　　　　0

0
μv

V（ko）AV＝
1

鳶0一ω鳶1一ゆ鳶る十ωたも一‘ε

Let　us　define　its　on－shell　by　putting

　　　　　　　　　た・δμ㌦（ω（・＋k’）ノ・一ω（k、＋kl）ノ・一ω（・。＋kS）ノ・＋ω（k。＋・き）1・）6pv

　　　　　　　　　　　　　　　　＋卜＋㍗一ω㌦＋＆＿も］”v

（33）

（34）
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there，　which　means　that　the　on－shell　part　of　V（t－t’）Pv　i8　given　by

　　γ（on）（t－t’）μ”

　　　　　　　　6（・一〆）［ω＿1，一ω（k、．、三）！，－a：t；：i；i2＋k，）！，＋ω齢も）ノ，＋i　］μ，（35）

where　T3　is　the　Pauli　matrix．　Thus　the　on－shell　part　of　the　loop　self－energy，　de．
n…dbyΣ留（ちt’）XX’，f・ll・w・fr・m・ub・・i・・ti・g　thi・γ（°n）（t－t’）μi・t・γ（ちt’）μ

insideΣloOP（t，t’）髭ζ，，

Σ留呂（ちt’）餐ζ’

一ら／遺（融1）δ（k－k・－k・＋k・）δ（k’＋kう＋k5）δ（・一のM・（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　ノ

　　　　　・B－・［N（t）】・μ’［　　　　　　1　　　　　　r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω（k十k’）12｝ω（ゐ、＋恋1）！2一ω（あ。＋為も）！2＋ω（恋。＋必き）12＋2ε73

　　　　　×Bひr（t）］〆・　　　　　　　　　　　　　　　（36）

with（23）and（28）．　Tlle　on－shell　counterterm　isΣQ（¢，ε’）餐ζ，　in（30）itself，　therefbre

the　on－shell　part　of　the　to亀al　self－energy　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（°n）（ち〆）餐ζ’＝Σ溜1（ε，t’）：x’＋ΣQ（ちオ’）x9，・　　　（37）

　　　Extending　the　arguments　in　our　previous　paper80f　the　spatially　homogeneous
case，3，4　we　require　the　renormalization　condition　that　the　total　on－shell　self－energy

in（37）should　be　diagonal　in　terms　of　the　qua8iparticle　operatorsξ汐andξタ，　i・e・

　　　　　　　　　　　　B（t）鍔’カ（・・）（ち¢’）錠了’B－1（‘脇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（diagonal　with　respect　to　the　thermal　indices）。　　　　（38）

Although　this　is　a　2×2－matrix　relation，　it　turns　out　that　the

equat量on　suffices　to　sat捻fシtbe　condition（38）：　　幽

　　　　　　　　　　N（‘）鳶鳶’－i（ω髭’一ω鳶）N（¢）㌃鳶’

丘　110wing　single

＝一ゴ
^d3・｛δW（・）・・N④・k・－N（・）・・δ脚）・・’｝

＋2π
ﾓ御・た1）6（k－k・－k・＋k・）δ（k’＋kち＋kも）

　　・δ（ω（・＋・’）ノ・一ω（・、＋・1）1・一ω（・，＋・る）！・＋ω（・。＋・S）！・）M・（t），　（39）
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where

δw（t）・・’≡
ﾓ脚・た1）6（k－k・－k・＋k・）δ（k’－ki

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M1（t）

一一@kS＋kS）

　　　　　　　　　　　　　　×　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．　　（40）
　　　　　　　　　　　　　　　　ω（k十k’）12一ω（鳶・＋恋1）！2一ω（あ・＋k6）ノ2＋ω（灘・＋les）ノ2＋2ε

Equation（39）is　the　kinetic　equation．

　　Let　us　translate（39）into　that　in（x，k）－representation．　To　do　this，　we　prepare

the　fbllowing　fbrmula：When　the＊－product　in　double　k－represenもation童s　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（F・・F・）・…－1・’・F・…F2ψ・，　　（・・）

one　has

脇（x・k）－／11i3111d1SZ；Sl　la311zqid3q22Td36yid3y2・・（・…＋・・…）

　　　　　　　　　　　　　　　　　・F・（x＋姿・k＋q・）F2（X一号・k＋q・）

　　　　　　　　　　　　　　　一・xpB（∂　　∂　　　∂　　∂∂x1∂k2　∂x2∂k1）］F・（x・k）F2（x・k）（42）

in　terms　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x・k）≡1d3・・‘・’・F・＋曇，・一号・　　（43）

In　the　la8t　expression　of（42），∂／∂x‘and∂／∂k‘（i＝1，2）operate　on　arguments　in

Fi（x：k）．　With　the　help　of（42），（39）is　rewritten　in（x，k）－representation　as

　　　　　ゐ（ちx・k）－i｛ω（k一去▽・）一ω（畦▽・）｝・（ちx・k）

　　　　　　　一一i・xpB（　∂　　　∂　　　∂　　　∂∂Xw∂kn　∂Xn∂kw）］6W（ちx・k）・（ちx・k）

　　　　　　　　　　＋・・xp［垂（∂k・∂建。一∂k・∂k）］6（ちx・k）δw・（ちx・k）

　　　　　　　　　．＋iδw。（t，x：k），　　　　　　　　　　　　（44）

where

δw（ちx・k）－c・　fd・・遺（d・た・d・た1）・　

　　　　　　　　　　　　　　　　・δ（k＋号一k・－k・＋k・）δ（k一号一k隅＋kの

　　　　　　　　　　　　　　　　×　　　　M・（の　　　　　（45）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω（鳶＋め！2一ω個＋恋P！2一ω（鳶、＋める）ノ2＋ω偽＋恋も）！2＋tε
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　　　　　　　　　　一ら／意d・L・δ（k－L・－L・＋L・）M・（ちx・L・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　×　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　，
　　　　　　　　　　　　　　ωL1十L2＿Ls一ωL1一ω五2十ωL3十tε

卿・x・k）一一2T・C・　1d・・重（d・k・　d・k；・）・　

　　　　　　　　　　　　・δ（k＋号一k・－k・＋k・）6（k一号＋kる＋kの

　　　　　　　　　　　　×6（ω（k＋k・）！・一ω（鳶、＋k：）ノ・一ω（鳶、＋k6）！・＋ω（k。＋鳶も）1・）M・ω

　　　　　　　　　　一一呵意d・L・6（k－L・－L・＋L・）輪（ちx・L・）

　　　　　　　　　　　　×δ（ωL、＋L、－L。一ωL、一ωL、＋ωL。），

with
　　　　　　　　　M・（ご，x・L・）＝n（¢・x・L・）n（ちx・L・）（1＋・（¢，刃L・））・

　　　　　　　　　M・（ちx・L・）ニ（1＋．n（ちx・る・）＋・（ちx・L・））・（ちx・L・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一η（t，x：L1）π（t，x：L2）．

　　For　comparison，　we　write　down　the　famous　Boltzmann　equation，

　　　　　　　　　　　　カ（ちx：k）十v・▽xn（ちx：k）＝St［π］（ちx：1【），

where　the　collision　integral　is　given　by

s咽（t，x・k）…／違d・L・w（k・L・・L・，L・）

　　　　　　　　　　　　　×・｛n（‘，x：L1）n（t，x：L2）（1十π（t，x：k））（1十n（t，x：L3）

2887

（46）

（47）

（48）

（49）

（50）

　　　　　　　　　　　　　　　　一π（ちx・k）π（t，x・L、）（1＋π（ちx・L、））（1＋π（ちx・L2）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（51）

For　our　present　model，　the　transiti6n　rateωin　the　Bom　approximation　takes　the

fbrm

　　ω（k，L・・L．・，エ・）＝2・（］・δ（k－L・－L・＋L・）6（ω・一ω・、一ω・。＋ω・。）・（52）

As　is　well　known，　the　entropy　law　fbllows　from　the　Boltzmann　equation（50）．
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　　　In　spatially　homogeneous　case，　the　kinetic　equation　derived　from　time－

dependent　TFD　completely　coincides　with　the　above　Boltzmann　equation　with－
out　x－dependence．3・4　Therefore，　it　was　easy　to　show　that　the　entropy　law　holds　for

spatially　homogeneous　time－dependent　TFD．

　　　Our　kinetic　equation　in　inhomogeneous　case（44）differs　from　the　Boltzmann

equation．　We　see　the　following　three　source8　of　such　differences．

　　　（i）Th・t・・m一歪｛ω（k二養▽。）一ω（k＋毒▽。）｝n・・epl・・e・▼・▽xn・in・th・B・ltz－

ma皿equation　which　represents　the　classical　kinematical　effect　of　particle　flow．　We

expand　it　around　k　as

一i
oω（k一去▽t）一ω（k＋去▽・）｝＝震・▽・＋…

・・

ｰ
卿

　
＝

（－1）3

（2ゴ＋1）！

－
一（
2∂kω

∂・v・）2 ∂ω

振’▽x・

（53）

wh・re・th…uffix・w・i・，窪．　i・p・t　t・・emi・d・th・t・thi・diff・・enti・ti・n・P・rates・nω

but　not　on　n．　If　we　identify　the　group　velocity　of　the　wave，

　　　　　∂ω

Vg「死・
（54）

with　the　classical　velocity　v，　neglecting　the　higher　derivative　terms，　we　see　a　cor－

respondence　between　our　kinetic　equation　and　the　Boltzmann　equation　regarding
the　kinematical　effect　of　particle　now．　Our　kinetic　equation　includes　the　nature　of

quantum　wave．
　　　（ii）Th・p・e・en・e・f　th・血・t・・exp【一垂（。，｛1；・∂霊．一，蔓．・∂k）】・n　th・・ighレhand

side　of（44）iS　due　to　the　effect　of　spontaneous　ehange　in　momentum　of　propagating

particle．　As　a　matter　of血ct，　in（39）we　get　the　terms　like　f　d3qδW（t）ρgN（t）gp’，

丘om　which　the　factor　on　the　top　of　this　pamgraph　originates．

　　　（iii）The　presence　of　1／（ωL、＋L，＿L。一ωL、一ωL、十ωL．十iε）in（46）reHects　the

ef驚ct　of　the　energy　uncertainty．

　　　Fir8t　consider　aマery　crude　apprQximation　of　our　kinetic　equation（44），　nameIy，

neglect（ii）（then　automatically　no（iii）），　and　keep　only　the　vg　in（i）．　Then（44）
　の

81mply　reduces　to　the　Bolもzmann　equation（50）built　on　a　classical　picture．　It　is

natural　since　all　the　effects　neglected　above　are　of（luantum　origin．

　　　Lehs　treat（44）．　We　just　rewrite　it　as

ぬ（ちx・k）一・｛ω（ト去▽・）一ω（k＋毒▽・）｝・（ちx・k）

＝St【n】（t，x：k）十△St【n】（t，　x：k）， （55）
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where　St回（t，x：k）is　fbulld　in（51）and

△St［n］（ちx：k）

≡一
ｭ・xp　B（∂k・∂il：。T－∂1｝。i・∂k）］一・）δW（ちx・k）・（ちx・k）

　　　　＋・（・xp［量（∂k・∂il；。T－∂ll；。T・∂k）］一・）・（ちx・k）6脚・x・k）・

Expanding　the　exponential　factot8　and　using（46），　we　have

　　　△St［n】（¢，x：］k）

　　　　　　　一噸’L憐轟・・（　∂　　　∂　　　∂　　　∂　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Xw　　∂kn　　∂Xn　∂kw）勿札

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　xδ（k－L1－L2十L3）P
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωL、＋L2－L3一ωL、一ωL。＋ωL3

　　　　　　　　　＋書講（　∂　　　∂　　　∂　　　∂∂Xw∂kn　∂Xn∂kw）勿δ（k－一＋玩）

　　　　　　　　　　・2πδ（ω一一…ω・・一＋ω恥）］妬（ちx・L・）・（・・x・k）

2889

（56）

（57）

　　　　　　　＝、1、・∂k・∂k－∂婁。・∂k）δ（k－L・－L・＋L・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M1（t，x：Li）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η（¢，x：k），　　　　　　　　　　　　　　　　　（58）　　　　　　　　　×P
　　　　　　　　　　　　　ωL、＋L。－L。一ωL、一ωL2＋ω五。

where　only　the　lowest　gradient　term　is　picked　up　in　the　last　expression．

　　Now　introduce　the　entropy　density　3（t，x）by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5（ちx）≡1d3鳶・（ちx・k）・　　　（59）

　　　　ε（t，x：k）≡（1十η（虚，x：k））ln（1十η（t，x：k））一π（¢，x：k）1nπ（ε，x：k）．　（60）

Its　time　derivative　b　ecomes

　　　　　　　　　　　　　　　s（ちx）－／d3緬（ちx・k）1・1謙欝）・．　（6・）

We　substitute（55）with（53）and（57）or（58）．　Here　we　explicitly　show　the　result　uP

to　the五rst　non－trivial　gradient　terms，　althoughぎπcJ諭oπ¢ノゐぎσゐer　spatial　deri’vative
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terms　d「oε3πoごcゐαπ9εo冠r．fina’conclusion　of　tゐεentropy～αωうε10ω．　Noting　that

∂π／∂kln（1十η）／π＝∂8／∂k　and∂π／∂x　ln（1十π）／n＝∂8／∂x　and　perfbrnオng　integral

by　parts　with　respect　to　1【，　we　manipulate

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋π（ちx：k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π（t，x：k）

／d3k△s・回（ちx・k）1・

　　　　－v・・［一動／’強’L・

×P

｛δ（k－L・－L・＋L・）

M1（t，x：L‘）

ωL1十L2－Ls－CVL　1－CVL2十WLs

゜s（H／：k）｝＋・（叫（62）

Thus　we　have　the　following　equation　for　the　entropy　density，

S（t，x）十▽x・Js（t，x）＝Pr【n】（t，x）， （63）

where

Js（ちx）≡／d・k［°s（Xll：k）｛Vg＋殖轟δ（　一＋L3）

x7）
ωL1十L2－L3

Pr【n］（t，x）

M鰐妻2恥＋CVLs｝＋・（Vx）］，

≡／d3ゐs・回（t，x・k）1・ 1十π（ちx：k）

n（t，x：k）　°

（64）

（65）

As　st【n］（t，x：k）inside　pr【n］（t，x），　given　by（51），　is　the　collision　integral　of　the

classical　Boltzmann　equation，　it　can　be　proved　that　Pr【n］（t，x）is　the　production　of

the　entropy　per　unit　time　and　unit　volume：

Pr【π】（t，x）≧0． （66）

In　su㎜ary，　we　have　the　equation　of　continuity（63）with　the　production　source
for　entropy　Pr［n】（t，x）in（65），　which　leads　to　the　conclusion　that　the　total　entropy，

s（t）≡／d3・s（t・x）
（67）

lncreases　in　time
　　　　　　　　　　　　　， d

濱5（t）≧0・ （68）

The　source　term　Pr回（tJx）remains　the　same　as　that　in　the　claもsical　Boltzmann

equation．　During　this　derivation　of　the　entropy　law　we　fbund　a　natural　definition

Qf　the　entropy　flow　J、（t，x）given　by（64）．
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　　　The　definition　of　the　on－shell　part　of　self－energy　in（36）and（37）and　the　renor－

malization　condition　on　it　in（38）were　crucia1．　The　basis　of　an　argument　at　more

profound　level　to　justify　the　choice　of　the　on－shell　part　is　open．

　　　In　spatially　inhomogeneous　case　the　momentum　iS　not　a　good　quantum　number，

which　is　the　very　reason　for　momentum－miXing　in　the　present　formaliSm．　It　iS　then

a　natural　attempt　to　look　for　a　good　quantum　number　in　inhomogeneous　situation，

by　which　qua8iparticle　8tdte8　are　labeled．　Thi8　possibility　8hould　be　pursued　in

future　study．
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ENTROPY　IN　INHOMOGENEOUS　TFD

　　　　　　　　　　　　　　Y．Y』manaka

　　　　　　　H！α3¢daσπゴ”．5¢πfor王1ぎ9ん5‘ゐ00’

3・31・1κ6mi5Aα周ii，1》c”’mα・な艇，　TbなΨ0177，」叩¢π

and

　　　　　　　　　　　　K．Nakam町a

　　　　Diッ．　q〃v伽m’5cぎ¢πce，　M¢ヴj　Univ．

1～umi，」ワザ冠ゐ魅，5u9葦π6πB‘・ゐ初，7b必3ro　168，ノαPGπ

ABSTRACT

Using　thermo　field　dynamics（TFD），　we　derive亀he　kinetic　equation　for　spa亀ially

inhomogeneousしime－dependenしnonequilibrium　system　o『quantum　field．　The　en．
tropy　law，　i．e．，　the　increase　of　enしropy　in　time　follows　from　this　kineしic　equation

which　is　different　fromしhe　c！assical　Boltzmann　equation　due亀o　quantum　effects．

Our　analysis　a亘so　gives　an　expression　for　the　entropy　currenし

1．Inhomogeneous　TFD

　　　Recently　thermo　field　dynam三cs（TFD）1・2　has　been　fbrmulated　in　a　wayしhat　it

accomodates　t五me－dependent（though　spatially　homogeneous）nonequilibrium　phe。
nomena　of　quantum丘elds3・4・2．　There　we　derived　thc　kinetic　equation　of　Boltzmann

type　through　the　renormalization　procedure，　which　leads　to　the　entropy　law3・4・2．

The　purPose　of　this　report　is　to　show　that　also　in　spatially　inhomogeneous　case　one

can　de㎡ve　the　kinetlc　equation　and　the　entropy　law　from　it，　using　the　f（）rmulation

of　inllomogeneous　TFD5・6．

　　　Let　us　summarlze　the　fbrmulatlon　of　inhomogeneous　TFD　very　briefiy　from
Ref．5．　The　unperturbed　bosonic　field　of　Schrδdinger　type　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（ちゴ）・一（2肴、1、1♂た・・（・）・e‘忍2・　　（1）

where　the　mechanism　of　the　momentum。mixing　in　tんermal」Bogoliubo”transゾ’o　rmation

gives　rise　to　spatial　inhomogeneity：

　　　　　　　　・・（¢）・－B－1（¢）定；ξ；ビ‘∫‘幅（・），ak（訟）・一・‘∫8幅｛・）鳶B（・）謬，　（2）

the　suHicesた，　q　stand　fbr　mome血tum　variables，μ，レ（＝1，2）are　thermal　indices，

1・・…1＝・，♂＝at，a’＝・↑，δ2＝一δ．　T㎏ξ・一・P・・at・・s　d・fi・・th・time－・pace－

independent　therma1　vacuum　P》asξた10＞＝ξ鳶lo＞＝o．　we　take　the　fbllowlng　fbrm
f°「　th・・h…a・・B・9・1i・b・v・m… 奄?E

　　　　　　　　　　　　　　　　　　曜一［δ（k一ヴ）＋N（t　　　　　り　　一δ（k　・一　q））臓穿皇邸　　（3）
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wi七h　1V（t）・，＝101δ（の1・（ご）粟10＞，・・亀hi・p肛・m・t・・i・ati…nab1・…t・u・e　th・恥y・・

man　diagram　method7・4．　The　matrix　B　is　a　generalization　of　the　thermal　Bogoliubov

matriX　B…n　h。m・gene・US　CaSe2・3・4，

B（・］・・一［1ギ1πr・
（4）

The　unperturbed　2×2　matrix　propagator　is　calculated　as

△（…’）・ン≡－i〈・IT【9（・）・ψ（x’）レ1・》－1

×B－
vビ‘∫1　・（・1［一｛θ（1騨‘’）

d3　kaFi　k’aF’q

（2π）3

　　　　　　　　　t　’iθ（、P一っrB（t’）ζ建・一‘Z’　・“

　のik・i
e

（5）

with　x＝（　りt，i）．　The　unperturbed　Hamiltonian　governing　the　time　evolution　of～g　is

A
HQ（t）＝＝

A

QR（t）≡

1d3・φ（ち5）・ω（一｛ウ）9（・・i）・一φ・（・）

1d3・d3y・（・・i）・R（・・i・の曙”㈲・・
T・一

mに｝】・ （6）

where

R（ち5，ゴ）＝＝

≡）哺
た

●
　
●

5　
，

‘（π

／（射£＋凧）一ω（一ゴラ・）｝］・（ち

／d39　・’・”iN（t）・＋舞層・

f＋ず　　　　　・のei苧〔f’・1（7）

　2

（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　　The　total　Hamilton…an、厚in　TFD，　H（t）＝H（t）一〃（り，　is　divided　as乃1（t）＝
A　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

Hq（t）十H’（の・Here三n　the　interaction　part，・Ht（の＝11int（t）十（2R（ご），　the　second　term

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐis　the　counter　term，　while　Hint（のconsists　of　non－1inear　terms・Fbr　definiteness，　the

｛bllowing　model　of　the　interaction　density　is　taken　below，

πi。、（x）一・（‘Rt（x）9（x））2． （9）

Now　the　calculation　in　the　interaction　representation　can　be　formulated，　where　the

Feynman　diagrarn　rnethod　is　available4．

2．Self－Energy　Calculations

　　We　have　the　g2－order　loop　self．energy　without　vertex　corrections　in　our　model

（9）as

Σ・…（…’）・・一一89・ m≦継1二津撒多2；：・礁甥≧二；≧埼鴇≧：1］・ （10）
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whose　Fburier　transfbrm　w．　r．　t．5and　5’reduces　to

　　　　　刃　（t，t’）：x・一ら／直（d3たld・た‘）δ（寿一だ1一だ・＋島）6（汐一だ1一魔＋尾）

　　　　　　　　　・β・w（・）1・〆［6M？（、）1〆λγ（・・の・・’凹の1］㌔【亙（の】の（11）

where（7g≡（892）／（2π）6，　B　in（4）and

γ（t，　t’）μ＝　　　　　　　　　　　　　　・
［一iθ（孟一¢’）ビ‘∫1幅（・）…2（・）一・・3（・）1　　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。　　　　　ie（t’、＿、・）。一‘∫1岨1（・）塊（3）甲w・s〔3）】］凸）

　　　　M、（の刷・，・…・5ド（1・1・1∬・、・…＋N（‘）刷∬・、・5＋1・1・11v（ε）・，・…）N（‘）・5・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1V（‘）刷1W）刷1・乙・。，　　　　　　　（13）

　　　　亙（・）－N（‘）　瓢lll綴素N（‘）鳶…穐）・　　　（14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　り
with　the　notation　of　1妖，＝6（k＿k’）．　Note　that　the　above　expression　is　put　in　the

長）rm　of　8－1×（a　dlagonal　matrix）×β．

　　　To　the　loop　self・energy　is　added　the　counter－term，　denoted　byΣQ（¢，¢’）μレ，　to

make　the　total　self－energy，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ7（t，‘’）餐X，＝Σ’OOP（ち‘’）餐竃’十Σ7Q（ら〆）餐髪’，　　　　　　　　　　　　　（15）

where
　　　　　　　　　　ΣQ（t，　t’）撲，＝ゴハr（ご）kk’十（ω鳶’（ご）一ωた（‘））N（t）ん鳶’δ（‘一ε’）T6」レ・　　　　（16）

3．Renormalization　and　I（inetic　Equation

　　The　oπ。5んe〃part　of　the　total　self－energy，　on　which　a　renormalizatioll　conditlon

wlll　be量mposed，　is　fbund　in　the　fbllowing　procedure：The　diagonal　matrix　function
γ（t，t’）μincluded　inΣ1‘。。p（t，t’）爆，　represents　the　propagation　of亀heξ一particle．　We

assume　thatω愈is　independent　of　time，　thenγdepends　only　onトt’．　Then　consider
its　F・urier　t・an・f・rm　V（ko）岬＝【1／｛k。一．wkl一ω鳶、＋ω鳶，＋娩｝】μ，　wh・・e　r3　i・the

Pauli　matrix．　Let　us　define　its　on－shell　by　putting

（cf．

v（°n）（t－t’）pu

　　　　　　んoδμン　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　ωk二＋ω鳶…一ω鳶乙

Ref．8），　meaning　that　the　on－shell　part　ofγ（t－‘’）μis　given

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

（ω圃！rω齢P1・一ω剛）1・＋ω（・、＋・5）！・）6μv

＋［ωた・　　　　r

一6（t－t’）［

by

（17）

ω（k＋k’y2一ω〔厨たD！2一ω〔厨な…y2＋ω｛先、瑞V2＋ZCT3
O

μ

ー
（18）
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Thu・th・・n－・h・1！・P・・t。f　th・1・・P・elf－…rgy，・d…t・d　byΣ1認（t，t’）：，”，，・f・ll・w・fr・m

，ub・tituting　thi・・V（°”）（t－t’）μint・γ（t，t’）・ンin・id・．Xt。。，（ち〆）駕，，

Σ1認（t，t’）餐島鴫1重幽’ん1）晒一噛6（汐一寿1一尾＋尾）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xM、（‘）【β一W（¢）】γ（°n）（・一・’）β【N（・）】】μ・　　（19）

The　on－shell　counter　term　is：E　Q（t，¢’）撲’itself，　therefbre　the　on・shell　part　of　the

totaユself－energy　is　given　by　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　s（　）（t，　tt）：x’＝Σ｝認（t，t’）餐ζ’＋刀Q（t，t’）：x，．　　　（20）

　　　Extending　the　argumen也s　in　our　previous　papers　of　the　spatially　homogeneous
case3，4 C　we　requ1re　the　renormalization　condition　that　the　total　on－shell　self－energy
（20）should　be　diagonal　in　terms　ofξβandξβ，i．e．，【B（ご）pk　．X〔°π｝（ご，t’）髪轟，　B－1（f）鳶，p、】μ＝

（diagonal　with　respect　to　the　thermal　indices）．　Altlユough　this　is　a　2×2－matrix　re－

1ation，　it　turns　ou亀that　the　condition　is　satisfied　by　the　sing！e　equation，　which　after
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
so瓜e　manipulations　becomes…n（i，た）－representat1on

　　　　　　　　　一　　　噂　1→　　　殉　1噂　　　　哺　　　　　　輔
　　　　　　　　　　　一i｛ω（k一云▽・）一ω（た＋蕊▽・）｝・（ちi・た）一ゴ　　　ゐ（ち5：k）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5w6（ちf：k）

　　　　　　＋卜・xp｛　i　∂　　∂　　∂　　∂鱒互（∂iw°∂疋。一∂∫。’∂疋w）｝W（ちi・肺・寿）＋h斗（21）

where∂／∂云w．and∂／∂5π，　e．g．，　operate　only　onδ1イ／andπ，　respectively　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鋼●　　　　　　■ゆ　　　　　　　　一●　　　　　　　　一●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　騨●

　　　　　　　w（　　　■一ち5：k）一噸畷告云皇、…寄妻碧弩笠、：鞍

　　　　　　δ聯，5・疋）一一2剛重4・L・δ（ズー五・一五・＋z川i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×6（ωL1＋乙2＿乙3一ωL5一ω乙2十ω乙3）

　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

withルfo（t，5：Li）＝π1π2（1十n3）andルtl（t，5：・乙‘）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りthe　short－handed　notation　ni＝＝η（t，5：L∂is　used．

equation．

り
乙‘）

（22）

（23）

（1＋nl＋n2）n3－nin2　when

Equation（21）is　our　kinetic

4・Entropy　Law　from　Kinetic　Equation

　　　Our　kinetic　equation　has　a　different　form　from　the　class玉cal　Boltzmann　equatio叫

：nodified　by　quantum　effects．　Equation（21）in　spatia1！y　homogeneous　limit　becomes

the　Boltzmam　equat…on　without　i。dependence3・4　and　the　entropy　law　is　evident
then．　Ouロ1ew　result　to　be　shown　below　is　that疏e　entropy’αρゴ3　den’”ed　from（21）

with　spatial　inhomogeneity．
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　　T・・ee　th・diff・・en・e・fr・m　th・B・1t・ma・n・q岨ti・n；w・・ew・it・（21），

　　　　　　　　　ロの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロの　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロの
　　　ゐ（ち∫：k）十｛｛79十△｛lg｝・▽xn（t，5：た）＝St【π1（t，i：ん）十△St【π】（‘，i：k）．　　　（24）

　　　　　　　　　　　　　りHere｛ア9＝∂ω！∂たis　the　group　velocity，　the　collisi6n　integral…s　given　by

s・回≡／重4・帥1・・（1＋・・）（1＋・（繭）一・（ち∫・疋）・・（1＋・・）（1＋・・）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（25）

　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　ロの　　　　　　　　ロの　　　　　　　　ロの

withω＝2πσgδ（k－1ン1－、乙2十．乙3）δ（ω鳶一ωL1一ωL，十ω乙3），　and　the　terms△｛；g　and

△St回are　their　respective　correct三〇ns　of　higher　derlvatives　w．　r．　t．　i　and　represent

deviations　from　the　Boltzmann　equation．　We　only　write　down　the負rsしleading　cor－

rection　term　in△Stlπ】，　because　the　expression　of△｛；9　is　irrelevant　to　our　derivation

of　tlle　entropy　law　below　and　inclu3量on　of　general　higher－derivative　terms　in△St回

do　not　alter　our　conclusion　on　the　entropy　law：

△s・回（　　　婦ε，f：k）一一 ﾓd・ム・［妾｛δ（疋一五1一五・＋τ・）

　　　　　×P＿。挫蔑＋ω玩｝・°n（　　　　一t，i：k一　哺∂k）一｛縁｝＋・（V・）1（26）

　　　Now　introduce　the　entropy　density　5（　のt，i）by

　　　　　　　3（ちi）≡／d3k・（ちf・A）　　　　　　　（27）
　　　　　　　　　　ロの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ

　　　　3（t，i：た）　≡　（1十π（t，5：た））1n（1十n（t，5：た））一η（己，i：ん）1nη（‘，5：ん）．（28）

Its　time　derivative　becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　　　　　　　　s（ちi）－／d3kh（ち5・だ）1・1去鵠た）・　（29）

　　　　　　　　　　　　　　ロの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

Noting　that∂η／∂たln牛＝∂5／∂たand∂π！∂引n牛＝∂5／∂5　and　perfbrming　inte一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
gral　in　part　with　respect　toた，　we　obtain　the　fbrmula

　　　　　　／4・た△S・回爾1・1去鵠寿）一叫ら触4・ム

　　　　　　　　　　　　・アδ（ロの　　　　　ロゆ　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロのた一Ll一五2＋L3）M、（t，∫：Li）°s（爾｝＋・（叫（3・）

Substitute（24）into（29）and　apPly（30），　then　we　derive　the　equation　for　the　entropy

de夏sity，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
s（ち載・綱一P・【・1炸／d3たs・回（・・f・A）1・’去鵠た）（31）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
where　the　entropy　current　Js（t，　i）is　given　by

五（ちi）≡／d・た［∂5（f／”：疋）｛馬＋ら／意♂ム・6（F一ム。i・＋z・）

×P

　　　　　　　のルtl（t，5：L‘）

ωL、＋乙2＿L、一ωL塾一ω乙2＋ω乙、
●

　
の

　
周
▽

　
（

　
0

　
十 （32）

The　term　Pr【η】（t，5）is　interpreted　as　the　production　of　the　entropy　par　unit　time
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りand　unit　volume．　As　St【π】（ち5：k）inside　Pr【η1（亡，5）is　the　co1！ision　integral　in　the

classical　Boltzmann　equation，　it　can　be　proved　that

Pr【n】（t，5）≧0。 （33）

　　　In　summary，　we　have　the　equati・n・f　c・ntinuity　with　pr・ducti・n　s・urce　f・r

entropy，　which　leads　to　the　c。nclusion　that　the　total　entropy　S（t）increases　in　time：

5（t）≡／d3xs（ち5）・ d
石5（t）≧0・

This　conclusion　remains　true　even　whea　we　include
in△St［n】．

（34）

a1！the　higher　derivative　terms
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ABSTRACT
　　Anew　fbrmulation　to　deai　wiしh　spatially　inhomogeneous　thermal　system　of丘elds

is　proposed　within　the　framework　of　timedependent亀hermo　field　dynamics．　A　key　f（）r

this　is亀o　in亀どoduce　quasi　particle　modes　which　diagonalizeしhermal　Bogoliubov　maしrix

except　for　thermal　indices．　We　give　a　systematic　method　of　perturbative　catculations

of　Green’s　functions，　and　a　prescription　to．formulate　a　self－consistent　renormalization

condit五〇n　lead五ng　to　a　kine亀ic　equa亀ion．

1． Introduction

In　our　previous　papersi・2，　we　proposed　a　way　to　extend　thermo　field　dynamics

（TFD）3・4　to　describe　spatially　inhomogeneous　thermal　systems　of　quantum　fields．

Akey　trick　in　such　a　generalization　is　to　introduce　a　momentum　mixing　thermal

Bogoliubov　transformation　which　is　given　by

B（t）餐r
一［δkt＋σ1v（t　　　一σδki）鳶‘一￥［i）た’］μ

（1）

whereμ，ン＝1，2　are　thermal　ind三ces，ん，’stand　fbr　momentum　vectorsゐ，’and

σ＝1（－1）fbr　boson（fermion）operators．　The　parameter　IV（‘）髪‘above　is　related　to

the　number　density　of　a　particle　with　momentumたat記and‘，denoted　byη（t，　n：た），

as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　N（の・’→／d・　司（髭一」・・呂・（ち　k’ど）・　　（2）

　　　This　momentum　mixing，　however，　causes　much　complexi亀y　to　the　f（）rmulation．

Amore　important　factor　to　demand　a　reformulation　comes　from　the　fact　that　the

mixing　of　momentum　lndlces　stems　from亀he　breakdown　of　the　space　translational
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

恥variance　of　the　system　which　we　are　dealing　with；Evidently　the　momentum　ls　not

●
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ag60d　quan加mロumber　i皿spatially　inhomogeneous　system　ffrom　the　beginning．　It　is

natural　to　look　fbr　an　adequate　quantum　number　which　characterizes　quasi　partlcle

mode　in　each　8patially　inhomogeneous　system，　and　to爬write　the而rmulation　in　terms

of　the　new　quantum　number．　In　this　paper　we　give　a　TFD　fbrmulation　towards　this

direct…on．

　　　The　formation　of　the　qua8i　particle　modes　is　co耳trolled　by　both　the　dynamics

and　the　thermal（space－a聡d　time－dependent）situation　under　consideration．　Their

characterizatioロτequ玉res　a　self－con8iste且t　treatment，　which　wiU　be　a　renormalization

condition　in　quantum五eld　theory　ia　our　case．

　　　Anotheτimportant　aspect　in　our　problem　i8　that　the　characterization　of　the　quasi

partide　modes　inevitably　depends　on　time．　Thi8　new　type　of　temporal　dependence

appears三n　our　fbrmulation，　as　w111　be　s㏄n．

　　　This　paper　is　organized　as　fbllowsdn　Sec．2the　concept　of　quasi　particle　mQdes　in

spatiaUy　inhomogeneous　thermal　8ystems　is　introduced　through　the　diagonalization

procedure　ofハrkl（t）．　The　wave　functions　associated　wi亀h　the　quasi　particle　modes　are

given．　The　creation　and　annihilation　operators　which　define　the　representation　space

of　operators　are　related　to　those　of　the　quasi　particle　modes　by　mean80f　the　thermal

Bogoliubov　transfbrmation　in　Sec．3．　We　then　derive　the　equations　of　motion　for　the

operators　of　the　quasi　partic聖e　modes．　In　Sec。4the　field　operators　of　Scbrδdinger

type　are　constructed　from　the　wave　functions　in　Sec．2and　the　operators　introduced

in　Sec．3．　Section　5　is　devoted　to　the　fbτmulatlon　of　interactIon　picture．　We　sketch　in

Sec．6aprescription　of　a　self」consistent　renormalization　conditio叫i．e．，　a　diago箆a1・

ization　conditlon　on　full　Greeガs　function，　which　should　lead　to　a　kinetic　equation　for

quasi　particle　number　density　with　de亀emination80f　quasi　particle　modes　at　each

time．　The　results　are　summarized　in　Sec．7．

2．Quasi　Partic1e　Mode

　　　We　start　with　the　diagonalization　of　the　matrix」IVIkt（t）in（1）which　ls　hermitian．

There　must　exist　a　unitary　matrix　uk‘（t）which　diagonalizes／V耐（t）at　each　timeオ，　Le・，

Σu義1（t）蔽、（君）u’」（つ＝πi（‘）δ‘」．

ゐ，f

（3）

Here　and　in　the　fbl！owing，　we　treat　momenta　as　discrete　variables　in　order　to　simplify

our　presentations，　it　is　trivial　to　rewrite　them　as　continuous　ones．

　　　Let　us　introduce　the　concept　of　a　guasi　particl¢mo4¢through　this　diagonalization，

since　only　after　diagonalization　one　can　ideEtify　modes　whose　number　can　be　counted・

Thus　we　call　the　mode　characterized　by‘（1V髭‘ωbeing　diago皿alized　as　in（3））a　guasi

particle　mo4ε・The　diagonal　element　ni（ε）can　be　regarded　as　the　number　density　of

the　quasi　particles　in　mode‘at¢．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　Next　we　de丘ne　a　wave　function去（x，のassociated　with　the　quasi　particle　mode　t

by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　網≡赫・‘k¢蝋¢）・　　（4）
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Because　of　the　unitarity　of　the　matrix叫6（¢），　the　waサe　functions｛去（記，¢）｝，　thus

defined，　makes　a　comple亀e　and　orthono皿al　set　at　each　time¢：

Σf，（x，t）π（y，t）＝6（x－y）

　　　‘

1“x　f・（x・t）ゐ（x・t）
＝　5‘」．

（5）

（6）

F・r　later　c・nvenience　we　write　the“equation。f・motion”　f。r　fi（x，t）

　　if‘（x，t）＝Σf，（x，t）Ω」・（t）

　　　　　　　　　　」

（7）

with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ω」‘（の≡‘Σ曜（t）蝋t）　　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ

where　the　dot　means　a　deτivative　with　respect　to　time　t．

3．　Representation　of　Particle　and　Quasi　Particle　Operators
　　　　　　　　　　　　　　　も
　　　How　to　choose　the　representation　space　lbr　field　opeτators　is　a　cruciaユquestion　in

quantum　field　theory．　Here，　as　in　the　previous　papers4，we　realize　aユl　the　operators　in　a

5まπg’εFock　space：Tbis　Fock　space　ls　associated　with　a　set’　of　stable　free　particles　with

amomentum　index，　described　by　the　space－time－independent　annihilation　operators
（　　　のξk，ξk）and　the　creation　operators（ξ2，ξb．　They　satisfy　the　commutation　relation，

【ξ：，司。一δ““6kt （9）

where　we　use　the　thermal　doublet　notation　as

ξL＝ξ鳶

贔＝ξ2

ξ竃＝ξ1

ξ鍵＝一一σξi． （10）

Theσ．commutator　in（9）is　defined　by

【A，Bj＝AB一σBA． （11）

Denoting　the　vacuum　states　of　this　Fock　space，　called　as　thermal　vacua　and　denoted

by　lO》and〈OI，　we　have

　　　　　　　　のξklO＞　　＝ξklO》　　＝0

〈OlξZ　　＝〈Olξ亙　　：＝0． （12）

We　shall　call　the　particles　described　by　e：，s　representation　particles　as　they　define　the

「epresentaion　space．

　　Now　consider　the　operatorsα‘（t）P　andδ‘（のμwhich　describe　the　quasi　particle
　

ln　the　mode　i　at　time　t．　From　the　definition　of　the　quasi　particle　mode　i　given
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in　the　previou8　section，　one　postulate8　that　these　operとtorsαi（¢）μ，s（i）satisfy　the

commutation　relation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　【α鳶（のμ，d8（のレ1σ＝5μδ髪’　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

and（ii）give．the　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　冗i（t）　：：：　《Oldi（t）1α‘（t）110》．　　・　　　　　　　　　　　　　（14）

Recall　here　thatπ‘（t）量s塩eロumber　denslty　of　the　quasi　particle　with‘，　which　is　given

by　the・e1genvalues　of　the　matrix　Nk’（¢）（see　eq．（3））．

　　　We　can　realize　the　opeτatorsαぎ（t）μand・　di（t）μsatisfying　the　above　postulates　by　a

linear　combination　of　the　representation　particle　operatorsξ琴andξ髭in七he　following

way：　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　α、（t）・＝β一1【η、（亡）1・・e－‘∫‘・・（・）己・Σu記（ご）ξX

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た

　　　　　　　　　　　　　　　　a、（t）・一Σξζ蝋オ）e言∫e・・（・）己・召【叫（t）】・μ　　　　（15）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鳶

whereω‘（t）is　the　t…me－dependent　energy　of　the　quasi　particle　in　the　mode　i　which　is

determined　later　by　a　renormallzation　procedure，　andβ【π‘（t）1　is　a　2×2matrix　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β1・・（・）1－［’＋三3‘（‘）騨σ？‘（君）］・　　（16）

This　matrix　has　the　sa：he　fbrm　as　the　one　for　the　thermal　Bogoliubov　trans氏）rmation

we　used　in　spatially　homogeneous　time・dependent　situations5βexcept　that叫（t）is

replaced　byπ‘（t）．　The　difference　from　spatially　homogeneous　cases　is　that　the　time・

dependence　of　ai（t）comes　not　only　from　the　thermal　Bogoliubov　matrixβ〔π‘（の】but

also　from　the　diagonalizing　matrix　uk‘ω．　Thus　the　equations　of　motion　forα‘（t）μ’s

read

　　　　鵡（t）μ＝ω‘（t）α‘（t）μ一iσhi（の曙ンα‘ωン

　　　　　　　　　　　　　　＋ΣΩ、、（のビ‘∫‘｛鱗〔・）一・・ω｝d・［δμ一σ（・、（の一・」（オ））瑚α、（・）・（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　j

and

　　　　‘δi（t）μ＝一砂‘（己）dぎ（t）μ＋ゴσゐi（オ）a‘（t）レ婿μ

　　　　　　　　　　　　　　一Σd」（の・Ω、、（t）・一‘∫‘｛・・ω一・・ω｝d・【δμ一σ（・、（オ）一・、（の）鴛・）1（18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　j

wi匙h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T・一［に了1・　　　　（19）

Note　that　the　terms　includingΩ‘」（t）in（17）and（18）are　due　to　the　tlme－dependence

of　the　diagonalizing　matrix　u鳶‘（t）．
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4．　Construction　of　Field　Operators

　　　We　now．tum　to　oonstmcting丘eld　operators．　For　simplicity，　only　Schrδdinger　type

五elds（both　bosonic　and　fe㎡nio丑ic）are　considered．　Combi面ng　the　operatorsα‘（t）

introduced　in　the　last　section　With　the　complete　set　of　wave　functions　fi（x，t）in　Sec．3，

we　caロconstruct　the｛bllowing　field　operatorsφ（x，のμandφ（x，t）”a8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（2．t）μ＝Σα・（t）μfi（x，の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（e，t）μ＝Σ　d‘（¢）μガ（x，亡）．　　　　　　（20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

It　is　easy　to　check　that　these丘dd　operators　satis£y　the　equal－time　commutation

relations，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　【φ（c，t）μ，6（y，ご）ンL一δμレ6（x－y），　　　（21）

owing　to　the　commutation　rela二ion（13）ofα‘（t）μ，s　and　the　completeness（5）of　the

wave　functi・ns　A（c，t）．

　　　The　field　equation　for　ip（x，t，t　is　also　derived　from　the　equation　of　motion　f（）rα‘（のμ

andノ；・（x，t），　i．e．，　eqs．（17）and（18），　and　eq．（7）：

　　

め（x，t）μ＝

　と

まφ（x，t）μ＝

／d3y　K（x，　y，　t）μφ（y，・）レ

ー／d3y　6（y，t）”K（y，¢，t）レμ
（22）

where
K（c，　y，　t）・w ＝z）f，（x，t）κ・j（t）μ℃（y，t）

　　iJ

（23）

with

κり（t）μv＝ 6μ
戟E（t）6・・＋（e”f“｛・・（・）’w」（s）｝ds－1）Ω・・（・）］

一・％μ
m幅＋c司∫‘｛Wi（8）一ω3　（s）｝己・Ω・・（・）（・・（・）「・・（・））］・

The　field　equations（22）follew　from　the　Lagrangian，

A
LQ（t）＝

／踊（x・・）・φ（x・・）・

－／d3・d3y　li（x・・）・κ（ちx・y）μφ（y，のレ・

（24）

（25）

，　YVe　note　that　the　canonical　fie！d，　conj　ugate　to　ip（x，t）μ　derived　from　this　Lagrangian

ls　ig5（x，t）”・and・h・n・e・q・（21）9・ar・ntee・th・・can・ni・al・・mm・t・ti・n∫・1・ti・n・・

　　　According　to　the　canonical　formalism，　we　have　the　Hamiltonian　HQ　as

A
HQ（t） 一・

^at・d3y　6（¢・・）・K（ち缶・y）μφ（y・・）レ・
（26）
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　　　　　　　　　　　A
In　terms　of　HQ，　the　equations　of　motion（22）are　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘φ（x，t）P　・・1φ（x，t）μ，倉o（t）】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘多（x，t）μ＝［φ（x，t）P，　fiQ（t）］・

　　　　Interaction　Picture5．

（27）

system　lnto　an　unperturbed　part　and

h6t　trivial

which　takes　care　of　the丘㏄motion　of　a8ym

determine　the　parameters　specify
self－consistently　by　a　renormali2ation　procedure．　However，　in　th

can　not　de飾e　the　asymptotic　particles　because　particles　do　not　become　independent

of　each　other　asymptoticany．1皿the　present　case，　i亀should　be　the　quasi　particles

introduced　above　that　play　aτo！e　of　the　asymptotic　particles　in　zero　temperature
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ
quantum貧eld　theory．　Therefore　it　is　reasonable　to　consider　HQ　to　be　the　unperturbed

part　of　the　total　Hamiltonlan．

　　　Thus　our　scheme　of　perturbative　calculation　is　developed　in　the　following　way．　For

agiven　system，　we　have　its　Lagrangian五from　which　we　obtain　the　Hamiltonian　of

the　system　H　according　to　the　canonicaHbrmalism．　Then　the　TFD　Hamiltonian　is

given　by4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丑＝」肝一」H．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のOn　the　other　hand，　we　regard　HQ　given　by（26）as　the　unperturbed　Hamiltonian，　so
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　め　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　の

しhatしhe　total　Hamiltonian　H　is　divided　into　two　parts，　HQ　and　H－HQ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H　＝　HQ十∬」

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら　　　　　　　　　　A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HI　　：謬　　H一ゐ「ρ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ

We　take　the　latter　Ht　to　be　the　perturbation．　Thls　division　o田leads　us　to　look　upon

峻（x，¢）andφ（x，¢）whose　time　evolution　is　generated　by　the　unperturbed　Hamiltonian

HQ　as　the　fie！d　operators　in　the　interaction　picture．　Hencξthe　unperturbed　Green’s

function　of　the　6eldφ（x，t）is　calculated　by　using　e（1s．（15）and（20）with（12）as

　　　By　the　construction　ofφ（x，t），8，　their　time　development　controlled　by　eqs．（27）

can　be　undeτstood　as”fre♂motion　of　the　quasi　particles．

　　　For　perturbative　calculations，　we　have　to　devide　the　Hamiltonian　of　the　given

　　　　　　°　　　　　　　　　　　　　　　　　aperturbation．　But　the　way　of　the　division　is

　　　　　　　　　．In　usual　quantum　field　theory（at　2ero　temperature），　we　take　the　part

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ptotic　particles　as　unperturbed　one　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ing　the　asymptotic　particles　like　mass　and　charge

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　etmal　situations，　one

△（x，t，　ct，　t’）pv ≡一‘〈OIT（φ（2，¢）・6（x’，　f’）うlo》

誤ΣΣ去（x，t）△り（ち重’）μン刀（x’，〆）

　　　　‘　ゴ

（30）

where

△‘」（t，t’）μ　＝　β一11π‘（t）1μμ’

　　　　　　　　　　　　　　　　　一‘θ（t－t’）9‘」（君，t’）　　　　　　　　　　　　　　・［　。
　　　　　　　　　　　　　　　　リ　ヲ
ie（　　　　　　　O煤f－t）9ii（t，t’）｝μβ1・・（・’）】ノ・

（31）
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with
　　　　　　　　　　　　　　9、」（t，　tl）＝ビ‘∫‘・・〔・）己・Σ曜（‘）蝋‘’）。‘∫8‘・・（・うd・’．　　　（32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　露

It　is　remarkable　that，　a8　in　the　spatially　homogeneou8　case4・5・6，もhe　above　Green，s

function　has　the　fbrm　of　a　diagonal　matrix　with　respect　to　thermal　indices，8andwiched

between　the　thermal　Bogoliubov　matrices．　In　the‘ormalism　wlth　the　momenもum

mixing　Bogoliubov　transfbrmation2，　the　dynamical　changes　and　the　thermal　ones

twine　with　each　other　even　in　the　ullpeτturbed　propagation．　However，　the　above

stτucture　of　the　Green，s　function　means　that　the止ermal　changes　are　takea　care　of

叩1y　at　each　vertex　and　the且eld　propagates　with　no　thermaユmixing，　when　it　is　used

for　the　llnes　in　Feynman　diagrams．　We　should　also　note　that　at　equal　time

9‘」（t，t）＝6‘」． （33）

　　　Withしhe　unperturbed　one－body　propagator　in（30）and　the　perturbation　Hamilto－

nian　Hi　in（29），we　can　formulate　the　perturbation　calculation　in　terms　of　the　Feynman

diagrams（for　the　validiしy　of　the　Feynman　diagram　method，　s㏄Section　7．5．10f　r－ef．

4）．Acrucia1　step　in　this　formulati◎n　is　the　renorma1三zation　procedure　which　leads　to

the　self－consistent　equation　for　．the　parameters　specifying　the　quasi　particle　modes．

6．Self－consistent　Renormalization　Scheme

To　sketch　out　the　renormalization　procedure，　we　consider　the　f（）110wing　Lagrangian

ゐ一
^4・・φ・（x・・）（‘農一ω（一‘▽））φ（x・・）一川φ・團・φ團】・

（34）

where　W　is　a　polynomial　function，　representing　a　nonlinear　interaction．　The　TFD

Hamiltonian　follows　from　this　Lagrangian　as

A　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

H（t）＝Ho（t）十Hint（t） （35）

with
R・（t）－／43・φ（x・t）・ω←i▽）φ（x，t）・

（36）

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　∬編重（t）＝w【φ（x，t）1，φ（x，t）11一レγ【φ（x，t）2，一σφ（x，虚）2】　　　　　　　（37）

whereω（k）denotes　a　bare　energy．　Hence　the　perturbation倉1　consists　of　two　terms；

ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

∬’（り＝H‘（の十」Hint（t） （38）

wh・re・th・ren・・m・li・ati・…unt・r　t・・m　a。（t）・i・

ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　め　　　　　　　　　　　　　　　　A

∬c（の＝Ho（t）一」HIQ（ご）． （39）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
Putting（20）into（26）and（36），　we　have　an　expression　of　H。（のin　the　interaction
　　　　　　　　　　representatlon　as

ら

H』（t）＝Σai（ご）P【ω‘」（ε）5μ一κ6」（ε）μ】α」（のレ

　　　　　　　ら」

（40）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω‘」（t）＝Σ曜（りω（ゐ）u・」（t）　　　　　　　（41）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鳶

andκピ」（t）μy　is　given　by（24）．

，lt　sh。uld　be　n。ted　here　that　the　fact。τωi」（t）6μ”－Kり（重）P”　in　eq．（40）is　a　linear

combination　ofδμand　7ぽレ．

　　　Now　our　fbrmalism　goes　on　in　a　8imilar　way　to　the　one　we　have　developed　in　the

spatially　homogene◎us　cases4“10．　One　calculate8　the　full　Green，s　function，　employing

the　interaction　picture，

G・」（t，・t’）P”　一・一一i《OIT（αi（t）”di（t’）’S）1・》
（42）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S＝T［・xp（－1瓜島（・）ds）］・　　　（43）

We　can　argue　a　general長）rrn　for　this　full　Green，s　function，　as　in　the　previ◎us　papers4・『・11，

with　additional　indices　i，ゴin　this，　case：Simple　algebraic　manipulations　provide　the

result　of

α・（t，　t’）μ一

mβ一・【π・（・）F［99）8t・が）爵鴇］β［・・（〆）】】岬・
（44）

　　　With　the　form　of　the　full　Gr㏄n，s　function　in（44），　we　may　impose　a　diagona1・

ization（with　respect　to　thermal　indices）condition　on　it．　Extending　a　self－consistent

renormalization　condition　to　therma！　Green，s　function（2×2－matrix　Green，s　function）

naturally　leads　us　to　such　a　dlagonalization　condition7・8・9・10．　Let　us　apply　the　method

proposed　in　a　recent　paperlo，　f（）r　example，　to　the　present　case，　namely　we　require

9‘」（t，t）＝0・ （45）

This　condition　should　give　us　simultaneous　equations　to　determine　the　time。evolution

of　the　qua8i　particle　number　den8ityπ‘（t）and　the　unitary　matrix　uki（t）once也he

initial　condition　at　t＝¢1，　in　term80f　Nkl（tl），　is　given．　Detailed　account　of　the

diagonalization　condition　in（45）即d　the　resultant　equations　will　be　reported　in　a

future　publication．

192



：’

黹W日言の「！ll’・浩

31

7． Summary
　　　In　th三s　paper　we　have　proposed　a　new　formulation　to　deal　with　spatially　inho－

1nogeneous　thermal　system　of　quantum丘elds．　Th¢key　concept　is　the　introduction　of

quasi　particle　modes　by　diagonalizing　momentum－mixing　thermal　Bogoliubov　matrix

except　fbr　thermal　indices．

　　　The　opera亀ors　representing　these　qua8i　particle　modes　are　written　explicitly，　and

theiτdynamical　properties　are　investiga亀ed．　Filed　opera亀ors　are　also　constructed　from

these　quasi　particle　operators．

　　　Using　the　quasi　part1cle　operators　or　the丘eld　operator　associated　with　them　as

gnperturbative　representation，　we　have　foτmulated　the　interaction　picture　as　a　basis

for　perturbative　ca童cuIation8．

　　　Finally　the　self－consistent　renormalization　condition　which　is　the　diagonalization

condition　of　the　full　Green，s　function　is　illustrated．　This　condition　is　expected　to

provide　a　kinetic　equation　fbr　quasi　paτticle　number　density　together　with　equations

determining　quasi　particle　tnodes　at　each　tirne．　We　elaborate　on　this　point　in　a　future

study．
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Diffusion　in　inhomogeneous　TFD

　　　　　　　　　　　　Y．YAMANAKA°

　　　　　　　彫α5¢面〃π」”．5¢πior　lrjgA　5cAoo’

3－31。1καmj」ハ6厨葦ゴ，1V而m6・悲巴，丁殉01η」叩・π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　and

　　　　　　　　　　　　K．NAKAMURA†

Dゴ軌・ノ！》6加耐3cj¢穐ce，〃¢ガぎσ繭．，12鵬而σαmP思3

　　　　　五ア加ゐ％，5昭gi驚6mま●ゐ％，　Tokyo　168，　Jopoπ

ABSTRACT
　　　Solutions　ofしhe　kinetic　equation，　dαived　f【om　the　renormalization　condition　on

the　on。shell　self－energy　in　inhomogenoous　TFD　previously，　are　appiied　to　the　number

density　parameter　in　the　expressions　of　particle　and　energy　fiows．　Under　cerしain　approx－

imations　or　coarse－graining　diffuslonしype　equations　f（）r　particle　and　energy　densltles

are　derived．　A　systematic　way　of　calculating　higher　order　corrections　is　developed．

1．Introduction

　　　Thermo　field　dynamics（TFD）has　been　extended　from　quantum丘eld　theory　of
thermal　equilibriuml　solely　to　one　of　nonequilibrium　in　the　last　decade．2

　　　First　of　all　it　is　pointed　out　that　the　basic　structures　of　equilibriurn　and　nonequilib・

rlum（inhomogeneous　as　well　as　homogeneous）TFD　are　common2：（A）Every　degree
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆof　freedom　is　doubled　according　to　the　tilde　conjugation　rules，　A⇒（A，　A）．（B）The

（dynamical）Qbservable！l　is　given　by

〈A》＝（OIAIO＞ （1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
where　IO＞is　the　thermal　vacuum．（C）The　total　Hamiltonian　H　is

A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

H＝H－H．
（2）

　　　The　important　fdct　is　that　the　spectrum　of　R　is　unbounded　from　beloω，　which　is

contrary　to　the　usual　quantum丘eld　theory．　This　implies　the　degeneracy　in　thermal

vacua，　from　which　arises　the　degree　of　the　thermal　Bogo］iubov　transformation　in

TFD．　This　thermal　degeneracy　is　connected　with　the　first　law　of　therrnodynamics

and　is　the　origin　of　dissipation．3・4

゜e。mai1：yamanaka◎cfi．waseda．ac　．jp

te－mail：aaOOOO1◎isc．meiji．acjp
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　　The　choice　of　the　representation　space　is　crucial　in　quantum　field　theory．　Our

strategy　to　deal　with　time－space。dependent　thermal　situations　is　to　simply　use　a

thermal　Bogoliubov　ma亀rix，　staying　inα5ゴπgJe　representation　5Pαcε．　As　is　shown

previously，5曜7　we　introduce　a　momentum　mixing　thermal　Bogoliubov　matrix　with

time－dependent　parameter．

　　　In　the　fbrmulation　of　time。dependent　TFD（though　8patially　homogeneous）we

obtained　the　kinetic　equation　of　Boltzmann　type　through　the　renomalization　proce－

dure8・9・2（or　the　diagonalization　procedurelo・11），leading　to　the　entropy　law．　This　work

has　been　extended　to　inhomogeneous　case　a8　well．12－14

　　　1n　this　report　we　discuss　particle．and　energy　flows，　using　the　kinetic　equation

derived　in　inhomogeneous　TFD．　Our　main　conclusion　is　that　diffusion　type　equations

for　paτticle　and　energy　densities　come　out　under　certain　approximations（or　coarse－

graining）with　expressions　fbr　diffusion　constants．　In　addition，　it　will　be　seen　that

instead　of　Noether　currents　we　naturally　define　new　currents，　which　simplify　thサ

equations　for　currents．　We　develop　a　systematic　way　to　include　higher　order　terms

using　the　concept　of　the　dynamical　map．1・2

2．Formulation　of　the　lnhomogeneous　Time－Dependent　TFD

　　Let　us　briefly　summarize　the　fbrmulation　of　the　inhomogeneous　time－dependent

TFD．6　For　definiteness　we　take　throughout　this　paper　the　following　self－interacting

model　of　Schrδdinger　type　bosonic　fieldψ（x），

　　　　　　　　　　　　　L・一・Cbt（・）／畠一（－i▽）］ψ（・）一・（ψ・（・）ψ（・））2　（3）

where・x＝（t，　e）．

　　The　unperturbed　field　operators，　denoted　by（ρ（x）μandψ（x）μ（μ，u＝　1，2）in

TFD　notation，　i．e，　g1＝曽，g2＝φ↑，φ1＝cpt，ψ2＝一φ，　are　given　by

Here　the　time－independent　operatorsξ
　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　＝＝　〈Olξ↑　・＝＝　0，　anand　《Olξ†

Tlle　m。mentum－mixin

9（・）・一
i2誌、、、／43ん・・（・）・・‘肋

　　　　　　一（2誌、、，ノd3刷・）：；ξ；・イ幅卿・

φ（・）・一
i2肴、1、／d3k・・（・）・ε一‘k’x

　　　　　　－（2詩、！、1♂k・‘　f’d・　・・（s）鳶B（t）謬・一画　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’sannihilate　thermal　vacua，ξ10》＝ξ10＞＝O

　　　　　　　　　dtherefbre　are　called　to　describe　particle　rεprε5επ診αだoπ。

　　　　　　gBogoliubov　matrix　B　is

　　　B（t）餐ざ＝［6（ゐ：巌t留ε）た・灰難盗lr
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　　　　　　　　　　　　　　　B－1（・）餐ざ一［1［£：＄δ（ゐ一留？鳶卸（、）」9・　（5）

The　number　density　parame亀erη（：k）is　related　to　N（t）kq　through　the　Fourier

transf6rnlaもiOI1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（t・x・為）≡／♂・・‘9’XN（t）・＋舞．ト舞　　　（6）

・or
　　　　　　　　　　　　　　　　N（・）…≡／（窺、♂（髭一k’）・x・（・・x・為去ガ）・　（7）

　　　The　equatiQns　of　motion｛br曽is

　　　　　　　　　　　　i∂・9（x）・一ω（－i▽）9（x）・－1d3・児（鞠）曙レ9（t・・y）“・　（8）

where

R（・・x・y）一
i1．），／d・・…一｛ピ農＋ω帆）一（一ご▽・）・（・・z去㌢・ん）｝（9）

with　　　　　　　　　　▽
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T・一［に｝］・　　　　（1・）

The丘eld　equations（8）follow　f士om　the　Lagrangian，　given　by

五・（つ一／d・囎｛‘畠一（－i▽）｝9（・）・＋／d・xd・yφ（・・x）・R（糊聯（t・Y）・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

from　which　we　obtain　the　Hamiltonian　according　to　the　canonical　formalism，

　　　　　　　　　　　　　　　A・（・）－／d3xψ（・）・ω←i▽）甲（・）・一φ・（・）

　　　　　　　　　　　　　　　e・（の一／d3xd3yψ（ちx）・R（鞠）曙μ望（・，ω・・　　（12）

　　　The　scheme　of　perturbative　calculations（the　interaction　representation）is　deve正・

oped　as　usual，　since　we　have　the　unperturbed　fbrmulation　above．15　The　unperturbed

　propagator　is　derived　as

　　　　　　　　△（x，x’）μ≡一一i〈01士【9（x）・φ（x’）りlo＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　－143鴇筆♂9・・惹ゴB－・（の：s’9・（t’・t’）〃B（〆）：ifビ・愛♂（13）

where
　　　　　　　　　　　　　、9・（t，　t’）一一ビ’五1幅・の［一’°（も一‘’）｛θ（、P－、）］μ”：　（14）
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The’　total　Hamiltonian倉（t）is　divided　into　RQ（t）and

A

Ht（t）＝

　　A
Hint　＝

あ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

臨8（t）＋QR（t）

・／♂・｛（gt（x）9（・））2－（ψ↑（・）ψ（・））2｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ
Then　the　time－evolution　operatorσ三s　a　solution　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f畠σ（t，to）一師（ち・・）

　　　　のwithひ（to，to）＝1．　The　full　propagators　is　givell　by

　　　　　　　　　　　　　　σ（x，x’）pv　≡　－i〈OIT【ψπ（x）μ！ZiH（x’）u】10＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　－i＜OIT【ひ（◎◎，一∞）g（x）μψ（x’）リ110＞．

3．Derivation　of　the　Killetic　Equation

（15）

（16）

（17）

（18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AFig．1，　Self－energy　contributions　of　loop　and　counter　term（the　QR（t）term）

　　In　our　previous　papers13・14　we　calculated　the　total　self」energy（100p　contributions

十counter　term，　see　Figure）and　imposed　the　renormalization　condition　on　its　on－

shell　part　of　the　total　self・energy（equivalently色he　diagonalization　of　the　full　propa－

9atorlo・11）．　This　procedure　provided　u8　with　a　single　equation　fbrπ（x：k）（in　short

れ鳶（¢）），i．e．，　the　kinetic　equatlon　of　Boltzmann　type：

　　　　　　　　　　　　　　　　　［農＋i・▽｝　nk（・）一一S・・（・）＋δS・k（・）・　（19）

We　divide　the　collisioll　integral　into　two　terms，　the　first　one　is　the　classical　collisiQn
ロ

lntegral　Stk（x）and　the　remaining　one，　representing　quantum　corrections　to　it，　is
denoted　byδStk（x）．　They　read
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Stk（x）＝

6Stk（x）　＝

＋（…｛去（

1重♂ム・ω（為，L）N（x：ゐ，L）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

一麿L・［・i・｛1（∂S・∂呈。・一∂皇。・∂S）｝

　　　　×｛u（k，L）M1（X：L）｝W

∂豊w・∂睾。一∂皇。・∂£w）｝－1）｛ω（為・L）M・（・・L）｝w］・・（・）（21）

with　the　notations

・Cg

ω（k，L）

u（k，L）

ノV（x：k，L）

M1（x：L）

M。（x：L）

892
　　　　　＞0
（2π）6

2π096（ゐ一L一五2＋L3）6（ωた一ωL、一ωL，＋ωL、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

2q，6（為一L・一．L2＋五3）P
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωた一ωL量一ωL2＋ωL3

｛πL1（x）πL2（x）（1十η鳶（x））（1十7叱3（x））

一πた（¢）πL3（x）（1十7叱1（x））（1十7叱2（x））｝

（1十πL1（x）十πL2（x））πL3（x）一πL1（x）7叱2（x）

7叱；（x）ηL2（x）（1十7叱3（x））． （22）

The　su伍ces　W　andπ．in　the　derivatives　of（21）indicate　thaもthe　differentiations

operate　only　on　quantities　inside｛…　｝w・and　the　last　factorηた（x＞，　respectively・

　　　In　deriving（19）we　assumed（i）thatω鳶are　independent　of　time，（ii）that　the

calculation　of’狽??@loop　self－energy　is　done　at　the　g2－order　without　vertex　correction，

as　in　the　Figure，　and（iii）the　simple　dispersion　rglation

　　　　　k2

　　　　　　　　一μ　（μ：chemical　potential）．ωk＝　　　　　2m

（23）

Note　that　because　of（i）and（ii）our　kinetic　equation　is’ocα’ゴπεfπ肥．

　　　FQr　hもer　convenience　we　list　some　f（）rmulae　involving　Stk（x）and　6St髭（x）・Let“s

integrate　St鳶（x）overゐwith　some　weight　functions　below，　then　we　have

1 d3k

（2π）3

｛　1kqωk｝s・・（・）一一・・

（24）

Next亀he　integration　of　6St鳶（x）over為becomes

　　aF’k1　　　　　　δStk（x）＝一▽。δ」（x）
　　（2π）3

（25）
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with

　　　　　　　　　　　　6」ω一1／（瓠坤職傷轟）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ω（k・L）・Fc（￥・麦）］轟凧L）・　（26）

凡（x）≡sin　x！x　and　Fc（エ）董（cosε一1）／x．　It　is　remarked　that　the　integration　in（25）

becomes　a　divergence　of　a　vectorδ」（x），　which　wi！1　be　importa叫1ater」n　the　case　of

the　presence　ofωたin　the　integrand，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♂ん　　　　　　　　　　　　　　　　　／
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω鳶δSt鳶（x）＝一▽・δJり（x）十、Fし（τ）　　　　　　　　　　　　　（27）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2π）3

where

δJ・（x）－1／（鋤坤刷｛Fs（号・∂象）（…8紫▽竃）雑）

　　　　　　＋Fc（▽　∂　　　．2∂kn）（去・畷¢））｝齢・五）

　　　　　　＋ω（k・L）｛Fc（￥・∂灸）（叫一8蓋▽蓋）籍）

　　　　　　一瓦（▽　∂　　　 ロ2∂kn）（蓋・醗ω）｝齢・L）＋噛L）i順L）］（28）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　雌）－／（痔審嚇）　　（29）

with・the　diss加tive　c・efiicient

姻一1／郎ω（岡妬圃

On　the　r．h．s．　of（27）there　is　a　source　term几together　with

6」
　　り・

（30）

adivergence　of　a　current

4・Current　and　Energy。Momentum　Tensor

　　The　dynamics　described　by（3）is　invariant　under　the　global　transfbrmationψ→
e‘θ

ﾕ，and　the　corresponding　Noether　current　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴo（x）　＝　ψfψ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴω一±ti【ψ・▽ψ一（▽ψ・）ψ】・　　（31）
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　　　Fof（3）there　is　also　a　conserved　energy－momentum　tensor．　We　write　down　those

related　to　energy’且ow：

t。。（x）

t。。（x）

＝　ψ↑ωoψ＋9（ψ↑ψ）2

－－
Q麸｛（a・thり（∂・ψ）＋（∂・ψ・）（a・th）｝

（32）

（α＝1，2，3）and∂o＝∂／∂¢．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　In　TFD　Cb　is　doubled　as　thi＝ψand一ψ2＝ψ，　and　observable　quantities　depend　on

ψ10nly，110t　ol1ψ2．　Generally　the　local　conservation　laws　for　thermal　averages　of　the

non－tilde　quantities　above　are　violated　in　nonequilibrium　situations，　due　to　the　mixing

between　non－tilde　and　tilde　degrees　of　freedom　and　due　to　the　breakdown　of　space・

timetranslational　invariance　through　the　parameterπ鳶（x）．　This　can　be　understood

from　the　fact　that　Qur　rep肥sentation　space　is　the　Fock　space　spanned　byξ’s　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のthe　observable（non。tilde）qual1亀ities　are　expressed　by　powers　of　both　ofξandξ

with　space－time　dependent　coe伍cients．　We　will　explicitly　see　such　violat五〇ns　atしhe

unpertu【bed　level・in・the・f・UQwing　secti。ns．

　　　Let　us　take　thermal　averages　of　the　current　and　energy－momentum　tensor　at　the

unperturbed　level，　namely，　set　g＝Oand　replaceψandψ↑with　the　unperturbed　fields

gl　andψ1量n　the　expressions　of（31）and（32）．　The　results　after　some　manipulations

are

〈ゴざ叩（x）〉＝ノ
d3k

〈ゴw（x）〉＝／

（2π）3

d3k

nk（x）

（2π）3

k
－－

獅求ix）

m
（33）

and

〈t86np（x）〉　＝

く竃εP（¢）》　＝

［｛ω・－8羨▽2｝・・（・）］

［毒｛－i▽・o・＋（ωk－81
m▽2

jた・｝・・（・）］・
（34）

In　deriving　these　expressions，　we　perfbrm　such　symmetrizations　asψ9＝⇒（ψSク十

P¢）12andψ∂o～ρ⇒（tlb∂09－（∂oφ）9）／2．

　　　We　emphasize　that　these　calculations　at　the　unperturbed　level　should　not　be　con－

fused　with　the　usual　quasi－particle　or　free　apProximation，　b’ecause　nk（x）is　determined

by　the　renormalization　condition　on　the　self－energy　which　includes　interaction　effects・

We　now　investigate　physical　implications　of（33）and（34）combined　with　the　kinetic

equation（19）in亀he｛bllowing　two　sections．

5．Particle　Flow　一一　Fick，s　Law
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　　　As　remarked　in　the　last　section　on　genera1　grounds，亡he　u叩erturbed　current（33）

is　not　conserved．’As　a　matter　of　fact，　we　derive，　using（19），（24）and（25），

　　　　　　　　　　a・《ゴざ叩（x）》＋▽・くゴ…（・）》一ノ（繋，｛S・・（・）＋6S・・（・）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　一▽・6J（x）≠0．　　　　　　　　　　　　　　　（35）

See　the　definition　fbr　5」（のin（26）．　Thus　the　naive　conservation　law　is　violated　due

to　6Stゐ．

　　　But　when　a　new　effective　current，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J（x）≡≡《junρ（x）》十6」（x），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

is　introduced，　then　a　new　conservation　law　is　recovered，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂to〈フ’9叩（x）》十▽。」（x）＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

This　in　t町n　suggests　that　the　average　local　velocity，　denoted　by”p，　is　not　given　by

〈ゴu叩〉！＜ゴδ鴇P＞but　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”P（ヱ）＝〈ゴ詳～そ≧）〉≠暮ぎ；；1叢募・　　　　　　　　　　　　　　（38）

　　　Let　us　assume　that　theゐ一dependence　ofπ鳶（x）comes　only　throughωk，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nk（x）＝n（x，ωk），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

including　the　special　case　of　local　equilibrium　with　space－time　dependent　temperature

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・k（x：k）－11｛・β（＝｝ω一1｝・　　　　（4・）

This　assumption　is　expected　to　be　good　when　temporal　and　spatial　inhomogeneity　of

therma1　system　is　small，　and　corresponds　to　per‘orming　a　coarse－graining．　Under　this

assumption，　while〈ゴ岬〉＝Ois　easily　seen，　the　lowest　two　terms　of　5J　in　gradient

expansion　read

　　　5」（o）（x）　＝　0

噛一一i∂農、1（勇1、｛講、・k（・）｝・k（・）農、［D・b（・）〈ゴδ叩（・）》】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　D・b（x）＝i＜＜∂itlli　lt2「Cokk。〉〉（x）

　　　　　　　　　　　　　　　＜＜…＞＞≡／（d3k　　　　・∵叫（x2π）3）／1（1為、nk（・）・　（42）

201



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　日治’x’t’こ”｝t’ノーttt「　Pt止ミA如No．28

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　79

Th亘s　we・reach　the　Fick，s　law，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ja（・）∂農、1瓦・（・）《ゴ計”（干）〉】＋・（▽2）　（43）

1eading　to　the　diffusion　type　equation　fbr　the　particle　density，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　∂20・一∂Xa∂li；D・b（x）｝《ゴgn・（・）＞2・・　　（4・）

the　diffusion　constant」ワab　being　related　to　the　dissipative　constantκ（see（30））as　in

（42）．

6．Energy　Flo壷

　　　Arguments，　simiiar　to　those　in　the　1ast　section　for　the　particle且ow，　can　be　applied

to　the　energy　flow．　Firstly　the　fbllowing　equation，　violating　conservation，　comes　out：

∂・〈ε謬（x）〉＋a・〈・Σ3・（・））一一▽・｛6Jw（・）－8羨▽26J（・）｝－4蓋▽wp（・）〉＋Pw（・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（45）

As　for　6Jりand　Iし，　see（28）and（29）．　NaturaHy　we　de丘ne

　　　　　　　　　　　　　　　T・（・）≡〈t86n・（・）〉＋4蓋▽2〈ゴざ叩（・）》

　　　　　　　　　　　　　　　Ta・（・）≡く・ま8・（・）》＋δJ・，・（・）－8読▽2δJa（・）　　（46）

and　obtain　an　equation　of　con乞ihuity　with　a　source　term，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂blloo（x）十∂dTaO（x）＝Pw（x）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47）

　　　Under　the　assumption（39）and　keeping　the　firミt　non－trivial　order　in　gradient

expansion，　we　calculate　as

　　　　　　　　　　　T。。（¢）cr＜＜蟻〉＞（¢）儒叩（エ）》

　　　　　　　　　　　Ta・（・）：一▽・｛＜＜1煮（ω　）＞＞（・）〈ゴ8n・（・）〉｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋／（姦1、∂農。｛讐）｝書呈1（・）・　　（48）

If　the　spatiaユchange　ofκ歯（x）is　rather　slow，　a　further　simplification　is　possibl6：

　　　　　Ta・（x）・・一▽・［＜＜t∂んllた、（ω・・k）一∂象｛繁｝〉〉（x）〈ゴ♂・（x）〉］

　　　　　　几（・）盤▽2［＜＜論〉（・Xゴざ鴨P（・）》トV・6Ta・（・）・　　（49）
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A　new　coeMcient　C。b　is　introduced　as

C。b（x）＝

＜＜｝、、書き、、（ω・κ・）「k．｛讐｝＋5。・藷〉〉（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，＜＜ωk＞〉（2）
（50）

and　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　TaO（x）十5TaO（x）6ピー▽b｛Cab（x）Too（x）｝．　　　　　　　　　　　　　　（51）

Combining（47）with（51），　one　has　a　di舳sion　type　equation　fbr　the　energy　density

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛＆一∂iS31i、；．　cab（x））T．（・）2・・　　（52）

As　Too（x）and　Tao（x）十δTao（x）satisfy　the　equation　of　contiriuity　approximately，　the

local　velocity　associated　with　the　energy　flow，　denoted　by　vE，　should　be

　　　　　　　　TaO（x）十5TaO（x）
v。E（x）＝
　　　　　　　　　　　　z・。（x）

（53）

7．Heisenberg　Current

　　　So　far　our　discussion　fヒ）r　the　cuπent　is　confined　to　the　unperturbed　level．　However，

true　observable　currents　should　be　expressed　in　terms　of　the　Heisenberg　non。しilde

operators，ψ1　andψ1．

　　　The　general　scheme　of　compu亀ing　the　Heisenberg　operators　is　provided　by　the

concept　of　the　dynamica’m叩，1・2　which　states　that　a　Heisenberg　operator　is　expanded

in　terms　of　unperturbed　operators．　In　our　context　thls　implies

ψ（・）1一ψ1圓一【Z1！2曽］1（・）＋…

　　　　　　　　　　ら　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　　　　　＝　σ゜1（亡，¢0）曽（X）σ（¢，to）．

（54）

（55）

In　perturbation　the　last　expression　is　useful　to　evaluate　corrections　to　the　unperturbed

current．

　　　Fbr　the　Heisenberg　particle　flow，　the　full　propagator　de丘ned　in（18）provides　suf－

ficient　information：

〈ゴH．0（X））　＝　ぎσ（X，X）

〈ゴH（・）》一
m▽琴…みσ（x・ゴ）・・L・

（56）

The　crucial　point　is　to　simplify　the　full　propagator，　using　the　kinetic　equation　for

nk（x）in（19），　or　in　other　words　to　use　the　fpll　propagator　afler　the　renormalization．
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F。，’
奄撃P。、t，atiQn　h・・e　i・ap・・t・・b・tive・e・・1t　t。92－・・d・・（t・k・n　acc。・nt・f（19））．

｛‘G（　　　’コ㍉3）・・い／（勇1、・蜘｛1＋・・（ち繕去y）｝＋／diyd‘yi

　　　　　　　　｛d（x，y）｛σ〉（y，y’）d（y’，㊤’）一σ＋（y，y’）d＜（y’，x’）｝θ（t－5）θ（5－5’）θ（ま一3’）

　　　　　　　　＋｛d（エ，y）σ〈（y，y’）－d＞（x，y）σ一（y，y’）｝d（y’，x’）θ（ご一5）o（5’－8）θ（ご一3’）】

－1d・θ（・一・）／（劣1，・・ゐ仰一y・・（－2‘｛　素▽：｝（‘曜の［s・k＋δs・・】（・・記吉y）・（57）

wh、e【e

　　　　d（エ，y）＝

d＞（x，y）＝

d〈（x，　y）＝

σ＋（x，y）＝

σ一（x，y）＝

σ〉（x，y）＝

σく（X，y）＝

・e←‘・（｝▽・X・一・））6（x－y）

／（d3k。（－i・（｝▽．）（t－・）2π）3）・‘k・・x一ω叫（・，x吉y）

1（d3k。←・・（÷▽の回2π）3）・蜘・・（・・記吉㌢）

ら／（譜3e・胸・／重（d・五・）δ（ゐ一五両吻

・・（一‘｛り《ム＋｝▽の＋∪〔五2＋÷▽8）剛‘L3－｝▽8｝｝）払（・・¢ 獅凵EL）

q勝e蜘／遺画）δ（為一L両殉
・・（一‘｛・（L・一｝▽剃L・一｝▽・｝吻ω（L・＋÷▽・・｝）払（・・学・L）

ら／（籍、e蜘1直（d・Ll）5（ゐ＋L・＋L・）

・・（一‘｛り（L1＋÷▽3）＋ω（L2＋÷▽3）一』・（・乙3白÷▽3）｝）・輪（・・穿・五）

c・／（Stlilik3eik・（x．y・／直（d・ム・）δ（為一L・－L・＋L・）

・・（一‘｛ω（ムー｝▽3）＋ω（五2－｝▽3）一り（五3＋｝▽・）｝）輪（ち2 g》・五）・（58）

From　this　result　we　see　that　memory　e伍ects　come　in，　aρis　expected　from　generar

consideτations．16

8。Summary

　　　In　this　report　we　employed　spatially　inhomogeneou8　time－dependent　TFD，　which

is　a，　thermal　quantum且eld　theory　with　doゆ1ed　degrees　of　freedom　and　is　realized

in　the　representation　characterized　by　the　rcp，¢εeπ‘αだoπparticleξ，　The　physical
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implications　of　the　kinetic　equation，　pr6・v’iously　derived，　are　investigated三n　apPlication

to　the　particle　and　energy“ows．

　　　Inter◎ction　effects　are　twofold　in　our　treatment：（A）Interaction　determines　the　’to－

tal　se！f－energy，　the　self－consistent　renormalization　condition　is　imposed　on　the　on－shell

part（or　the　full　propagator，　on　which　the　diagonalization　condition　is　imposedio・11）．

This　leads　to　the　kinetic　equation　fbr　nk（x）in（19）．（B）Interaction　determines　the

way　the　Heisenberg　operat6r　should　be　expanded　in　terms　of　the　unperturbed　opera－

tors（dynamical　map）．　Physical　interpretation　for　these　double　roles　of　interaction　is

as　fbllows：An　excitation　particle　here　is　not　a　bare　particle　but　a　dreessed（renormal－

ized）particle，　affected　by　interactiolls　with　all　the　other　particles．　This“all　the　other

particles”as　a　whole　may　be　called“heat　bath”，　although　presence　of　real　heat　bath

is　not　required　in　TFD　approach．　This　is　the　process　described　by（A）．　In　addition

we　have　particle－particle　interaction　in　the　thermal　background，　which　is　the　process

of（B）．　In　our　approximation　of’the　self－energy　calculation，　no　meinory　effect　appears

in（A），　still　one　has　memory　effect　from（B），　as　was　shown．　In　general　both（A）and

（B）give　rise　to　memory　effects．16

　　　0ur　main　result　is　that　the　diffusion　type　equations　fbr　the　particle　and　energy

densities　are　derived　under　appropriate　approx五mation（coarse　graining）in　the　unper－

turbed　approach．　A　derivation　of　a　diffusion　equat五〇n　fbr　the　particle　density　in　TFD

approach　was　demonstrated　previously．17　While　only　inltial　ngnequilibrium　state　con－

ditions　with　local　temperature　cause　approach　of　the　systems　to　equilibrium、170ur

method　falthful1y　fbllows　temporal　and　spatial　changes　of　thermal　systems，　governed

by　the　kinetic　equation．　In　addition　higher　order　corrections　can　be　calculated　sys。

tematically　in　our　apProach．
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Conventional　transport　theory　is　not　really　appiicable　to　nonequilibrium　systems　which
exhibit　strong　quantum　effects．　We　present　two　different　approaches　to　overcome　this
problem．　Firstly　we　point　out　how　transport　equations　may　be　derived　that　incorporate
anontrivial　spectral　fUnction　as　a　typical　quantum　effect，　and、test　this　approadh　in
atoy　model　of　a　strongly　interacting　degeロerate　p互asma．　Secondly　we　explore　a　path
to　include　nonequilibrium　effects　into　quantum　field　theory　through　momentum　mbdng
transformations　in】Fbck　space．　Although　the　two　approaches　are　compietely　orthogonal，
they且ead　to　the　same　coherent　conclusion．

“Dedicated　to　the　memory　of　Hiroomi　Umezawa，

Fdend　and　mentor，
Who　had　the　vision　to　unify

Quantum　field　theory　and　statistical　mechanics．”

1．Introduction

hthe　past　two　decades　the　interest　in　llonequilibrium　quantum　systems　has　grown

tremendously．　It　is　therefbre　natura1，　thatπ10re　and　more　example『have　been　fbund

fbr　which　the　applicabil三ty　of　traditiona工transport　theory　is　doubtfu1，　i．e．　macr◎－

scopic　Boltzmann　equa七ions　or　Vlasov－Uehling－Uhlenbeck　equa亀ions　fail　to　de－

scribe　the　system　adequately．　Indeed　some　of　these　examples，　like　dynamical
features　of　the　early　universe，　collective　effects　in　fusion　plasmas，　ultrashort　phe－

nomena　in　semiconductors，　nuclear　matter　in　ultrarelativistic　heavy－ioll　collisions

and　plasma　drops　composed　of　quarks　and　gluons　have　two　things　in　common　that

require　a　new　paradigm　fbr　their　theoretical　understanding．

　　　The　first　of　these　common　fact◎rs　is　the（space　and　time）density　of　inteτactions

betweell　the　components　of　the　system．　Some　of　them　are　interacting　weakly　in　the

PACS　Nos．：05．20．Dd，11．10．Wx，12．39．－x，51。10．十y，52．25．Dg

贈E－mai1：P．henning◎gsi．de
†E－maii：aaOOOO1㊨isc．meiji。ac．jp『

‡E－mai1，　y・r，anaka◎。fi．waseda．a・．jp

1599

207



日治　’Vl’こ「1’t”曹石pm－　de　th窓ム　pm　No．28

1600　　P．ハ．He，lnin9，κ．ハ1ak伽期‘，v乙O∫γ．　V’atrl‘‘，takt‘

sellse　of　having　a　sinall　couplillg　constallt，　e．9．　as　betweell　electro聡s　alld　photolls．

However，　even　for　weak　coupli119，　a　system　of　many　particles　experiellces　synergetic

effects　like　collective　participation　in　movemellt．　As　a　conse（1uellce，　the　systems

listed　above　have　excitation　spectra　which　differ　significantly　from　tllose　of　rarefied

ga、ses　of　free　pIu・t三des．　The　hししtく，r　hosvevei’is　；t　baLgi（：r｛！（1uireme既t　fbI°thc　；tpplicεtl）ility

of　traditional　transpovt　tlleory。

　　　The　second　common　factor　is　the　importallce　of　tlle　nonequilibrium　aspect　on

the　level　of　the　system　components：Inhomogeneities　occur　on　spatial　and　temporal

scaユes　that　are　comparable　to　the　intri夏sic　scales　of　tlle　physical　problem．　Particu．

1arly　interesting　examples　are　ultrarelativ量stic　heavy－ion　collisions，　e．g．　between　lead

huclei　208Pb　a，t　160×208　GeV　Iaborat・ory　ellergy．　Hcro，　time　scales　are　fm／c　a、11d

characterist三c　sizes　are　a　few　fh1－110t　significaiitly　dif互lereslt　fro蹴the　dia111eter　of

the　nucleons　whiclL　compose　tlle　il墓itial　nuclei．　Such　a　siglli丘callt　difference　however

is　another　requiremellt　fbr　th6　description　of　the　system　in　terms　of　macroscopic

equations：Traditional　trallsport　theQry　is　correct　ollly　to　first　order　of　gradients　in

density，　temperature　etc．

　　　We　may　summarize　the　two　common　aspects　of　tlle　systems　listed　above　as

（1）the　breakdown　of　the　quasiparticIe　picture，　and（2）the　non－separatioII　of　space－

time　scales．　The　necessary　tlleoretical　description　therefbre　must　account　fbr　these

two　aspects．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぱ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　With　the　present　paper　we　wish　to　contribute　to　this夏ew　paradigm丘om　two

sides：In　Sec．2we　shaユl　point　out’a　way　to　incorporate　nontrivial　excitation　spectra

into　transport　theory（which　aユready　contains　some　nonequilibrium　features），　and

in　Sec．3we　will　clean　a　path　fbr　the　inclusioll　of　nonequilibrium　effects（gradients

in　external　parameters）into　quantum丘eld　theory．　These　two　completely　dif…brent

approaches　lead　to　tlle　same　consisteユ1t　collclusiol1，　sum111arized　in　Sec．4．

2．Fmm　Standard　to　Quantum　Transport　Theory

We　perfbrm　this　step　by　studying　the　reverse　direction，　i．e．　starting　fro田a

Schwinger－Dyson　equation　for　tlle　full　two－point　function　of　a　ferMionic　quantum

field　we　derive　transport　equations．　In　contrast　to　the　standard　treatment　however，

we　doπo亡perform　t｝ie　usuaユquasiparticle　apProximation・

　　　As　llas　bee1夏pointed　out、　by　various　autllors，（see　Ref．1for　an　overview）the

description　of　dynanlical　quantum　phe1夏omena　in　a　statistical　enseπlble　necessitates

afbrmaユism　with　a　doubled　Hilbert　spa£e．　R）r　our　purpose　the　relevant　content

of　this　fbrmalism　is，　that　its　twQ－poi豆t　Green　functiolls　are　2×2matrix－valued．

We　prefer　the　technicaユly　simpler　method　of　thermo　field　dynamics（TFD），2　but

will　keep　our　derivatio臓sufヨciently　general　to　perfbrm　similar　caユculations　in　the

Schwillger－Keldysh，　or　Closed－Time　Path（CTP）fbrmalism．3

　　　Within　this　111atrix　fbnnulation，　we　consider　tlle　Scllwinger－Dyson　equation　fbr

the　full　quark　propagator　S』30＋500Σ05，．where　50　is　the　free　and　S　the　full　tWo一
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poillt　Green　function　of　tlle　quark　field；Σis　tlle血11　self－energy　and　the　generaユized

product　O　is　a　matrix　product（thermal　and　spinor　indices）and　an　integration

（each　of　tlle　matrices　is　a　function　of　two　space　coordinates）．　Throughout　this

paper　we　nse　the　convention　to　write　space－tlnle　and　momentum　variables　a互so　as
1・wer　indic・S，　e，9．Σ。．，　EΣ（X，y）．

　　　In　tlle　CTP　formulation　as　well　as　ill　theα＝1parameterizatioll　of　TFD，4　the

matrix　elements　of　5，50　andΣobey

　　　　　　　　　　　　31♂）＋5器）＝313）＋5器），Σ11＋Σ22＝一Σ12一Σ21・　　（1）

Tllerefbre　the　fbur　components　of　tlle　Schwinge卜Dyson　equation　are　not　indepen－

dellt，　the　mcxtrix　equation　ca皿be　simplified　1）y　a　lillear　transfbrnlation　wllich　one

may　conveniently　express　as　a　lnatrix　product．51t　achieves　a　physical　interpretation

o111y　ill　tlle　TFD　formaiislll，　see　Ref．4。　The　transfbrmation　matricesβare

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β（・・）一（（1；7L）マ）・　　　（2）

depending　on　one　parameter　only．　R）r　example，　the　third　term　in　the　Schwinger－

Dyson　equation　becomes

　　　　　　β（・）T・s・・Σ・5（β（n））一・一（58°ΣR°5R謬1忠忠。）・（・）

Here，　T3＝diag（1，－1），ΣR・A　are　the　retarded　and　advanced　ful1　self」energy　function，

and　SR・A　are　the　retarded狐d　adv｛mced　full　propagator（similarly　fbr　3b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ΣR＝Σ11十Σ12，　ΣA＝Σ11十Σ21，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　SR＝511－512，　SA＝51L521．

The　diagollal　elements　of　the　transformed　equation　therefbre　are　retarded　and　ad－

vanced　Schwinge卜Dyson　equation．　The　off－diagonal　element　is　a　transport　equation．

　　We　now　switch　to　the　mixed（or　Wigner）represe且tation　of　functions　depending

on　two　space－time　coordinates：ΣxP＝∫　d4（x一Ψ）exp（iPp（x－y）りΣxy　with　X＝

（x十y）／2，the葡一sign　will　be　dropped　llencefbrth．　The　Wigner　transfbrnl　of　the

convolutionΣOσis　a　nontriviaユstep：Formally　it　may　be　expressed　as　a　gradient
　　　　　　expanslon

／d4（一・）・xp（ip・（・一・）・）Σ…σ・・一・xp←i◇）カX・Gx・・
（5）

◇is　a　2nd　order　differential　operator　acting　on　both　fUnctions　apPearing　behind　it　in

the　fbrm　of　a　Poisson　bracket◇4xpβxp＝圭（∂x、4xp∂pβxp－∂pAxp∂xBxp）．
We　will　hencefbrth　use　the　infiniteorder　di飽rential　operator　exp（－i◇）＝cos◇－

2sin◇．　Propagator　and　self－energy　are　split　illto　real　Dirac　matrix　va1篭ed　functions

　　　　　　　　　　　、5姥＝σx？　FiπAXP峻づ＝R・Σx・FiπrXP・　　．（6）

AxP　is　the　generalized　spectral　function　of　the　quantum　field．
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　　　Now　consider　the　equatiolls　obtained　by　action　of　Dirac　differential　oper－

ators（・＝inverse／blee　propagators）on　tlle　matrix－transformed　Scllwillge卜Dyson

equatio1、．6　The　diagonaユco111pollellts　are

　　　　　農ll；1；1：；；：；畿職辞1盈e謡鵜罪Y嵐。AXP】．（・）

Two　lmportant　facts　about　these　equations　have　to　be　emphasized．　First　notice

that　these　equations　do　not　in　gei｝eral　admit　aδ。function　solution　fbrノ亀xP　even　in

zero　order　of◇．　h　fact，　ill　contrast　to　otller　papers7　we　fhld　that　there　is　no　such

thing　as　a　mass　shell　constraint　ill　quantum　transport　theory・

　　　Secolldly，　the　equations　do　llot　contain　odd　powers　of　the　differential　operator

◇．This　implies，　that　when　tru：icating　the　Schwinger－Dysoll　equation　to五rst　order

in　◇　（the　usual　order　for　the　apProximatio皿s　leadillg　to　kinetic　equations），　the

spectral　function／1xp　may　still　be　obtained　as　the　solution　of　an　algebraic　equation．

2．1。　Trunsportεguation

The　off－diagonal　component　of　the　transfbrmed　Schwillge卜Dyson　equation　reads，
after　acting　on　it　with　the　inverse　free　propagatQr4・6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3δ’5轟＝Σ盈o鴫一Σ≦～05窃，．　　　　（8）

with　kinetic　components　5K＝（1－n）512十nS2i狐dΣK＝（1一π）Σ12十nΣ21．
Inserting　the　real　functions　defined　befbre，　this　leads　to　a　differentia艮equation，

which　contains　aユl　the　feathres　of　our　desired　quantum　tra皿sport　tlleory4・6：

Tr【（∂ft　7μ十2　sin◇ReΣxp十cos◇2πrxp）5棄p】

＝2i　Trli・il・◇Σ琵PσXP－c・・◇Σ琵P歪π減XP】． （9）

Note，　that　here　even　as　well　as　odd　powers　of　the　operator◇occur，　and　the　solution

in　zero　order◇is　not　triViaユ．　To　see　this　more　clearly，　we　define　the　generalized

covariant　distribution　functionハrxP　through　the　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－N．・p）5￥P＋NXP5斧P＝0・　　、　　（10）

It　may　be　proven　efrLsily　from　the　Kubo－Martin－Schwinger　boundary　condition，8

that　with　this　definition　of　Nx　p　one　reaches　the　proper　equilibrium　limit　Nxp→

nF（E），　whereηF（E）is　the　Fermi－Dirac　equilibrium　distribution　function　at　tem－

perature　T，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nF（E）＝（εβ（E－・）＋1）－1．　　　　　　（11）

With　this　de五nition，5棄p＝2πi（1Vxp－n）Axp，and　therefbre　1＞xp　is　the　parameter

which　diagonaユizes　the　the　full　nonequilibrium　matrix－valued　propagator　through

事he　Bogoliubov　matrixβfrom（2）4：

β（Nx・）T・・SX・（β（N・b））一・一（σXP紬PσX。＋蜘。）・ （12）
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Altllough　one　may　use　the　generalized’distribution　function　directly　in　the　above

Eq，（9），　we　wish　to　compare　this　equation　to　traditional　transport　tんe∂γy．　Hence，

one　more　step　has　to　be　I）erfbnned，　which　is　the　consistellt　expansion　to　first　order

in　the　operator◇．

　　As　outlilled　befbre，　we　may　then　use　a　spectral　fullctioll　w1夏ich　is　the　solutioヱ）

of　a11・algebraic　equatiolL　One　may　argue，　that　in　nollequilibrium　states　a　spectral

representation　of　the　prop’≠№≠狽盾秩@does　not　exist　in　general，2　but　one　may　still　exploit

the　fact　that　retarded　and　advanced　propagator　are　by　definition　analytical　functions

of　the　e：1ergy　parameter　in　the　upper　or　lower　complex　energy　half・plane：

5…（E・P・X）－R・G・yp　・・i・4x・－f：二dE’A（E’・P・X）E一老，±i，，（・3）

whi・h　is・・thi・9・but・the’　Wig・e・t・a曲・m・f鴫ハ＝F2πie（±（x・－y・））A・y・

　　Inserting　this　into　the　quantum　transport　equation　yields，　correct　to　first　order

ill◇（see　RefS．6aよ1d　4　fbr　details）：

　Trl．4xp｛（Pp7μ一m－ReΣxp）ゴノVx　p｝】

　　　　　＝iTrレ亀XP（ハrXPΣil～P－（ハrXP－1）Σ｝2P）］

　　　　　　　一歪∠ン・／9t…（τE）T・［｛A（x・P・＋E・P）・（Nx・Σ・・（・＋・／・・x・P）

一（NXP－・）Σ12（t＋・／・・X・P））｝N］・ （14）

　　In　this　equatiol1，｛∵｝denotes　the　Poisson　bracket，　the　index　N　means　that　the

derivatives　are　not　acting　onハrxP．

　　The　integraユover　the　history　of　our　system　constitutes　a　memor　l　term　of　this

generalized　transport　equation．　The　memory　effect　therefore　can　be　attributed　to

the　nonzero　spectral　width　of　the　physicaユexcitations　in　our　system．

　　However，　even　when　we　send　this　spectral　width　parameter　to　zero　in　the　above

equation，　a　new　effect　remains．　Using　a　simple　quasiparticle　spectral　fUnction

　　　Ax’・＝（P，‘’ytL－711－ReΣXP）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂（（P・－R・Σ隻。）2－（M－R・Σ曳。）2）－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　（15）　　　　　　　　　　δ（Po－’E（t，x，P））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Po

where　E（t，x，　P）is　the（space－time　and　momentuln　dependent）generalized　energy

of　the　corresponding‘‘particle”－like　state，　one　obtains　after　integration　over∫も

　　　　　　　（∂N（誉IP・t）＋∂E（参言’P）∂N窪x・P）一∂E（畿’P）∂N讐’P））

　　　　　　　　　　　＝5「t【N（t，x，　P）】十δSt【2V（t，x，　P）1・　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

The　L．H．S．　of　this　equation　・is　the　Vlasov（6r　streaming）part　of　the　standard　trans。

port　equation，　it　is　free　of　dissipation．
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　　　The　first　piece　oll　the　R．H．S．　is事he　standard“collision　integra1”of　the　ki．

netic　equation，　while　6St　is　a　time－lqcal　correctioll　which　now　colltaills　the　three。

dimensional　Poisson　bracket　of　tlleΣ12，Σ21　self・benergies　with　the　function

Ar（t，x，　p）．9　NVe　wil1　consider　this　equation　in　more　dctaih1取Sec．30f　this　paper．

　　　Befbre　30勧＆g　tlle　g（｝iieralized　trこuLsI⊃ort　e｛且11こ、tion正b：’1、　simPle　examPle，　we　would

like　to　1）oillt　out　tliat　with　our　derivation　we　have　indeed　takeユ1　illto　account　the

two　topics　mentiolled　ill　tlle　introductory　statements．　Tlle　breakdown　of　the　quasi－

’particle　approximation　is　accounted　for　by　the　nontrivial　spectra1　function，　and　the

non－separation　of　time　scales　is　accounted　fbr　by　the　Poisson　bracket　on　the　R．H．S．

of　Eq．（14）．

2．2．Solution　oノ仇e　generalized　transport　equation

Ill　the　fbllowing，　we　will　concentrate　on　the　111emory　efR｝cts　hidden　ill　Eq．（14）．　To

isolate　them　from　the　gradientS　ill　the　generalized　collisioll　illtegra1δSt【N（t，x，　p）】

of　Eq．（16），　we　consider　a　very　simple　model　system，　ta』lored　to　mimic　the　ther－

maユization　of　a　plasma　composed　of　quarks　and　gluolls．　We　cannot　possibly　explain

aユlthe　relevant　physics　in　the　present　short　paper，　and　rather　refer　to　the　litera－

ture　on　such　systems．101n　view　of　the　previous　derivations，　we　are　interested　in

acalculation　of　reltrLxation　tirne　scales　fbr　such　a　pkisma，　and　nlake　solne　simPle

apProximatiolls：

　　1．We　assume，　that　a　gas　of　bosons（gluons）is　instantalleously　heated　to　a　very

　　　　　high　temperature．　In　this　gdS　then　eventua工ly　quark－antiquark　pairs　start　to

　　　　　pop　up，　ulltil　at　the　very　end　a　thermal　equilibrium　in　the　sense　of　a　degenerate

　　　　　plasma　is　reached．

2．We　assume，　that　the　self－energy　function　for　the　quarks　is　dominated　by　glu－

　　onic　contributions，　and　that　it　does　not　depend　ollもhe　energy　of　the　qtlarks

　　nor　on　the　space　coordinates．

3．The　gluon　background　is　dominated　by　external　conditions，　i．e．　we　neglect

　　the　back－reaction　of　quarks　on　the　gluon　distribution．

　　4．We　neglect　the　infiueiice　of　antiquarks　i：1　tlle　spectraユfu：ICtiOユL　This　rest：・ictioll

　　　　is　removed　i1夏all　extended　version　of　tllis　apPlication，　Ref．11．

We　summarize　these　assumptions　in　the　following　ansatz　fbr　th6　imaginary　part　of

the　self－energy　function　and　fbr　the　spectral　function　of　quarks：

　　　　　　　　　　　　　　rXP≡r重＝ツOgT（の＝ツ09（7葦e（一の十Tf◎（の），　　　　　　　（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A（ちE・P）一婆（E一涜1、＋，2・　　（・8）

Hence，　we　approximate　the　quark　spectral　functioll　by　two　time－dependent　param－
・t・・s・w・　and　7t，　whi・h　w・m・y　int・・p・et・as．effe・t玉ve　e・e・gy　and・ffe・ti…pect・al

width．　Arguments　fbr　the　validity　of　this　approach　are　given　in　Ref．11．
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　　1With　the　above　spectral　function　the　coupled　system（7）reduces　toα3ゴπgZε

nonlinear　equatioll　fbr　7f，　plus　the　collditionω3＝、ω3＝p2十m2．　This　latter

conditioll　is　more　colnplica，ted，　whell　the　antiparticle　piece　of　the　spectraユfunction

is　t・・ke馳h・t・lvcc・・1nt・KI　The　ene・gy　P・・ramete・i串ch・・en鵡Erω・，　whidl　yields

illstead　of　E（1．（7）こ亘s　the　Sclwinger－Dysoh　equatio1夏fbr　the：℃tこu・ded（or　advanced）

two－Poillt　fullctio1△of　the（luarks：

ty、　＝・gTi＋9（Tf－Ti）0（¢）（1－e－27・‘）． （19）

In　Fig．1，the　solution　of　this　equation　is　plotted　in　comparison　to　the　time　dependent

imaginary　part　of　the　self－energy　function　from　Eq，（17）．　It　is　obvious，　that　the

solutio1夏of　tlle　nonlinear　equεしtioll（19）apProaches　the　i！naginary　part　of　the　selfL

energy　function’翌奄狽?@a　characteristic　delay　time．　In　Ref．11　it　is　discussed　how　this

delay　time　is　calculated　froln　the　systeln　parameters．

25
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Fig．1，　Time　dependenしspecしral　width　parameter　7ε．　Parameters　are　g含0．12，　Ti＝1MeV，
Tt＝200　MeV，　m＝10　MeV。　Thin　line：rt　from　Eq．（17），　thick　line：Ort　from　Eq．（19）．

　　　We　now　consider　three　different　levels　of　transport　theory　for　this　model，　the

corresponding　generalized　distribution　fungtions　relabeled　to　IV£，ハrtB　alld　N，G．　First

of　all，　due　to　the　simplicity　of　our　ansatz　we　obt頴n　as　the　full　quantuln　transport

equation（9）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　か一一・（Nt一π・（m・T（・）））　　　（・・）

with　T（t）as　de｛ined　in　Eq．（17）．　This　equation　Iooks　surprisingly　similar　to　a

kinetic　equation　in　relaxation　time　approach．　However，　this　similarity　is　superficial：
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Tlle　kinetic　equation，　or　Boltzmaml　equation，　derived　fbr　our　simple　model　system

reads
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　駆・一一2r・（1v，β一nF（m，　T（t）））・　　（2・）

Finally，　the　gerleriし1ized　trこuispOI’t　e（luEttiOll（14）is，　correct　up　to　first　or（ler　ih　the

gradients：

　　　　　　d

読
ハ「F＝ 一2r、（Nρ一πF（m，T（t）））＋4tO（の（9（Tf 一Ti））2　exp（－2r¢の

　　　　　　　　　　　　　　・（Nρ一71F（m’Tf）鍔…聲（m’T’）T’）・

In　Fig．2we　sh・w　the　nunierical　s・luti・：｝f・r　N、σ，

solutionハrtB　as　well　as　the　full　quantum　trallsport　solutioユ’i　1V‘．

（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　COIIII）are　it　to　the　BoltzmamL

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　This　comparison

of　the　three　methods　shows，　that　the　full　quantum　transport　equation　results　ill　a

much　slower　equilibration　process　than　the　Boltzmann　equation．　This　result　is　in

agreement　with　other　attempts　to　solve　tlle　quantum　relaxation　problem12・13：The

quantum　system　exhibits　a　nlemory，　it　behaves　in　an　essentially　non－Markovian

way・

1
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0．4
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time【fln！c］

0 5 10 15 20

Fig．2．　Normalized　time　dependent　fermi。nic　distribution　functi。n　f。r　sl。w　quaτk5．　Parameters　as

in・Fig・　1；thin　lines・1・血N’／nF（rn，Tf）fr。m・th・B。lt・mann・quati。・（21），　right・Nt／nF（m，Ti）

fr・m　th・quantum・t・an・P・・t・quati。n（20）；thi・k・lin…Nρ／nF（m，Tf）f・・m・th・g・n・rali・ed・kin・tic

equation（22）．

　　’In　particular，　fbr　the　physicaユscenario　studied　here，　tlle　time　to　reach　1－1／e2　N

86％of　the　equilibrium　quark　occ叩ation　number　is　almost　doubled（14．7　fh1／c　a5
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compared　to　8．2㎞／c　in　the　Boltzmann　case）．　We　furthermore伽d，　that　with

tlle　generalized　transport　equatioll　one　does　at　least　partially　describe　the　memory

effbcts　i既aqualltunl　system（the　characteristic　t互me　now　is　11．4　f㎞／c）．

　　　Thus，　although　we　h｝we　only　used　a　toy　mode1，　it　might　tum　out　t1Lat　qualltum

effects（＝111enlory　aLs　described　ill　this　contribution）substantially　hinder　tlle　ther－

malization　of　a　strongly　interacting　plasma　over　Iong　time　scales．　A　more　thorough

discussion　of　this　physical　result　is　carried　out　ill　Ref．11．

3・From　Quantum　Field　Theory　to　Inhomogeneous　TED

111tlle　fbllowillg　we（1escribe　a　systeln　of　charged　bosolls　ill　a　nonequilibrium　state．

For　simplicity　we　first　consider　a　space－illhomogelleous　siもuation，　but　neglect　the

spectral　width　6f　the　bosons．　This　view　therefbre　is　orthogonal　to　the　previous

section，　where　we　ellded　in　considering　a　time－dependent　system　witll　translational

invariance．　While　this　gave　us　a　window　to　isolate　the　memory　effects　of　quan－

tum　transport　theory，　we　will　isolate　some　nonequilibrium　quantum　features　iR　the

present　picture．

　　　As　we　have　pointed　out，　the　description　of　noひequilibrium　systems　requires　to

double　the　Hilbert　space．　The　reason　is，　that　the　occupation　number，　i．e．　the

interpretation　of　a　state　as“particle”or‘‘hole”（and　llence　its　temporaユboundary

condition）may　change　from　point　to　point　in　order　to　ensure　cOusality．

　　　The　proper　fbrmulat玉on　is　achieved　by　expressing　each　physica1（causal）excita－

tign　operator　as　the　superposition　of　an　Qperator　evolving　forward　in　time　alld　a

backward　evolving　operator．　Such　a　superposition　is　known　in　the　Liouville　space，

we　refer　to　the　literature」br　an　illtroduction．14・ユ50bviously，　there　is　aユso　a　corre－

sponding　anti－causal（orthogonal）linear　combination．　Denoting　the　causa工single－
P・・tide　c・eati・・a・d　annihi1・ti・n・p・・at・rs　by・’・，t，・lt（th・tw・diff・・ent・h・・g・・

are　distinguished　by　a　lower　index　1＝±）and　the　allti－causal　operators　with竺signs，

one　may　conveniently　express　this　superposition　a5　a　matrix　in　three－momentum
space16・17：

（1　　1）－／d・q（βr・（ちq，k））・（舞）・一・E…

幡｝））’－／d・q（ξ義　ゆ一一　Cqt）Tβ・（　k）・・E…
（23）

kis　the　thre←momentum　of　the　mQdes，　therefbre　in　this　notat三〇n　ai＿（t）creates　a

negatively　charged　physical　excitation　with　momentum　k，　whileαた＋（のannihilates

apositive　charge．
　　　The・P・・at・・ξ叢・・eat・・am・d・with　m・m・・t・m　q㎝d・典・・gy　E。≡E（q）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
which　propagates　fbrward　in　time．ξqεannihilates　a　state　with　the　same　momen加m

and　energy，　but　propagating　backwards　in　time．　These　two　operators　therefbre　may
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be　combined　ill　a　Bogoliubov　tratlsformation．　with　a　2’×2matrix（eompare　to　tlle

fermion　case，　Eq．（12））：

　　　　　　　　　　β’（’…k）一（（63（‘且一k）十ハrt（’、q、　k　　　　一δ3（q－k）））濫ゴ1爵））・（24）

For　simplicity，　let　us　choose　a　local　equilibrium　state，　i．e．ハr（t，q，　k）is　the　Fourier

transfbrm　of　a　space－10cal　Bose－Einstehl　distribution　function

　　　　　　　　　　　　Nt（ちq・k）一（1．）・1d3・ビ‘（・－k’z噛（q＋k）／2）　（25）

　　　　　　　　　　　　　れ己（t，z，P）＝｛εβ（t・z）（E，・一μ・（ち5）Llr1．

NVith　these　creatior）　and　artniliilation　operators　we　cronstruct・　t，wo　inutually　comm篭1t．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
hlg　complex　scalar　fie！dsφz，φ2　see　Refs．1，4and　13　fbr　de幡1s：

ip・　－／

5・－1

d3k

　d3k

（・L－（t）・”kx＋ak＋（の・’kx）

（dl－（t）・’kx＋dk＋（t）・一’kx）．

（26）

Each　of　these　is　a　representation　of　the　callonical　comlnutatioll　relations，　and　tlley

㈱…mb…di・a・・・・・・…曲ubl・鴎一（φ。，5。）T・

　　　Befbre　proceeding　we　would　like　to　emphasize　that　the　above　heuristic　fbrmula－

tion　has　led　us　to　the　Creation　and　anllihilation　operators　known血om　thermo五eld

dynamics（TFD，2）．　However，　the　constmction　of　two　commuting　representations

in　nonequilibrium且eld　theory　is　also　achieved　in　other　formulations，1　and　their

existence　has　been　noticed　independently　by　severaユauthors．14・15

3．1。　EXヲ「εcだ”εinteraction　and　dixアusion

In　this　subsection　we　wi11　rely　more　oll　results　obtained　ill　the　TFD　fbrmalism　than

in　the　other　parts　of　this　paper．　However，　we　believe　that　the　approach　describbd　in

the　fbllowing　is　aユso　valid　and　useful　for　other　methods　used　ill　thermal　field　theory．

　　　First　of　all　we　llote，　that　due　to　the　introdi：ction　of　the　momentum　mixing　terms

the　equation　of　motio1派⊃r　thc　1）hyg．　ical　creatiori／am」ihi1｝Lti‘｝n《）1）erlttors　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　礁1　；）一［（akt（t）dZt（t））・・fi＋9］・　（27）

with　a“bare　Hamiltonian”

且一
H／d・kE《壌llll））T（akl（t）aLi（t））

一蓬／43kE・（・Zi（t）akt（t）－dk・（のakt（の）
（28）
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and　a　second　part　that　vanishes　fbr　homogeneous　systems：

・一
ｳ／晶（謝丁（ID（－i∂・＋E・－E脚・k・q）（謙：；）

，

（29）

Consequently，　by　introducing　the　above　linear　combinations　for　the　physical　creation

and　allnihilation　operators，　the　physical　fields　are　no　longer　free．　The　time　evolution

acquires　a　term　mixing　causal　and　allti－causa1丘eld．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　Let　us　emphasize　at　this　point，　that　olle　should　think　of　H十（？as　the　Liouville

operator　of　our　quan亀um　system，　which　is　the　gellerator　of　the　time　evolution　fbr

tlle　density　matτix．　Its　spectral　properties　then　are　immediate玉y　obvious，14・15・18・19

e．9．it　is　not　1）01111dcd　from　below．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　The　mixing　partΩof　the　fun　Liouvillean　vanishes　whe11ハrt（t，　k，　q）is　time　in－

dependent　and　proportional　toδ（k－q），　which　according　to（25）is　the　case　when
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
nl（孟，z，p）does　not　depend　on　the　spac←time　coordillates（t，z）．　Consequelltly　g

couples　the　systems　to　gradient5　in　the　function　711（t，z，p）。

　　　To　see　this　more　explicitly，　we　henceforth　introduce　a“trivia1”dispersion　relation

Eg＝　　q2十m2　and　obtain

（E・－E・）恥q）一一・iii。毬。）・／　d3z・一’（q－k）・▽・nl（・…Q）＋・（▽1）・（・・）

where　Q＝（q十k）／2．層011e　may　argue，　that　this　is　an　ad　hoc　introduction　of　a　cou－

pling　into　the　system　dynamics．　However，　this　fbrmulation　has　a　deeper　fbundatio11：

Consider　fbr　a　moment　an　equilibrium　system，　because　then　the　Liouville　operator

is　identical　to　Eq．（28）and　invariant　under　the　thermal　Bogoliubov　transfbrmation
as（a兎ak－～ii～ik）＝（ξfξk一禦ξ憂）．　This　invariance　constitutes　of　a　contimlous

symplectic　symmetry　of　the　Liouville　space－and　such　a　glob｛組symmetry　can　be

made　Zocα～：We　search　fbr　those　operatorsξ，　which　diagonalize　the　Liouville　opera－

tor　locally　in　space　and　time．　Such　a　requirement　connects　the　parameter　n‘（‘，z，P）

of　the　Bogoliubov　transfbrmation　with　the　system　dynamics．

　　　Therefbre，　this　process　of　gauging　the　symplectic　symmetry　is　entirely　equivalent

to　the　space－time　local　Bogoliubov　transfbrmation　diagonalizing　the　single－particle

propagator　that　was　carried　out　ill　Sec．2．

　　　Oh　the　other　hand，　it　is　well㎞own　that　gauging　of　a　symmetry　automatically

illtroduces　the　coupling　of　the　fieldφ3　to　gradients　in　an　external　scaユar｛ield．　Here，

this　external　scaユar　field　is　the　distribution　function‘‘field’，　n‘（オ，　z，P），　it　is　classica工

and　does　not　possess　any　dynamicaユfeature．　To　summarize　these　arguments：The

new　gradient　terms　in　the　time　evolutioll　occur，　because　we　are　implementing　causal

boundary　conditions　locally　in　space　and　time．

　　　Let　us　now　tum　to　the　genera』ized　transport　equatioll　used　i耳the　previous　sec－

tion．　Rewritten　fbr　bosons，　with　an　effective　energy　parameter　E　that　is　independent

of　x　it　reads
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　　　　（∂7Zl（t，x，　k　∂t）＋∂9iglsk）∂π繧x・k））－5・【nl（ちx・k）】＋δ5・［n・（ち’x・k）】・（・・）

Accordi1｝g　to　our　deriva，tion　ill　Sec．2we　kllow　thatδSt　cotltatil1S　a　thre（｝dimellsiollal

Poissoll　bracket　ofπand　some　interactio：1　probability．　Obviously　t1Lis　implies　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／（需、／d・xδ5・【π’（ちx・k）】一・　　（3・）

and　tllerefore　we　may　write　the　momentum　integral　as　the　thre←dimellsiollal　diver。

gence　of　a　current：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　／（lll，δ5・［7・・（・・x・k）】一一▽iJf（ちx）　　（33）

with▽x≡∂／Ok．　W《u置se　the　f；しct，　th畳しt　the　momentum　intiegrttl　over　thc‘‘stan－

dard’，　collision　tel’11i　St【・tl・（ちx，　k）】is　zero，20　alld　tliereforc｝obtain恥r　the　i11しegrated

tra』1sport　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂tnt（t，x）＋▽。0‘（¢，x）＋J2（亡，x））＝0．　　　　（34）

This　is　the　expression　fbr　current　consemlation，　witll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j・（ちx）－1（1慧η・（ちx・k）　　（35）

as　the　convective　part　of　this　current．　Equation（34）implies，　that　in◎ur’boson　gas

a　current　Jf（t，X）arise＄　even　for　zero‘‘convection”j‘（亡，x）：An　inhomogeneous　tem－

perature　distribution　gives　rise　to　diffusion．　For　smal1　gradients　of　the　temperature

distribution　the　diffusion　current　J2（t，x）will　be　proportional　to▽xn‘（オ，x）．　The

momentum　integrated　transport　equation　tllen　is　1iothing　but　Fick，s　law．

　　　More　detailed　derivatiolls　within　a　non－relativistic　field　model，　as　well　as　exem。

plaric　calculations　of　particle　flow　and　energy　How　may　be　fbund　in　Ref．21．

3。2．Calculation　qプ抗e　difi1‘s葱on　coeがicient

Havi皿g　outlined　the　diffusioll　problem　ill　the　previous　subsection，　we　need　to　gen－

eralize　the　momentum　mixing　to　excitations　with　continuous　mass　spectrum．　This
amounts　to　all　apProximation　of　tlle　fully　interacting　qua1夏tuIn　fields　by　generalized

f7℃c．tiel‘ls19　as　alroa｛ly　discussed　hl　Sec．2，　mld　wm　certξ、h取！y　cgmPlic孔te　mattαs

very　lnuch．

　　　On　the　other　hand　we　have　outli巫ed　above，　that　only　the　spatiaユgradient　ter皿s

ellter　into　the　diffusion　problem．　Hence，　fbr　the　fbllowing　we　may　neglect　the　time

dependence　of　the　mixing　parameter　n．　Instead　of　Eq．（23）we　therefbre　write

儲1；）－f。°°dE／d・qA｝／・（耳k）（βr・（恥k））・（霧ll）・一…

（・真i（t）－Ekt（t））T一個d・qAl／・（E；k）（豊、）Tβ・（恥k）・・Et・
（36）
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where　the　2×2Bogoliubov　matricesβhave　the　same　form
Eq．（24），　but　Nt　is　replaced　by

Nt（E，　q，　k）

71t（E，z）

as　already　given　in

一（、1）、／　d3ze－‘・F”k’z…（E・・）・

＝【εβ（zXE一μ・㈲）－1］－i．

（37）

Theξ一〇perators　have　commutation　relations

【ξE耐，ξ誉，鳶，日＝δ」”δ（E－E’）δ3（k－k’）。 （38）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　NSi111ilar　relat玉ons　hold　fbr　theξoperat◎rs，　all　otller　commuもators　vallis11，　see　Ref．19．

　　　The　weight　f覧mctions．48（E，　k）are　positive　alld　have　support　only」br　positive

energies，　their　nor：iialization　is

f。°°dEE・4t（E・k）－i’ f。°°dE・4・（E・k）－z…
（39）

The　principles　of　this　expansion　have　been　discussed　in　Ref．19，　its　generaユizatio翼

to　nonequilibrium　states　was　introduced　in　Ref．4．　R）r　equihbrium　s亀ates　the　com－

bination／tB（E，　k）＝ノ1＋（E，　k）◎（E）一ノ毛＿（－E，－k）0（－E）is　the　spectral　function

of　the　boson　fieldφ3　and　the　limit　of　free　particles　w重th　mass　m、　iS　recovered　when

．4β（E，k）一→sign（E）δ（E2－k2－m2）＝sign（E）δ（E2一ω竃）．　As　we　have　seen

in　the　previous　sectioh，　the　concept　of　a　local　spectraユfunction　may　be　apPlied　to

nonequilibrium　states　up　to丘rst　order　in　the　gradient　operator◇．

　　　Using　these　relations　we　are　then　able　to　express　the　current　response　of　the

quantum　field　to　the　gradients　in　the　distribution　function　by　using　the　Heisenberg

equation　of　motion　fbr　timedependent　operatorS，　Eq．（27），　to　obtain

J6（t，x） 一づ
S4・〈fi（t　一・…x）・・1＞

（40）

　　　　　　where　j（x）＝i（φ1▽2φz一φτ▽xiP；）is　the　cuπent　operator．

　　　As　has　been　pointed　out　in　Refs．4and　13，　the耽h　vector　component　of　the

J－charged　cur’1’er1しs　genemted　by　the　inhomogeneity　of　the　system　is

」1ω（ちx）
一2π^ d3QQ（i）

（2π）32Zる、

・／dE’E’｛

／dE（At（E・Q））2

∂π分（E’，Q，x）∂．4‘（Et，

∂xω

∂Q、、，Q）

p
・

（41）

In　principle，　this　equation　may　be　used　to　calculate　the　diffusiq皿constant　fbr　in－

teracting　boson　fields．　The　result　of　such　a　calculation　made　fbr　pions　coupled　to

nuclear　matter　has　led　to　results　which　are　bigger　thall　the　semi－classica1　transport
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coefほciellts22・20　by　factors　of　10－100．13・4　Since　the　transport　coeMcients　are　propor－

tional　to　tlle　relaxatioll　time　of　the　system，　this　corresPollds　to　the　result　obtailled

ill　Sec．2：Qu…mtu111　effects　lead　to　a　slowdowll　of　the　relaxatioll　Process，

　　　In　order　t・estal）lish・ur　aPpr・ach　m・re　sa鳳y，　we　h・w　insert　a　b・s・n　sPectral

fUllCtiOll　wiUl号しく・｛川：t川旦t，　SPeCtr…し1　Width．　Hく♪WeV⊂・且゜，　in｛・o鵬真゜aLS　t　t《⊃tlie｛brmiOhiCくraLge

discussed　ill　Sec．2，　we　may　thell　llo　louger　lleglect　the　allti－particles．　Hence　we　use

AB（E・k）－i（E・≠鴇・＋、E・7k．’ （42）

Similar　to　the　fermionic　spectral　fumctioll（18），011e　obtains　this　fbr111　by　summing

over　ibur　si111Ple　Poles　in　the　comPlex　energy♪1a1Le，　eac1L　with　the　sa塞11e　distmlce

from　the　reaI　E－’axis　a，nd　wit1E　the　Sanle　residue．　A　short　calculat互011　t11e二墓gives　the

appro．ximl、tc　rcsults

zl、／d酬E・Q））2－

∂πど（E’，Q，x）∂．4‘（E’，Q）

1 2

1dE’E’

　　　　　十
　　　　　　　π2EQ2πツβ

Qω　∂　　∂

＋0（7B）

　　　　　　　　　　　　nt（EQ，x），

IQI∂1Ql∂xω

（43）

∂x（ゴ） ∂Q（ゴ）

such　that　all　integration　by　parts　gives，　up　to　first　order　in　the　gradients　of　the

distribution　function，

J2（x）一一（21。＋・（・））▽x・nt（ちx）一一D▽・n・（ちx）・
（44）

The　diffusion　coeHicient　D　therefbre　diverges　svhen　rγβ→0．　In　traditiona工calcula－

tions　of　transport　coe伍cients　this　diffusion　coefEcient　is　obtained　as　P＝7〈v2＞／3，

i．e．　as　the　product　of　relaxation　time　and　square　average　of　the　particle　velocity．20

As　we　have　shown　befbre，　the　relaxation　time　of　a　nonequilibrium　quantum　system

is　infinite　if　the　particles　do　llot　have　a　spectral　width－and　therefbre　our　result

has　the　correct　free。particle　limit．

　　　For　more　detailed　considerations　however，　we　would　have　to　define　a　model　fo．r

an　interacting　system，　wllich　e．g．　yields　the　spectral　width　parameter　as　function

of　the　system　characteristics（temperature，　chemical　potential　etc．）．　Thls　would

overstress　the　goai　set　fbr　tlle　present　paper．

4．Conclusion

With　the　present　paper　we　have　demonstrated，　how　one　may　apply　modern　tech－

niques　of“thermal”五eld　theory　to　nonequilibrium　states．　This　has　become　impor－

tant　because　of　the　qualltum　character　of　nonequilibriurn　systems　studied　today：A

definite　breakdown　of　the　quasiparticle　approximation　atld　tlle　elmergence　of　spac←

time　inhomogeneities　on　scales　comparable・to　those　of　system　components　are　the

reasons　fbr　the　non－apPlicability　of‘‘standard，，　transport　tlleory．

220



ゲージ目　言の　艦・　’u

Tんe7ヤnat　F‘¢‘4　Tん¢orStゼπハron－Equilibrium　5‘c‘¢5　　1613

　　　We　have　started　wi　th　the　derivatiori　of　a　generalized　transport　equation，　which

accounts　fbr　the　breakdown　of　the　quasiparticle　apprGximation．　In　Fig．2we　have

compared　the　solutioll　of　this　equation　witll　the　full　Schwillge卜Dyson　equation

as　wc11　aas　with　sta川（li、r｛l　tl’？ulsl）ort　tlleory．　We　find，　that　the　nontrivial　sp㏄tral

fullction　one　encoしmters　whe1皇going　beyo1ユd　the　qucrisipar・ticle　picture　leads　to　strong

7nemorst（iがecオ5　ill　trallsport　phenomena．　In　particular，　we　studied　a　system　which

exllibits　a　characteristic　delay　time．　The　memory　eff㏄ts　are　partially　taken　into

㏄count　by　tlle　generalized　transport　equation－but　it　turns　out，　that　gradients

ill　the　extenlal　parameters　are　equaUy　important　to　describe　the　physicaユsystems

listed　in　the　hltroduction　to　this　work．

　　　11L　the　secoiid　major　part　of亀his　work　we　therefbre　pohlted　out，　how　one　lnay

illcorpρra，te　gradient　effects　hlto‘‘thermaP’field　theory．　Tllis　is　achieved　by　intro－

ducing　a　mixh竃g（》f　operators　ili　1110111elltul）1　space．　Firstly　we　have　shown　that　such

a1L　approach　indeed　Ieads　to　r61axatioll　currents　ill　inhomogeneous　syste皿s．　Sec－

ondly　we　have　used　the　mixing　transfbrmatioll　to　achieve　a　Iinear　response　result

fbr　transport　coe伍cients・　　　　　　．

　　　This　transport　coefficient　calculation　was　not　pursued　numericaユ1y．　However，　we

may　rely　on　previous　numericaユestimates　of　transport　coe伍cients　achieved　with　this

method．4　Those　numericaユestimates　give　a　result　very　similar　to　the　one　obtained

in　the　quantum　transport　model　of　Sec．2：Quantum　systeIns　are「elaxing　slowe「

出an　an七icipated　from　standard七ranSport　theory．

　　　Hence，　the　two　approaches　we　have　demonstrated　ill　the　present　paper　lead　to

acoherent　result，　which　is　also　in　agreement　with　more　traditional　caユculations

from　statistical　mechanics．　We　therefbre　believe　that　a　cIear　path　exists　towards　an

improved　treatment　of　qualltum　systems　in　nonequilibrium　states，　and　we　express

our　gratitude　to　our　teacher　Hiroomi　Umezawa　fbr　leading　us　on　tllis　path．
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Chaos　Causes　Perspective　Reversals
　　　　　　　　for　Ambiguious　Pat　t　erns
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　Kotaro　Oiwa韓韓
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　゜．」8pan　Automob遥e　Re8e8rch　iロstitute，　h弔．，　Y』tabe，　T8ukub曜㍉tbaralti　305，　Japan
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°°°の e8culty　of　Educ8tion，　Oita　U㎡▼ersity，700　Da皿一ロo－h轟ru，　Oiぬ，　Oita　870－11，　Jap㎝

Abstract・　Anew　chaotic　mechanism　is　found　to　c8u8e　perspective　reversal
for　ambiguious　patterロ8．　And　the　new　senario　to　c8u8e　per8pect玉▼e　re▼er8al　is

propo8ed　with　u8e　of　ch805，　by　r㏄二amining　the　p8ychobgic81　parameter80f

sChem＆The　p8ychological　parameters　are　incorporated　into　8　PDP　8chema
model　propo8ed　by　Rumelhart　et＆1．，＆nd　83血ple　on“dimensional　map　is
derived　in轟mean．field　approrimation．　The　numerical　experiments　for　a　one－

dhnen8ioロal　logistic　m8p　are　pedformed，　and　the　resUlts　are　compaぼed　with

ncw　psycholog五cal　cxpe血en色80f　perspectiveどe▼ersa　ls　fbr＆Necker　cube　by
968tudent8・It　i88hown　that　the8e　are　qualitati▼ely　good　agreement　with　eadh
other。　Thi8　gi▼e8　a　concrete　example　of　the　role　of　chao3　in　cognitive　8cience．

1 Introduction
The　study　of　a：ロbiguous　patterns　such　as　a　NeCker　cube【11（F19。1）has　intrigued
psyChologists　fbr　a　loロg　time．　Peculiar　is　osc皿ato】ry　behaViors　betw㏄n　po6sible

two　percept8（Fig．2）in　the　NeCker　cube．　The　best　known　hypothesis　thus　far
to　exPlain　these　fil△dings　is　that　of　saturation　or　fatigue　proposed　by　Kδhler【21．
Upon　this　basis，　a・蘭ety　of　theories　has　been　published【3，4，5】．　But　there　are

two　cτicial　discrepa且cies　l）etween　eコ【peτi：ne且taユfacts　and　the　f』tigue　assumptioロ

discu58ed　below．
It　has　b㏄コh△o・㎜by　expe1｛me且念s【7】that　there　aごe　two　types　of　observers，‘．ε．，

fast砥d　slow　observers．　FVsst　observer　ha」s　larger丘equency　of　peτspective　reversals

th砥Slow　observer．・We　here　point　out　that　the　slow　observers　become　faster　as
errPe「iments　are　repeated．　in・facちthe　observers　With　no　experiences　are　almost　a皿
slow　observers　at　the缶st　time．　This　is　supPorted　in　our　experiments，　si皿ce　only　5

Persons　are　fast　iz墓aユ［伍e　960bservers　who　was】【nade　experimen土at　the缶st　time．
Listed　below　are　the　eXPerim　ent　aユ」』cts　which　conflict　with」』tigue　effect：

Fact　1・The　pe曲t㎝もtime・（durati・ロ・）・ta麺g・二・・f　th・tw・percept・鷹・f　the
order　of　one　second　or　at　m」ost　tea　secollds．

F』ct　2．The　persistent　times　become　shorter　and　shorter　as　eXpe血ents　are　rOpeated．

The　7act　l　indic＆tes　that　the　f』tigue　e｛驚ct　8Pi）ea」res　Within　se▼eral　seconds　oτ1鳳o：e．

If　we　intend　to　interPrete　tl亘s　f』ct　by　the　f』tigue　effect，　the　｛bllowing　question

beco皿es．arose：
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Fig．1．　Necker　cube．
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伍

Fi8．2．　Two　perspect8　of　a　NeCker　cube，　and　16　hypotheses　of　the▼ertices　which　we　assign
to　network　units．Here‘f田，　is　meant　by‘forwaLrd－upPer－left，，‘blr，　by‘baclcward・lower－rigbt’，

and　so　on．

Q腿estion　1・Does疏8μ‘guε匿がect脚rks　so　guick9

On　the　other　ha麿d，几‘ま2皿eaas　that　the　obseτver　fatniliar・㎡th’ 狽??@Necker　cube

become　e＆sy　to　be　f』tigued．　And　theコeコ【t　question　is　takeコplace：

Question　2・1♪oε5まゐεoゐservet。劃used彦05¢eing　become　easy‘oゐ啄ノ’a　tigued　9

If　say　yes，　th…s　co工血cts　with　the　f』ct　that　the　obser▼eτused　to　seeing　recover　f士o皿

ftしtigue　qUicN【ly●

In　Sec．2，　we祀examine　the　psychologicaユ5dbc：ロa　pararロeters　so＆s　to　give　consisteロt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　interl）retatioロs　with　the　abqve，　a虹d　show　a　new　e】rPetime：xt　to　Clarify　psycholo91。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ワcal　state．　in　Sec．3，　a　network血odd　is　introduced，　and　a　one－di皿ensional皿ap　ls
de酌ed　iコa皿eaコーfield　apPr（Ui皿atio夏，伽11y　the　associa念i▼e　sChema皿odel　is　pτo－
posed・Sec．4is　devoted　to　discussions　a旦d　coコdusio皿s．　The　prdほコtinary　reports＆re
presented　i1とRefS．【10］，．【12】－114］．
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2 Perspective　Reversal
We　here　diseuss　psyChological　parameters　Of　a　sCherna皿ode1，　aコd　da鵡・the皿ec1・a－
nism　responsible　for　perspective：e▼ersals　by　esthn＆ting　dharacte】【istic　time　of　Change

i皿these　parameters・AP，d　we，propose　aコew　8eロ㎡o　of　pe：specit▼eτe▼ersals・

2．1 Psychological・S　chema　Parameters
We　propose　two　parameters　of　sChama　as　f（）皿ows．

（a）Strengtゐρfβcゐema　formati・πw1丘d・dcロ・tes　t⊂mdency　to　ha▼e　a血pler　interPre一

圃・n　of　line　figure・f　Ned・e・cube　as　cubid9皿e・

This　is　weak　fbr　aユobserver・at　a缶st　expetience，　and　strong　fo・one　used　to　s㏄血9

the　Ned【er　cube．　Thus　the　characteristic　time　of　change　is　at　most　of　the　oτder　of
nuエロber　of　expe由nent　al　triaユs・・1コ」ae：rPe：ime】ntal　sequence　of　one　tria1　（10　血n。），

there　are　many　cases　in　which　the　frequency　of　oscillatioロbecomes　l＆【ge．　These　give

aminimum　estim念ion　of　the　characteristic　thロe　of｛brrnation　strength　to　be　at　least
se▼elal　lnin三tes．　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

0且the　other　hand，　the　dharacteristic　time　of　perspective　reversals　is　of　the　order
of　second，　aad　the　reversal　mechanis皿is　not　go▼emed　by　this　strength　of　schema
fb】㎜tio皿．　The　strength　of　sdhe皿a　fb皿atio夏is　reflected　to　the丘equelcy　of　per－
spective：eversals　as　discuss　iコ，　Sec．4．

As　the　another　paτameter　of　sChema，　we　propose

（b）Strengtゐ・f・cゐεmα・・π㎡d‘・πwhi・h　denotes　tenden・y　t・be・onvi且ced　of　one
of　schemt　a．

The　co皿victio夏strelgth　is　thought　to　be　wea』藍i皿ediatdy　aftαan　occurrence
of　the　perspecti▽e　re▼ersal，　si夏ceロew　8dLe皿a　just　oceurred　is　unexpected　oロe．　But

soon　later，　the皿ew　shcema　seems　to　be　plausible　for　an　observer，　a皿d　the　con・丙ction

strength　becomes　1arger．　The　Chamcteristic　t血e　of　co皿Victioロstrength　is　thought
to　be　of　the　order　of　second，　si且ce　dhaロges　in　co且▼iction　stτe且gth　are　acco皿paaied

而th　pe聡pective：e鴨rsals．　We皿y　now　conClude　that　the　perspecti▽e　reversals　is
dosdy　rdated　to　a　dynalnical　process　of　coロviction　st1℃コgth．

Although　the　Characteristic　time　of　c・nViction　strength　coinCide・With　that　of　per－

specti▼e　leversざ18，　the　larger　co且▼ictioa　8tre皿gth　never　bring　reversal　process　by
託sd£1【L　order　to　show　osd皿atory　behaviors　in　perspec亡三ve　re▼ersals，　some　ki丑ds　of

switd直ng：nedユa㎡sm　ase　required　whidh　ha」s　been　thus　far　due　to　a　fatigue　e丑ヒct．　We

Pmpo8e　in　Sec・3．3　s．udh　a　sWitching　mechanism　a8　a　new　chaotic　switching　making
use　of　nonlinear　effect．

2・2　Ullcertahl　States　of　Percepts

Our・e且面o・f　pe即ecti▼e澱e▼ersals・is．as・f（）11・w・．　lmmediately　after　an　occurrence　of
the　pe：specti▼e】re▼ers81，　the　con▼ictio塾stre夏gth　is　weak．　But　soon　aft（虻，　it　becolnes

la「9e．　F㎞he「i夏cre：ロents　of　the　co旦▼ict至oコsttcngth：nake　its　state　u』stable，　and

chaoticτespoPses　occuτdue　to　a瓜o曲ear　effect．　Thmugh　thi8　chaotic　w組deτing，

無コew　state　corresponding　to　another　peτcept　is　found　and　stabiized．　The　above
　　　　　　　　　　　　　　eated，　and　p螂pecti鴨reyersals　are　reaJized．PrOcesses　are　rep
Ih　ordeτto　justify　this　senario，　we　h騨e　to五皿d恥e　d匹＆otic　wa　コde血g　states　hl　a，

sequence　of　psydhological　eXpe：｛m㎝Lt．　These　states　are　oonside，ed　to　be・血certaiユ，
amd　neither　one　of　percepts血or　aロother　is　ce】rt血．　Since　the　pub五shed　expe：imeロt　s
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Fig．3．　Frequencies　in　experiments　by　obserマer3．The　solid　line　den’otes　averaged　frequencies

of丘▽e　f』8t　observers　with　averaged　durations　lesg　than　38ec・The　broken　line　denote8　those
of　I盛ロety。one　slow　ob8erver8　greater　than　38ec．

of　perspective　reversa1【7，8】aごe　not　concemed　to　the　e虹ste且ce　of　uncertain　state，
we　have　made　e刈）e血eロts　with　a　Pcw　lnethod　to　cxtract　the　unce】凶ain　state　of

percepts・
The　basic　concept　of　our　eXPeriment　is　to　take　three］dnds　of　tilnes，‘・ε・，（1）ti皿es

perSisting　A－sche皿a，（2）B－shcelp轟a皿d（3）皿certaiコ．　The丘equeロcies　of　these　ti皿es

are　plotted　in　Fig　3．　The　observers　are　96　students　aged　18　to　22　years，　who　didロot

㎞ow　the曲of　the　eヱP而皿㎝」ts．　They　are　reqUired　not　to　move　their　eyes　fro皿
the　center　of　the　Nedket　cube五gure．　The　expe血㎝ta1：u且lasted　at　101nin．
As　sho冊i皿Fig．3，　the　dist】ribution　of　the　persistent　ti皿e　i皿unceτtain　state　i8（1uite

di｛ferent丘om　those　of　A一αロd　B－sdhema．　The　uncerta三且distゴbutioロis　a皿ρ皿ぴ
t6nica皿y　deαea血g，　ahhough　the　othe：s　h罷we　a　hu：叩．　This　type　of　Iロo瓜otonica皿y

decreasing　features　is　known　to　apPear　when　dhaotic　burst［9】takes　place．　The：efb：e

this　could　be　see塾as　a　c皿didate　for　a塾expe】timental　e▼ide塾ce　of　Chaotic　beh面o路・

3 Associative　Schema　Model
We　now　construct　a　theoretica1　model　describ血g　the　psydhological　phenomenon　ol
perspecti▼e：鴇▼ersals．　Starting丘bm　a　co皿ectionist　Iロodd　proposed　by　Rumel止鴻
・¢・乙［61・fPDP（Parallel・Di・tゴbut・d　P…e・Sing）9・・up，　w・・dat・th・p・抽・1。gi・夢

parameters　of　fbロnatioa　and　convictioロ8tτength　to　their　8dbe皿a皿oddL　Their
origまロal　modd　does皿ot　8how　pe恩pecti▼e　re▼ersdS，　but　d㏄s　moderate　dynamics
五nding　eaCh　one　of　perspects．　Theτe｛b鵬we　w皿add　new　dynamics　corresponding　to
th＆t　of　the　co血▼iction　strength，　aad　rea工ize　o8cillato可behaViors　of　the　persp㏄もi▼e
re▽e劉5als．
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3．1 PDP　Schema　Mode1
Thc　PDP　8chema　modd【6】is　a　Simple　const㎡nt　sati8faction　model　of　a　Necke＝cube
（Fig・1）・We　assurnc　that　16　unit8：eP：eseロt　hypothe8es　about　the　coロ℃ct　i塞te司P1℃ta－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．2．1コthe　PDP　8　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d▲ema　model，　these　hypothesestiOコ，80f　the▼（rrtiCeS　a8　ShOwn　in　Fig

are　taken　to　be　unit8　who8e　acti・tation　denotes　certa並ty　fbτthe　hypothesis．
The　8ct五▼atio且：ule　of　a　single　unit　is　gi▼en　by【6】

α‘（t十1）＝｛1－Ineti（t）1｝αさ（t）十neti（t）θ（net‘（t））， （1）

whe：e　neti（t）indicates　a，　net一まnput丘om　other　units，　de五ned　by

n・ti（t）　・Σwi」　a」’（t）＋bU’aSi・

　　　　　　　　　」

（2）

This皿ode1・is・ca皿ed　an　interactive・d‘”ati・n・m・del【11】．且αeω‘ノs・denote・inter一面t

weights　between‘－th　a虹dゴ。th　units，　bias‘abia80f‘－th　u血t．　These　weights　have
been　Chosen　so　as　to　guarantee　the　balance　co／ロditioコ（sum・r　le［10D｛br・eaCh・i，

　
，司搬

Σ
調吋

Σ
蝸

（3）

betw㏄2　A－aコd　B－sd・emata．　IFimhermore，　the　symmetriCity　is　also　assumed　at　each

岨it‘a」コd売i皿A－a皿d　B－schemta，　respecti▼ely，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（‘∈｛］｝）　　　　　（鳶∈但｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ　w・j一Σω…　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」3｛《｝　　　　8＝但｝

The罵are　two　kiユds　of　p＆rametels　i皿PDP　schema　modd，‘．ε．，　theまロteτco皿ectioロ

wdghhρりand　bias腕α5」．　The　weight　para皿eter　denotes缶mness　of　the　scherr凪
f‘）㎜tion，　and　we　may】regaτd　it　as　the　strength　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　sdhema　fbmation。　On　the　other

haロd，　the　uPit　becomes　e＆sy　to　acti▽ate＆s　the　bia」s　grows，　and　it　is巫aturaユto　assign

the　bia」8　to　the　strength　of　8dhelna　con㎡ctio夏．

3．2Deri▼at　ion　bf　Oロe－Dimensional　Map
We　here　indicate　that　the　interacti▽e　acti▼ation　modd　ilnplies　とhaos，　because　a

one－dime既sional　logistic　m＆p　X（t十1）＝AX（t）（1－X（の）can　be　eXtracted丘om
the　above　acti▼ation　rule（1）with（2）in　a　mean－field　apPrQ血atio：ユa6　fbnowiロgs・
For　8iエロplicity，　we　ftrst－assume　the　simplcst　case　of　61’as‘＝　O　andω‘ゴ　＝ω　＞　0・

This　is　s血gle　5chema　case　in　w1丘ch　a皿皿its　aごe　eqUivalent　and　cooperati▼e　with
others・The　het。input（2）thus　becomes　positive　definite，‘・ε・，πε¢‘（歪）＝ωΣ」αゴ（¢）＝

恥〈α（つ＞＞0・且・re　N＝Σゴ1　indi・・t・・t・も・humb…f皿it・，皿d〈α（t）＞i・

血・皿tby　t面㎎皿8撒㎎・。f・activati・n・Σゴα」（t）／Σ」1・By　t面ng皿av・・sg・
of　the　activation　rU　le（1），　we　obtain〈α（毒十1）〉＝（1十1Vω）〈α（の〉－1Vω〈α（t）＞2・T1丘s

bec・me・awe皿一h㎝・蝕e一血enSi・ml　l・gi・ti・map・X（t＋1）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノL【（t）（1－X（t）），

where　X（t）＝（IVw／（1＋2Vw））〈α（t）〉・md！塞＝1＋IVw．
Fr・皿thi・di・cussion，　we　can。・nClude　in　a皿e皿一field　apProXi皿ti・n　that　PPP
8Cゐem6　model　imp　lies　Cゐ608，8iace　the　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　logi8tic　map　is　a　representative　one　to　cau8e

dhaos．　L　should　be　noted　that　the　unit　itsdぼhas・no　origin　to　cause　d匡aos．
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Fig．4．　Pha8e　diagram　calculated　by　a　one－dimensiona1　logiStic　map（7）．　The　initia1▼紐ue
of　X（0）i58et　to　be　O・001・‘pe】riod－2n，’denotes　8　period－doubling　route　to　chaos．

We　exteコd　this　discussio皿to　two　schemata　case　such　as　in　the　Ne（士er　cube［10，12，13】．

Assuming　a　bias　in　A－sChema　to　be十△B／2孤d　iコB－schema－△β／2，　the　net－inputs
（2）can　be：ead　as

〈n・t‘（t）＞A＝二（n・ti（t）＞B＝3・△a（t）＋ △B
2　，

（5）

whe】re
　　　　　　　　　　△・（t）一〈・（t）〉・一〈・（・）〉・一Σ…欝｛¢）一慧鑑‘｛霊）・（・）

We　have　assumed且08elf－co皿ections　of　units　（w‘‘＝0），　and　the　sum－rules［101　for
inter．unit　weight　s　have　been　used．　The　parameter　c　character｛zes　a　weight　para皿eter

between　units，　and　is’1dated　to　a皿average　of　weights　Within　same　s《血e1ロa．

We　now　i且troduce　scaled　variables　X（t）＝｛（ノ皇一1）／A｝△α（っ孤d　Z＝△B／（2A）・

The　map　f皿ctions　X（¢＋1）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（X’（t））is　obtained　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x）＝ノ11【｛1－1．X十Zl｝十（A－1）Z．　　　　　　　　　　　　　　　（7）

Ee1℃the　de丑nitionノ』L≡1十3c　ha」s　l）㏄ユused．　It　is　apparent　that】Eq．（7）is　reduced

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rrieコsio夏aユlogisticエロap　with「㎡s1血g　Z　for　poεitive　X，to　the　we11口】k巳own　one＿di

and　it　is　co㎡㎞ed，tha，t　the　PDP　schema　lnodd　8urdy　shows　Chaotic　responses　in　a
mean一五dd　m轟皿er．
Period－1丘1【ed　points　of　Eq．．（7）is　detemined　by　X°＝F（X’）w　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hidユgives　thre¢

缶ed　points，　X°＝Xf，－Xf皿d－Z　where　we　have　introduced　an　pe冠od。1丘羅ed
point　・】【f＝（ノ塞一1）／4　ilL　a　one－diエne且sio】【laユlogistic幻ロap　ノ（X）　＝＝　」42ヒ「（1－．】【）．　Thc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i：I　Fig●　4，　」E【o皿　w1真ic1】L　thetheoretical　phase　diag：an　calcUlated　by］Eq．（7）is　Plotted
rdlati▼e　differeコ，ce（△B＝2ノ隻Z）of　bia8es　betwee】ユsdbe皿ata　is　aユso　aPPeaエed　to　be

abifdrcation　pa㎜eter　besides　the　weight　parameter　AL＝1十3c．　It　i8ロoted　that
E（1．（7）is　invariant皿der　interdhanges　X→．－X　and　Z→－Z．　T］bi8　mea鵬thst
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Fig．5．　Atypical　situation　to　occur　a　t疋皿sferαisi8．　The　dhaotic　o由it　ha88chance
transfe】㎡ng　t。　B－8chem馬th・。ugh　the　narrow　Cha　nel［1，F（x▲。）】．　lt　i8　n。ted　that，　at　thi8

p＆ramete：8et，　the　o由it　falling　in　B－sdhema　beeomes　5table　8亡aperiod－1五xed　point　near
¢he　lowermo8t　poin亡」【B且・

1皿interChange　of　A－a」コd　B－sCherna㌻a　holdS　good　if　Z　is’also　interChanged　into－Z．

The】eafore，　we　hereafter　coPcentrate　oursdves　only　oP　a　case　of　Z＝△B／（2A）＞0．
Characteristics　of　the　phase　diagram　Fig．4are　the　occurrence　of　transfer　c”ises［12，
15】．The　tアpical　situatio皿to　ta』【e　place　the　tranSter　criSis　is　shown　in　Fig．5．　This　is＆

kind　of‘10caP　boundaτy　cτisis　against　the　dbaotic　attractor　of　A－schelna．　The　transfer

c㎡8‘8i8　fb皿d　and　aa皿ed　by　Yamaguchi　and　Sakai【15］i111983　fbτafbrced　one－
de皿ensional　logistic　map　by　a」n　altemating　disturba亀ce．　T］bis　phenomenon　has　b㏄n
fbuコd　i駐physical　system　of　a　JoSePhso且junction【16，17】by∬umerical　calculations．
Eq．（7）is　now」b皿d　to　be　the　simplest　map　shoWing　tlle　transfe，　cテ｛5‘5　betw㏄n
　　　　の　　　　　　の

coeXisting　two　attractors．
Pecu五a」どis　a　hysteresis【151　associated　With　the　transfer　c：isis，　which　is　seen　in　Fig．4

along　the　hne　at　coロstant　weight　para皿eter．A．　Staτti且9」齢m　va：五shing　bia」s△B竃0，

the　oτbit　is　co1血ed血A－sche皿a．　When　the△βis　iコcreasing　along　the　constant　A
line，　the　orbit　beco：nes　uロstable　and　d巨aotic．　F㎞her　iロcrease　takes　aコoccurrence

of　the　transfer・c”’sii，皿d　the　oτbit　i8飴皿ed　i豆念o　B－8dLc皿a，　whe丑△B　exceed』5　the

cτitical　line　of‘transferαisis（A），．　Buちthe　re▼erse　process　never　hold　because　of　thむ

hyst㏄esis面ect，　e▼eコif△B　is　switched　ba｛ik・to・deerease．

The　hysteresis　is　aごose缶く）m　brealting　of　the　sy：nmetry　in　Eq．（7）．　This　sy】㎜etry

b聰曲gi・taken・fr・m・the・eXi・ten・e　of　the：dative・雌㏄e皿ce△B・f　biaεe・betw㏄ロ
A－a虹dB－sdhe皿ata．　At　the　n，ext　subsection，　we　make　use　this　pecu五ar　feature　of
a　hyst（iteSis，　a且d　the皿ew　i皿te：P聡t＆tioユis　gi▼en　for　the　o8c皿atoτy　behaViors　in

PSydhological　phe夏o皿ena　obs師ed　such　aLs　in　a　Nedker　cube．

3・3　Dyロamics　of　Perspecti▼e　Re▼ersal
We　are皿ow　at　the　8tage　to　relate　PDP　sche∬ta皿odcl　a二d　p8ychological　sd△e皿呂

pa「ameters　of　for：natio1L　and　cO翼▼iction　8trength．
in　prder　to　rea』ize　the　o8ci皿atory　behaViors　of　pe：spective　reversals，　we　should　incor一
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Fig．6．　Time－series　prof遣e　of　a隠ascti▼＆tion　difference△c（t）by　map8（7）＆nd（9）．△6＝1

and－1　denote8　A一㎝d　B－sChema，　re5pecti▼ely．　The邑dopted釦㎡tial　parameters　are　c＝
0。6（孟＝2。8），ε＝0。01，△B（t＝0）＝Z＝0，X（‘＝0）＝－0。001．　Note　that　plotted　are　not　X（t）

but△o（t）＝X（εyXf　whidh　i8　dhosen　because　the　period－1丘【ed　points　aどe　not　affected　by

the　b血cation　parameter！皇．

por＆te　some　dynamics　into　the　convidio五stre夏gth（bias）．　We　adopt　the　fb皿ow血g
update　rule　for　biases【13】，

biaSi（t＋1）＝（1－c）biaSi（t）＋e・neti（t）， （8）

wheコ℃εi8　a　positi▽e　sntaliness　paraコロLeter　to　go▽e＝n奮he▼eloCity　of　changes．

The　c（》gnitive　m£anings　of　Eq．（8）is　as　fonowings．「When　the　paτticular　hypothesis

（say，　i－th面t）is・feasible（net‘＞0），　enhanced　is　the　tendency（bias‘）to　bdieve　that

the　hypothesis　holds　good．
E（1．（8）ca】巳be　re・㎡tten　iコ　ameaコー－p丘eld　apProコ【iコaatio】匡as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　27（t十1）：＝Z（t）十cX（t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

where　Z（t）＝△B（t）ノ（2／1）．　Aコi皿tmductioユof　the　enhanceme夏t　mechanism　of　Eq．（9）

leadS　to　Iロo▼e1P£ロt　alo夏g　a　line　of　constant　weight　parameter　A　on　the　phase　diagra皿
Fig．4．　If　the　iユitial　state　is　located　at　period－1（A），　it皿oves　to　the　right　aロd

五na皿y　fa皿s　i且to　the　window　of　B－8dLe皿a．　In　Fig．6，　we　plot　the　timc－series　p：o｛迅¢

caユculated　by皿ps　E《1s．（7）aロd（9）．　The　osd皿atoゴy　behaViors　aエe　obtaiコed　a匿

：equired　in　realizing　perspecti▽e・reve：sa18．　An　alte血atio旦oτswitd血9　phenom㎝a
seeコ」in　Fig．6is　c脚匡sed　lby　a　tra」nfer　criSis［12，15】．　lt　is　se6】巳as　an曲1「巳pt　chanLge　of

orbits丘o皿dhaos　co血ed　i鳳one　att：actor　to　a　stable五xed　poiロt　apart丘om　the
C］b」aotic　attractor●

The　dyコamical　behaViors　in　Fig．6　might　l）e　iコterPreted　iユ　a　cognitive　se夏se　as
followings・　0皿ce　a　ce：・t血sdhe：ロa　is　confirmed，　the　con丘【：natio1墓beco匝£s　g：eater

（corresponding　to　a　g：owth　of　l△」B　l　ac◎ordiコg　to（8）or（9））・F㎞』heτconi…rm8ホion

givρs　rise　to　a　loss　of。・面deコce。・r祀sponding　to　Cho・tic　state，　and　leads　to　a　sudd¢n

disco▼ery　of　an　another　perspect　via　Chootic　transition　due　to　transfe：c1三8is．
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Fig．7．　Frequency　distributions　by　maps（7）and（9）．　Perfbm血g　100，000　iterations，
the　resUlting　time－series町e　classified　into　thr㏄catむgorizes：A－schema　if△α＝1±0．1，
B－schema　if△α＝－1±0．1，　otherwise，‘Uncerta三n，．

The　dharacteristic　features　i皿Fig．6are　the　existeロce　of　uncertain　regioロi皿the　time－
seτies，‘．　e．，　the　Chaotic　wandering　region．　The・nx皿erica1　calcU　lations　are　performed

up　to　100，000　iteratio且s　with　use　of　Eqs．（7）and（9），皿d　a」re　plotted　in　Fig・7・

Co皿paring　with】Fig．3，　the　qualitati▼e　agreement　is　ob亡aiコed，　if　we　neglect　the
1・wer　d肛ati・ロbdow　20　cycles　iコFig．7．　These　neglections　are　rather皿ea・丘ロg制，
because　sudh　a　shorter　dur＆tioロshould　not　reaZ匡y　recognized　by　a且observer．

4 Discussions
We　he：e　d三scuss　the　effect　of　fb】rmation　Strength．　As　indicated　i且Fact　2　in　Sec．1，

the　frequeP．cy　of　perspective　reversals　aぼe　la¢ger　fbr　aa　obser▽er　used　to　seeing　the

Ned【er　cube・This　ca皿bρe刈》1a三ned　by　ourロユodd　as」eollows・Tlle　observer　used
to　s㏄血g　has　a　1砥ger　8t：e塞gth　of　sche皿a　formation　which　is　correspon（ling　to　the
bifUcation　paraneterノ皇＝1十3c　in　the　phase　diagram　of　Fig．4．　Si夏ce　the　horizontaユ

width　of△」B　at　con8tant　AL　is　propotional　to　the　avαage　period　of　chaotic　switdhing，

the　1arger　A　causes　lager　frequency　of　os《皿ato・y　behヨ㎡ors　in　perspective　re▼e鵬1s・

h－y，we．propose．aコew　idea　to　interPret　perspecti▼e・re▼㏄sals　of凹止ig恩ous
patters　such　a8　a　Neckαcube．　Based　on　a　PDP　sdlema　modd，　we　derive　a　one－
dimeロsional　logistic　map　i且amean－｛idd　apProXi皿atioコ，　the　obtained皿p　shows
a▼arieties　of　dyロa血cs　induding　d匡＆08　and　trunsfer　crl［ses【12，151　with　hyste：esis・

T．　hese　are　based　on　the　follo”ving五ndings：（1）PDP　sche：コa　model　implies　dLaos．（2）

The・：ha・・can　be・pe・i五ed　by　a・コe－dime凶o謡ma　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pin　a　mean一飼d　approコdmation．

（3）Atra　nSter　of　a且orbi亡caロbe　taken　place　fU）：ロ¢he　dhaot三c　attractor　of　o1墓e　8chelz皿
　

ユnto　another　attrector　correspo且曲Lg　to　di｛ferent　schema．
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It　shoUld　be　noted　that　the　origin　of　chaos　does　not　come缶om血91e面t　itsdf　but
丘om　averaged　behaViors　of・㎡t5．　in・this・sense，　this　type　of　d竃ao8　should　be　ca皿ed

＆88伽ε67乙一field　chaos．

We　h碑e　i1乖mduced鳳ew鐸pe血nt　to　taとc　three　categories　of　times　for　per－
sp㏄ti▼eτe・鴨路d，　i．　c．，（1）one　percept　with　coコ五d¢nce，（2）alt㎝ati▼e　peτcept，　a赴d

（3）u翼ce凶8iロpe＝cept　without　co面dence・Agualit＆ti▼dy　good　agr㏄ロ£nts　aごe　ob－
tai旦ed　between　the　eコ【pαiコユe双ts　by　960bSery℃rs　and皿ume：ica1τesults　by　the　de：i▽ed

logi8tic　m＆P8・A　new　interpret＆tio夏i8　gi▼en．　suCh　that　the　uncertain　times　could　be　a
《三hL80tic　r㎜」dering　o】r　sea口じ面】ロ」9　8tate　i工塞　eL　oo：ロpetiti▼（∋－cooperati▼e　netwt）rk　8ystem●
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Chaotic　Responses　in
with　Nonlinear　Rules

aSelf・Recurrent　Fuzzy　lnference

Kazuo　SAKAI†，　Tomio　MACHIDA††απゴMasao　MUKAIDONO†††，ルfembers

SUMMARY　　lt　is　shown　that　a　self－recurrenr　fuzzy　inference

can　cause　chaotic　responses　at　least　three　membership　functions，

ifthe　inference　rules　are　set　toτepresent　nonlinear　reLations　3uch

as　pie－kneadin8’ransforma”o〃．　Thjs　sys！em　has　slngle　inpロ：

and　single　output　both　with　crisp　values，　in　which　membership

血nctions　is　taken　to　be，　triangular。　Extensions　to　infinite

memberships　are　proposed，　so　as　to　reproduce　the　cQntinuum

case　of　one。dimensional　logistic　map∫（κ）＝！lx（1－x）．　And

bifurcation　diagrams　are　calculated　f（）r　number　N　of　member－

ships　of　3，5，9and　l7．　h　is氏）und　from　bifurcation　diagrams　that

different　periodic　states　coexisヒat　the　same　bifurcation　parameter

f（）r〃≧9，This　indicaこes　muhistability　necessarily　accompanied

with　hysteresis　effects．　Therefore，　it　is　concluded　that　the　final

states　are　not　uniquely　determined　by　fUzzy　infヒrences　witb

suMciently　large　number　of　memberships．

初words：　fuzay’唾喫ηcε，　c加o畠1bg翻c〃lap，わヴ’urcation
4ぬ9’α〃1，hアsteresiS

1．　　Introduction

Recently　nonhnear　aspects　of　fuzziness　have　been　got

much　attensions［1］イ5］．　It　is　apparent　that　fUzzy

theory　is　closely　related　to　nonlinearities　as　shown　in

the　following　some　cases．　（a）Fuzzy　set　theory　con－

tains　nonlinear　operations　in　compositions　of　inferred

membership　functions，　ifmax－mincomposition　such　as

Mamdani’s　jnference　method［6］js　adopted．　（b）

Fuzzy　measure　theory　cou且d　be　regarded　to　represent

nonlinear　composition　and／or　decomposition　in　a

qua且itative　mariner．　Besides　these　irnmanent　nonhnear・

ities　in　fuzzy　theories，（c）　fuzzy　inference　rules　could

represent　nonlinearities　by　a　suitable　way．

　　　On　the　other　hand，　characteristic　features　of　non－

）inearities　are　accompanied　With　dynamica】aspects，

Representative　phenomena　of　well　known　nonlinear
effects　are　soliton（solitary　wave）and　chaos［8］．

　　　Theref（）re，　in　order　to　investigate　the　dynamical

aspects　of　fuzziness，　we　thus　prepare　some　dynamical

mechanism　with　nonlinearity　and　investigate　I／0
（input－output）　characteristics．　In　this　situation，　there

are　possible　fbur　categories　as　follows．ω　Crisp　1／O

with　c；isp　mechanism，（ii）Fuzzy　I／O　with　crisp

　　　Manuscript　received　March　2，1994．

　　　Mahuscript　revised　June　l，1994．

　†．The　author　is　with　the　Division　of　Natural　Science，

Meiji　University，　Tokyo，168」apan．・

††The　author　is　with　the　Infbrmadon　Science　Center，

Meiji　University，　Kawasakレshi，214　Japan・
†††The　author　is　with　the　School　of　Science　and　Technol－

ogy，　Meiji　University，　Kawasaki－shi，214Japan．

mechanism，（iii）Crisp　I／O　with　fuzzy　mechanism，

（iv）Fuzzy　I／O　with　fuzzy　mechanism．

　　　　For　case（i），the　simplest　one　of　nonlinear　mecha－

nisms　to　cause　chaos　is　a　logistic　map　f（x）＝・

Ax（1－x）which　was　discussed　by　May［7］in　l976，

and　got　much　attensions　to　scientists　thus　far，　The

extensions　from　crispl　I／O　to　fuzzy　I／O　have　been

discussed［1］，［3］f（）r　case（ii）with　piecewise　linear

map［3］，　and　extend　it　to　case（iv）．　On　the　other　hand，

（iii）has　been　discussed　by　Teodorescu［1］with　cyclic

ru且es．

　　　In　this　paper，　we　investigate　the　case（iii）in　which

the　fuzzy　mechanism　is　taken　to　be　fuzzy　inference，

since　the　process　offuzzy　inferences　could　be　regarded

as　a　dynamica且process．　The　way　incorporating　non－

linearity　into　fuzzy　inference　is　that　fuzzy　inference

ruleS　ar6　taken　to　be　nonlinear　as　discussed　below［9】．

　　　The　organizations　of　this　paper　is　as　fbllows．

Section　2　is　devoted　how　to　inc6rporate　nonlinearity

into　a　fUzzy　inference．　The・sirnplest　case　to　cause　chaos

is　first　shown，　and　this　is　extended　to　iliclude　the

continuum　case　corresponding　to　one－dirnensional
logistic　map．　In　Secし3，　the　time－series　profiles　are

shown，　and　the　results　are　summerized　in　a　bifurcation
　　　　　の
diagram．　Section　4　is　devoted　to　discussions．　The

preliminary　report　have　been　presented　in　Ref．［9］．

2．　Incorporatio皿of　NonIinearity

Since　we　hereafter　discuss　the　case（iii）in　Sect．1，　i．e．，

1／Ois　crisp　buロhe　mechanlsm　is　fuzzy，　we　now　intro－

duce　nonlinearity　into　fuzzy　inference　rules　so　as「1to

cause　chaos．

　　　　We　at丘rst　indicate　what　kind　of　nonlinearity

could　cause　chaos，　The　simplest　mechanism　necessary

to　cause　chaos　is　so　called　pie一ノヒneadin8　transfor〃lation，

with　both　proc¢sses　of　expanding　and　／blding．

Furthermore，　the　iterative　processes　of　expandin8　and

！b’ゴ加g　lead　to　chaotic　responses，　if　the　expanding

ratio　is　suMciently　large．　Here，　the　expanding　ratio　is

called∂ウeurcation　parameter　which　is　a　control　param・

eter　to　govern　the　dynamics．

2．1　Simplest　Three　Rules　Case

At　this．srep，　we　can　express　the　above　mechanism　by

fuzzy　inference　rules．　In　order　to　represent　the　f（）1ding

233



日治
、
－

ノ璽@　蜘 blt’ @止≧A　pm　No．28

SAKAI　et　al：CHAOTIC　RESPONSES　IN　A　SELF・RECURRENT　FUZZY　INFERENCE
1737

process，　we　must　llave　at　least　t虹ree負1zzy　labels　fbr’

which　we　here　label‘SMALL’，　MEDIUM’and‘BIG’

as　usually．　And　the　above　mechanism　can　be　expressed

by　the　f（）110wing　in免rence　rules　with　MAX　operator

standing　fbr　OR．

　　　　　（A）if’ηρ初’is　SMALL，　then　output　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SMALL．

　　OR（B）if’nput　is　MEDIATE，　then　output　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BIG．

　　OR（C）if　inpu’is　BIG，　　　　then　o躍ρ躍is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SMALL．

　　　When　we　consider　that　the　above　labels　indicate

crisp　values，　all　inputs　are且nally　falling　into‘SMALL’

state　and　no　complex　dynamics　can　occur．　This　stands

also　fbr　fUzzy　membOrships　if　the　overlapping　are

vanishing　between　neighbouring　memberships．　On　the

other　hand，　when　the　memberships　are　allowed　to

overlap，　c血aos　can　be　taken　place　as　s牡Qwn　below　due

tO　nOnlinear　rUleS　refieCting　1ガθ一kneading　〃αηψ〃ησ一

tion．

　　　We　herea丘er　take　membership蝕nctions　as　isos－

celes　triangles　whose　position　of　the　tail　coinsides　with

apeak　position　of　neighbouring　memberships．　In　this

x（t）

1

O．8

0．6

0．4

0。2

Time．Series　Profile

0
　0　　　20　　40　　60　　80　　100　120　140　160　180　200

　　　　　　　　　　Cvde　Numbe「¢

Fig。1　Time・series　profile　ofchaotic　response．　The　simplest　cas¢

with　three　labels，　i．e．，‘SMALV，°MEDIUM’and‘BIG’，　of　tri・

angular　membership．　Adopted　inference　rules　are（A）・（C）in

the　text，

case，　the　inputs　are　categorized　into　fbllowing　two

cases　whether　the　input　is　between　two　peaks　of

‘SMALL’and‘MEDIUM’or　between‘MEDIUM’and
‘BIG’．

　　　In　case　of　an　input　between‘SMALL’and
‘MEDIUM’，　the　input　is　amplified　according　to　the

inference　rules（A）and（B），and　goes　to　some　value

between‘SMALL’and‘BIG’．　On　the　other　hand，食）r

larger　input，　the　fblding　eHiect　is　brought　by　the　infer－

ence　rules（B）and（C），and　the　input　is　fblding　into

acertain　value　between‘BIG’and‘SMALL’，　Thus，　the

chaotic　pte－kneading　mapping　can　be　obtained，

　　　The　resulting　chaotic　time・series　pro且le　is　plotted

in　Fig，　l　where　the　I／O　is　restricted　within［0，1］，　and

the　peak　positions　of　triangular　memberships　labelled

‘SMALL’，‘MEDIUM’and‘BIG’are　set　to　be　O，05
and　1，　resp㏄tively．　』Here，　composition　of　inferred

memberships　is　made　by　Mamdani’s　in免rence　method
［6］，and　defuzzi且cation　is　by　a　center　ofgravity　method

of　min－max．

　　　Whether　these　rules　cause　chaos　or　not　is　easily

checked　in　this　case　by　plotting　a　return　map　as　shown

in　Fig．2．　From　this且gure，　we　can　conclude　that　this

is　surely　chaos，　because　the　orbit　is　not　spread　over　the

phase　space（κ（t），κ（’十1））but　restricted　within　the

narrow　confined　region　（chaotic　attractor）showing

one－di血ensional　order，　In　fact，　we　can　easily　obtain

an　analytic　f（）rm　ofthe　one－dimensional　map　function

x（’十1）＝∫（x（t））corresponding　to　Fig．2by

∫（x） P＋、．等韓．÷）・（1）

　　　Thus　the　map　function　derived　from　the　fUzzy

inference　could　be　called　as　a　piecewiSe　nonlinear　maP

whose　piece　represents　nonlinear　interporation　due　to

fuzzy　infbrence．　As　shown　below，　these　nonlinear

pieces　are　responsible　fbr　coexistences　of　attractors

when　we　extend　the　fuzzy　inference　to　many　rules　case．

2．2　Extensions　to　Many　Rules　Cases

1－D　Retum　Map

o．75

x（t＋1｝

　　　0，5

0．25

　　　　　　　　　　　O　　　O．25　　　0．5　　　0．7S　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（t）

Fig．　2　Return　map　of　the　chaotic　time－series（Fig．1）at　scale

index／tl．

We　now　systematically　extend　the　above　case　of　three

labels　to　infinite　labels．　The　leading　principle　is

described　as　f（）110wings．　If　the　number　of　labels　ls

increased　to　infinity，　the　width　of　single　membership，

becomes　infinitely　smal1．　And　the　in色rence　rules

representing　the　relations　between　labels　are　seζso　as　to

coincide　with　a　logistic　map　in　this　limit．　To　do　this・

we　have　to　systematically　de且ne（a）how　to　divide

memberships，　and（b）how　to　make　inference　rules

between　many　labels．

　　　In　order　to　describing（a），　we　at　first　assume　a

conservation　prin　cip　le　fbr　me、mberships　at　any　divlslon

levels：when　all　the　memberships　are　algebraically

summing　up　at　some　division　leve1，　the　resulting　value

b㏄omes．　unity　fbr　the　de血ned　interval．　This　stands　fbr
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the　above　three　rules　case　in　Sect．2．　l　with　isosceles．

membership　functions．

　　　Under　the　assumption　of　the　conservation　princi－

ple，　we　can．show　a　systematic　determination　of　mem－

bership　functions　at　any　division　levels　making　use　of

ascale／eunction［10］．　The　sca監e　function　satisfys

　　　Σφ（2」x　一　k）司，　　　　　　　　　（2）
　　　　身

which　means　that　at　some　division　level　indexed　by／

the　scaledφ（x）is　summing　up　and　gives　unity　with　all

the　translations　indexed　by　k．

　　　Although　the　fundamental　scale　fUnctionφ（x）

cannot　be　uniquely　determined，　one　of　the　simplest　is

aisosceles　triangle　with　range［0，2】and　unit　height：

　　　φ（・）－tl・1＋ll・÷1・一・i，　　（・）

　　　At　this　stage　we　regard　the　scale　functionφ（2’x

－k）to　be　a　membership負mction　with　division　level

／and　membership　label　k．　For　three　labels　case　in　the

previous　section，　since　the　triangular　memberships

have　width　unity，6SMALL’is　corresponding　toφ（2x

十1），‘MEDIUM’toφ（2x），and‘BIG’toφ（2x－1），

respectively．　Thus　the　division　level　is　indicated　byノ

＝1，and　the　membership　label‘SMALL’，6MEDIUM’，

and‘BIG’are　indicated　by　translation　indices　k＝－1，

0，1，respectively．

　　　It　is　thus　easy　to　extend　to　any　division且evels．　If

the　I／O　of　the　fuzzy　infbrence　mechanism　is　confined

within　an　interva1［O，1］，　the　scale　index／must　be

greater　than　unity，　and　the　translation　index　k　is　also

confined　within［－1，2j－1］，　by　which　memberships

are　labelled，　Then　the　tota且number／V　of　membership

labels　within［0，1］are　given　by／V＝2ゴ十1．　In　case　of

arbitrary　scale　indexノ，　it　is　more　convenient　to　label

the　membership　function　by　integer　k　than　the　linguis－

tic　label　of　memberships．　In　Table　l，　we　show　an

example　of／V＝3，　in　which　the　scale　index／is　set　to　be

unity．

　　　We　now　describe　how　to　determine　the　inference

rules　systematically．　Although　there　are　infinitely　large

choices　to　determine　the　rules　f（）r　single－input　and

single－output，　we　adopt　our　leading　principle　such　that

the　I／O　correspondence　is　equivalent　to　the　one－

dimensional　logistic　map　function／（x）＝！Ax（1－x）

in　the　Iimit　of　infinite　scale　indexノ，　i．e．，　in丘nite

number　of　labe且s．

　　　According　to　this　leading　principle，　we　relate

且abel　k　ofゲーpart　to　that　of　then－part　making　use　of

the　one－dimensional　logistic　map　as　the　fbllowing

procedures．

（1）　At　first　the　division　level　is　chosen　by　specifying

the　scale　indexノ．　Then　the　input　label　kin’s　are　spanned

on　integer　space　from－ho　2ゴー1．

（2）　Agiven　input　label　kin　ofヴーpart　is　converted　into

areal　number　fln　within［0，1］，　which　is　meant　by　the

peak　position　of　the　membership　function．

　　　・・－1夢1・・　　　．　（・）

（3）In　order　to　make　a　nonlinear　rules，　x－tn　is　mapped

into　a　real　numberア。Lt　through

　　　ア。uF∫（ハXLn）．　　　　　　　　　（5）

Here　the　map　fUnction∫represents　nonlinear　mecha－

nism，　and　is　taken　to　be　one－dimensional　logistic　map

de丘ned　by

　　　∫（x）＝∠Ix（1一κ），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

where、4　denotes　a　bifurcation　parameteL

（4）The　next　step　is　to　discritize　the　real　numberア。ut

into　the　corresponding　output　labelんout　of　an　integeL

At且rst，

　　　　んout：＝2」アout－1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハand　the　resulting　real　numberん。ut　is　discretized　into　an

output　label　by　taking　a　nearest　integer　kbut　by

k・・t－・・g・（Ak。）…（【だ…1・去〉
（8）

where　sign　（x）is　a　signature　function　giving十1fbr　x

＞0，and－lfbrκ≦0．　The負mction　int（x）is　meant

by　taking　14rgest　integer　smaller　than　x．

　　　Thus　we　obtain　desired　inference　rules：if　input　is

Tab且e　2　Fuzzy　inference　rule　fbr　k・置abel　in　caseノ＝2，ノV＝5．

Labels　kin＝（－1，0，　L　2，3）ofゲ曽part　are　mapPed　into　kCttt’10f

then－part　when　the　bifurcation　parameter　A　in　Eq，（6）is

specified，

Table　l　Relations　betw㏄n　membership　labels　and　translation

indices　in　N＝3，　Scale　index／is　set　to　be　unity　in　Eq．（2），and

the　number　of　membership　labels　N＝3，　the　maximurn　transla・

tlon　lndex　k＝茎．

一t 0 1 2 3

㌔艦

一1

一1

一・
P

一1

一1

一1

0

』b留i k P巳Lk　position ．・1

SMALL

MEDrUM

BIG

一1

0

1

0

0．5

1

一1

一1

一1

0

1

1

2

2

一一
P

0

o

1

1

2

2

3

唱

一1

一1

0

0

1

1

2

2

一1

一1

一1

一1

一1

一1

一1

一1

．10．0－0．51

10．5－0．65667】

【0・鰯7－1．51

1L5－2．01

［2．o－2．51

［2．5－3．3s33］

【3・3333－3．51

［3・5－4．OI
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Fig．3　BifUrcation　diagram　with　increasing　bifurcation　parame・

ter　A，　Plotted　are　orbits　without　initial　transients，　The　number

ofiterations　are　perfbrmed　up　to　200，　The　initial　orbits　are　taken

to　be　the　final　orbit　with　neighboring　smaller　bifurcation　param・

eter．ノdenotes　scale　index　of　membership　functioA．～》＝2」十l

indicates　number　of　membership血nctions．　Random伽ctua・
tions　of±10－8　are　added　to　avoid　unstab！e　periodic　orbits，

labe1－kln，　then　output　is　label－k6vt．　The　one　example　is

listed　in　Table　2．　It　should　be　noted　that　fbr　a　given

input　label　k重n，　there　are　finite　interval　in　A　falling　into

the　same　output　label島ut，　because　k）ut　is　an　integer　but

the　nonlinear　mechanism（6）gives　a　real　number．

This　will　lead　a　discontinuous　change　although　the

bifurcation　parameter　A　is　continuously　changed．

3。Bifurcation　Diagram

In　order　to　clarifンthe　dynamical　behaviors　of　self－

recurrent　fuzzy　inference，’we　show　bifurcation　dia－

grams　in　Figs．3and　4．　Comparing　these　with　well－

known　bifurcation　diagram　of　a　logistic　map，　it　is

fbund　that　（a）　periodic　states　tend　to　prevail　against

chaos　as　the　number　ofmemberships　is　increasing，　i．e．，

the　chaotic　parameter　tange　in．4　becomes　narrower　fbr

largerノ，　（b）　period－doubling　foute　to　chaos　is　not

assured　as　the　bifurcation　parameter　is　increasing，　and

a　variety　of　kind　of　periods　are　observed　fbr　large

bifurcation　parameter．　　　　　　　　　　　　　、ギ

　　　　The　following　peculiarities　are　also　fbund，　（c）

Existence　of　unstable　periodic　states　and　（d）co一
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existence　of　periodic　attr母ctors．　These　are　obviously

seen　as　hystereses　in　Figs．3and　4　for　the　scale　index

ノ≧3．The　effects　of　hysteresis　are　remarkable　near　the

bifurcation　points．

　　　　It　is　concluded　from　the　above　observations　that

the　stability　tendencies　are　meant　by（a）and（b）．　On

the　other　hand，（c）and　（d）imply　unstable　and
multistable　tendencies，　respectively．、

．　　　It　is　a豆so　fbund　that　chaos　is　observed　at　the　largest

bifurcation　parameter　fbr　every　scale　indexノ．　The　case

fbrノ＝lhas　been　shown　in　Fig．2．　And　we　now　show

return　maps　of　chaotic　time－serieses　fbrノ＝2　andノ＝31

in　Figs．5and　6，　respectively．　It　is　noticed　that　the

shapes　of　these　one－dimensional　maps　are　not　smooth

but　patchy．　These　interval　of　the　patch　is　correspond－

ing　to　the　interval　between　two　peaks　of　neighboring

memberships．　Since　these　patches　are　not　linear

shaped　but　nonlinear，　we　name　these　maps’as」piecewiSe

　nonlinear　maPS．

4．　　1）iscussions

The　effects　ofノ’uzay　diviSion　apPears　in（a）existence　of

unstable　fixed　points，　and　（b）　coexistence　of　periodic

attractors．　Although　the　unstable　fixed　points　are　also

present　in　the　logistic　map，　characteristic　are　those

positions　at　which　the　memberships　have　high　symme－

try．　For　example，　in　case　of　scale　indexノ＝1，　there　are

five　high　symmetric　points　in　fuzzy　membersh・ips，　i．e．，

three　of　them　are　corresponding　to　peak　positions　of

memberships，　and　two　are　cross　points　of　neighboring

memberships，　It　is　easily　shown　that　these　five　are

connected　with　others，　because　two　cross　points　are

rnapped　onto　the　peak　of　‘MEDIUM’which　is　mapped

onto　the　peak　of‘BIG’．　And　the　peak　of‘BIG’is

further　mapped　onto　the　peak　of‘SMALL’，　It　should

be　noted　that，　although　these　mappings　hold　good　in

chaotic　region　with　bifurcation　parameter　A≧3，　the

nearby　orbits　are　all　chaotic．．Then，　the　above　map－

pings　are　necessarily　unstable　against　infinitely　small

fiuctuations．

　　　The　another　peculiarity　is　strong　dependence　on

the　initial　values．　This　is　observed，　fbr　example，　in

case　ofthe　scale　indexプ＝4　with　bifurcation　parameter

A＝・3．55．When　we　change　its　initial　value，　three　final

states　of　period－1，－2　and・4　are　found，　fbr　example，

with　initial　values　O，71875，0．25　and　O．5，　respectively，　as

shown　in　Fig．7．　We丘nd　in　Fig．7that　period－1　and－4

are　stable，　but　unstable　is　period－2　falling　finally　into

the　stable　period－4．　The　coexistence　of　stable　period。l

and－4　implies　multistability　which　is　accompanied

with　hysteresis　as　changing　bifurcation　parameter　A　as

shown　in　Figs．3and　4．　It　is　aiso　noted　that　tunning　or

learning　of　memberships　may　cause　this　type　of　hyster－

esis　since　changing　bifUrcation　pararロeter　A　is　corre－

sponding　to　tuning．

　　　　These　results　of．initial　value　dependences　associat一

Orbit

　x

　　1

0．875

0．75

0．625

　0．5

0，375

0．25

0．125

　　0
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Fig．7　1nitial　transients　of　orbits　under　random　fluctuation

±10－3．Ten　orbits　are　plotted，　which　have　initial　values　xb＝＝

0．且125，0．25，0，375，0．5，0．625，0．7星875，0，75，0．875，LO，　　　After　3

cycles，　three　period－40rbits，　two　period－2　and　single　period・l

rema且n，
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Fig．8　Final　orbits　under　random　fluct岨tion±10働3。　Four

orbits　in　Fig．7are　unstable，　and　finally　on1y　three　orbit（two

period－4　and　single　period－1）are　stabilized．

ed　with　coexistence　of　periodic　attractors　are　mainly

due　．to　nonlinearity　of　fuzzy　interporation．　Then　these

a「egeneral　consequences　so　long　as　the　fUzzy　inference

are　concerned　and　repeatedly　applied．
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研究諭文（15） 9639247

自動車運転時のドライバーの脈波のゆらぎ＊

片山　硬1⊃ 橋本　博2） 阪井　和男3）

HuctUation　of　Capillary　Blood　Pulse　in　Driving　on　Public　Road

Tsuyos賊i　Katayama Hiroshi　Hashimoto Kazuo　sakai

Capillary　bloOd　pulses　of　the　finger　we爬measured　while　subjectS　were　driving　on　public　roads．

These　da重a　we爬analy2ed　by　means　of　retum－map　in　order　to　discuss　fluctuation　of　blood　flow．　It

was　found　that　capillary　blood　pulsos　show　various　fluctuations　in　diffe爬nt　dhving　conditions．　The

natu陀of　the　pulse　fluctuation　is　availab且e　fbr　estimating　ddver’s　intemal　states．　Indices　suitable　for

exp祀ssing　the　fluctuadon　are　moment　and　density　of爬tum－map．

Key　words：Human　Engineering，　Driver　Behavior！Accident　Prevention，　CapillaワBlood　Pulse，

　　　　　1飢ernal　State，　Muctuation

　　　　　　　　　1．まえがき

　最近の交通事故の増加に伴い，事故予防の重要性が

認識されている．事故予防では，車両側の対策ととも

に，運転者に関する対策も重要な項目の一つである．

なかでも運転者の心身状態を推定し，事故防止に役立

てる手法が従来より提案されているti）’t2）．これら

は，心身状態のうちで，事故に直結する覚醒度を推定

し，いねむり運転を防止するものである．心身状態の

変化は循環器系によく現われるとされ，心電位を基に

した心拍数の変動と覚醒度に関する研究が進められて

きた（3ト｛4）．また，毛細血管に流れる血液も心身状

態に依存した多彩なゆらぎを示すことが知られてい

る．特に指先の血流を表わす指先脈波は覚醒度等によ

bt●rnal　Statc

Amロ謝㎏サd
　E血otion

FlUO¢U血on

C叩皿㎞y

蝕

　　　Acddont　Pro▼enOon

：養雛騨羅鶯

図1　心身状態の推定と予防安全

り顕著なゆらぎを示す（5）．

　本研究では，図1に示すように，ゆらぎを視覚的に

把握可能なリターンマップの手法C6｝を用いて運転者

の心身状態と指先脈波のゆらぎとの関係を明らかに

し，心身状態を脈波のゆらぎにより推定することによ

り，居眠り運転，闘争的な運転等の事故に結びつきや

すい運転を防止する方法を見い出すことを最終目的と

している．

　　　　　　　　　2．室内実験

実走行時の計測に先立ち，情動変化と脈波のゆらぎに

関する基礎特性を得るために室内実験を実施した．CO

歳代の男性2名および女性1名を被験者とし，爽快

感，不快感，闘争的な気分および恐怖感を生じるビデ

オ映像を提示し，その時の指先脈波を計測した．

実験手順としては，図2に示すように，まず比較デー

タとなる安静閉眼時，クイズ解答時，安静開眼時の計

測を行い，次にビデオ映像を提示する．その後ビデオ

映像等に関するアンケート調査を実施し，最後に爽快

感を与えるビデオ映像を提示する．この様な手法を用

いて，各被験者に対して1日にf1条件の測定を実施し

Base　Line　　　Video　MoVie　iBase　Line

『996年1月9日受理．　1995年9月28日自動車技術会秋季
学術講演会において発表，

1）’2）　（財）日本自動車研究所第二研究部（304　つくば市苅
間253）．

3）明治大学法学部（168　杉並区永福1－9’。1）． 図2　室内実験の実験手順
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た．

　母測した時系列データは，図3に示す手法を用いて，

リターンマップの形式に表現した．すなわち，時系列

データを，ある時間間隔でサンプリングし，隣り合う

数値をX座標一Y座標に繰り返しプロットし，リター

ンマップを作成した．

　なお本研究で使用するリターンマップのX軸および

Y軸の目盛りは任意スケールであり；伺一の被験者に

・対しては同一のスケールを使用することにする．

　典型的なリターンマップの例を図4に示す．これは

恐怖感を生じるビデオ映像を提示した際の指先脈波リ

ターンマップである．最上段の2種類および中段の左

X乙　X』Xき

p X
4
F

lTI　T・、脳

Time　Series

ゆ

為
為
湘

…

，i

渇X2

O

RetUrn－Map

図3　時系列データからリターンマップの作成

Eye－Close

Eye－Open

Questionnaire

Quiz

Fea血亘

Comfortable

図4　室内実験でのリターンマップ例

図は比較用データであり，それぞれ安静閉眼時，クイ

ズ解答時および安静開眼時のマップである．中段の右

のマップが恐怖ビデオ鑑賞時のものを表している．下

段の二種類の図は，それぞれビデオ鑑賞後のアンケー

ト回答時および実験終了間際に提示する爽快ビデオ鑑

賞時のマップである．

　同図が示すように，それぞれの心身状態によってリ

ターンマップの大きさおよび形状等が異なることが分

かる．そこで，これらの形状を分類する指標として，

ここではモーメントおよび稠密度と呼ぷ2種類の量を

導入する．以下にその定義と内容を述べる．

（1）モーメント

　ニ次元のリターンマップの重心点まわりの極モーメ

　ントを用いる．図5に，その概念図を示す，同図の

　左のマップはモーメントが小さく，右側の図は大き

　な値をとる．この指標は，指先の血流量を表現して

　いる．すなわち血流量が増大するとモーメントが大

　きくなる。

Small　Moment　　　　Big　Moment

図5　リターンマップのモーメントの大小

（2）稠密度

　モーメントをマップのX座標の最大値の二乗に比例

　した数値で正規化した量で定義する．すなわち

　D＝W（AX．2）と定義する．ここでDは稿密度，　M

　はモーメント，X．はマップのX座標の最大値を表

　し，Aは比例係数である．したがってマップが外縁
　部に集中するにつれ，稠密度が増大ずる．綱密度の

　大小を表わす概念図を図6に示す．この量は血流量

　の規則性に関連したもので，規則性が高まると稠密

　度が大きくなり，不規則になるにつれて小さな値を

　とる．

Low　Density　　　　　　　High　Density

　図6　リターンマップの稠密度の大小

90 自動車妓術会陰文集
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自動車運転時のドライバーの脈波のゆらぎ

　各状態におけるモーメントおよび穏密度を図7およ

び図8に示す．図7にみうようにt不快ビデオ，闘争

的ビデオ，恐怖ビデオ鑑賞時およびアンケート回答時

のモーメントは他に比較して小さくなることが分かる．

一方，図8’が示すように，不快ビデオ，闘争的ビデオ

および恐怖ビデオ鑑賞時には稿密度が低下する．
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図8　各状態における稠密度の値

　　　　　　　　qUlz
questionnaire　e　e・O　e

comfortable

fea血l　uncom犀
　　　　　fortable

eye－close

Moment

　この結果より，図9に示すように，モーメントおよ

び稿密度を用いて，心身状態のクラス分けが可能であ

ることが分かる．

　　　　　　　　3．運転時の脈波

　自動車運転時の脈波を解析するために，被験者9名

を用い実交通路での脈波計測を実施した．被験者は2

0歳代～40歳代の男性7名女性2名とした．また実
交通路として，つくば市内の一般道，常磐自動車道お

よび首都高速道路を選択した．

　実験中にはさまざまな交通環境に出合った．その際

の指先脈波のリターンマップは個人差は現れるもの

の，9名の被験者とも定性的には同様の傾向が見られ

た．その代表的なリターンマップの例を図10に示

す．同図の最上段は安静閉眼時および一般道走行時の

リターンマップである．第二段左の図は一般道におい

て右折行動を起こす直前のものであり，右図は常磐自

動車道でのトンネル走行時のものである．第三段左図

は小菅において他ルー一トとの合流時のものを表してお

り，右図は長期の渋滞時のマップである．首都高速道

路銀座線走行中および目的地であるレインボーブリッ

ジ走行中のリターンマップはそれぞれ最下段に示され

Eye　Close

Turn　Right

Kosuge

Ginza　Line

Ordinary　D．

　　Tunh61

糠馨蹴懸
藁識鑑　灘藝

　　　　楼僻雛ち

羅霧澱灘
　Tra雌c　Jam

　　　礁難：

RainbOw　B「．

図9　心身状態とモーメントー税密度マップ 図、10　実走行時のリターンマップの例
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Eye　Close

Ordinary　D。

Aggr’essi▼e

Sub．A Sub．B Sub．C Sub』）

騨蜜、

羅

膿
図11　闘争的な車両に遭遇時のリターンマップ

ている．このように実交通路走行中には，指先脈波は

多彩なゆらぎを示すことが分かる．

　また，本計測中に4名の被験者は，料金所等の合流

時において非常に闘争的な車に遭遇している．その際

の脈波のリターンマップを図11に示す．この図中の

各列に，それぞれの被験者のマップが示されている．

最上段の図は安静閉眼時，中段の図は一般道における

通常走行時，下段の図は闘争的な車両に逗遇した際の

マップである．

　同図が示すように．各ドライバとも安静閉眼時に比

べ，通常走行時にはマップが小さくなる．また闘争的

な車両に遭遇すると，マップが更に小さくなり，かつ

不規則性が強くなることが分かる．

　この4名のドライバの代表的な交通場面におけるリ

ターンマップのモーメントおよび凋密度の値の変化を

図12および図13に示す．
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図12　実走行時のモーメ・ントの値 図13　実走行時の稠密度の値

92 自動車技術会諭文集

242



ゲージ日言の’Ul’・造

自動車運転時のドライバーの脈波のゆらぎ

　図12は各場面におけるモーメントの値を，通常走

行時の値を基に換算したグラフである．この図が示す

ように，トンネル走行時，’小菅での合流時および闘争

的な車両に遭遇時には，モーメントの値が著しく低下

することが分かる．また渋滞時には各被験者ともモー

メントが増大している．一方図13より，小菅の合流，

闘争的な車両に遭遇時および渋滞時にはリターンマッ

プの空密度が低下しているといえる．

　実走行時のここで得られた結果を基に，上で導入し

たモーメン、トおよび稠密度を用いて図14に示すよう

に，各状態をクラス分けすることができる．すなわち，

通常走行時を基準にして，闘争的な車両に遭遇等の異

常に緊張した場面では，モーメントは小さく（血流量

が少く）稠密度が低く（ゆらぎが大きく）なる．また

トンネル走行等で緊張する場合にはモーメントは小さ

くなるが，稠密度の大幅な低下は起こらない．一方渋

滞時等で覚醒度が低下した場合には，稠密度が大幅に

3．

2．

　
　
　
1
。

嘱
貿
㊤
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●Aggre・　■Trf．・J・・n　▼K…g・
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図14　実走行時のモTメントー稠密度マップ

1

低下するがモーメントの大きな低下は生じない．

　　　　　　　　　　4．まとめ

　以上の結果は，被験者が10名程度と少数ではある

が，指先脈波のリターンマップの形状により，心身状

態が推定可能であることを示している．車の予防安全

という観点からこの結果をみると，次の二つの場合が

注意を要する状態であると考えられる．

（1）モーメントが大きく（血流量が多く）稠密度が

　低い（ゆらぎが大）．この場合には，いねむり運転の

　可能性がある．

（2）モー・一・一メントが小さく（血流量が少なく）祠密度

　が低い（ゆらぎが大）．この場合には，闘争的，恐怖

　感あるいは不快感等を感じて運転している可能性が

　ある．

　したがって，運転中のドライバーの指先脈波を計測

し，そのリターンマップのモーメントおよび稠密度が，

上記（1）あるいは（2）の状態になると，ドラバー

は通常時に比べて，事故を起こし易い状況に近づいて

いると推定される．

　このように，指先脈波のゆらぎを基にして，ドライ

バーの心身状態がある程度推定可能であるといえる．

しかし，現実の事故予防に役立てるには，更に多数の

実験研究を重ねる必要がある．
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《研究速報》

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊1
心身状態と脈波のゆらぎ

Fluctuation　of　Capillary　Pulse　as　an　index　for　lnternal　States

　片　山　　　硬＊2　阪井　和　男＊3

Tsuyoshi　KATAYAMA　　　Kazuo　SAKAI

　　　　　　　　＊4中　島　和　子

Kazuko　NAKA皿MA

Abstract

　　Fluc伽ations　of　finger　capiilary　pulse　are　discussed　in　different　internal　states，　especially

in　different　emotional　states．　Capillary　pulses　of　finger　were　measured　while　subjects　were

watching　video　movies．　Fluctuations◎f　capillary　pulse　were　analyzed　by　means　of　return。

map．　It　is　found　that　fluctuations　of　capillary　pulse　are　available　for　estimating　driveピs

internal　states．　Suitable　indices　for　fluctuation　a爬moment　and　density　of獣um。map．

1．まえがき

　最近の交通事故の増加に伴い，事故予防の重要

性が再認識されている．事故予防では，車両側の

対策とともに，運転者に関する対策も重要な項目

の一つである．なかでも運転者の心身状態を推定

し，事故防止に役立てる手法が従来より提案され

ている1）、2）．これらは，心身状態のうち，事故に直

結する覚醒度を推定し，いねむり運転を防止する

ものである．心身状態の変化は循環器系によく現

れ，心電位を基にした心拍数の変動と覚醒度に関

する研究が進められてきた3ト4♪．また，毛細血管に

流れる血液も多彩なゆらぎを示すことが知られて

いる．特に，指先の血流を示す指先脈波は，覚醒

度などの心身状態に依存したゆらぎを示すS），

　本研究では，図1に示すように，運転者の心身

状態により変化する指先脈波のゆらぎをリターン

マップ6）の形状により分類し，運転者の心身状態を

指先脈波のゆらぎにより推定し，いねむり運転，

闘争的な運転などの事故に結びつきやすし・運転を

防止することを最終目標としている．

Internal　State

A『ousal　leve監

　Emotion

Muctuation

Capi皿ary
Pulse

　Acciclent　PrevenIion

lLOw　Arousal　Level
2．Aggressive

図1　心身状態と事故予防

　その第一段階として，既報S♪での覚醒度と脈波の

ゆらぎに関する研究に引き続き，情動変化と脈波

のゆらぎとの関連を調べる．ここで用いる手法は

爽快感，不快感，闘争的な気分および恐怖感を生

じるビデオ映像を被験者に提示し，その時の指先

脈波を計測し，そのゆらぎと情動状態との関連を

調査する．

1
2
3
4

＊
＊
＊
＊

原稿受理　平成6年9月9日
㈲日本自動車研究所　第二研究部　理学博士

明治大学法学部　助教授，理学博士
（賜日本自動車研究所　研究調査室

2．実験方法

　この研究で実施した実験手順の概要を図2に不

す．主要な実験は，異なる4種類の情動状態を生

じるビデオ画像鑑賞時の指先脈波計測である．最
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Eye℃10se Comfo“ab且e o．Oo∂
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’ Uncomfo“ab且e
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Quiz 3 ◎
8
♂
ξ
8

7
欝

Aggress垂ve
’

卜 ’
●

Eye－Qpen ■● FearfuI

Questionnaire

備の整った音響実験室を選択した，

　被験者は40歳代の男性2名および女性1名であ
る．

図2　実験手順

Comfor重ablc

初に比較データとなる安蔚閉眼時（7分間），クイ

ズ解答時（7分間）および安静開眼時（7分間）の脈

波計測を行い，次にそれぞれの情動状態を生じる

ビデオ画像を30分～60分間提示し，計測を実施し

た．その後に，提示したビデオ画像についての主

観評価に関するアンケート回答時の測定を行う，

最後に，再び，爽快感を伴うビデオ画像を30分間

提示する，各被験者に対して，1日に1情動状態

の計測，すなわち，4日間に分けて測定してい

る．実験は，ビデオを用いて爽快感，不快感，闘

争的な気分，恐怖感を生じる実験の順序で実施し

た．また計測は毎回午後1時30分に開始するよう

に設定している．

　実験環境として，外部の音声を遮断した空調設

3．実験結果

　計測結果の代表例を，図3および図4に示す．

これらは，指先脈波40秒間のデータを基に作成し

たリターンマップである．リターンマップは，ゆ

らぎを視覚的に理解することに有効なもので，時

系列データを，ある時間間隔でサンプリングし，

隣り合う数値をX座標一Y座標に繰り返しプロット

したものである6）。図3の上段には，ベースライン

データとなる安静閉眼時，クイズ回答時および安

静開眼時のリターンマップが示されている。下段

左側に主要な結果，すなわち闘争的なビデオ鑑賞

時のマップが示されている．同様のリターンマッ

プが，図4に示されている，この場合は下段左側

に，恐怖感を生じるビデオ鑑賞時のものが表示さ

れている．

　図3および図4が示すように，それぞれの状態

によってリターンマップの大きさおよび形状など

が異なることがわかる．そこで，これらの違いを

分類する指標として，ここではモーメントおよび

稠密度と呼ぶ2種類の指標を導入する．以下に，

Eye－Close

Aggressive

Quiz

Questionnaire

Eye－Open

Comfortable

図3　指先脈波のリターンマップ例
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Eye－Close Quiz Eye－Open

Fearful Questionnaire Comfortable

図4　指先脈波のリターンマップ例

その定義と内容を簡単に述べる．

（1）モーメント

　　ニ次元のリターンマップの重心点まわりの極

　モーメントを用いる．これは，指先の血流量を

　表現している．すなわち，血流量が増大すると

　モーメントが大きくなる。

②稠密度

　　モーメントをマップの最大値の二乗で正規化

　した量で定義する．マップが外縁部に集中する

　につれ，稠密度が増大する．この量は血流量の

　ゆらぎの大きさに関連している．すなわち，ゆ

　らぎが減少すると稠密度が増加する．

　各状態におけるモーメントおよび稠密度を図5

および図6に示す．これらは安静閉眼時の数値で

正規化したものである．

　図5にみるように，安静閉眼時，クイズ解答

時，安静開眼時および爽快ビデオ鑑賞時のモーメ

ントは大きく，不快ビデオ鑑賞時，闘争ビデオ鑑

賞時，恐怖ビデオ鑑賞時およびアンケート回答時

のモーメントは，安静閉眼時に比較して約40％以

下となる．

　一方稠密度は，図6が示すように，安静閉眼

時，クイズ解答時，安静開眼時，爽快ビデオ鑑賞

時およびアンケート回答時には高い数値をとり，
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図5　心身状態とリターンマップのモーメント
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図6　心身状態とリターンマップの稠密度
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不快ビデオ鑑賞時，闘争ビデオ鑑賞時および恐怖

ビデオ鑑賞時には低い数値を示す．

　このように情動を伴う身心状態は，指先脈波の

モーメントおよびその稠密度を用いてクラス分け

が可能であることがわかる．既鞭で報告した覚醒

度に関する結果を含めて，各心身状態と指先脈波

のモーメントと稠密度による概念図を図7のよう

にまとめることができる．これは，横軸にモーメ

ントをとり，縦軸に稠密度をとっている．安静開

眼時およびクイズ解答時にはモーメントが大きく

（血流量が多く），かつ，稠密度が高い（ゆらぎが小

さい）．覚醒度が低下すると，モーメントが大き

く，稠密度が低くなる，また，アンケート回答時

にはモーメントが小さく，稠密度が高くなる．一

方，闘争・不快・恐怖を伴うビデオ鑑賞時には，

モーメントが小さく（血流量が少なく），かつ，稠

密度が低下する（ゆらぎが大きくなる）と言える．

倉
。
。
口
o
（
【

（2｝
（1＞

uncom－
fortable

eye－close

　の可能性があり，

（2｝モーメントが小さく（血流量が少なく）稠密度が

　低下（ゆらぎが大）．この時には闘争的，恐怖感

　あるいは不快感を感じていると推定できる．

　したがって，運転中のドライバの指先脈波をモ

ニターし，そのリターンマップのモーメントおよ

び稠密度が，上記（1）および②の状態になると，こ

のドライバは通常時に比べて，事故を起こしやす

い状況に近づいていると言える，

　このように，指先脈波のゆらぎを基にして，ド

ライバの心身状態が推測可能である．しかし，現

実の事故予防に役立てるには，更に多数の実験研

究を重ねる必要がある．

　今後の課題は，実交通状況における脈波の計測

と，その解析および車載可能な脈波ゆらぎ計測シ

ステムの開発である．

Moment

　　　　　　　　　文　　献
（1）岸篤秀ほか，ドライバの覚醒度評価手法について，自

　動車技術，46（1992），17～22．

（2）山本恵一一ほか，大型トラックの長時間運転時の覚醒度評

　価の検討，自動車技術46（1992），23～28．

（3）渥美文治ほか，ドライバーの心拍解析による車両運転時

　の精神負担評価，TOYOTA　Technical　Rcvicw　42（1992），

　4～11．

（4＞川上祥央ほか，運転者の覚醒度低下，自動車技術，46

　（1992），　29、33．
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　ンス杜（1990）6章．

図7　心身状態とモーメントー稠密度図

4．まとめ

　以上の結果は，被験者が3名と少数ではある

が，指先脈波のリターンマップの形状により，心

身状態推定の可能性を示している．車の予防安全

という観点からこの結果をみると，次の二つの場

合が注意を要する状態であると言える．

（1）モーメントが大きく（血流量が多く）稠密度が低

　下（ゆらぎが大）．この場合には，いねむり運転

かた　　ヤt　　　　　　つよし　　　　tt’　　い　　　t，ず　　　1，　　　　なか　　　ニt　　かず　　　，

片山　硬　阪井和男　中島和子
指先の血流は，顔面などのものに比べ著しくゆらいでおり，その

ゆらぎにより人の心身状態が推定できそうである，この結果を基

に，交通安全に役立つドライバの心身状態モニターシステムを完成

させたいと考えています，
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　　Synchronization　of　no血1inea玲ystems　with　distinct　par㎜eters3・

．　　　　　　　Phase　synchronization　and　metamorphosis

　　　　　　　　　　　　　　　　Hayato　Fujlgaki，　Makoto　Nishi，　and　Tokuzo　Shimada

　　　　1）epart〃lent　cゾPhアsics，　Meiij’．Universiり，，」H’9ロ5ん’ハlita　1・1・1・Katvasaki・Kanagauα214・Japan

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R¢ceived　60ctober　1995），

　　Rather　than　the　synchronization　between　id¢ntical　cllaotic　systems，　the‘‘phase　synchronization，’

among　two　or　many　nonlinear　systems　with　distillct　nonlinear　pammeters　is　investigated．　It　is　obsefved

thaI　the　dynamics　of　globally　coupIed～V、　periodic　and　rV「2　chaotic　systems　can　be　reduced　to　that　be曽

tween　matrix・coupled　chaotic　and　periodic　systems　as　the　result　of　a　two・step　realization　of　the　synch－

ronization　among　the　fbrmer　systems．　The　same　siIuation　holds　even　fbr　the　array　of　distinct　systems

with　a　nearest・neighbor　interaction．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

PACS　nurnber（s）：05．45．十b

　　The　bra重n　is　a　network　of　a　vast　nurnber　of　chaotic　neu・

rons　and　fbr　the　pattern　recognition　the　requis虻e　condi●．

tion　is　supPosed　to　be　the　synchronization　among　neu・

rons　and　the　appearance　of　the　macroscopic　coherent

mode　in　the　network．　For　instance，　Ott，　Grebogi，　and

Yorke［1］have　presented　recently　an　intriguing　view　that

the　intelligence　is　supported　by　a　chaotic　switch．　That　is，

chaos　lives　with　infinitely　many　unstable　periodic　orbits

and　a　periodic　orbit　transits　to　another　rロost　emciently

via　the　chaos．　A　nice　demonstration　of　this　possibility　is

given　fbr　a　single　unit　chaos．　Thus　if　the　cells　in　the　net・

work　synchroni2e　we　can　regard　them　as　one　unit　and　the

regularity　of　a　few　units　may　also　be　applied　to　the　net・

work．　This　possibility　is　the　case　which　we　study　in　this

artic！e．

　　There　exist　i皿teresting　investigatiolls　on　the　synchroni－

zation　of　chaotic　cells【2－51．　In　particular，　Pecora　and

Carro11［2〕f（）und　th自t　two　chaotic　attractors　with　exactly

the　same（sligMy　different）nonlinear　parameters　syn・

chronize　Perfectly（keepi駐g　t藍ny　distance｝when　they　aτe

coupled　together　in　a　way　that　one　of　tlle　dynamlcal　vari－

ables　of　the　master　fiow　is　substituted　for　the　correspond。

ing　one　of　the　slave　fiow．　One　may　regafd　this　shared

variable　as　a　common　driving　term　and　others（two　sub－

systems）as　under　the　in伍uence　of　it　via　feedback．　Their

且nding　that　even　the　chaotic　flows　synchronize　triggered

血rther　studies　lncluding　the　synchronizatioll　under　com・

mon　noise　tems［6｝．　As　fbr　the　coupled　map　system

Kaneko　fbund　that　the　globally　coupled　map　lattice　is　en－

dowed　with　remarkably　rich　clustering　structure　and　that

the　pos孟tive－negative　switch　can　be　realized　among　the

clusters　by　input【31．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v

　　Wc　should　note　that　all　of　the　previous　investigations

are　directed　to　the　finding　of　the　precise　synchronization

between　identical　units．　In　this　article　we　address　our－

selves　to　the　question　of　what　the　outcome　would　be　ifwe

couple　together　the　same　systems　but　with　distinct　non－

1inear　parameters．　By　cons廿ucting　a　simple　coupling

lnodel．　based　on　the　globally　coupled　map　lattice　we　find

an　amazing　phenomena　that　the　systems　fiow　synchron｛z－

ing　in　the　phase　but　with　different　sizes　and／or　positions．

This’垂??獅盾高?獅＝@may　be　termed　as　the　phase　synchronize・

tion．　Actua正1y　in　the　brain　what　is　impoftant　is　presum－

ably　the　phase　locking　between　the　neurons　and　is　not　the

precise　status　of　each．　Thus　our　observation　of　the　phase

synchronization　may　have　an　important　consequence　to
the　actjvity　of　the　brain．

　　For　two　systems　we　find　that　two　nonlinear　systems

evolve　in垂nteraction孟n　two　new　phase　synchronizing

fiows藍n　the　phase　space，　tlle　new　pattern　depending　on

the　coupling，　even　lf　the　set　of　parameters　in　one　system

is　set　in　the　chaotic　regime　and　that　in　the　othef　in　the

periodic　regime．　The　rule　of　the　dependence　is　in　general

quite　simple；if　the　coupling　favors　the　chaotic（periodic｝

system　the　new　pattem　is　general董y　also　chaotic（period－

ic）．　For　large　number　of　systems　we　prepare　IV　systems　in

two　categories；NI　chaotic　and　N2　periodic　systems．　We

find　that　a　rule　like　the　above　ho篁ds　that　the　mI噸ority

wins　the　minorlty．　We　a1So且nd　that　in　a　certain　way　the

population　ratio（ハTl／ハ「）can　be　related　to　the　matrix　pa－

rameterθin　the　IV＝2modeL　The　implic飢ion　of　this　re・

lation　is　the　main　theme　of　this　article．

　　Let　us且rst　describe　our　mode1責br　the　simple　case　of

N＝2．We　take　two　nonlinear　systems　with　variables
more　than　one．　As　an　example　we　take　the　Lorenz　sys・

tems　and　we　treat　them　as　discretlzed　maps　with　the　pa－

rameters　f（｝r　one　system　in　the　chaotic　reglme

（71＝28，b蒐＝8／3，pl＝10）　and　fbr　the　other　in　the

periodic　regime（r2＝270，わ2＝8／3，P2＝101．　At　eac耳

tilne　step　the　systems（’謹1，2｝first　evolve　via　the　fiow

equatlons

　　　　　　　　　ノ
　　　Xi（t＋△の＝Xi（t）＋Pi（ア，－Xi）ω△t，

ア，（∫＋△‘）＝yi｛t）＋（－XiZi＋riXi－yi）（t）△t，

z，（什△の＝z，ω＋（Xiア，一わfZ，）ω△f．

ω　．

Then　they　interact　each　other　by　a　simple　matrix　with

two　continuous　parameters　e　andθin　only　one　of　the
three　variables　x，y，z．

　　For　installce，　for　the“x　coupling，”

（1－e2）Xl＋ε2x　2　HX　1，

（1－‘1）x2＋Elx　1→x5，

（2）

1063－651X／96／S3（4｝／3192（6｝／＄10．00 璽 3！92 ◎1996The　A皿erican　Physical　Society
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with．ε1＝θ6，ξ2＝（1一θ）ξ（0≦6，θ≦D．　The　mechanisfn　is

that　system　l　receives　the　effect　of　system　2　with　a　cou－．

pling　constant‘2　and　vice　versa．　The　systems　evolve　re－

peating重his　two－step　Pr㏄ess　of　map　and　interaction．

Roughly　the　parameter　e　gives　the　coupling　strength　and

the　parameterθacts　as　a　weight　factor　between　the　two

systems．　The　sequence　of　map　and　interaction　is　the　usu－

al　one　in　the　coupIed　map　analysis〔3］．　The　difference　is

that　we　couple　only　one　dimension　to　create　a‘mean血eld’

and　the　other　subsyste！ns　are　evQlving　under　the　influence

of　this　mean　field．　We　should　add　that　in　our　model　we

de丘ne　the　driving　term　as　a　weighted　mean　between　the

xl　and　x2　rather　thanオl　andオ2．　The　subsystems　evolve

as　nonautonomous　nows（discretized　in　the　time　step△ご）

aロdthe　mean　field　is　calculated　as　in亡he　usual　map　mod－

eL　Thus　our　model　is　a　multidimellsional　map　model

with　coupling　in　one　dimension．　In　tllis　respect　we　are

usillg　the（discretized）Lorenz　system　as　a　typical　sample

of　the　mu星tidimensional　map．　However，　interestingly，　the

model　reduces　to　a　smooth　fiow　at　the　limit△t→O　which

can　be　explained　from　the　following　argument．　The　in・

teraction（2）serves　to　fbcus　the　motion　of　units　to　the

mean．且eld　while　the　nonlinear　evolutionωacts　in　de－

f（）cusing　direction．　Under　a　certain　balance　the　systems

fa11　into　the　attractor．　This　is　just　the　same　with　the　usu－

al　coup置ed　map　rnodel　but　our　mOde1　differs　from　them　in

that　the　subdimensions［e．g．，ア量andア2　in（D】have　dis・

tinct　nonlinear　parameters（7，）．　Near　the　onset　of　the　at－

tractor　the　driving　vadables（x　l　and　x　2）come　close　to

each　othcr　and　the　variations　due　to　the　intefaction（2）

become　as　small　as　the　variation．　in（D．　As　the　effect　the

orbits　of　our　model　become　cont㎞uous　flow．　In　fact　we

have　ch㏄ked　th飢all　the　following　results　are　unchangod

f（）r　any　choice　of　suMcieritly　sma11　△’　（typically
△肉10－4）．

　　The　above　matrix　fbrm　facilitates　a　way　to　interpolate

vadous　important　Iimits　using　the　parametersεandθ．

For　instance　in　the　limit　of　6嵩1andθ＝Oor　l　our　model

reproduces　the　original　model　of　Pecora　and　Caπoll　but

with　a　drastic　extension　that　the羅onlinear　parameters　fbr

each　system　are　set　at　completely　distinct　yalues。

　To　explain　our　analysis　ofハ「systems，　let　us　briefiy　look

at　the　analysis　of　the　globally　coupled　map（GCM）by
Kaneko【31．　In　his　model　？V　identical　maps　first　evolve　as

Xi（n＋D＝f（Xi（n））・＝1－a［Xi（n）］2

and　then　interact　via　a　mean丘eld　with　a　coupling（ε），

　　　　　　　　　E　N

（1－elXl＋万手κ1→κ1・

（3）

（4）

Under　a　certain　balance　of　the　nonlinearity（のand　the

coherence（ξ｝these　maps　divide　into　two　clusters　and　fall

into　two　attractors　moving　with　periodicity　two　as

（十7十一十…　｝and（一十一十一・・・）．　Here　the十
（一）denotes　that　the　value　of　the　attractor　is　larger

（snlaller）than　the岨stable丘xed　point　x°of　the　map
［x箏r（VT拓一1）／2・｝・t・even　n．1・this　tw・・luster

regime　the　maps（4）reduce　to

（1－e－　）x＋＋6一ぬHκ隼

（1－E＋）x－＋‘＋x＋→xL

（5｝

and　e士＝［ハ「士／〔N＋十ハ1＿）］E，　whereハr＋　〔ハL）denotes

the　number　of十（一）cells．

　　The　main　interest　in　our　large　N　analysis　is　the　poss勢

bility　of　phase　synchronization　among　many　systems　with

distinct　pararneters・As　the　simp董es重setup　we　take　Nl

systems　in　the　chaotic　regime　and　N2　systems　in　the

periodic　regime．　After　the　evolution（1）in　one　time　step

△tthey　interact　by　the　same　equation　as（4｝and　the　y　and

J〆（zand　z’）do　not　interact　directly・SupPose　that　theハ11

systems　and　the　N2　systems　synchronize　among　each　and

change　into　two　clustersr　Then　the　complicated　dynam・

ics　expressed　by　N　coupled　equations　is　expected　to

reduce　to　a　more　simple　N＝・2　dynamics．　This　will　allow

us　to　repeat　formally　the　reduction　from（4）to（5）and　re－

late　the　dynamics　of（ハ「1，N2）systems　to　that　of　theハr＝2

systems　by　a　simple　rule

　　　　　　Nl

　　　　　　　　　　＝＝　e　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
　　　　Nl十N2

and　the　subseque堪phase　synchronization　between　the

two　clusters　wiil　be　observed．　This　should　be　checked　by

the　observation　that　the　synchronizing　trqj㏄tories　in　the

large　1》systems　with　certain　population　ratio　N　l／1V

agree　with　those　in　IV＝2　case　at　the　weight　factorθ

given　by　the　rule（6｝．　We　will　see　in　the　folloWing　that　the

two　c1ロster　formation　does　take　place　and　th飢the　con－

jectured　reduction　holds　perfヒctly　in　our　mode1．　Of

course　the　dynamical　requirements　enabling　the　reduc－

tion　of　IV　to　2　are　completely　di鰍ent　between　the　GCM

and　our　modeL　In　the　GCM　the　requirement　is　that
iden伽1　SyStemS　OrganlZe　themSelveS　intO　twO　attraCtOrS・

In　our　model　the士equlrement　is　that　IVI　systems　and　IV2

systems，　whigh　are　distinct　in　the　nonlinear　parameters，

ね11into　two　clusters　befbre　the　phase　synchronization　be－

tween　the　two．　This　crucial　difference　should　not　be

overlooked．　Now　we　are　ready　to　present　our　results　in

order．

　　（1）1V＝2　and　the　strongest（F1｝and・one・way［θ霜Oor

1］1加漉．First　we　briefiy　review．our　results　fbrξ＝1．　The

coupling　fbr‘：＝1is

θx1＋（1一θ）κ2博x1

a一θ）x2＋θx1・・＋x2・

（7）’

The　limitε＝i　andθ＝O　means　x2Hx　l　and　the　limit

6＝1andθ冨1means　x　l　→κ2．　Thus　at　6塾＝1，θ＝1sys・

tem　l　becomes　the　master　of　the　slave　sys霊e血2．　This　is

nothing　but　the　case　studied孟n　the　pioneering　work　by

Pecora　and　Carroll　who　found　that　the　two　cllaotic　sys・

tems「 翌奄狽?ialmost）the　same　parameters　synchronize・We

also　analyze　this　extreme　coupling　case，　but　we　set　the

two　systems　at　completely　different　nonlinear　parameters．

What　would　the　consequence　be　for　the　tigbt，　one・way
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coupling　between　periodic　and　chaotic　systems？’Do　they

synchronize　somehow　or　other？This　question　may　look’

absurd　sillce　in　the　periodic　system　the　phase　is　naturally

de血ned　while　in　tlle　chaotic　system　only　the　trajectory

length　or　diffeomorphic　transf｛）m　of　iロnay　be　regarded

as　such，　But　we員nd　that　an　amazing　answer　comes　out．

The　slave　system　actuallyη昭tamorphose　into　the　same

character　witll　the　master　system　and　theセe　motion　is　in

cornplete　phase　synchronization　with　the　master．　For　in・

stance　the　periodic　slave　turned　chaotic　under　the
in伽ence　of　the　chaotic　master　and　vice　versa．　This　is　by

no　means　trivial，　since　the　systems　are　coupled　by　only

one　of　the　dynamical　variables　and　the　other　degrees　of

freedom　are　not　in　direct　interaction．　We　present　the

且gures　of　the　metamorphoses　in　the　fbllowing　generic

case．

　　（2）　The　cロ∫e／b7　generic　E（0く‘＜1）　and　both，ωay

θ（0≦θ≦1）　coupling．　We　show　in　Fig．1the　orbits　of　the

coupled　Lorenz　systems　for∈＝0．3．　Figures　1（a）and　1（b）

show　the　result　of　the　coupling　fbrθ＝0．2』 ≠獅сﾆ＝0．8，　re・

spectively・Syste1n　l　is　set　in　the　chaotic　regime（rl＝28，

bl＝8／3，　P　1＝10｝and　system　2　is　in　the　periodic　regime

〔り＝270，わ2＝8／3，P2＝10）．　To　be　exp1孟cit　the　coupling
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　FIG．　L　The　phase　synchronizing　orbits　of　x－coupled　Lorenz

systems　in　theア・z　plane．ε冨0．3and△t＝10－4．　System　l　in　the

chaotic　regime（’1＝28，bl＝8／3，PI＝10）and　system　2　in　the

periodic　regime〔r2＝270，わ2＝8／3，P2＝10）．　Two　systems　llave

tumed　into　mutually　organized　new　shapes．（a｝The　coupling

parameter　θ＝0。2　［See　Eq．　（8）］．　System　　1．（chaotic）　has

metamorphosed　under　the　effect　of　system　2｛periodic）．　Note

the　difference　in　tlle　scale　fbr　each　orbit．（b）The　coロpling　pa・

rameter　et＝O．　S．　System　2（periodic｝has　fbllowed　the　system　1

（chaotic）．

matrix（2）　for　the　x．variable　atθ＝0．2．is’

0．76x　1十〇．24x　2卜→x且，

0・06x　1十〇・94x　2トレx　2

and　atθ＝0．8

0．94x　1十〇．06x　2　e→x且，

0．24x　1十〇．76x　2→x2　．

（8）

（9）

　　Metamorphosis　in　this　case　is　in　the　way　that　both　sys－

tems　tumed　into　mutually　organized　new　shapes．　In　the

sma11θcase［Fig．1（a）］we且nd　that　the　shape　of　the

perlodic　system（system　2｝is　not　affected　lnuch　whl蓋e　the

chaotic　system（system　l）metamorphoses　into　periodic
flow　in　due　course　of　interaction，　Thus，　fbr　smallθ，　sys．

tem　2　wins　in　the　competition　of　the　structure　decision．

In　contrast　fbr　largeθthe　winnef　is　system　1［see　Fig。

蓋（b）］．The　synchronization　is　so　perfect　that　we　do　not

need　to　show　the　Lissajous　plots．　The　Lissajous　contour

is　simply　a　diagonal　line　of　a　rectangle　f（）r　any　initial

points　in　the　basin．　We　also　have　checked　that　the　phase

synchronization　occurs　lndependently　from　the　choice　of

the　coupling　variables　as　far　as　the　sub－Lyapunov　ex・

ponent　is　not　positive［2］．　However，　there　seems　no

unique　way　to　compare　the　resulting　two　orbits．　For　in－

stanbe，　in　the　case　of　the　x・coupled　Lorenz　models　de。

picted　in　Fig．1，we　need　two　scaling　factors　in　both　theア

and　z　directions　in　order　to　compare　the　two　orbits．　On

the　other　hand　in　theア・coupled　Lorenz　system　the　orbits

turn　out　with　almost　the　same　size．　Furthermore，　in　the

case　of　the　R6ssler　model　there　is　no　sizable　difference

but　some　parallel　shift　makes　the　two　t殉ectories　almost

overlap．　Despite　these　differences　we丘nd　that　in　every

case　the　phase　synchronization　is　perfヒct．

　　The　most　important　question　now　is　why　the　parame－

terθdetemines　which　is　the　winner　among　the　chaotic

and　the　periodic　systOms．　At　the　limitε＝1，　this　can　be

naturally　understood　because　as　we　saw　aboveθ＝1（0）

means　system　l　is　the　master（slave）and　theθsmoothly

interpolates　between　these　limits．　However，　at　the　gener・

icεthe　case　ls　more　subtle　as　ls　seen　in　the　nontrivial

f（）mof　the　coupling　matrix．　For　instance　atθ＝0．2the

first　equation　of（8）dictates　that　system　l　wins　the　game

while　the　second　equation　dictates　the　other　way　round

and　one　cannot　tell　which　is　the　fate　of　the　flows．　We　wm

obtain　a　plausible　answer　in　the　analysis　of　the　N　coupled

systems・　　　　　　「
　　（3｝The・Poincar乙〃1ap　and」【・yapunov　exponents・　The．

role　of　the　weightθis　best　illustrated　by　the　Poincar6’

map　and　tbe　Lyapunov　exponents　in　Figs．2（a），　and　2（b），

respectively．　The　Poincar6　map　is　evaluated　by　the　cut　of

the　contours　with　the　conditions　乏，＝O　and　i，〈0

（i＝1，2）．

　　The　Lyapunov　exponents　are　evaluated　by　the　baslc

method［7｝by　keeping　track　of　the　expanding　rate　of

volume　of　the　parallelepiped　in　the　six　dimensional　phase

space．　Theθis　varied　from　O　to　l　in　step　O．002　and　at

anyθthe　systems　remain　in　phase　synchronization．　Fig－

ure　2　shows　that　in　the　smallθregion　the　systems　syn－

chronize　in　periodic盤ows　and　in　the　largeθregion　in
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chaotic最ows．　The　parameterθindeed　acts　as　a　novel

control　parameter　of　the　nonlinearity　of　the　whole　two』

systems．　There　are　clear　periodic　windows　amoロg　the

chaos　and　the　agreement　in　the　position　of　the　wi鹿dows

in　Figs．2（a｝．and　2（b）is　perfect．

　　（4）The　adiaわα”c　cゐα履8e／h⊃川perioa「doωn　to　cゐ403。　It

is　interesting　to　test　the　ability　of　the　parameter　e　to　con－

tro1』the　nonlinearity　of　t血e　phase　synchronizing　systems・

By　ability　we　mean　t｝1at　we　can　rapidly　changeθ（fbr　i皿一

stance　from　e＝0．2toθ菖0．8within　only　ten　tums　of　the

orbits｝keeping　perf㏄t　phase　synchronization　between
the　systems．　It　is　fUn　to　press　the　up　and　down　keys　fbr

theθparameter　and　watch　the　dance　of　the　synchroniz－

ing　orbits　i羅the　display．　The　phase　synchronization　is

quite　tight．　In　Fig．3we　sllow　some　example　of　this．　The

parameters　of　the　models　are　the　same　as　tllose　fbr　Fig．2．

We　adopt　theアcoupling　and　show　the　x－z　plotJust　fbr

the　purpose　of　inustration　the．θis　varied　continuously
with　the　timeごbyθ＝2／πtan－1ω．

　　（5＞η昭1V」coΨ1e4　systems．　Our　model　consists　of　N－

coupled　Lorenz　systems：the　Ni　systems　with　parameteτs

in　the　chaotic　regime　and　the　IV2　systems　in　the　periodic

regime　and　they　evolve　from　completely　random　starting

POi飢s・
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　　FIG．2．　The　same　Lorenz　systems　as　Fig．1（buけ2＝300｝．

For　sma11θtlle　two　systems　synchronize　in　pedodic　nows　and

fbr　largeθin　chaotic　nows．　The　agreement　i駐the　position　of

the　windows　is　perfect．（a）The　Poincar6　map　vcrsusθwith　tbe

cut　conditions　2，＝Oandど，〈0（’＝1，2）．（b》The　six　Lyapunov

oxponents　versusθ・One　exponent　is　at　zero　ahd　the　line　around

λ＝－2is　a　twofbld　degenerate．　The　mi範imum　exponent　moves

far　down　from　the　frame．
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　　　　－100　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　100

　FIG．3．　The　adiabatic　change　of　y・coup猛ed　fiows　in　the　x－z

Plane　in　perfヒct　phase　synchronization　from　period　down　to

chaotic　regime．　The　parameters　of　the　models　are　the　same　as

those　fbr　Fig．2．　The　solid　curve　fbr　systcm　l　and．　the　dashed

curve　for　system　2．　Theθr・2／俄aガ1｛t－to）and　to　is　t』c　t孟me

that　the　fiows　stabilized　in　the　periOdic　orbits．
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　　FIG．4．　Theハr】Lρrenz　system　globany　coupl◎d　in　the　vari－．・

ab盈e　x，；～》5　chaotic　systems（7富28，δ＝8／3，P雲10，島nd　theハr2

pe巾dic　3ystems（7＝270，δ＝8／3，P＝101．　Random　start・ω

The　two．step　Process　to　the　perfeet　phase　synchroniz8tion・Pa－

rameters　are　the　same　as　Fig．1．　Thc　IV1霜4　and　N2＝16　sys－

tems　gradually　bunch　together　among　each　duringご冒Oto　f＝2

and　the奪wo　bunches　mutually　dc㎞ves　themselvcs　into　phase

synchroniηtion　a血or　t冨2．　（b）The　Poincar6　map　of　totally

N＝・2．SO　Lorenz　syste皿s　versus　the　number　of　chaotic　1ロcmbers

Nl．　This　agrees　with　the　IV＝2Pdincar6　map　in　Fig．2ω，　espe－

c量any　as　fbr　the　pattem　of　the　periodic　windows　structuτe　and

gives　a騒additional　veri爵cat皇on　of　the　two甲step　dynamics　via　the

「clation［see　Eq．（6｝｝．
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　　Globally　coupling・First　Iet　us重nvestigate　the　m6an

丘eld　type　coupling（4）and　theア，　and　y！（1，　and　z1）do　not「

interact　directly．　We　observe　that　the　initial　N　trajec－

tories　soon　change　into　two　perfectly　phase　synchroniz－

ing　orbits　which　look　just　like　those　in　Fig．　L　As　is　clear－

1y　seen　in　Fig．．4（a）the　synchron孟zation　proceeds　in　two

steps．　First　each　of　the　Ni　and　IV2　systems　bunch　togeth－

er　among　each．　Then　the　two－bunclles　mutually
interact－just　like　the　two　units　in　the　IV＝2analysis－

and　finally　the　whole　IV　systems　derive　themselves　into

two　phase　synchronizing　orbits　in　the　phase　space，　one

consist　of　N！ullits　and　the　other　ofハ「2　units．　As　we　have

discussed　at　（6）　this　two－step　Process　should　also　be

checked　by　the　correspondence　between　the　population

ratio　in　the　IV　systems　and　the　weight　factor　θ　i猛　the

IV　＝　2　matrix　coupling　model（2｝．　Figure　4（b）exhibits　the

Poincar6　map　of　the　globally　coupled　IV　I　chaotic　and　N2

periodic　systems　with　respect　to　the　number　of　chaotic

systems（1》1）．　The　agreement　with　the～V＝2　Poincar6

map　in　Fig．2（a）＿even　as　f（）r　the　pattern　of　the　periodic

windows　structure－gives　further　ver藍fication　of　this

two－step　dynamics　via　the　relation（6）．

　　In　the　IV＝2　analysis　we　wished　to　seek　out　the　reaI

reason　of　the　tendency　tllat　the　largeθfavors　system　1．

As　relation（6）is　llow　established，　the　tendency　that　the

large（sma11）θ飴vors　system　I（2）can　be　rephrased　in

terms　of　the　IV　systelns　that　the　majority　wins　oヤer　the

minority　systems．　This　gives　a　p玉ausible　answer　to　the

question　posed　in　theハr謹2analysis．　　　　　　　　　　　　　　．

　　ハrsレstemsωゴth　nearest－neighbor　coupl’ngs．　In　the　glo－

bally　coupled　model　there　is　not　notion　of　the　distance．

By　Ihis　simplification　the　essential　feature　of　the　synch－

ronizadon　can　be　best　studied　in　a　scale　invariant　manner

but　the　lack　of　th碍distance　fbrbids　the　analysis　of　the

spatiotempora｝structure　of　the　synchronization．　There－

fc）re，　we　set　NI（chaotic）and　N2（periodic｝systems　in　ran・

dom　combinations　on　a　circle　and　let　them’interact　with

the　nearest・neighbor　both－way　coup1血g

1卜号ト’・音・i＋1－．・i，

［1一号ト・t＋号・’一・i＋1（・－1・…・N・・
（10）

　　Figure　5　shows　the　spatiotemporal　plot　of　the　evolu・

tion　of　the　IV＝20　systems　with　IV　1罵16　and　IV2＝4　from

the　random　initial　values　and　E＝0．3．　Despite　that　the

four　periodic　systems　are　far　separated　from　each　other

by　the　chaotic　systems，　we　see　that　amazingly　they　quick・

1y　turn　into　mutual　synchrollization　as　is　observed　as　syn－

chronizing　peaks．　This‘‘bar謡er　penetration”also㏄curs

fbr　the　other　16chaotic　systems　and　the　chaoticalIy　oscil－

1ating　sheet　exhibits　their　synchronizing　mot藍on．　This

first　step－the　cluster　fQrrnation＿completes　roughly　in

2sec　and　then，　as　the　second　step，　the　per孟odic　cluster

metamorphose　into　perfect　phase　synchronization　with
the　chaotic　cluster．　For　illustration　we　can　only　show　the

sma111V　case　but　we　have　numerically　co面rmed　this
route　to　the　synchronization　in　larger　systems　and　also　in

the　random　spatial　distribution　of　the　IVI　and　N2　sys－

tems．　Thus　the　phase　synchronization　in　the　nearest－

neighbor　model　also　proceeds　in　t脚o　steps．

　　In　conclusion　we　investigated　the　coupled　distinct　non・

linear　systems．　We　found　thaUhey　derive　themselves

孟ntoρhase　synchronization．　For　1＞＝2　we　constructed　a

simp且e　matrix　model　and　f（）und　that　we　can　control　the

synchronization　by　a　single　parameter　in　the　modelθ．

For蓋arge　N　we　considered　the　coupling　ofハ「1　systerns

with　parameters　in　the　chaotic　regime　and　N2　systems　in

the　periodic　regime．　We　again　found　a　complete　phase

synchronization．　Furthermore，　we　fbund　that　the　synch・

ronization　in　many　systems　proceeds　in　two　steps；the

like　systems　first　synchronize　among　themselves　fbrming

20
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y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．sec

　　FIG．5．　The　IV冨20　systems　with　nearest・neigbbor　both・way｛θ＝0．5｝x　couplings（‘嗣0．3）and　the　spatiotemporal　structure　of　the

two・step　pr㏄ess　to　the　phase　synchronization．1VI＝16（chaotic）and　IV2　F　4（periodic）systems．　Theアcoordinates　of　the且atter　are

scale口down　by　factor　20・The　fbur　periodic　systems　are　at’＝2，8，13，17　and　are飴r　separated　froin　each　other　by　the　other　16

chaotic　systems．　The最rst　process　completes　in　2　sec；the　periodic　systems　quickly　tum　into　fbur　synchronizing　peaks　due　to

penetrating　interaction　across　the　chaotic　systems　and　the　chaotic　systems　form　a　coherently　oscillating　sheet．　In　the　second　process，

the　periodic　peaks　metamorphose　into　perfect　phase　synchronization　with　the　chaotic　cluster．
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5
3
一 SYN（別（ONIZATION　OF　NONLINEAR　SYST　EMS　WrrH．．． ’3197

　two　clustcrs　and　then　as　two　u皿its　thcy　start　thG

meta皿orphosis　to　the丘nal　phase　synchronizationr　We
　verified　this　two－step　process　by　the　direct　inspection　as

　wdl　as　by　the　ch㏄k　of　the　validity　of　the　relation（6）be－

tween　the　dynamics　of　the　1》systems　and　the　two　sys－

　tems．

　　　We　often　come　across　the　case　that　the　synchroniza－

　tion　in　tbe　phase　is　the　important　issue　while　the　magni－

tudes　of　components　are　not　much　relevant．　For・instance

．in　the　path　intcgral　the　classical　trivial　and　nontrivia1

configurations　dominate　the　ampHtude　as　all　皿earby

paths　contributes　coherently　witb　different　magnit虹des・

We　have　relaxed　the　notion　of　synchronization　to　the

phase　synchronization　and　in　this　freedom　wc　havc　seen

an　interesting　Possibility　of　a．reduction　of　the　large　sys・

tem　dynamics　to　the　small　systern　dynarnics．

　　One　of　us（T．S．）thanks　the　Institute　of　Science　and

T㏄hnology，　Meiji　University，　for　the　grant　of　coopera－

tive　research．
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Synopsis：
It　is　shown　that　the　dynamic等of　globally　coupled　N，　chaotic　and　N2　periodic

systems　is　reduced　to　that　of　matrix－coupled　chaotic　and　periodic　systems　as
the　result　of　the　synchronization　among　the　former　systems．　The　synchroniza・

tion　proceeds　in　two　steps：the　formation　of　the　two　clusters　and　．the　metamor－

phosis　of　the　attract6rs　into　phase　synchronizing　orbits．　By　a　key　observation

that　final　attractors　represent　the　motion　of　the　‘center　of　gravity’of　the

network，　the　mechanism　of　the　dynamics　reduction　is　clarified．　The　phase

synchronization　admits　final　attractors　with　variety　of　non・linearity　and　some

possibility　for　the　technica1．apPlication　is　also　considered．

Key　word：

Phase－synchronization
．Reduction　of　Dynamics

Neural－Network
Globally　Coupled　Oscillator
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1．はじめに

　脳は，ニューロンを素子とする神経回路網一ニューラル・ネットワークーである．ニュー

ロンは，強い非線形性をもつカオス素子である．従って，パターン認識や記憶などの知的活

動においては，カオス素子の結合系で，ある秩序形成が行われていると考えられる．我々は，

非線形素子の結合系での集団運動の形成について一連の解析をしているが（1・2），本論文では，
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特に連続的非線形素子を大域的に結合させた場合に生ずる我々が最近見いだした位相同期現

象ωの機構の解明をする．我々の扱う連続的非線形素子は，微分方程式で記述され，流れの特

質を失わないような微小の時間間隔で差分化し，各ステップごとに相互作用させる．これま

で同期現象については，全く’ 凾ｵい非線形性を持つ素子間の完全な同期にのみ焦点が向けら

れてきた．一方で，最近の大域的離散写像素子の解析では構造発生を中心として大きな進展

が起こっている．我々は，位相同期という新しい視点を導入し，異なる非線形性パラメータ

を持つ素子の同期現象を調べ，この系が離散写像素子の大域的結合系と同等のバラエティに

富むアトラクターを持つことを述べる．本論文では，以後，連続的非線形素子を流れ素子，

離散写像素子をマップと呼ぷ．

　ニューラル・ネットワークのダイナミックスに対してHopfieldが後に彼の名を冠され・た

統計力学模型を提案したのは1982年にさかのぼる（3）．彼の模型は，Littleによるニューラル・

ネットワークのダイナミックスの確率的解釈ωとニューロン結合定数に対するHebbの学習

則に基づいている．そのダイナミックスは物理学者にとって興味の尽きないスピン・グラス

系に対応している．このHopfield模型の統計力学は，　Amit，　Gutfreund，　Sompolinskyが与

えたレプリカ法による平均場理論によって定式化され（5〕，簡明な原理に基づき徹底した理論

分析が可能である模型として一・一一’一つの基準点となっている．本論文次節以降では，具体的な結

合模型の解析に議論を絞るが，我々の研究は，Hopfield模型以降のニューラル・ネットワー

ク研究の中で，同期現象㈹を中心とする新しい発展の流れωの中にある．我々の一連の研究

は，一方では，脳の認識機構の解明を目指し，また，他方では，非線形素子を力学変数にす

る統計力学的模型への場の理論的アプローチを目指している．そこで，Hopfield模型を基準

点として，この論文の内容をはじめに概述しよう．

　Hopfield模型のニューラル・ネットワークのダイナミックスは，次のようなものである．

N個のニューロンからなる神経網を単純化して考えると，各ニューロン（z＝＝1，…，2＞）は，

その内部の電位に非線形に依存する発火の頻度V，で特徴づけられる．従って，ある時刻での

神経網の状態はN次元ベクトルV（t）で記述される．1つのニューロン（番号力の発火信号は、

軸索を電気化学的に伝わり軸索終端のシナプシス小胞から化学伝達物質を放出させ，この伝

達液が次のニューロン（番号i）の中に拡散し，シナプシスの結合効率んの重みでニューロン

（i）’の電位を．ん巧だけ変化させる。’＝　a一ロンiの内部電位は，神経網のすべての他のニ

ューロンブの影響で，内部電位変化が加算的に変化し，しきい値σを越えた分に対応して非

線形性を持ったsigmoid型関数f（x）のフィルターを通して，発火をするようになる．すな

わち，神経回路網の活性状態め変化は，平均的なプロセッシングの時間を△tとして，
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　　　　　　　　N
Vi（t＋△の＝ノ（Σん巧ω一の
　　　　　　　　ノ＝1

（1，，＝0） （1）

で記述される．Hopfieldは，このダイナミックスをスピン系の統計力学にマップする．すな

わち，ニューロンの状態をもっとも高い発火率にあるか（V，→1），発火を全くしていないか

（V，→0）の2値に限ることにし，変数S，をS，＝2V，－1によって導入すれば，変数Siは，

±1の値を持ち，あたかも，スピン変数の様に見なせる事になる。同時に，sigmoid型関数／（x）

も，区間［－1，1］から，その上へのsigmoid型関数に規格化をし（そのもっとも堅い極限

がHeavisideの階段関数θ（x）），さらに去。んを単にんと書くことにすれば，（1）は

　　　s，（t＋△t）＝ノ（h，（t））

　　　　　　　　　　N
　　　　　　孤ω＝ΣんS（t）＋酵xt　　　　　　　　　　　（2）
　　　　　　　　　∫寿

　　　　　　h夕Xt＝Σん一u
　　　　　　　　　ノ＝1
となる．ここで，上の式（2）のh，（t）の第1項が，スピン系の平均場をあらわし，第2項が

外場と見なせることに着目し，立場を変えて温度kT＝渉のスピン系の統計力学を考えると，

次の段階でのスピンS，の期待値は，

　　　・Si・一（＋1）ぎ鰐辛舞ε、一βんω一・・nh（β・・（・））　　（・）

となり，やはりSigmoid型関数ノ（x）＝tanh（x）によって与えられる．．従って上のスピン系の

発展方程式（2）における関数ノ（x）を，ある入力に対する出力が0になるか，1になるかの確

率を与えるものと解釈すれば｛4），式（2）のニューラル・ネットワークのダイナミックスを結

合係数んを持つ統計力学模型として取り扱えることになる．Hopfield模型の第2の要素は，

Hebbの学習則であり，　p個のパターンV，ニξ｝μ（μ＝1，…，p）に対して，連結効率んが，

　　　　　　　P
　　　　ん＝λΣξノξ野　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　μニ1

で与えられるとSr．る．ニューラル・ネットワークでは，．ん＞0の興奮性シナプシスと．んく0

の抑制性シナプシスの両者が混在するから，対応するスピン系の物理は，強磁性と反磁性の

混在したスピン・グラスになる．Hopfield模型の成功は，この系が熱的ノイズのもとでバラ

エティに富むパターンをアトラクター（記憶銘記状態）として持っことにある．

　さて，本論文で考察する非線形素子の結合模型でも，基本的に式（1）を採用しているが，

系の結合定数んを記銘パターンによって変化させる学習則は採用しない．例えば，2．1節にお

けるマップの場合，式（6），（『7）を変数yn（i）　＝f（κn（i））について書けば，
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　　　　・n＋・（i）－f（（・一・）・n（i）＋諺％（ノ））　　　（・）

となり，式（1）と同等なダイナミックスを扱っていることが分かるが，結合定数は，ただ

1つの固定されたパラメータεで与えられている．我々の奥味は結合定数んを一定に保ち，

かつ，各素子の非線形性も一定値に保っても，なお結合系全体が同期現象のために自発的に

秩序・構造発生を行い，1つのアトラクターに落ち込んでいく可能性にある．

　本論文第2節では，最近の非線形素子の同期現象の研究の進展を述べる．2．1節では，大域

的マップ結合系の金子（8）の仕事を見る．多数の非線形ロジスティック写像素子を平均場を通

して相互作用させると，各素子の非線形性のためのカオス的傾向と相互作用のための秩序性

のバランスのもとで，系は構造発生を起こし，バラエティにとむアトラクターを有すること

が示される．2．2節では，2個の流れ素子に対するPecora－Carrollの模型を調べる．この模型

では，一方の素子の変数の一つを他方の対応する変数に代入してしまうので，本論文では，

成分代入結合系と呼ぷ．この模型は，カオス領域にある流れ非線形素子でも，非線形性の大

きさが全く同じに設定された場合に同期現象が起こることを示す重要なものである．2．3節で

は，結合を成分代入によるものでなく，脳の模型にふさわしいように両方向型とし，N個の

流れ素子の大域的ネットワークの振る舞いを調べる．第3節では，一貫して，流れ素子の非

線形性が異なる場合の結合系のダイナミックスを解析する。3．1節では，N個の素子のうち，

N，個はカオス領域に，N，個は周期的領域に非線形パラメー一タを設定した（N，，　N，）型の流れ

結合系を考察し，この系は，2つのクラスターへまず同期し，続いて形態変化をして位相同

期したアトラクターへと2段階の発展をすることを見る．3．2節，3．3節では，2つの流れ素

子の行列型結合系を解析し，前節の（N，，N，）系と対比して，（N，，莇）系の第1段階の同

期は非常に強く，系のダイナミックスは2素子のダイナミックスに簡略化していることを確

かめる．最後の3．4節では，さらに結合系の最終的アトラクターのダイナミックスは，“重心

運動”に帰着していることを示し，結合系の位相同期現象を理論的に解明する．また，（N，，

N，）の構成比，もしくは，結合係数を変化させることでこの重心運動の非線形性の様相を自

在に制御できることを示す．第4節では，この同期・形態変化したアトラクター一が敏感に制

御に応答すること，また大域的結合でなくても隣接的な相互作用の場合でも同様な形態変

化・位相同期が生ずることを示す．
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2．等しいパラメータを持つ非線形系の結合

2．1マップの大域的ネットワーク

　大域的ネットワークの定式化

　ここでは，等しい非線形性を持つマップの結合系として，金子のモデル㈹を例示する．この

モデルでは，N個のマップを平均場を通して大域的に相互作用させる．結合系の発展は次の

2段階で行われる．まず，共通の非線形パラメータaを持つロジスティック写像素子N個を

同時に

　　　　Xn＋i（i）ニf（κn（i））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）
　　　　　　　　＝1一ακπ2ω

で発展させる，次に各ロジスティック素子を，全系のつくる平均場を通して重みε（0≦ε≦1）

で

　　　　x・＋・（i）一（・一・）Xn＋・（・）＋繍扁ブ）　　　（・）

により相互作用させる．このn→n＋1の発展を繰り返させる．この2段階発展（6），（7）

は，次のように捉えることができる．まず第1段階（6）では，各素子本来のもつ非線形性

が結合系の発散を促す．それに対して第2段階（7）では，素子が重みεだけ平均場の方向

に引き寄せられるので，系の収束が促される（Fig．1参照）．

ゾ＼

平均場
鎮一一段階

篤二段階

Fig．1マップの大域的ネットワークの2クラスター構造における二段階発展の概念図
　自丸，・黒丸は，それぞれ第1段階（f（Xn）＝1－∂焔），第2段階（平均場を通した相互作
用）の発展を表す．平均場が上下しているのは，各反復回数ごとの平均場がゆらいでいる

ことを表している．
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　結合による系の安定秩序化と構造発生

　Fig．2では，ロジスティック写像をN＝100個用い，非線形パラメータは各素子が単独の場

合にカオスの振る舞いをするa＝1．98にとり，縦軸にそれぞれの素子の漸近値，横軸にεを

とったPoincar6マップを示ナ．このFig．2及び上述の2段階発展から，結合定数εに対す

るこの系の振る舞いは，以下のように捉えることができる．まずεが小さいとき（0≦ε≦

0．2）は，平均場の収束の効果が小さく，各素子の非線形性が高い（a　・＝　1．98）ため，それぞれ

の素子は別個にカオスの振る舞いをする（乱れの相）．また逆にεが大きいとき（O．5≦ε≦

1．0）は，平均場の収束の効果がそれぞれの素子を支配するので，全体が1つの集団に同期し

て1つのカオスになる（コヒーレン．トカオス相）．中間の領域においては，2段階発展の発散

と収束の微妙なバランスによって興味深い現象が起こる．例えばε＝0．3の場合では，N個の

素子が2つのクラスターに別れて，それらが互いに逆位相2周期に振る舞う．つまり，カオ

ス素子系が2つの集団の周期構造を発生をする．Fig．1は，この構造発生状態にお

ける2段階発展の概念図である．平均場を通して相互作用させた（6），（7）の2段階の発
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Fig2　マップ（N　＝　100）の大域的ネットワークのεに対する1パラメータ分岐図（Poincar6
マツブ）

　横軸にはεを取り，各εに対する素子1＝1，…，Nの漸近値（反復回数n：1000から1256）
を縦軸に取ってある．・ただし，0≦ε≦0。5までは，不安定固定点ズの上下に属する棄子の
数が等しい場合のみをデータとして採用する．一方，0．5≦ε≦LOの範囲はコヒーレントカ
オス層であり，そのような場合分けはしない．およそ0．28≦ε≦0．38の範囲での2クラスタ
ー構造がはっきりわかる．また，0．5≦ε≦1．0では，点の数が少ないことから，全体がまと
まったコヒーレントカオスであることがわかる．
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x監N＝2
1

0 ！・・ ﾅco扉セ6血ポ癌

　一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε
　　　0　　　　0．2　　　　0．4　　　　0。6　　　　0．8　　　　1．O

Fig．3　マップ（N＝2）の大域的ネットワークのεに対する1パラメータ分岐図（Poincar6
マツプ）

　0≦ε≦0．5におけるデータの場合分けはFig．2と同様である。乱れの層（turbulent）での
カオスの運動範囲がFig．2に比べて大きいことがわかる．これは．素子が多数の場合には平
均場の揺らぎが小さいためである．また，Fig．2と同様’に，およそ0．28≦ε≦0．38の範囲で
の2つのクラスター構造が確認できることから，多数素子の場合（Fig．2）の構造は，2つ
の素子の場合に帰着されることがわかる．

展では，各素子の性質を変えないでも，相互作用の強さεを操作することによって系の集団

運動としての非線形性を変化させることが可能である．

　構造発生によるダイナミックスの簡略化

　Fig．3には，1＞；2の場合のPoincar6マップを示す．　Fig．2とこの図を比較すると，系の

2つのクラスター構造の発生が素子数Nに依存しないことを確認できる．つまり，この系の

振る舞いは本質的に2つの素子のダイナミックスに帰着する．そこで，この大域的ネットワ

ークが2つのクラスター構造を発生した時に限って考察を進める．各素子がどちらのクラス

ターに属するかを区別するため，写像の反復回数nが偶数の時に，不安定固定点x＊　＝＝

（v／i－F－4’E－1）／2aより大きいクラスターに属する素子の値をx＋と呼ぴ，その数を瓦と

する．同時に、x率よりも小さい素子の値をX一と呼ぴ，その数をN一とする（凡＋N．・　IV）．

2つのクラスター集団のダイナミックスは，次のような2通りの記述ができる．

　〔1〕平均場をア＝（N，f（x＋）＋N．f（x－．））／1＞とする．すると，2段階発展（6），（7）は，ま

とめて

　　　　　x＋←（1一ε）f（x＋）十εf

　　　　　x－←（1一ε）f（x－）＋εノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
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と書き換えられる．従って，大域的ネットワークは，2つのマップが平均場ノと相互作用し

ている系と同等である（Fig．1参照）．

　〔2）ε．＝ε多，ε一＝ε涛という2つの量を定義すると，大域的ネットワークの2段階発展

（6），　（7）　1ま，

　　　　　x＋←（1一ε一）ノ（x＋）＋ε一f（x－）

　　　　　x＿←（1一ε＋）f（x＿）十ε＋f（4）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

のような2つの素子の行列型結合系に帰着できる．

　式（8），（9）は，大域的ネットワークでクラスター発生が起こると，系全体のダイナミ

ックスが少数系（N＝2）のダイナミックスで表現できる，という簡略化を端的に示してい

る．逆位相2周期の2つのクラスター構造が発生したときには，2つのクラスターの間の素

子の遷移を促す外部パルスの入力によりポジ・ネガの反転が起こることが金子によって発見

されている（8》．これはパターン認識の機構の理解への一つの手がかりと考えられる．また，こ

れらの簡略化は2つのクラスター構造の時に限らない．もし大域的ネットワークがk個のク

ラスター集団を発生するときは，式（8），（9）はk個の連立した式に書き直すことができ

る。結合系は，各クラスターに属する素子数N，を成分とするベクトル（ハrl，…，　N，）によっ

てコード化できる．

2．2流れ素子（微分方程式系）の成分代入結合系

　成分代入結合系の定式化

　流れ素子（微分方程式系）2つの結合系としてまずPecora－Carrol1のモデル（7》を調べる．

まず，典型的な流れ素子として，Lorenzモデルを用いる．

　　dU〈o
　　　　＝f（x（i），y（i），2（i））＝P（yω一κω）

　　dt
　　窪゜－9（x・帆・・i・）一一…）z〈i＞＋・x・i）－y｛i）　　　　　　（・・）

　　dz（i）
　　　　＝h（κω，夕ω，z（i｝）＝・　x（　i）y（i）　一　bz（i）

　　dt

上式における上添字は系の番号を表し（i＝1，2），またパラメータP，b，　rは2つの系で共

通にする（P＝10，b＝8／3，　r＝60）．このパラメータ領域で，各Lorenzモデルは単独ではカ

オスの振る舞いをする．これらの一つの変数を一方から他方に代入して結合させる．変数X

の場合を例にとると，
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　　讐’一ノ（・Ill・…），・…）・窪1’－8（x・・・・・…，・…），警多’一ぬ（・ω・・…，・…）

　　響｝－f（x（1）；y（2），2②），誓一9（型…2・，・・2・），響L鯉・・…，…））

となる．このモデルは，以下の2つの捉え方を許す．まず，2つの3次元非線形素子が連立

しているという捉え方をする（Fig．4（1））．すると，系1の変数x（1）が系2のx（2）に代入され

ることから，系1をMaster，系2をSlaveと呼ぷことができる．　MasterはSlaveからのフ

ィードバックを受けずに系本来の振る舞いを示し，一方，SlaveはMasterからの影響が加わ

った振る舞いをする．また，共通なDrive信号を持つ2つの系という見方も有効である（Fig．

4（2））．この立場では，xはDrive信号であり，2つのResponse系（y（1），　z（1）），（y（2），　z（2））

が，Drive変数にフィードバックを与えつつ，相互作用の下で発展することになる．

（1）

Master

X1

y1

Z1

⇒

Slave

Y2

z2

（2）

Dr且ve

　　釦1国
　　　　　　　　　⇒圏

Response1 Response2

Fig．4　Pecora・Carrollによる成分代入結合系の概念図
　（1）は，二つの素子が連立したMaster・Slaveの捉え方，（2）は，共通のDrive信号を持つ二つ

のResponseという捉え方の概念図である，

　同期現象

　Fig．5には，2次元（yω，　zω）平面上での軌道の発展（ゴ＝1，2）を示す．違った初期値

（20，20，20），（－100，－100，0）から出発した2つの軌道が同じアトラクターへ収束し，

やがて同期をする様子がわかる．Fig．6では，この各素子の間の変数の差（△y≡ly（i｝－Y2｝　1，

△z≡1z（i）－z（2）1）の時系列により，同期現象の過程を示す．結合していない場合の△y，△2

は，常に101の程度にとどまっているのに対して，結合した場合の△y，△zは指数関数的に急

速に減少していることがわかる．
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z〔t）
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一150 ）
O
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y
－

一100

●…・jnitial　point

Fig．5　成分代入結合系（Lorenzモデル）の相平面上での振る舞い
　全く異なる初期値（図中2つの黒丸）から発展した二つの軌道が，同じアトラクターに
引き込まれ，次第に同期していく様子がわかる．

△y，△z

　510

　　010

　。10
10

t
l
o

Fig．6　成分代入結合系（Lorenzモデル）の変数聞の差（△y，△～）の時系列
　横軸には時問をとり，縦軸には変数の差を対数で取る．結合させた場合，結合させない
場合，ともに同じ初期値で発展させる．結合させた場合は，変数の差が指難関数的に減少
して同期しているのに対し．結合させない場合は．口切オーダー一あたりで滞在しており，
同期をしていないことがわかる．
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　同期現象の必要条件

　同期現象が起こるためには，Driveを除いた他の2変数のLyapunov指数（sub・

Lyapunov指数）が負である必要がある．Lorenzモデルの結合系と，R6sslerモデルの結合

系のsub－Lyapunov指数を表1に示す．この表によると，　Lorenzモデルにおいて，　zが

Drive信号の時には，xの発散性のために同期現象が起きないことがわかる．また，　Rδsslerモ

デルの場合には，Drive信号にy変数を用いた場合にしか同期現象が起きないことがわかる．

表1

system Drlve　　Response　　Sub－Lyapunov　e】Φonents

　R6ssler　　　x
a＝＝O．2　b＝　O．2
　　　　　　　　　y
c＝9．O
　　　　　　　　　z

（y，z）

（x，z）

（x，y）

（＋0・2，8。89）

（－0．056，－8．81）

（＋0・1，＋0．1）

　Lorenz　　　x
P＝10　b＝8／3　　y
r＝60　　　　　　　z

（y，z）

（x，z）

（x，y）

（－1・81，－1・86）

（－2・67，－9・99）

（＋0．0108，－11．01）

　共通の非線形性を持った2つの流れ素子が完全な同期現象をカオス領域でも示すことは，

カオス的なニューロンのネットワークで，脳の知的な活動を保証する可能性である．この点

でPecora・Carro11の先駆的仕事の意義は大きい．

　非線形性が異なる場合：位相同期

　それでは，非線形性が異なる場合には，同期現象はどのようになるのであろうか．これが，

本論文の主題であるが，この点についてPecora－Carro11は非線形性が僅かに異なる場合の結

果のみを与えている．

　上と同じLorenz素子の結合模型においてパラメータrの差は5％にとり，　r、＝60，　r2・＝＝

57の場合のy変数，及びz変数の差（△），＝レ（1》－y（2）1，△z　＝1　za）一　z（2）1）の場合の

時系列をFig．7に示す．この場合，2つの系は，102程度の距離から，前とほぼ同様に指数関

数的な接近をし，その後，101程度の一定の距離を保って発展することが見られる．このこと

から，Pecora－Carrollは，2つの系の間の非線形性の相違が10パーセン，ト程度以内であれば

同期が起こると結論している．
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Fig．7異なる非線形性（rl　＝　60，　r2　・　57）を持つL。renzモデルの行列型結合系

　軸の取り方や，初期値はFig．　6に同じである．　t≦2までに△zの距離が101のオーダーま
で減少し，以降はそのあたりの距離を保っていることがわかる．一見すると，この系は同
期していないように見えるが，この図による解析は位相同期現象を見失うことになってい
る（本文参照）．

　しかしながら，このような△yや△zの様な距離差での解析は，非常に大きな危険性を含ん

でいる．実際，2つの系の間の非線形性の相違がもっと大きい場合，例えば本論文の次節以

降で考察するr、＝28，r2＝300の様な場合，同期現象は見られないということが結論されてし

まう．実は，第3節で報告するように，位相空間で2つの系の軌道の全プロファイルを観察

すれば，それらは完全に相似形のアトラクターを描き，位相的に完全に同期していることが

見られる．この興味深い現象を本論文では位相同期現象と呼ぷ．△yや△zの様な距離差を使

った同期の解析は，この重要な現象を我々の目から隠してしまう．実際，我々の知る限り，

Pecora・Carrollのカオス系の同期現象のレポート以降の，’ネットワークにおける引き込み現

象の研究は，非線形性が同一の素子の系のそれに主力を注がれているように思われるが，第

1節で強調した様に，ネットワークの協同現象で重要なのは，2つの系の軌道の接近ではな

く位相的な同期現象である．本論文では，次節以降で，視点を広げ，様々の非線形性を持つ

多数の素子から成るネットワークにおける位相同期現象を考察する．

2．3等しい非線形性を持つ流れ素子の大域的ネットワーク

　カスケード模型から大域的ネットワークへ

　Pecora－Carro11は，共通の非線形性を持つ流れ素子のネットワークも考えている．それ

は，1つのMaster（M）から順に変数代入をしていき，一方方向結合の鎖を作る（M→5ω

→S②→S（3）→…）カスケード型のネットワークである．しかし，成分代入結合系はどうして
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も1つの素子が全体を支配することになってしまう．この状況を脳に置き換えると脳全体の

振る舞いを1つの素子が決定してしまうことになり，成分代入結合系は脳のモデルとしては

適切ではない．すでに2．1節で見たように，マップの大域的ネットワークでは，双方向の相互

作用のために，全素子が対等に関与する協同現象が起こり，カオス素子の結合系でも，周期

的な構造発生を起こす．そこで，流れ素子の大域的ネットワークの振る舞いを調べよう．

　流れ素子として，ここではN個のLorenzモデル（10）を用いることにする．まず，前節

のマップの第1段階（6）に対応して各素子を

　　x（の（t＋△t）　＝x（i）（t）＋P（y（i）－x（i｝）△t

　　yωα＋△t）　＝y（i）（t）＋（－x（i）z（i）＋γωκω一yω）△t　　　（ゴ＝1，…，N）（11）

　　z（i）（t十△t）＝2ω（t）十（x（i）　y（　i）　一　bz（i））△t

によって発展させる，第2段階では，（7）に対応して．x，　y，　zの3変数のうち，例えば，

xについて

　　　　x・・）一（・一・）糾講廻

により，その平均場を通．して大域的に相互作用させる．

（12）

　y（i）

50、

0．

一50：

t
5

Fig．8　流れ素子（Lorenzモデル）の大域的ネットワークの時系列

　20個の流れ素子の非線形性は等しく，それらの初期値は乱数で発生させる．変数xを平
均場を通して相互作用させた20本のLorenzモデルの軌道が，’＝3までには同期をしてい
ることがわかる．
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　連続的流れの極限の存在

　ここで流れを差分化した式（11）について考える．この系は，相互作用させた変数につい

てはマップとして発展し，直接相互作用させていない残りの2変数については△tで離散化

された非自律系として発展する．よってこの系は，1次元について相互作用した多次元マッ

プということができる．しかし，この系は、△t→0の極限において，以下のことから連続的

な振る舞いを示す．Lorenzモデル（11）の各変数は，微・J・時間△tごとに，△tのオーダーの

変化で微小な非線形発展をするのに対し，平均場を通した相互作用（12）は平均場の方向に

座標変数のオーダーで系を収束させる．これは，速度変数でなく座標変数で相互作用させた

ことに依っている．この系がアトラクターに収束するまでは，座標変数の大きさは△tよりも

ずっと大きいために，系は離散的に振る舞う．しかし，一定の時間が経過すると，Drive変数

であるx変数は，その平均場へと指数関数的に急速に収束していき，その収束性は微小時間

発展中の非線形効果と競合するようになる．ここまで発展が進んだときに，系の軌道は1つ

のアトラクターに漸近し，そのアトラクターは，系の発散性と収束性のバランスで決定され

る．この時に，各微小時間ごとの軌道の変化は，発散性，収束性のそれぞれが△tのオーダー

の大きさになっているので系の軌道は連続した流れになるのである．このときのバランスは，

離散化する際の△tが連続的な流れを保証するだけ微小であれば，その値には全く依存しな

い．以下の数値計算においては，この△tの値を△t＝　10－4にとるが，すべての計算の結果

は，これ以下の△tについてすべて成立する．　　　　一

　同期現象とその条件

　Fig．8には，この系をN＝20，各素子のパラメータをr＝28（カオス），Pi10，　b＝8／3とし

て発展させた時のy変数の時系列を示す．この図により；すべての20本の軌道が同期をし

て，最終的には相空間上で1本のカオス軌道になることがわかる．この同期現象は、各素子

を周期に設定しても，同様に1本の周期軌道になるg相互作用させる変数をx以外の変数に

した場合や，2つ以上の変数を組み合わせた場合，以下のようになる．

　　　　x，y，儲y）（y，z）（xy，z）での結合　→　同期現象が起きる

　　　　　　　　　　　　　　z，（Mz）での結合　→　同期しない

このように，非線形性が共通の流れ素子の大域的ネットワークでは，各素子に異なる初期値

を設定したのにもかかわらず，すべての素子が同じ変数値を持つようになり，結合系は1つ

のアトラクター上を発展するようになる．この協同現象は，脳の記憶保持において重要な役

割を果たすと思われる．
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　流れ素子の特性

　マップの大域的ネットワークの場合には，各マップ素子が共通の高い非線形性を持ってい

る場合に，平均場を通した相互作用が与えられると，クラスター化が起こり，それぞれのク

ラスターは，周期的な運動をするという興味深い協同現象が起こることは2．1節で見たとおり

である．これに対して，各素子が共通の非線形性を持つ流れ素子の大域的ネットワークでは，

連続的な流れが実現される程度にAtを微小にとる限りでは，△tごとの変数の変化量が小さ

いため，我々の結果は，マップの場合と異なりこのようなクラスター発生が起こらないこと

を示している．我々は，次節で異なる非線形性を持つ流れ素子のネットワークを調べる．こ

の場合，共通の非線形性をもつ素子の成す部分集合ごとに同期が起こり，その部分集合同士

の相互作用によってネットワークが新しい非線形状態に移行することを見る．この点で，大

域的結合模型は変数代入によるカスケード型模型に比べて多くの様相を包含している．

3．異なる非線形性をもつ流れ素子の結合系

　基本的な確率関数〆＝tanh（Ph）は，　hの値について異なる非線形性の分布を持つ．同様

に，簡易化した脳のモデルでも，すべての素子が全く等しい非線形状態にあるとは考えにく

い．よって，ここでは異なる非線形性を持った素子のネットワークを考えていこう．

3．1異なる非線性を持つLorenzモデルの大域的ネットワーク

　2段階引き込み現象

　流れ素子としてLorenzモデルをN個用いて，簡単のため，　N個のうちN，個にはカオス

的（r＝28），N，個には周期的（r　・＝　300）な非線形パラメータを設定する．またその他のパラ

メータについてはすべて共通にする（P＝10，ろ＝8／3）．そして（11），（12）により，変数x

について，これら（N，，N，）個の素子を平均場を通して相互作用させる．

　Fig．9，10にこの系の数値計算結果を示す．　Lorenzモデルは1V＝20個用い，また，（12）に

おける平均場との相互作用のパラメータはε＝o．3とする。Fig．9に示すように，ランダムな初

期値からの系の時間発展は，次の2段階の発展をしている．

〔1〕まず，互いに等しい非線形パラメータを持つもの同士が同期を始め（tbl　O．4），系は2

つのそれぞれ同期したクラスターに分解し，結果的に軌道は2本になる（tcr2．0）．この段階
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Fig．9異なる非線形性を持つ流れ素子（Lorenzモデル）の大域的ネットワークの時系列
　非線形パラメータをN、＝4個についてはr　・・　28，N2　・・　16個についてはr＝300とする．こ

の図の縦軸の原点は，〃且，N，それぞれについて取ることにする．　tOt　1．．8までにN，，～2それ

ぞれが2段階引き込み現象の〔1〕の同期現象を起こし，t＞2．2以降は2段階引き込み現象
の〔2〕の形態変化を起こしていることがわかる．
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Fig．10　異なる非線形性を持っ流れ素

子（Lorenzモデル）大域的ネットワー

クの相平面上での振る舞い

　10aにおいては，非線形パラメータ
をN・＝15個についてはr　＝28，N，＝5個に

ついてはr＝300とし，初期値は乱数で

発生させる．z‘配100あたりの15本の

軌道は，2倍の大きさで描いてある．

図中の始点はt＝1．5での軌道の切断点

を表す．次第にくtl本，　N2本の軌道がそ

れぞれ一本になり，位相同期した相似

形のカオスアトラクターを描く．終点

では位相同期のため，それぞれが一点
になっている、

　10bにおいては，非線形パラメータ
をN、；5個についてはr＝28，N2＝15個に

ついてはr　＝　300とし，初期値は乱数で

発生させる．10bにおける軌道も，
z’・yl50あたりの軌道は，3倍の大き

さで描いてある．図中の始点は，20本

の軌道が十分収束した時（t＝5）の
切断点を表す．収束した結果，20本の

軌道が2本になり，その2本の軌道が
周期軌道で位相同期をしている様子が
わかる．
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では2本の軌道はそれぞれの非線形性に固有な軌道を描く．つまり，多数系のダイナミック

スは，2つの系によって記述できるものとなる．

〔2〕2つのクラスター間の相互作用のもとで，系の非線形性が変化し（2．2＜t＜2．4），それ

らは，互いに違った位置．違った大きさを持つ相似形のアトラクターをつくる（t＞2．4）．

〔2〕で見られる相似形を描く同期現象をここでは“位相同期”と名付ける．Fig．10a、10bに

は，それぞれ（N，，〈「2）＝（15，5），（5，15）の場合の（y，　z）平面上での最終的なアトラクタ

ーを示す．〔1〕で2本にまとまった軌道が〔2〕で収束するアトラクターの種類は，カオス

の数の方が周期よりも多い場合（Fig．10a）は，位相同期したカオスに，周期の数の方がカオ

スよりも多い場合（Fig．10b）はともに周期になる．つまり，クラスターの素子数の大小は，

カオス←・周期の間の非線形性の変化を引き起こしている．我々は，非線形性の変化と位相同

期をもたらす〔2〕の過程を，“形態変化”と名付ける．上述の2段階を経て実現する引き込

み現象は，簡潔にいうと，同期現象に引き続く形態変化ということができる．なお，ここで

取り上げた2段階引き込み現象は，2Vニ20に限らずもっと多数の素子の場合でも同様に起こ

る．

　構成比に対するPoincar6マップ

　2段階引き込み現象によって系が収束するアトラクターの種類には，素子の数Nにおけ

るカオス（1＞1）と周期（N2）の間の割合が関係している．そこで，構成比として

　　　　・－Mi．￥Mk，　　　　　　　　　（・3）

を定義し，アトラクターのη依存性を調べる．Fig．11のPoincar6マップの縦軸はN個の素

子のz（i）変数，横軸はη（0≦η≦1）である．互いに相似なPoincar6マップは，系が形態変

化を起こしたN，個と通個のクラスターになっていることを示している．またこのPoincar6

マップは，構成比ηが変わるにつれて，この系のアトラクターが，周期，カオス，3周期の

窓の構造発生などのバラエティに富む様相を持つことを端的にしめしている．

　・N個の異なる非線形性（〈t1，　N2）を持つ素子の大域的ネット

ワークは，2段階引き込み現象によって，わずか1つのパラメータ

ηで指定される位相同期しているアトラクターに形態変化する．
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Fig．tl異なる非線形性を持つ流れ素子（Lorenzモデル）の大域的ネットワークのPoincar6
マツプ
　素子数くr・・2SOとする．横軸には構成比η＝Nl／（Ni＋N2）を取り，縦軸には各ηことの素
子全体の極限軌道を時間範囲10≦t≦i5について取る．極限軌道をプ［liットする条件は，　z
変数の傾きがゼロの時にする．上下に相似なPoincar6マップがあることから，位相同期が
確認できる．また，各構成比ことのアトラクターは，周期，カオス，三周期の窓など，バ
ラエティーに富んでいる．

3．2異なる非線形パラメータを持つ2つの流れ素子の行列型結合系

　行列型結合系の定式化

　異なる非線形性を持った流れ素子の大域的ネットワークは，前節の2段階引き込み現象に

おける第1段階の同期現象によって，我々の最も簡単な設定では2っのクラスターに分離し，

その2つのクラスター間のダイナミックスに帰着する．それと比べるために，ここでは，異

なる’非線形パラメータを持つただ2つのLorenzモデルの双方向の相互作用モデルを考察す

る．結合には，（9）の様なマップでよく使われる行列型結合を採用する．

　まず2つのLorenzモデルを用い，それぞれの非線形パラメータrをカオスと周期にそれ

ぞれ設定する（r、＝28，r，　＝　300）．また，その他のパラメータは共通にする（P＝10，δ＝8／3）．

そして，この2つの系を式（9）のように変数xについて結合させる．

　　　　x（1》←　（1一ε、）x（1〕＋ε、x（2）

　　　　x（2）　←　　　（1一ε1）x（2）十εlx（i）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

ただし、ε、　＝　eε　，’ ﾃ、＝（1一θ）kとする（0≦ε≦1，0≦θ≦1）．この写像で，
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系i（i＝1，2）は，他方の素子にεiで影響を与え，パラメータεはその相互作用の強さを

表す．この系を，異なる非線形性を持つ流れ素子の行列型結合系と呼ぷ．

　パラメータ極限の解析と系の形態変化

　次に，この系をパラメータε，θの取り方によって解析していこう．

　（1）ε＝1，θ＝1（又は0）の場合

　ε＝1，θ＝1というパラメータの設定は，系の結合が最も強く，結合による影響は，系1

から系2という一方方向になる．実際にε＝1，θ；1の場合，式（14）は，

　　　　x（1）　←　x〔1）

　　　　x（2）　　←　　x（1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

となる．すなわちこの極限は，Pecora・Carro11の変数代入結合系に他ならない．

　（2）一般のε，θの場合

　一般のε，θでは，εが系の結合の強さを決め，θが2系の双方向の相互作用の方向性を制

御している．以下では，2つのパラメータ設定（ε＝0．3でθ＝0．2及びθ＝0．8）を例として解

析する．Fig．12a，12bには，それぞれ0＝0．2とθ＝0．8の場合の（ツ，2）平面上での極限軌

道を，またFig．12cにはθ＝0．2の場合の極限軌道のリサージュ図形を示す．まずFig．12aで

は，系のアトラクターは2つの周期軌道になり，Fig．12bではカオス軌道になっている．この

2つの例は，この系において，θの大小によりカオス←→周期の非線形性の変化が起きている

ことを示している．またFig．12cにおいて，リサージュ図形が原点を通る直線になっているこ

とから，2つの軌道が位相同期をしていることがわかる．つまり，この行列型結合系でも，

前節の2段階引き込み現象における形態変化が起きている．

　　　　　　異なる非線形性を持つ2つのLorenzモデルの行列型結合系は，

　　　　　　　形態変化を起こし，最終的に、ただ1つのパラメータθで

　　　　　　　　記述される位相同期したアトラクターへと発展する．
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　　　Flg．12　Lorenzモデルの行列型結合系
　　　（E＝0．3）の相平面上での極限軌道と，

　　　そのLissajous図形
　　　　二つのLorenzモデルの初期値は乱数

　　　で発生させ，また非線形パラメータは
　　　それぞれ，ri＝28，　r2＝300とする．

　　　　12aにおいて，θ冨α2では，　r、＝28の

　　　非線形性が形態変化し，周期軌道で位
ye　　相同期現象が起きている．

　　　　同様に，12bにおいて，θ＝O．Sでは，

　　　r2　＝300の非線形が形態変化し，カオス

　　　で位相同期現象が起きている．

　　　　12cにはθ＝O．2の場合のLissajous図

　　　形が示してある．この図によって，2つ

　　　の流れ素子の間の位相同期が確かめら
　　　れる．

y①

y（’）

0

　　一15　　（。）Llssaj・u・・Pt・t　　15

3．3大域的ネットワーク（η）と行列型結合系（θ）の間の対応

　3．1節で見たように，異なる非線形性を持つ流れ素子の大域的ネットワークにおいては，N，

個とN，個がそれぞれまとまったクラスターを形成し，構成比ηによってこの系の形態変化

がコントロールされる．また3，2節で見たように，異なる非線形性を持つLorenzモデルの行

列型結合系においては，パラメータθによって系の形態変化はコントロールされる．従っ

て，これら2っのパラメータη，θの間には，何らかの対応関係が存在するはずである．も

し，3．1節で述べた大域的模型での2段階の引き込み現象で第1段階のクラスター化が強く，

それ以後の発展において，（N，，N，）型模型の素子のダイナミックスが完全に2つの素子のダ

イナミックスに帰着するとすれば，マップの場合の式（7）から（9）の導出を形式的にこ

の場合も適用できて，ηとθのアトラクターを決定する上での役割は，全く一致するはずで

ある．

　ここでは，パラメータη，θに対するそれぞれのPoincar歪マップを比較することで，こ

の仮定の正しさを確認しよう：前者は，すでにFig．11で与えられているので，　Fig．13に，
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（重）

Z
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ
　　0　　　　　　　　　　　　　0．5　　　　　　　　　　　　1．O

Fig．13　Lorenzモデルの行列型結合系（ε＝O．3）のPoincar6マップ
　横軸にはθを取り，縦軸には各θことの流れ素子の漸近値を取る．漸近値をプロットす
る条件は，z変数の傾きがゼロの時にする．上下に相似なPoincar6マップがあることか
ら，位相同期が確認できる．また，Fig．11との比較によって，結合定数θと構成比ηの対応
がわかる．

Fig．11の場合と全く同じに取った行列型結合系のPoincar6マップを示す．分岐の様子や周期

の窓に至るまで，2つの図は確かに完全に対応している．すなわち，行列型結合系における

パラメータθと，大域的ネットワークにおける定数ηの間には，完全な1対1の対応があ

り，2段階引き込み現象における第1段階のクラスター状態は非常に強く，引き続く形態変

化過程において，それぞれのクラスターは独立な単一素子と見なすことが可能である．

3．4結合パラメータθと非線形パラメータrの対応

　少しだけ，ここでの研究の当初の事情を述べる．この論文におけるこの節の意味が明確に

なるからである．我々が，流れ素子の結合系を解析し始めた頃の第1の目標は，2個のカオ

ス的振る舞いを持つ流れ素子に行列型の結合をさせて，周期的な流れを実現することにあっ

た．写像素子の場合には，確かに，それを実現できる．実際，2個の写像素子がカオス的領

域にあっても相互作用を適当に強くすれば平均化のために結合系は周期的アトラクターには’

いる．それと同じことが流れ素子の場合でも起こるはずだ，という期待にもとついて様々な

模型，初期値，パラメータや変数の組み合わせを試みたが，当時はすべて，失敗に終わった．

　実は，それは，全く簡単なことであった．初期値についての依存性もないし，模型もLorenz

素子でもRdssler素子でもかまわない。流れ素子の行列型結合系では形態変化をつかさどる

のは式（14）のパラメータθであり，単一の流れ素子の非線形性を決定するのは，Lorenz
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素子では，パラメータrである．答えの鍵は，この2つのパラメータθとrが，完全に1：1

で対応しているという事である．また，（1＞1，N，）型の流れ素子の結合模型では，第1段階の

同期過程でダイナミックスが2つのクラスターのダイナミックスに簡略化され，そのため，

続く形態変化過程は，2つの流れ素子の行列型結合系の位相同期過程に帰着することを見て

きたが，この1：1対応は，最後の仕上げをする．位相同期している（N，，N，）系の最終的な

アトラクターは，これらの模型においては，この1：1対応のために，単一の流れ素子の力学

で記述されるものとなる．この節では，まずこの1：1対応の事実を数値計算で確認しよう．

　Fig．14aに，　ri＝28，　r，　・・　300を持つ2つのLorenzモデルのε＝0．3での行列型結合系の

Lyapunov指数のθ依存性を示す（9）．2つのLorenzモデルの結合系であるために，結合系は

6次元相空間中の流れであり，6個のLyapunQv指数を持つ．一方，　Fig．14bは，単一の

LorenzモデルのLyapunov指数をr＝28からr＝300の間で示している．勿論，　rを除くほか

のパラメータは，すべて共通にとる（P　・＝　10，b＝8／3）．両図を比較すれば明白なように，結

合系のLyapunov指数6個の中，3個の指数の特定のθでの値は，単一の流れのLyapunov

指数3個の
　　　　r＝rl十θ（r2－rl）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

における値と完全に一致し，他の固有値は，全くθ依存性を持たぬtrivialな自由度を記述し

ている．

λ

5

0

一10

一20

　0 0。5

（a）

　λ
5

0

一10

　θ一20
1．0　　　300 200

（b）

100

Fig．14　行列型結合系（ε＝0．3）（a）及び相互作用のないLorenzモデル（b）のLyapunov指数
　14a，14bともに縦軸はLyapunov指数を同じ範囲で取る（－20≦λ≦5）．
　14aについては6次元のLyapunov指数を各θ（0≦θ≦1．0）；’とに求める．λ2t　－2．0での

ほぼ一定の直線上には，二つのLyapunov指数が属している．また，図の範囲外のλく一20
にはもう一つのLyapunov指数がある．
　14bについては3次元のLyapunov指数を各r（300≧r≧28）ことに求める．14aとの対応
を見るために，14bでの横軸rは増加とは逆の方向に取る。
　14aにおける自明に一定なLyapunov指数を除けば．　14aと14bから，θとr，の問に対応が
あることがわかる．

「
8

」
2
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　すなわち，結合系の力学的自由度の中，ちょうど半分が単一の素子の力学に帰着している

事を示している．この1：1対応を直接に確認する事もできる．上の換算式により，例えば，

行列型結合系（r、＝28，r2＝300）でのθ＝0．5での振る舞いは，単一のLorenzモデルのr＝

（28＋300）／2＝164での振る舞いと一致する訳である．すべてのθの値についても，位相同期

した結合系の極限軌道のプロファイルが，対応するrでの単一の軌道のそれと一致している

ことが確認されている．

　この1：1対応を利用すればこの節の冒頭で述べた我々の当初の目標も容易に実現できる．

Fig．15がRδssler素子の場合を例に取った答えを与える．すなわち，2つのカオス的な流れ素

子を結合させて周期的な流れを実現するには，まず単一の流れの最大Lyapunov指数が0

（周期的）となる非線形パラメータ値をまず特定し，次にその値を含むパラメータの区間を

両端点での最大Lyapunov指数が正（カオス的）になるように選び，最後に2つの流れ素子

のパラメータを端点それぞれの値に設定すればよい．この事の工学的価値は明らかである．

流れ素子の結合系の位相同期現象は，結合定数で完全に制御できる．非線形素子の非線形性

1。0

一3．0

λ

2．0

C

　　c6．5

c…cllaos　　p…period

Fig．15　2つの流れ素子から結合定数でアトラクターを制御する方法
　例として．標準的なROsslerモデル（∂＝0．2，b・　O．2．cE［2．0，6．5］）をとり，その最大

Lyapunov指数のグラフ上に本文中の制御法を図示する．
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を機械的に操作しないでも，2つの異なる領域での非線形素子を用意して加算回路で出力を

合成・フィードバックすればよい．そうすれば，カオスとカオスから位相同期した周期を作

ることもできるし，周期と周期からカオスを作ることもできる．この意味で，流れ素子の結

合系は，写像の結合系と同等に豊富なバラエティに富むアトラクターを提供している．生物

の進化の全過程が，胎児の成長にみることができるように，非線形性パラメータの値がr、か

らr2に至るまでの流れのすべての様相が，2つの素子のパラメータ値をr、とr2に固定してお

いても，その間の系のすべての振る舞いを結合定数を変えるだけで実現できる．

　この1：1対応の原因は，次のように理解される．再び2つのLorenz素子に戻る．我々は，

それぞれの流れ素子のx，y，　zの変数の中，　xのみを式（14）によって結合させている．こ

の式は，（8），（9）の対応により，2つの系の“重心”のx座標

　　　　死＝θx（1）十　（1一θ）κ〔2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

を与える式と見なせる。初期値としては3変数とも全く各系で異なる値に設定するので，発

展の初期には、（17）の重み付きの平均操作は系に非連続的な発展を与えてしまうが，平均値へ

の収束は指数関数的に急速なので，結合系は直ちに連続的な流れになることは，2．2節で詳述

したとおりであり，それが位相同期した2つの流れであることは3．2節で確認されている．こ

の連続な流れの成立のあとで，2つの流れの重心一（Xl，夕i，Zl）と（Q，　Y2，z2）との式（17）による

重み付き平均一の従う発展方程式を式（11）から，右辺でx（1）　Yκ（2）鰯として求めると，まさに

式（16）で決まるrを持つ単一の流れの発展方程式と一致する．すなわち，2つの流れの重心

は，単一のLorenz流れ素子のrでの力学に従う．しかも，位相同期は，2つの流れ素子が相

似の軌道を持つことを意味するので，結局2つの流れは，rを持つ単一の流れと相似になる。

このことは，Rdssler模型でも同様である．従って，結合系’を構成する2つの流れの相対運動

の自由度は位相同期とともに死んで，生き残る自由度は，重心運動の自由度である．

Lyapunov指数が示す動的な自由度は，重や運動の自由度である．

　なお，1：1対応の解析的な説明で，重心の従う方程式が，単一の流れのそれと一致してい

る部分は，流れの方程式でxの係数がy，zの1次式であることによる．我々は，もっと一般

の非線形流れで，どの程度まで重心運動への簡略化が成立するかを現在数値的に調べている．

4．位相同期現象の剛性（robustness）

4．1　θによる流れ素子結合系の非線形性コントロール

パラメータeを与えるごとに，2つの流れ素子の行列型結合系の非線形性が決定される，
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Fig．16　θの連続的変化に対するL◎renzモデルの行列型結合系の相平面上での振る舞い
　二つのLorenzモデルの非線形パラメータはそれぞれ，　ri　＝　28，　r，　F　300とする．この場

合，行列型結合によって相互作用させる変数をyとする、θ＝O．2で十分に収束した軌道に
対して，θ＝釜　tan“i（t）でθを変化させる．急激なθの増加にも閲わらず，位相同期が保た

れていることから，この位相同期が極めて剛的であることがわかる．

このθの急激な変化に対して，位相同期が十分速くレスポンスすることが工学的な応用には

決め手となる．

　結合方法やパラメータは，3．2節の（14）と同じであるが，結合変数としてここではyを用

いることにする。Fig．16には，（x，　z）平面上での軌道の変化を示してある。この図における

θは次のように変化させる．まず，θ・＝O．2で行列型結合系の2つの軌道を発展させる．急速

に，カオス軌道は形態変化し，2本の軌道は周期的アトラクターに位相同期をする（図の上

部）．ここで，パラメータθを時間の関数θ＝号tan“1（t）で連続的に増加させる．　Fig．16を見

ると，2つの流れ素子は，θ・＝O．2→1．0の急激な変化に完全に応答して，位相同期を保ちつつ

周期からカオスに形態変化をすることがわかる．すなわち，位相同期は非線形性の連続的な

変化に対して極めて剛的である．ここでは再現性を与えるためにθを決まった時間の関数で

変化させたが，θを計算機のキーを押して人為的に様々に変化させても，位相同期を保ちつ

つ，軌道が発展する．
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za）

500

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（t）

　　＿200　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　　200

Fig．17　行列型結合からなる円環型の系の相平面上での振る舞い
　N、＝4個についての非線形パラメータをr＝28とし，〃2＝16個についてはr＝　300とす
る．また，N，＝4個は，’＝＝　2，8，13，17番目に配置する．この図における軌道は，十分収束さ

せている．この系は，r＝28を持つ4本の軌道が，残りのr＝300を持つ16本に引きずられて
形態変化を起こし，位相同期を起こしていることがわかる．

4．2流れ素子の隣接相互作用系

　第3節で見たように，異なる非線形性を持つLorenzモデルの大域的ネットワークは，結果

的に重心運動に帰着でき，相互作用のない単一のLorenzモデルに対応している．ここでは，

行列型の結合から成る円環型の系の場合を調べる．

　まず，素子としてLorenzモデルをN　・・　20個用いる．　rをのぞくパラメータは共通にし

（P　・10，bニ8／3），罵＝4個はカオス（r＝28），錫・＝16個は周期（r＝300）にパラメータを

設定する。次に，これらのLorenzモデルを円環型に配置し，（11）によって発展させた後，

隣り合うもの同士を，周期境界条件のもとで式（14）の行列型結合により双方向に相互作用

させる．

　　　　x（i）　←　（1一ε）x（i）十εx（i＋1）

　　　　x（i＋1）←（1一ε）x（i＋1｝＋εκω

以下では，ε＝0．15とし，4つのカオス的な素子は，円環上のランダムな位置（図ではi＝2，

8，13，17）に配置する．Fig．17に，（y，　z）平面上での20個の流れ素子の極限軌道を示す．大

域的結合の場合は，同じ非線形性をもつ素子の集団は厳密に1つのアトラクターに入るが，

この隣接的相互作用の場合の軌道は，あたかもランデブー・フライトのように極めて接近し
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Fig．18　行列型結合からなる円環型の系の時系列
　素子のパラメータや配置はFig．17と同様である．ただし．r＝300を持つ16本の軌道につい
ては，プロットするy変数を1／20でスケールダウンさせる．この系の引き込み現象は次の
二段階で理解できる．t〈2．0までに，周期の4本についてはピークが揃い．カオスのj6本に
ついてはカオスの帯がなめらかに同期している。次に，周期のピークが形態変化を起こし，
カオスの帯と完全に位相同期をしている。

た位置で同期をしていることがわかる．そして，2つのフライト集団の間の相互作用により，

本来，カオス的である4本の軌道は周期性を持つ16本の軌道に大きく引きずられて，両集団

の形態変化した結果としての最終的なアトラクターは位相同期をした2つのランデブー・フ

ライトとなる．Fig．17には，この航跡のスナップ・ショットを示すが，明白に位相同期を示し

ている．Fig．18には，この系の時系列を示す大域的模型の場合と同様に，同じパラメータをも

つ軌道集団が同期し（t＜1．5），続いて4個のカオス軌道が周期軌道に形態変化していく現象

を見て取ることができる．この現象は周期とカオスの構成比にのみ依存し，円環上の位置関

係には依存しない．同じ非線形パラメータを持つものを，円環上に連続的に配置しても離散

的に配置しても全く同様の形態変化が観察できる．

5．おわりに

　本論文では，まず第2節で，マップの大域的結合模型と，2つの流れ素子の結合模型の最

近の発展を対比した後，流れ素子の大域的結合模型，特に，異なる非線形性領域にある流れ

素子の結合系の解析の動機を述べた．さらに，我々の考察する流れ素子の結合模型が，差分
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化された発展の各ステップごとに座標変数を結合させるにもかかわらず，連続的な流れとし

ての極限を持っていることを述べた．

　第3節では，最も簡単な例として，N，のカオス的なLorenz流れ素子とN，個の周期的な

Lorenz流れ素子との大域的な結合模型を構成して，我々の導入した新しい概念である位相同

期の立場から解析を行った．3．1節では，この（N，，N，）型の大域的結合系では，同期現象が

2段階の過程を経て実現されることを述べた．すなわち，第1段階では，結合定数は素子を

区別しないにも関わらず，まず非線形性が等しい素子が同期を行い，第2段階では，これら

の集団同士の相互作用のもとで全体系は形態変化を遂げ，新しい位相同期をしている2つの

アトラクターを作る．このような2段階の発展機構は，第1段階の後に，（2V、，　N，）型の多数

の素子からなる結合系の力学は，わずか2個のクラスター間の力学に帰着され，従って，第

2段階の形態変化・位相同期過程は，2つの素子間の結合系の場合と同等であることを暗示

する．

　3．2節では，このことを確認するために，異なる非線形領域にある2個の流れ素子の行列型

結合系を調べた．続く3．3節で，大域的模型での構成比η＝以／（N，＋N，）と，行列型結合系

でのパラメータθが，正しい対応を持つことから，（N，，N，）結合系の力学が，2素子の力

学へ簡略化されていることを確認した．最後に3．4節で，このような2つの非線形流れ素子の

結合では，位相同期のために，系の力学はその“重心運動”で代表され，本質的に単一の流

れ素子の運動と一致することを示した．しかも，その重心運動は，流れにかける重みに相当

する結合定数を制御することで，様々なアトラクターを実現することを示した．

　第4節では，このような位相同期現象が工学的に応用するに足る剛性を持つこと，また，

必ずしも，大域的結合でなくても，両方向の相互作用を許しさえすれば，隣接相互作用のみ

を持つイジング型の結合模型でも実現することを示した．

　我々は，しばしば，系の力学変数の絶対値でなくその位相が本質的な意味を持つ物理学現

象に遭遇する．例えば，超伝導現象に重要なのは，BCS対の波動関数の位相ロッキングであ

り，また量子場の径路積分を古典解やインスタントン解が支配するのは，やはり，それらの

回りの径路が同位相で積分に寄与するからである．このような集団モード（秩序変数）が形

成されると，系の物理は，集団の重心座標の運動（零モード）で支配される．この物理は，

保存則のために自明なものになることもあるが，境界条件によって非自明になり，位相幾何

学的に興味深い内容を持つことがある．この論文で明らかにした非線形素子の結合系のバラ

エティに富む非自明な位相同期したアトラクターの存在は，非可積分系の特質を反映してい

るように思われる．
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　Tlle　dy量剛11ics　of　a　network　of　g置obaily　coupled　chao巳ic　nows　is　reduced巳o山a巳of　a　sillgle　chaotic翻ow　as

吐1e　rd3ult　or山e　phase　sytichronization．11ie　mec且1a皿ism　of山e　nonlinearity　decision　among　the　flows　is

clarified　and　a　simple　decision　rule　is　presen：cd　which　holds　in　a㎞ost　dle　en山障㎜ge　of　the　coup1血】gs　and㎞

awide　class　of　nonlinear　fiows．　The　key　observatio：1　is　tha巳而na且atnactors　represent吐1e‘‘motion　of　the　center

of　mass”　of山e　network．　The　nonlinearily　of　the伽a且attractors　can　be　con【rolled　by　coup1蝕195．

［S1063－651X（97）04203・7】

PACS　number（s）：05．45．＋b

1，INTRODUCTION

　　　The　brai皿is　a　netWork　of　a　huge　nunlber　of　dlaoUc　neu－

rons　and　it　is　supPosed血at　dle　syncllroniza戸on　over　cells　of

tlle　network　is　requisite　fbr　intemgence　and　paItem　recogni。

tion（e．g。，［1，2］）．　ln　a　recent　paper［3］we　reporIed　a　phenom・

enon　called　phase　synchroniuation．　We　observed　i亀in　a

simple　network　of　globally　coupled～V　nonlinear　fiows　in

which　the　parameters　of　N置flows　are　se【in　the　chaotic　re．

gime，　and　o山ers（1V2＝1V－1VI）in　the　periodic　regime．　Start－

i皿g　from　random　initia1　values，　tlle　like／V：and　IV2月Qws丘rs【

synchronize　among　themsolves　and　fbml　two　clusters，　o皿e

chaotic　and　the　o吐ler　periodic，　each　w三吐1山e　orig血al　nonl㎞・

earity，　and　then　the　two　clusters　metamorphose　into　two丘nai

attractors，　with　some　mutually　decided　nonlinearity．　The　fi－

nal　attractors　are　perfectly　synchronizing　each　odler　in山e

phase　and　tleir　orbitS　are　precisely　similar　but　different　i皿

吐le　size　and　i鳳posidons　in　the　phase　space．

　　Tlius　the　phase　synchronization　we　fo岨d　concems　nows

of　distinct　nonlinearities　and　consis鑑s　of　two　part5；the　fbr・

mation　of　new　metamorphosed　attractors　and　the　precise

phase　locking　among丘nal　attractors．　Rosenblum，　Pikovsky

and　Kurths［4］independcndy　fbund　similar　phcnomena
where　two　or　many∬ows　wi【h　the　same　n。nlinearity　syn・

chroaize　i皿phase　even　if　they　are　given　by　diffヒ爬nt　angular

velocities　wi吐1　the　difference　of　some　few　tens　of　percent．

We　should　note血at　di脆rence　in山e　angu且ar　veloc1ほes

（△ω）only　arnounts　to　dle　difference　in　the　linea∫conロibu一

　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ

ti。ns（Xi＝一ωiyi＋…，ンf＝ωXi＋…，‘＝1，2）．　Thus由eiτ

ana匪ysis　mainly　concems　fiows　of　the　same　nonlineafity．

Also’there　is　some　difference　of　interest　between廿1e　two

works．　Our　main　interest　is　tlle　possibili【y　of　precise　phase

lockmg　between　fiows　with　completely　d三fferent　nonlinear

parameters，　and　the　possibility　of　formation　of　pllase－Iocking

st飢es　with　new　nonlinearity　from．them　depending　on山e
coupiing　weighしOn　the　oUler　hand，山e　nlain　inteτes【iロ［4］

is山e　possibility　of吐Le　phase　synchronization　in　an　exte夏1ded

sense　ra【her　than　the　precise　phase　locking　when　fiows　of

identical　nonli皿earities　are　coupled　【oge吐1er　wi血　equal

weighしThey　call　it’‘phase　sync㎞’onization”if　tle　phase

difference　is　varyi皿g　but　docs　not　grow，　that　is，　when　there　is

no　difference　in　吐1e　average　angula【　velocities　over　long

time．　They　f6und　an　int釘es血g　threshold　in　the　coupiing

sU’ength　depending　on　the　difference　of　angular　veloc五【ies；

beyond　it吐le　phase　diffe爬nce　d㏄s　not　grow　over．2πand

below　it　Ule　phase　diffepence　grows　indefinitely．　They　also

showed山auwo　different　fiows　may　phase　synchro謡ze　in
01is　weak　sense　when　tiie　difference。f　the　two　flows　may　be

regarded　as　a　large　effective　noiseにm　as　in　dlo　case　of山e
　　　　　　　　　　　　－cQup1i雄g　of　Ross且er　and　Mackey－Glass　sy鵬ms．

　　Our　phase　syロchronizaUon（tle　me甑10甲hosis　and　the

phase　10ckmg）may　be　regarded　as　an血teres血9　case。f山e

dynamics　reduction　in由e　complex　system．　The　global　cou－

pling　is　not　essentia1；even　with　the　nearesトneighbor　both－

way　couplhlg　we　observe　sirnilar　phase　synchronization　ovβr

the　network．　Most・ama血g　is　the　fact　that　even　the　fiows

with　completely　d正stilct　nonlinear　parameters　can　phase　syn－

chronize．・㎞雌s　article　we　cla【ify　the　mechanism　of　this

reduction　of　the　neこwork　dynamics　and　investigate　how　the

Howslmut岨Ily　decide　their且nal　nonlinearity．11Sec．　H　we

recapitu［ate　some　of　our　previous　resuks．　We　in　particular

discuss山e　condidon　fbτthe　smooth　now　1血且t　of重he　evoiu－

tion　of　our　network　modcl．　In　Sec．皿【we　present　an　inUigu。

ing　observation山at山e丘nel【phase幽synchloa㎞g　attract◎rs

represent　essen丘ally【he　moほon　of山e　5’center　of　mass”of

the　network．　The　relative　motions　are　swept　away　by　the

overwheh血g　cohOrence　over　thc　network　as　a　result　of　the

synchroniza丘on　among由e且ows，　which　is爬皿血isc¢nt　of　the

apPearancc　of　the　order　parameに了in　the　supercondubtor　or

01e　Higgs　condensation　in　particle　physics、　Most　interest一

竃ngly　dle　nonlinearity　of　the　final　phase－synchron三zi皿g　attrac－

tors　is　decided　mutually　among　tle且ows　by　a　simple　deci・

sioll　rule　so　that吐1e且nai　phase曹synchronizing　attractors　may

be　controlled　by　the　couplillg　parameters　between　the　fiows

andlor　by　dle　popu猛ation　ratios　between　u咀hke　flows．】h　Sec．

IV　we　conclude　with　some　remarks　on　the　now・map　coπe－

sp。ndence．

n．THE　PHASE　SYNCHRONIZATION

　　First　let　us　p【esent　a　simple　network　of　globally　coupled

nonlinear　fiows。　Our　model　is　a　natural　extension　of　the　glo－

bally　coupled　one－dimensional　map　lattice　by　Kaneko［2］to

山enetwork　of　fiows　and　to　the　higher　di皿eロsions．　As　a

canonical　example　of　nonlinear　flow　with　more　than　one

variable．　lct　us　tako　N　Lorenz　fiows　and　set山e　pararneters

for山e　first　set　of且ows［（x‘（’）iン，（t），zi（t）），‘富1，．．．，～Vl］

1063。651X／97！55（3）ノ1（8）！＄10，00 鍾 1 01997The　American　Physical　Society
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　　FIG．　L　A　samp邑c　result　of【he　x・coup且ed監wo　distinct　Lorenz

nows，　rl冨28，り＝300，　and　dle、couplingε＝　O．3、θ呂0．3，　iUus【rating

dlc　iteration　of　thc　two　sこeps；山e　evolution（tho　aπowcd　solid置ine）

and　the　interaction（the　arrowed　dashed　line）．わ冨奎，P・＝10　for　botll

flows，　and　only　U鳩directly　coup量ed　variablesエ1．田1d　x2　are　exhib－

」led．　The飼ow5（circies）are　pulled　to　dle　mcan　field（solid　ba：）at

the而xed　rate　1－‘by　the　interaction　whi且e　the　mean丘eld　is　not

affected，　For・the・first・few　iterations（left）the・interaction・violates・the

smoothness　of【he　fiows．　Af¢er　sufficienこfbcus（right）由e　5mooこh・

ness　is　reI」ized．　NoにIhe　change　il　the　scale．　The　numbc路a豆ong

血e　horizon屈　axis　τep驚sent吐le　iteralion　sヒeps；each　s【cp　takes

△t＝10－4．The　interacdon　is　i皿stantaneous，　bul　to　i且1us【rate【he　in－

variance　Qf　the　mean　field，　it　is【◎presen【cd　with　half・wid【h　of【he

△t．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

in　the　chaotic　regime　a轟d　for　the　second　set
［（Xi（t），ン‘（’），Zi（’）），　i＝ハ1且十1，。∵，ハ11十ハ「2］in　the　periodic

regi皿e．　Typically　we　choose　rc1｝＝28，　rc2）；300，

わ（D＝bC2》＝豊，　P（豊）＝P（2）；10．　At　each　time　step　an　fiows

first　evolve　independently　via血e　fiow　equations，

潔」（f十△∫）＝x‘（f）十P（y‘－x‘）△’．

ン‘（t＋△’）＝ン，ω＋（－x，z，＋ノ，Xt一ッ，）△t，

Zi（t十△t）＝Zi（り十（x‘yi－bZi）△t，

・・一

o1：；；器臨1：ヴ1．，N、＋N、．

（i＝1t．．．，ハリ ・（1）

Then．　they　interact　with　each　other　in　only　one　din）ension　via

their　mean　fie且d．　For　instance，　choosing　x　f6r　dlis　dimension，

the　interaction　is　given　by

Xi←（1－e）Xi＋‘三，

where　i　is　the　m¢an　field，

・・
ﾐ，，

（2）

（3）

and　e　is廿1e　coupling　streng廿1．　The　network　evolves　repeat・

ing血is　two－step　Process　of　noniinear　evolution（亘）and　in－

teraction（2）．　We　illustrate　in　Fig．　nhe　iteration　of　dle　two

・Is

　　O 1 2

t

3 4 5

　　FIG，2．　The　evoluIion　of　Lorenz釘ows血1　time：（a）Global且y

coupled　fiows；1＞量昌4　fiowS　wi山r＝　28　andハr2　n　16　flows　wi山

ア＝300，bo出with　b嵩号，P呂10。　Flow　2　is　scaled　up　by　factor　3．（b）

Ma面x℃oロpled　εwo　flows　〔50e　Eq．（9）】aI　F　O，3　and

θ冒0。2電［4（4＋16）】．Both　from　random　start．　Tbe　fiows　in（a）丘rs【

form　two　clusters－and　passing　the　decision　process（shadowcd鴫a）

山ey　metamorPhase　into　Perfectly　phasc●synchroniZing　Periodic　at－

tractors　similar　lo　the　fina且attract◎rs　of重he　ma【r泳model　in（b）．

steps　schemadcally　fbr　the　x　variables㎞the　case　of　IV竃2．

111山efirst　step山e　flows　evoLve血dependently　of　each　o由er

from　diffgrent　values　and　wi血（虹s口nct　nonlinearity．　Thus　the

n。nlinear・evol山。n　in山e　first　step　actS　in　general　as　a　de一

ノbcusi’置8’α15・In　Ule　second　step　the　interaction　serves　as　a

／bcusi’88’ens　with　a　fixed　rate　1－‘to　the　mean　field£．　A

few　remari（s　are　in　order　bere．　F三岱し重he加teraction血血e

second　step　preserves　the　value　of　the　mean丘eld，

寿写（・1－・・…鋼・粋’蝋
（4）

This　invariance　of吐1e　mean　field　under血e　interacIioP　Plays

an　important　role　ill　guaranteei19　the　con血1uous　mo廿on　of

Ule　center　of　mass　of　the　network　as　is　discussed　below．

Secondly，　jn’our　two－step　evolution　modd，　the　mean　field

determines　the　next　positions　of　the　fiows　dir幽ectly　rather　than

via吐1e　velocities　of血c　nows．　This　is　a　cruciI岨difference

between　our　model　and　s〔㎜o　similar　network　mode1［4，5］．

Only　in　our　approach　can　the　dynamics　of　the　network　of

nows　have　a　direct　correspondence　with　the　globa皿y　coupied

map　lattice［2】．　Thirdly，　a1吐iough吐】e　sequence　of　nonlinear

evolution　and　inIeτaction　is　similar　wi山that　in吐1e　coup蚤ed

map　lattice，　wo　couple　the　variables　in　only　one　dimension　to

create吐：e　mean且eld　and　the　vatiab蓋es　i皿αher　d血nensio　ls　’

are　evolving　under　the　influence　of重his　mean　field．　Hence　i【

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
is　leg五timate　to　regard，Ule　mean　fie且d　x（t）as山e　master　sys－

tem　and【he　other　variables　as　the　slave　sys【em［5，6ユ．

　　Now，　let　us　derive　a　crucial　condition　for血e　smoothness

of　the　evolu口on　of　flows　under　Eqs，（1）and（2）。　For　some

period吐1e　in‘eraction　in　the　second　s¢P　Pulls山e　x‘vaτiab置es

to　their　mean　value　i　drastically　at　every　iteration．　But，　if　the

fbcusing　is　operaにd　on　thom　sumciendy　frequently，　all　of

lhem　are　soon　fbcuscd　around鑑he　mean　value∬　and〔he

change　of　lhe　x‘becα鵬s　co坦paほble　with　or　smaller　than
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△t．Then　the　inva【iance　of　y　under吐1e　interac口on　guarantees

the　smoothness　of　the　evoludon　of　xi　variables【o　lhe　same

extent　wi出吐1e　s1ηoothness　of　otler　slave　variables．　Le【us

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノdenote由eほme　between　two　Poincare　shots　asτ．　The　fbcus－

ing　rate　du4ng　this　period　may　b¢estimaにd　as

（1－e）T！△t剛e一τ1△t． （5）

This　should　overcome　the　defbcusing　rate　by　dle　nonlinear。

ity，　which　is　exp（x．．T）where　Xmax　is　the　largest　eigen－

value　of　the　Froquet　matrix．　Thus　the　condition　that　focusing

works　on　the　xi　variables　suf丘ciently　may　be　estima【ed

　τ
ε一〉λ
　　　　　　m乱鳳゜△’

（6）

After　this　smooth　flow　limi【is　reached　we　can　sωdy　d】e

response　of　the　slave　system　yごand　z，　under　the㎞舳ence　of

由emasにr　system気．　For　our　case　of　the　Lorenz　flows　Xm．　is

of　the　order　of　l　and　study　the　region　O．001　t＄　e≦1，so　we

need△∫≦10－3．　Of　course　sucl1△’is　snlai1．　enoug且1　so　tlla【

山e　difference　equadon　（1）　apProximates　thc　differential

equaほon。　Wi血　血is　consid¢ration　we　take△’＝10騨4

throughout　this　article．

　　In　Fig．2（a）we　show　the　evolution　of　the　globally　coupled

lV＝20Ωows　from　random　start　where　Ni　＝4（chaotic）and

ハ「2＝16（Period量c）．　For　the丘rst　period（0．2≦’≦i　1）廿1e　like

aows　synchronize　among　themselves，　fbmling　two　clusters

and，　pass血g血e　dccision　pcriod（1Gl　t≦L8），　the　two　ciu5－

ters　metamorphose　into　two　final　attractors．　Let　us　verify　thaピ

吐1e　first　syΩchronization（’≦1）among　like　fiows　is　suffi－

ciently　robust　so　thaUlle　2V　fiows　really　pass　the　decision

stage　as　tightly　bo岨d　two　clusters．　Such　a　test　of　the　dynam－

ics　reduction　from　N　to　2　may　be　devised　by　con舘ucting　a

model　of　two　fiow串represen血1g　thc　two　clusters，　rcspec－

tively．　If　such爬ducほon　really　occurs，吐1at　is，　if

（一・）一

o1：：；：：；：；：：：：ll）f79・’認㌦、＋・、

holds　aU　tle　time，　the　evolution　equation　reduces【o

；ω（t＋△’）＝x㈹（t）＋P（ン（1L潔ω）△t，

y（且）（’＋△t）＝ン（‘｝（t）＋（－xu）z（i）＋r（i）xco一ン（‘，）△t，

zω（t＋△t）零こωω＋（xωンuLわz〔‘，）△’

（’＝1，2）

and　the　interaction　is　simply

κω←（1－e）x（‘）＋ξτ（’需1，2），

where　7　is吐1e　population－ratio・weighted　avcrage，

∫1＝ηx〔且，十（1一η）x〔2），

（7）

（8）

withη＝1V亘〃V　and　1一η＝1V2〃V．　Now　let　us　introduce　an

lV＝2now　model　with　the　evolution　as　given　by　Eq．（7）and

with－an　interacti。n・in。nly　one（lim¢nsi。n，

xl1）←（1－c2）x〔i）＋e2x（2），

x（2）←（1一ε1）x（2）＋Clx（且）， （9）

wi山e塵＝θε，e2＝（1一θ）∈．　This　is　a　natUral　oxtension　of　the

one－way　coupling　model　by　Pecora　and　Caπol1［6］to　both・

way　coupling　wi山an　interPolation　parameterθ．　Now　we

llave吐1e　interacdon　desc曲ed　by　Eqs．（7）and（8）with　the

popula【ion　ra虚oηon　one　hand，　and　the　intcmc樋on（9）wi血

dle　interpolation　pa∫ameterηon監he　o匙her　han〔L　By　simple

a舳metic　we　can　show山ese　agree　with　each　o血er　wbcn
θ＝η［3］．That　is，　if　the　reducti。面。m　lV　t。2　really　occurs，

ULe　evolution　of吐1e　clus1ers　dlereafにr，　in　particular　the　meta－

morp』osis（decision），　should　proceed　just　in山e　same　way

widl　the　eVolution　of【the　sirnple　N＝2maぼix　model　with　the

interpolation　parame【erθset　aこ廿1e　value　of　the　populadon

ratioηof　the　clusters．

　　ln　Fig．2（b）we　show　the　evolution　of　the　maじix－coupled

1＞＝2modeL　The　agreement　betwee皿Figs．2（a）and　2（b）is

remarkable．　Tlle　flows　of吐1e　global　network㎞Fig．2（a）take

some　time　for　the　formation　of　two　clustcrs（0．2≦∫≦1）and

山eir　evoludon廿1e爬after　into　the丘na1飢廿actors　is　just　the

same　wi血山at　of　the　two∬ows血Fig．2（b），　withθa（ljusted

at　dle　population　ratioη（＝尭＝O．2）of　theハ』20且ows　ill

Fig．2（a）．

　　Ti11　noW　we　have　fbr　simplicity　divided【he且ows　into　two

groups，　one　in吐1e　chaodc　and吐100ほ1er　in　the　periodic　re－

gime．　Everything　goes　the　same　way　with山e　other　combi－

naほons，　chaotic　and　chaodc　but　with　different　chaoticness

and　so　on．　Furthemlore　we　have　checked山e　case　of吐1爬e

groups，　four　groups，。．．，ハ「groups（1V　flows　each　with　its

own　nonlinearity）・The　fiows　again　first　synChro血e　among

like　nows　fbm血1g　clusters（except　fbr　the　last　case），　and

then　metamorphose　into且nal　phase・synchroniZing　three，

fbur，．．．，1V　attractors．　Now　let　us　proceed　b　the　target血

dlis　ar口cle，　nameIy，廿Le　analysis　of　the　non血earity　decision

in【the　metamorphosis．

　　IH．．THE　METAMORPHOSIS

AND　NONLINEAIUTY　DEC五SION

　　Since　we丘ave　veri丘ed　the　reduction　of　the　dynamics　of

山eqows　to　thc　dynamics　of　clusters，　we　hereafter　mainiy

consider吐1e　nonlilearity　decision　between　two冠ows（two

clusters）wi山dis血1ct　nonlinearity。　TMs　is山e　study　of　the

second　reduction　fromハf＝　2　to・1．（Every　discussion　belo壷，

in　particular　the　exじaction　of　the　center　of：nass　degree　of

freedom，　can　be　e刈ended　to　the　case　of　genera1　N．　Recan　the

classical　mechanics　where山e【wo　body　problem　has　all　the

essen吐al　ingredients　of　the　1＞body　problem　apart　from　the．

more　subtle　case　of　i且tegrabi韮ity．）Previously　we　reported

tllat　the　pOpulation　ratioη＝1V且血山e　globany　coupled　ne匡・

work　of　flows，　or　equivalently血e　intcrpOlation　parameter

θi皿血ematrix・coupled　two翻ows，　serves　as　a　conぼol　pa－

rame【er　of　the　nonl血earity　of鑑he　final　at［ractors．　Now　we

show監hat血ete　exists　a　simple　rule　of　the証onl血eadty　deci－

sion　which　is　valid　fbr　a　wido　class　of　nonlinear丑ows．

　　1mhe　limitθ＝O　or　l　our　ma頃x　model　reduces　to　pre－

cisely　the　master－slave　model　proposed　by　Pecora　and　C町一

roll　in　their　pioneering　work　of　the　chaos　synchro皿ization

［61（11p爬par加g　ULis　a由clc　we　find山at血ese　au山ors　also
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suggOsted　in　another　paper［7］山e　study　of”iarge・parameこer

vat・iation”which　is　precisely山e【arget　of　our　work．）

　　Atθ霜1the　flow（cluster）1wins　and　a【θ＝0山e　now
（cluster）2w㎞s廿1e　decision　game［3，6］．　Thus　the　rule　for

θ陶Oandθ『1may　be　schema口cally　expressed

・…騨・
m：淵1：と （10）

with　obvious　symbo且s．　For　instance，　A（〆り）111eans　two

phase－synchroniZing　periodic　attractors　witil　nonlinearity　at

r（D．Surprisingly，　we丘nd　that　by　adjusting山e　couplingθ

apPropriately，　it　is　possib且e　to　cre飢e　from　two　chaotic　flows

tle　phase・synchro血ing　two　periodic　attractors

F（c，r（1））⑭F（C，r（2））→A（P）

or　even　to　create　from吐1e　coupling　of山cしwo　periodic　nows

the　phase－synchronizing　two　chao【五c　attracIors

F（P，r（t））⑭F（P，rω）→A（c）．

Here　we　added　the　symbol　C　or　P　as　a　memen【o　of　the

noniinearity（chaotic　or　periodic）of出e　single　How（cluster）

Fat　the　value　of　7（りwritten　tO　the　right　of　it．　We　asseruhat

廿1e　nonlinearity　decis三〇nτule　in　general　is

F（r｛1））⑧F（r（2））le→A（r（r〔1，，r〔2，，θ）），

ダ（r｛1〕，’（2），θ）陶・戸層θ（ノ・）（り十（1一θ）r（2）． （11）

The　rule　is　as　fbnows．　Fh’st，　the　丘nal　two幽phase・

synchroniZing　attractors　are　modulo　a　sca且e　factor　the　same

with血e　a匡tractor　of　the　original　single　flow　widl　new　non．

linearity．　Second，　the　decided　nonlineari【y　parameter　value

r（r（1），r〔2），θ）is　essentially　given　by山e　weighted　average

r－D（For匙he　network　of　the　fiows　wi吐1　two　groups　of　distinct

nonlinearity量t　suffices　to　replaceθby　the　populationη．　The

decision　nlle　holds　even　for　血e　negative　θ　or　f6r　θ≧1

山Qugh　fbr　dle　ηsuch　an　exIension　is　inumaterial．）This

means吐lat　by　varying吐1e　parameterθthe　whoie　patヒern　of
the　attrac【or　of　the　s㎞gle　fiow　in【heτange　r∈レ（D，r（2）］can

be　produced．　The　decision四le（11）is　so　simple　that　things

might　iook　Uivial．　However，　we　should　note　that　the　fact　that

血etwo∬ows（two　clusters）with　complcteIy　distinct　nonlin・

earity　synchronize　i皿　phase　is　a1∫eady　a　surprise　and　that

averaging　or　interPolating　the　nonlinearity　parameters　is　a

completely　new　noti。n・

　　Let　us　now　present　evidence　fbr　the　dec量sion　rule．　In　Fig．

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ3we　show　the　Poincare　map　of　the　coupled　Lo爬nz　Hows　fbr

山ewhole　range　of　the　coupiingθwitl　both　flows　set　in　the

chaotic　regime（r（墨）＝28　and〆2｝＝200）．　F孟gロres　3（a）and

3（b）are　fbr　the　x－coup亙ed　case　and　fbr【heンーcoupled　case，

respectively，　and　these　should　be　coinpared　wi山tile　Poin・

car6　map　of　a　sing蓋e　Lorenz　fiow　in　Fig。3（c）for　rE

［28，200］．ln　Figs．3（a）and　3（b）Ule　clouds　of　lower（upper）

pointS　represent由e　Poincar6　section　fbr　the　flow　1（2）．　At

any　value　ofθ【he　loweτa」nd　upper　clouds　agree　widl　each

◎ther　after　a　scaling　as　the　result　of　the　pbase　synchroniza－

tion．　Aroundθ翼1（0）the　rnaster　flow　is　the　system　1（2）and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ジaround　these　regions口1e　Poincare　map　of　the丘nal　attractors

certa五nly　ag【ees　w仙・the　Poinca【6　map　of亀he　master亘ow　in

Fig．3（c）as　the　nat町al　consequence　6f　the　rule（10）．　More

inこeres山igly　we　find　il　Fig．3（a）an　outstand加g　periodic

window　around　O．29｛　e40．3　and　also　mmy　other　smaller

windows．　This　shows　tlat　two　chaotic　fiows　have　metanlor・

Phosed　into　phasc－synchroni1血ng　Periodic　attractors　at　cer・

tain　values　ofθ。　The　spectrum　of　the　perkx五c　windows㎞

θhl　F童9．3（a）p爬cisely　agτces　wi山the　sp㏄』ruln　of山e　w加弓

dows　ofこhe　single　flow　in　F血Fig．3（c）．　Fur山emlore　the　z

distribuほons　of　the　clouds　in　Fig．3（a）at　anyθ　agree　with　the

zdistributions　ill　Fig．3（c）at山e　co鵬spOndmg　value　ofπ

which　means　that　the　final　phase・synchronizing　atlractors　are

nodling　but　the　attractor　of　the　siロgle　flow　at　the　correspOnd－

ing冗Sum皿ing　up　we　observe　dlat　in山e　case　of　tle　x

coupli19　the　extended　decision　rule（11）holds　precisely　in

tile　form

F（C，r〔i）　・28）⑭F（C，r（2）＝200）1θ

→A（7＝28θ十200（1一θ））． （12）

No【ably　the　spectrum　of　the　periodic　w血dows　in　Fig．3（b）is

almost　the　same　as　that　ill　Fig．3（c）but　the　posi口ons　of　the

windows血θare　shif㎏d　to　lhe　smallerθ（血ection　about

O．15．「Ihis　on　one　hand　reveals　that　the　decision　nlle　ho1〔IS㎞

general　apProxhnately　a皿d　on血e　otheτhand　indicates山e

nonUiviality　of　the　rulO．　The　agreement　in　the　Lyapunov　ex。

pone鳳Is　betwcen　Figs。3（d），3（e）（coupled且ows），　and　3（f）（a

single　flow）also　con丘mls　the　extepded　decis孟on　n11e．

　　Now　let　us　clarifシwhy血e　decision　rule　holds．　We　divide

the　argument血to　i‘cms．

　　（1）Decomposition　ofthe　var励」85．　When吐1e且nal　phase・

syロchronizing　attractOrs　are　formed　after吐le　metヨmorphosis，

山evariables　x（且）a艮d　x（2）have　already　f6cused　around　the

me飢曲e・i　while血e。ther　variables・y（D，z（D，y（2），　and

z¢）evoive　non耳utonomously　under　the　h∬】uence　of　x－，．　In

order　t｛）analyze　their　motion　let　us　intrOduce　thピ‘center　of

mass”variables　and　the　relative　ya　iables　jロst　as　in＆he　clas－

sical　mechanics．　That　is，

（気，殉＝θ（x〔1），y〔1）．z（覧）＋（1一θ）（x（2），y（2），z｛2）），

（XR，ンR，ZR）置（κω，ン（量），z〔且））一（x〔2｝，ン〔2），z（2））．（13）

Some　explanadon　of【he霊em1‘‘ccnteτof　mass”is　in　ordeτ

here．　W6　have　defiIled　j『in　Eq．（3）fbr　the　neこwork　of　fiows

which　leads　to　7㎞Eq．（8）fbr　the　two　clusters（and　dle　l『

above　via　the　iden口ficationθ8η）。　Thcsc　i　m童ght　haLve　becn

called吐le　x　coord㎞ate　of　the　center　of　mass　of　1V丘ows　and

山at　of　tw。　clusters，　respectively，　wi血an　assignment　of　a

unit　mass　to　each　now．　However，　we　carefully　called　them

血emean丘eld　and監he　populaほon－ratio・weigh匡ed　average，『

respective】y，　silce重hby　a鴻conccmod　with　only　one　of　the

dimensions．　Here　we　are　newly　defin血g　5アandτ㎞accord

w仙れode血ne　a　vector（三，ヌ，三）．　Hence　we　may　now　ca且l

this出e　cenにr　of　mass．　Wc　admit山at　the　decomposi“on

abovg　is　rea11y　a　simple　algebraic　rede翁ni【ioli　of　dle　vari。

ab且es　but　we　use　the　te皿σ8’惚r　Of〃；ass　hereafter　in　order　to

emphasize　the　conceptua1　jump　that　we　cons三der　not　only山e

acdv6　variable　f（active　in血e　sense血at　it　is　used　in由e

mOdel　to　impose　the　fbcusilg　on　the　fiows）but　also血cdtious

ダand乞toge【her．　We　are　awa爬that　it　is　rather　radical　tO　tヨ此
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　　FIG．3．「rhe　Poi置icar6　map　ofしwo　chao【ic　Lotenz　ttows（ア1胃28，り謂200，う冨｝，　P置蓋0）coup且ed　by　a　mat亘x　wiほ1　c富0．3田1dθ

∈［0，1］［sce　Bq。（9）］，（a）xcoupMng．（b）ンcoupling，　to　be　compared　with　the　Poincar6　m叩of　the　8in81e　fiew　r屡［200，，28］）㎞（c》．（For　the

ンcoupling【he　map　of　now　2　is　5hif【ed　upwards　to　avoid　tile　ovedap．）The　maps　a爬samplcd　by　Ihe　condi口oi濾deldt雷O　and
d2z’dt2＝　O．　The　periOdic　window　spcc蜘m　of（a）［（b）j　agrees　pe血cdy（approximately）withこhat　of（c）．↑he　co鵬5ponding　Lyapunov

exponents　in（d），（e），　lmd（D　confirrn　the　observation．　See山c　decision四lc（12）．

about　11e　center　of重he　mass　of　the　attractors　but　tlis　analogy

actually　turns　out　vita1　in　the　discussion　below．　We　also　de・．

composcア（量，　and　r｛2）as

　　　　　　　　　　　　　　戸＝θr（り十（1一θ）r（2｝，

△r＝r（且｝－rC2）。

　　（2）Tlie’ltotion　of　the　center　Of　nla5s．　With　these　new

variables　we　can　rewrite　Eq．（1）as．
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∫←i＋Pσ一i）△t，

　　　　　　　　　　　　　　　
」ア←一ダ＋（－xz十rx）△’＋θ（1一θx－x尺ZR十XR△r）△’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

乞：←一華←（xγ一bi）△t十θ（1一θ）XRン尺△’．

The　flows（clus【ers）evolve　under　dle　iteration　of　the【wo－

s【ep　Process　of山c　evolution　and　interaction．　For　Ule　x　cou。

plilg　the　xR　becomes　qu垂ckly　of　1he　order　of△’imhe　itera一

ほon．　Taking　xR→O　in　Eq．（14）we　find　血a【山e　Ienns
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．propordonal　toθ（1一θ）a艮1　vanish　and出e　evolution　of山e

cen【er　of　the　mass（x，ン，z）㎞lhe丘rst　step　reduces　10　dle

evolut孟on　of吐le　sing且e　Lorenz　fiow　wi山山e　nonlinearity

paranleter冗As　fbr吐1e　second　sにp　the　invariallce　condition

（4）c◎mes　into　P［ay．　It　assures【ha団1e　cenζer　of　dLe　mass

（x，y，z）　is　not　affected　by　the　interac【ion．　Hence　山e

（x，y．z）evolves　on且y　by　justこhe　first　sl◎p　in　eacll　itera【ion・

Thus　the　center　of　the　mass　of　the　two　clusters　and　lhe　cen巳er

of　mass　of　the　IV　fiows　sllould　fbnll　Ule　Lorenz　aはractor　widl

nonlinearity　F：

　　（3）The〃iotion　ofphase・sy’；chron励i9　orbi’M’td・the・de－

cision　川’8．　The　final　two　atロ゜actors（xco，y（量），z｛1》）and

（x（2），yω，z〔2））a爬phase　synchronizing　widl　each　other．

Hence山eir　orbits　must　agree　with　the　orbits　of　their　ce叫er

of　mass　modulo　a　scale　factor．　Henceこhe　final　atlractors

must　be　those　of　the　single　Lorenz　flow　widl　nonlinearity

冗This　is山e　explanation　of廿1e　precise　decision　ruie　f6r　the

x－coupling　case．

　　（4）Tl昭reductionノトo〃9ハ1＝・2’01．　The　oτiginal　degree　of

freedom　of　two　fiows（clusters）was　6，　and　after　xR→O　it

becomes　5，　theゑ，∫，乞，　and　the　rotation　and　expansion　around

廿1e　origin　in山e　xR一ン尺planc．

　　Thc　phase　synchronization，　namely，　the　synchronizing

mo口on　around　similar　orbits，　imp且ies　tlat　the　last　two　free－

doms　are　essenほally　also　lost．　This　is　clearly　see皿in　the

Lyapunov　exponents　in　Figs。3（d）and　3（e）．　The爬are　six

eigenvalues　among　which　three　precisely　agree　with山e　ex－

ponents　of　the　s血gle　Lorenz　f！ow　in　Fig．3（f）in吐1e　whole

range　ofπlrhey　change　sensitively　wi【h山e　va∬iation　of【he

coupling　θand　represent　dle　active　degree　of　freedom　of

（x，ン，z）．The　o山er　exponcnts　do　not　vary　withθand爬prひ

sent　the　nonactive　deg爬e　of　freedom．　From　the　nonautono・

mous　evolu口on　equa口ons　fbr（xR，ンR　，ZR）we　can　easily

verify　the　independenco　of　their　Lyapunov　exponents　from
θ
．

　　（5）Generic　ca5es．　In　the　above　argument　we　used　Ule　fac【

that　xR　三s　fbcused　to　nea【1y　zero　in　the　x　coupling・This

removes　the　terms　propordonahoθ（1一θ）and　reduces　Eq．

（14）to　dle　evo監ution　equation　of山e　single　Lorenz　now飢
r－C，The　sumcien【condi【ion　fbr　01e　same　argunlent　which

works　in　dle　generic　case　is山at　Ule　evolution　equation　d㏄s

not　have　nonlinear　terms　in　o由er　variables　than廿1e　one　cho－

sen　for　the　coupling．　in　short吐1e　51ave　d五mcnsions　must　be

l孟near　among　山emselves．1n　the　case　of山e　above
x・coupled　Lorenz　system，　the　nonlinear　terms　are　xz　and

xン，both　of　which　are　1血ear　in　y　andるHence山e　sumdent’

condition　is　satis丘ed　and山e　decision　rule　ho且ds　precise且y．

Actually山e　synchronization　of【he　coupled　flows　can　bc

爬alized　in　general　when血e　Lyapugov　expoロe鵬fbr山e
driven　system　are　less　than　zero［6］．　For　the　Loreロz　fiows　we

can　construct血c　coupled　f董ow　network　not　only　by血e　cou・

pling　in　x　b叫also　inン．For　thc　y－coupled　Lαenz　fiows，　the

xz　term　does　not　satisfy山e　suf丘ciellt　condidon．　Howev釘，　as

we行nd　in　the　numerical　cIticulation，　the　non血earity　deci－

sion　is　approximately　made　following山e　mle　in　Eq．（ll）

with　some　negotiation、（山e　quolcd　Shift　by～0．15）．　This　can

be　understood　as　due　to　the　low　non1血earity血the　slave

dinlensions．　We　have　numerically　tested　various　known　non－

linear　flows．　hl　all　cases山c　decision　rule　holds　precisely

when　the　suf丘cient　condiほon　is　satis丘ed，　and　approxima【ely

o【herwise　so　far　as　the　synchron伽do匝occurs．　For血stance，

dle　R6s51cr　flows　call　be　sy皿chro血cd　by山eンcoupling．

The　nonlinear　term　xz　violates　the　sufficient　con（tition　and

we　observe　dle　negotiated　decision（see　Fig．4below）．　The

Brusse且ator　can　bc　sy腿chτonized　by　bo吐1　x　andンcoupling．

The　nonlinearにm　x2ンsads丘es吐1e　condition　fbr吐1e　x　cou・

pling　but　v三〇1aIes虻fbr出eンcoup1血g．　We　indeed　observe

tliat　the　rule　holds　precisely　in　the　x　coupling　but　approxi－

nlaIely　in　the　y　coupling．

　　Let　us　present　two　more価gures血10rder　to　demonstrate

how　the　decision　nlle　works　and　to　i夏dicate　the　feasibility　of

血etechnical　application　of　iしin　Fig。4we　ch◎ose山e
y－coupled　R6ssler　model　which　eXhibitS【he　negotiated　deci－

sion．　The　bottom　box　repπesenεs　the　Lyap岨ov　exponents㎞

廿1e　range　c∈［2，6，5］．　The　o【her　parame釦診rs　a　andうa爬both

丘xed　at　O．2．　We　pick　two　fiows，　the　fiow　l　wi【h　c罵3．5　aad

Ule　flow　2　wiIh　c＝5．3．

　　Before出e　couplillg　bo山nows　are　in　the　pcriodic爬gime

as　shown　in　the　middle　two　boxes．　By　the　coupl加g　with

ξ＝0．3andθ＝0．2重hoy　should　metamorphose　folloWi皿g　the
rule

o

Y・coupled　Rδssler　Modeユ

0．1

0

4．05

etS5

cr35 e，Sj

θ駆0．2

P C P

2 3 4

C
5 6

　　FIG。4．　An　illustration　of　the　deci5ion蹴10　in　Eq。（15）．　Wo　pick

two　Kδssler　fiows　CI鋸3．5，c2＝5。3，σ＝わ書0．2；山e　attract。鵬a爬

bo山．periodic（middle　tWo　boxe5）。　The　coupling　w仙‘躍0。3　and

θ＝0，2makcs　chaotic　phase・synchτon域ng　two　aに【acto路（匙op　two

boxes）．
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　　FIG．5．　A　sample　of　comro豆of　phase・synchronizing　two　coupled

attractors（solid　and　dashed　lines，‘冨0．3）by山e　couptingθ．　Flows

land　2　a爬bo吐1　chaoヒic．　r　l＝50，リヨ200，う冒｝，　P＝10．　Re・

sponding　to　the　quick　change　of　the　coupling　depicヒed　in　the　litde

box　lhey　swiftly　decide　their　mutua藍nonlineari【y　by　the　decision

ruIe（16）．　At廿le　rest　peτiod‘∈［16，2，28】d】ey　freely　make　periodic

attractors（the　middle　profiSe）．　　　．

　jFIRδ＄3腫er（P，cCi）＝　3。5）㊦　FR6ssler（P，c（2｝；5．3）le．o．2→A（c），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

where　－R6ssleピ　represenIs　the　R6ssler　fiow，　and

c剛5＝3．5×0．2＋0．2十5．3×0．8；4．94．The　single　now　at

c駕4．94is　chaoほc，　as　can　be　seon　in　the　boItom　box　with　the

maximum　Lyapunov　exp。ncntλm．　・　O．0693．　The丘nal

phase－synchro【盛zing　attractors　shown㎞the　top　two　bQxes

are　indeed　chaodc　with　Xmax＝0．071　and　d】e　deciSion　rule　is

respected　by　two　R6ssler　nows　we且I　even　in　dieンcouplhig．

　　In　Fig．5we　exhibit　the　phase－synchroniz三ng　attractors　of

吐le　y－coupled　Lorenz　nows（ξ；0．3）control豆ed　by【he　deci－

sion　rule

∫1L。。。。（C，・（1）零50）㊦fL。，e，、（C，・｛2L200）1，

　　　　　　　　　　→A（r（rω，r（2，，θ）），

r（r（二），r（2），θ）陶Fi纏θ〆D十（1一θ）r〔2）， （16）

whe爬∫to．．　represents山e　Lorenz　flow．［Tllis　supplements

our　previous　analysis　of　the　simplcr　case
．FILorenz（C，r＝28）⑧ftOrcnz（P，r＝300）le．　See　Fig．2Qf［31］

Actual且y　this　figure　is　a　record　of　controlling　吐le　pllase口

synchronizing　attractors　by　varyingθby　pressing山e　key　of

apcrsonal　compuにr。1n　erderしo　avoid　lhc　ov¢rlap　of　tlle

trajector玉es　the　attractors　are　consta　ltiy　scro且led　down　in吐1e

display．　Most　iltriguing　is　the　robustness　Qf山e　phase　syn－

chronization　under　the　rapid　variation　of　the　coup且ingθ．　Se¢

the　change　of　θ　during　the　period　tε【16，16．2］　and　t

e［2828．2］reproduced　in　the　litt且e　box．　We　tried　a　game　to

produce　dle　periqdic　attractors　from，two　chaodc　fiows　by

conぴoL　Watching山e　two　phase－synchro血ing　attractors

dancing　in．山e　display　it　was　quite　easy　to　figure　out　the

value　ofθnecessary，　which　was　around　O．2．　Thus　in　the　ru臓

for　this丘g町e　we　let　the　two且ows　move　amund　freely　with

θ丘xed　at　O．2　f6r　the　period’∈［16．2，28］．　The　orbits　in　the

midd且e　of　the　figure　are吐1e　resuldng　Per三〇dic　attractors。

　　lhe　single　Lorenz｛low　has　a　p【ominent　periodic　window

around　　　　r＝160．　　　The　　　　decision　　　　rule　　　　gives

7＝50θ十200（1一θ）飼170fbrθ＝0．2　and　we　have　certainly

caught　dlis　window　in　the　conロっ1．　How　much　is山e　decision

rule　negotia1ed　by　the　ンーcoupled　Lorenz　fiows？　The

Lyapunov　　　exponents　　　of　　　these　　　attractors　　　are

（0，－L46，－2。93，－8．69，－13．6，－326）　and　the　underlined

山ree　expQnen亀s　agree　with　three　exponentS　of　the　single　Log

renz　fiow　at　r＝165．6．　While　the　precise　rule　under廿1e　suf一

丘cient　c◎ndition　dictates　the　fbmlatio皿of　tho　flows　with

r＝170tile　actual　attractors　have　r　：165．6．　Thus　the　nego一

吐iadon　is　170－→165．6．

五V．CONCLUSION

　　The　dynamics　of　a　network　of　globally　coupled　flows

with　distinc【nonlinearity　is　reduced　first　into　that　of　c蓋usteτs

formed　by　like　fiows　by　synchronization　among　the皿and

出en　fUr廿1er　reduction　occurs　by吐le　decision　of吐Le　non血1－

earity　among山e　clusむ巳rs．［he　clusters　metamorphose　into

the丘nal　phase－synchronizing　attractors　which　a【e　essentially

dle　attractor　of　a　single烈ow　with　mutuaUy　decided　nonlin－

earity　among　the　clusters。　Wc　have　show迎山at山e　decision

rule　can　be　writヒen　il　a　simple　fbrm　in　Eq．（11）．　The　suffi－

cient　condition　fbr　the　decision　rule　is　that　the　nonlilear

te皿s　of　dlo　flow　equation　are　1血ear血山e　variables　o廿1er

出an　the　one　chosen　fbr　the　coupling．　Even　if　the　condition　is

not　satisfied　Ihe　decision　rulc　is　respected　with　somo　ncgo－

tiation　as　long　as　the　synchronizadon　ca皿be　τeaHzed　be－

tween也e且ows（clusters）．　We　have　shown　ample　examples

fbr　both　cases　and　have　demonstrated　the　feasibi量ity　of　tech－

nical　apPlicaLion　of山e　rule．　　　　　　　　　・

　　We　close　this　ar口cle　by　poin血g　out山at　our　network

model　of　globally　coupled　fiows　may　be　closely　linked　to【the

ne【work　of　g盈obaUy　couplcd　maps．　Recall　the　intriguing　fact

that　the∬ow　of　a　dissipative　system　may　be　in　the　same

universality　class　wilh　the　map　essentia正ly　because　tle　Poin。

cari6　section　of　the且ow　becomes　one　dimensional　due　to

dissipation［8］．　We　have　used　the　condi廿on（6）to　determine

△’so　thaUhe　fbcusing（2）is　applied　to　the　system　frequently

enough　and　tha匡吐阻e　smooth　且ow　1㎞¢is　guaτanteed　after

△xbecomes　very　sma1蓋．　Thus　the　analysis　presented　il　this

article　is　the　dynarnics　in　the　strong　fbcus　regime　whe爬the・．

dynanlical　reduction．　overwhelms　the　network．　if，　on　the

other　hand，　ds　e紺emely　sma五1．　as　smal1　as　O（△り，　the

effヒc匡of　i“leraction　will　not　affect　the　snloolhness　of　01e

orbits，　and吐1e　nonl血earity　of　the　flows　and吐le　coheτence

due　to　the　interac廿on　via吐he　mean五eld　wi111ロake　a　subde
　　　　　　　　　　　　　　　　　ジbalance　on山e　Poinca爬scction．　In　such　a　weak　f㏄us　re・

gゆe，the　network　of　flows　will　mimic　lhe　network　of　maps

on　吐塾e　Poincar6　section．　In　a　pre正i面皿ary　analysis　of　【he

coupled　Duf五ng　oscillators㎞the　universality　class　of　the

May　map，　we　indeed　observed【the　fommatioロof　spa雌al　clus－

ters．　An　extensive　study　in　this　regime　is　underway．
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3．　総合研究を顧みて

　一っの概念は，「ことば」できちんと捉えられたときに発展性を持つ．場の理論は，その無限自由度の力

学を記述することばとして，柔軟さと強力さを併せ持ち，素粒子論をはじめとしてその周辺の物理学での概

念形成に欠かせないものになっている．

　当時，和泉校舎の自然科学系で場の理論を共通言語とする研究者4人が，学部の枠を越えて，互いに緩や

かな相互作用を繰り返しながら，研究を進あて見ようではないかという発想をしたことから本研究は立ち

上がった．この試みは，明治大学科学技術研究所の総合研究として認められ，1992年4月の発足後，3年の

研究期間を経て，本報告に掲載した多くの論文が示すように十分な成果を上げて，1995年3月に完了した．

場の理論の数学的構造を厳密に追求する事，場の理論を弦理論をふまえて再構築しようとすること，さら

に，場の理論を隣接分野で駆使しその新しい機能を探ろう’とすること，など，総合研究ならではの成果が上

がった．．場の理論の内包する言語としての躍動性のためか，研究成果には，むしろ場の理論にベースを置

きっっ，周辺に切り込んでいく種類のものが多く含まれているが，表題は，研究所で認められた当初のもの

とした．

　代表者として成果を取りまとめつつ，この研究が実ったことを大変嬉しく感じている．

　参加研究者は，

　研究代表者理工学部教授島田徳三

　共同研究者法学部教授中村孔一

　　　〃　　商学部教授林喜代司

　　　〃　　法学部助教授阪井和男

　である．発足当時，筆者（島田）は，本学商学部に所属していたが，研究場所を生田に移す事になった．本

研究に対して，同研究所から支給された研究費は，次の通りである．

　平成4年（1992年）330万円

　平成5年（1993年）290万円

　平成6年（1994年）290万円

期間中の，科学技術研究所の惜しみないサポートに深く感謝申し上げる．
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