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PRÓLOGO.

£ntre los muchos descubrimientos con que puede hon- 

rarse la Matemática , el mas portentoso , guando no sea 
el mas fundamental,. es sin duda alguna el Algebra. Ha
ber inventado símbolos ó caracteres que representen to
das las cantidades, sea la que fuere su naturaleza 5 dar 
reglas seguras para combinarías y valuarías, de modo que 
en un caso solo vengan cifrados otros infinitos, aunque se 
diferencien del primero en alguna circunstancia particularj 
trasladar á la clase de reales cantidades de suyo imposi
bles; calcular finalmente el mismo infinito , todos estos que 
parecen prodigios los executa el Algebra con igual acier
to que facilidad.

Por lo mismo que es tan dilatado el campo donde luce 
esta cieneTa-^u5“pTÍTmTrc3-,- Ho puede menos de tropezar 
con asuntos que se la resistan, ó, lo que para ella viene 
á ser lo propio, no consientan tratarse con aquella gene
ralidad que es el carácter distintivo de-todas las inves
tigaciones algebraicas; fundándose en esto la queja dejaÍ- 
gunos qué califican al Algebra de imperfecta. Peró á pe
sar de los límites en que la tiene ceñida , no sabemos si 
su naturaleza, óda cortedad del entendimiento humano; 
maneja tantos asuntos , que un tratado completo de Al
gebra en lo que cabe cómpóndria hoy dia muchos volú
menes.

Tom. IL «3
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II PROLOGO,

La imposibilidad en que nos hallábamos de trataría 
con tanta extension, nos proporcionó dar á nuestro tratado 
tal carácter, que en el concepto de los que aprecian los tra
bajos agenos por el entendimiento , y no por la voluntad, 
le hiciese acreedor a alguna aceptación, se pudiera cote
jar, sin recelo nuestro de padecer algún sonrojo, con los 
mas de los que andan impresos en varios idiomas, y le 
hiciese recomendable , ya que no la muchedumbre, á lo 
menos la elección, ó importancia de las doctrinas que en 
él declaramos. Dirigióse con esta mira todo nuestro em
peño á no omitir punto alguno de los que pudiesen faci
litar la inteligencia de otros tratados de análisis menos ele
mentales que el que publicamos 5 deseosos de que en lo 
que sobrase en este tomo para la cabal inteligencia de los 
siguientes , hallasen los aficionados un auxilio con que su
plir los principios que suponen obras sobre la misma ma
teria de mayor profundidad y extensión. Y como despues 
de determinados los asuntos podia descaminamos todavía 
nuestra cortedad, acudimos para precaver este riesgo á los 
tratados de Algebra últimamente publicados por Matemá
ticos de alguna opinion.

El primero de quien echamos mano es el de M. Be
zout (1), (^ donde trasladamos quasi todo lo que en el 
nuestro se leerá hasta la resolución de las equaciones su-

(1) Cours ííe MaíhématiqueSf a ^usa^e des Gardes du Pavil/on 6- de¡a^fa‘ 
rine. Par M. Rézout^ de rAcadémie Royale des Sciences , 6c. París ijby. 
Son seis tomos en 8. y el tratado de Algebra está en el tercero.
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PROLOGO. III

períores. Ninguna obra había negado hasta entonces á nues
tras manos que tratase con tanto método, claridad y 
maestría asuntos tan abstractos 5 siendo lo que trae acer
ca de la aplicación del Algebra á la Geometría, que tam
bién hemos aprovechado, un pedazo tan primoroso , que 
dudamos se encuentre otro que le iguale , ó por lo menos 
logre éxcederle.

Esta aplicación del Algebra á la Geometría es con 
efecto un abismo para los principiantes, porque abraza 
tres puntos que,cada..uno tiene su dificultad particular. Es 
preciso r,® trazar una figura acomodada al intento , en
tre cuyas líneas hay á veces muchas que se pueden con
siderar como incógnitas ; 2.® hacer un cálculo ajustado á 
las condiciones de la cuestión ^ 3.® construir la equacion 
final, ó trazar, en virtud del valor que expresa de la in
cógnita , una figura que determine lo que se buscaba. De 
estas, tres operacioncí^-hr-segunda da poca , ó. ninguna 
dificultad al que tiene presentes las regías de calcular, la 
tercera es ya algo mas complicada 5 pero la primera es 
sin contradicción alguna muy penosa. Ambas piden mu
chísima práctica, y acerca de la primera solo pueden pro
ponerse reglas generales, que en los casos particulares dan 
todavía bastante egercicio á la meditación de escoger 
para incógnita , ó para unidad una de las lineas de la fi
gura antes que otra , se originan cálculos mas ó menos 
complicados, y expresiones algebráicás mas ó menos di
ficultosas de construir. La mucha práctica infunde , diga
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IV PROLOGO.

moslo así,; ürt: tbo, un instinto que en i.esta operación, 
guia ai éaiculador quási-'sittíatdvewirlcxiEl queedeseare ad-í 
quirk : este diño no deberá tontentarse con entender ías^ re- 
sointiciríes que' se encuentran' de las-cuestiones geométri
cas‘en'-las’'obràé impresa^ ideberá buscar* otras,’y dar^ = 
crtruó d5ccn‘,; lUUchaSiitiueHasi ^ ^na misma: cuestión; Al-- 
guna vez bailará en premio de sus afanes .ana resolución* 
m'aá'direc^fiy sencilla que la del autor con’iqiñen ideha- 
re 5 - de^qUien nP hemos .de^presumir-'-diese á la estampa la ■ 
primera .que le ocúrriá^t sino, entremucte, ó muchísimáSi 
que^buSGÓ , la que por ^su elegancia'le pareció mas «mérec 
cedora de salir al público (2). '

Entre varias obras donde se hallan’ resueltas muchas 
cuestiones geométricas , y cuyo estudio podríamos-acon- 
sejár ,1 señalaremos dos íno mas ,• ambas' fundamentales y 
partode 'dos ingeniosi extraordinarios; á quienes debe Ia- 
Matemática los grandes progresos que ha hecho de -un si-

(2) «Mas es fortuna que destreza, dice Rabuel pág «a^ de su Comeutano 
„á la Geonttt.ía de Descartes, escoget con acierto tasJíneas, y empezar co- 
„ino conviene el cálculo. Cuestión hay que se resuelve con suma faahdad si- 
„suiendo ufi -rumbo , la qual seria muy trabajosa, y acaso imposible de re- 
„solverv^sHe siguiera otro distinto. Por lo que, siempre que un camino pa-' 
«rezca largo, ó muy penoso , será prudencia buscar otro otros muchps,. 
„si fuere necesario. No os dexeis alucinar de las resoluciones breves y 
«despejadaS'que tój éreis en las obras impresas-, donde se encuentran caes- 
„ tiones, resueltas con tal brevedad y elegancia , que luego se entiende su 
«resolución, á la qual no llegó su autor, sino despues de muchísimo traba
jad,'y de lobería buscado eú vano por muchos caminos.”
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gíó a esta^parte. Pero salieron de- las manos de sus auto
res- eón tán iptofúnda eoneféion y-que sin'-el-sócorro del 
dobto" comentario (ión que, éa'daí una de ellas se'publicô 
después, sería p'ará tódos dificultosísima^ é'imposible para 
muchos su inteligencia. La primera es la Geometría de 
Dcscaffes ,■ Francés ^3)< que enriqueció la ‘-análisis con 
muchos inventos propias, dô’âonde' fe ^Vihoiel nombre de- 
Algébra '0' Análisis iCarcesiana;-afe asuntó' que: tratamos '-cr^ 
este tomo , ' y fue el primero' que aplicó^ el Algebra 'á la’ 
Geometría'de-Iá8--curvas¿ La otra obra es la Arismétic^' 
universal de' Ne^tW-p Inglés -('4)0 qU^'^ensanchóf- todavía^ 
ma^ losilímiteS de la Análisis Cartesiana. Los coméntado^- 
res de ’ estas' dos obras verdaderamente-clásicas , no‘ a^ 
ciñeron á aclarar los puntos obscuros del original, varia
ron al: mismo tiempo los egemplos^ á- fin-de que hiciera 
su variedad mas-perceptible todavía el caso-Ó la regla que 
di6*mlTtiWa''^ti'^'fendacínn? HoiswajT' '^, h; _ ‘

Aunque para el mayor aprovechamiento de'Ios que 
desearen profundizar esta materia, importa estudien suc- 
eesivánfente la obra de Descartes, y. la.dé Newton , en 
Guyolestudio tambien se enterarán de lo qüei cada uno de

(5) Commeníaíres sur la Géomêiris ^e<Af Descartes. Par Clau£¿e_ R^éufk 
Leon de Francia 1730. Es un tomo en 4.'

'(’4') Arithmetica univerralis , siitc¿iccom^^^ositiune^resoltttióne'arith'meticaf 
Auctore Is, Nenvíon.. Cum Commentario Joannis CastHlioneii in Almo Lreao 
Irajeciino Philosophi,^, Maiheseas ^ Astronomía Professoris ordiíiarii. Ams» 
terdam 1761. ’dos tomos en 4. ' 
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VI PROLOGO,

estos varones tan señalados añadió á lo que se había adè- 
Jantado hasta su tiempo^ sin embargó, la dificultad de ha
llar el Comentario de Rabudo nos mueve á aeonsejarles 
se contenten con la Arismética universal de Newton. La 
preferencia que la damos tambien la merece por ser obra 
mucho nías moderna, y aun quando no la acompañara esta 
circunstancia, la haría acreedora al distinguido lugar en que 
la colocamos, el ser-un tratado completo de Algebray Geó- 
metría superior, donde, mediante la suma diligencia de 
M. Castillón, están declarados ambos asuntos por los mé
todos mas recientes, desde sus primeros elementos. No 
coótento este docto Comentador con aclarar siempre' que . 
es necesario’ las resolucionbs analíticas que trae el original 
de varias cuestiones, resuelve tambien para mayor ilus
tración y coiíiplemento algunas dé las mismas cuestio
nes pór la análisis geométrica ^ por manera, que la Aris
mética universal de Newton, conforme ha; salido -délias 
manos de su comentador, forma hoy dia una obra que 
puede suplir por otras muchas.

Antes de dfeclarar cómo se aplica el Algebra á la Géo-- 
metría, tratamos de la resolución de las cuestiones inde
terminadas, llamadas con este nombre porque incluyen 
menos condiciones que incógnitas ; bien que tambien sue
len llamatse sémideterminádas siempre que alguna condi
ción particular reduce á número limitado la infinidad de 
resoluciones qué admiten. Pórejue como las unidades que 
en estas cuestiones se consideran son indivisibles en varios 
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casos, y lo son, por egemplo, guando expresan perso
nas, &c. suelen excluirse las resoluciones por números que
brados, cuya circunstancia reduce á mucho menor núme
ro los valores de las incógnitas que hacen papel en una 
cuestión indeterminada. Siguiendo el egemplo de quasi to
dos los Matemáticos que publicaron tratados de Algebra, 
nos detuvimos poco en este asunto, pesándonos muchísi
mo despues que no hubiese salido todavía á luz, guando 
nos convenía disfrutaría, el Algebra de Leonardo Euler, 
Suizo (5), donde ademas de lo gue trae este gran varón 
acerca de las cuestiones indeterminadas , hay sobre lo mis
mo un apéndice muy precioso del célebre Matemático Pia
montés M. de Lagrange. El que estudiare este asunto en 
el Algebra de M. Euler, aunque nose detenga en lo que aña
dió M. de Lagrange, sabrá de Algebra indeterminada mas 
de lo que pueda enseñarle ninguno de los tratados de que 
hacemos y h^menras-rncneioix^-entrando en este número el 
del ciego Saunderson , Inglés (6), así por la generalidad 
y elegancia de los métodos, como por la atinada elección 
de las cuestiones á que los aplica para su mayor de
claración.

(í) Elément if Algebre, par M, Leonaní Eulers traífuiís ¿Íí fAHemanií, a-j^c 
4es notes, et des additions. Paris 1774. dos tomos en 8, El traductor es 
Juan Bernouli el mozo, Director del Observatorio Real de BeVUn.
{6) Elémens d'Algèbre de M. Saunderson, Professeur de Matfiéfnatiques dans 
ÍVniversitéde Cambridge. Traduits de f Anglais, & augmentés de quei^ues re
marques par M. de Joncourt. Paris 1746. dos tomos en 4.
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Tambien nos. deten-emos en manifestar que cosa, es el 
infinito, y el infinkaménte pequew, ¡des que se hace men
ción con mucha' frecuencia en .varias investigaciones ma
temáticas, sentando desde ahora los fundamentos de las 
consideraciones que.en el tomo tercero nos servirán para 
desvanecer el errado, concepto que algunos tienen hecho del 
infinito matemático. No es este, según, se hará patente , una 
cantidad que no puede ser mayors pues ninguna hay, por 
grande que la supongamos , que no admita incremento. 
Una cantidad que de puro grande no admitiese aumento 
alguno, seria un infinito metafísico , un ente de razón.en 
las cosas criadas, un absurdo que argüiría de limitada la 
Omnipotencia del Criador. Pero considerado matemática- 
mente el infinito, esto es , como el valor sumo, el últi
mo término de aumento á que puede llegar una cantidad, 
que sin embargo nunca le alcanza , es: una cosa muy fá
cil de percibir, y de ningún modo repugna con lo¿,prin
cipios de la Geometría 5 y aunque dicha cantidad ja
mas llegue á su último grado de aumento , podemos.su
poner en algunos casos que le ha conseguido, en cuyo su
puesto quanto se la añadiere no la engrandecerá mas , ni 
tampoco padecerá diminución alguna reparable quando se 
la quitare una cantidad cortísima ó despreciable ; quiero 
decir, que el infinito siem'{)re se qu'eda el mismo aunque se 
le añada, ó quite una cantidad finita ó infinitamente peque
ña. Esta es una proposición de suyo evidente 5 pero no por 
eso nos pareció superflua la demostración rigurosa, en núes- 
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tro entender, que de ella trae Emerson ^^), y hemos copiado.
Como las cantidades imaginarías suelen espantar á 

muchos principiantes , damos á conocer su origen , apro
vechando lo que acerca de este punto trae M. Mauduit en 
su Astronomía Esférica (8). Es constante que las cosas im
posibles ni existen, ni parece pueden servir de egercicio 
a un calculador: esto es verdad, pero siempre que un cal* 
culador haga un supuesto absurdo, ha de parar forzosa
mente su cálculo en una imposibilidad ; debe, pues, ha
ber en el Algebra una señal característica de las cantida
des que dan á conocer por el cálculo final el absurdo so
bre que va fundado. Este es el origen de las cantidades 
imaginarias ; y como solo manifiestan la imposibilidad del 
caso que se . considera quando se hallan en el último resul
tado del cálculo, es preciso haya reglas para calcularías; 
porque casos suelen ocurrir en los quales combinándolas 
unas con otras - al fin se desaparecen, y sale la última ex
presión en que para el cálculo libre de cantidades imagi
narias.

(7) En su TreatiSí ofAl^eúfa ín íwo Books. Book I. Coníainin^ ike fun^ 
i/amsnial principles of (kis ari. To^etker 'with aÍ¿ tke practical ruies of ope
ration. Book IL Containing a ^reat variety of prokiems in tke most impor
tant kranckes of tke J^atkematics. Londres 1764. un torno en 8.

(8) Principes d'Astronomie Spkérique, ou traité complet eie Trigonométrie 
•Sphérique', dans f¿¡iíel on a réuni les sohitions numériques, géométriques à* 
analytiques de tous les problèmes qui ont rapport à la résolution des triangles 
spkeriques quelconques ; avec une théorie des différences des mêmes trian^les^ 
I^ar M. Mauduitf Professeur de Iklaikémaiiques. Paris 176^ un torno en 8.
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A.la aplicación del Algebra á la Geometría, se si
gue la doctrina de las equaciones superiores, y no pasa
mos de las de quarto grado. En esta teórica no hemos co
piado á ningún autor en particular; tuvimos por mas acer
tado entresacar de varios lo mejor que en nuestro juicio 
traía cada uno de ellos sobre el asunto. Acudimos con esta 
mira al Algebra de Clairaut (9), muy acreedora á los 
grandes créditos con que ha corrido, que en muchos puntos 
aclara la Arismética ‘üniversal de Newton, y obra de un inge
nio monstruosamente temprano, pues no tenia mas de diez y 
seis anos de edad quando escribió un tratado de curvas, con 
el qual podrían honrarse aun hoy dia Matemáticos provec
tos. Lo que sacamos de Clairaut lo juntamos con algunos 
pedazos de Ricati (10), y del Abate Marie (11), sacan
do de este último quasi al pie de la letra lo que pertene
ce á la resolución de las equaciones de quarto grado , y

(9) Llémeni ¿i’ Al^el^re, ÿar M. dairaut, ¿ie 1' Aca¿¿éfnie Ro^'alg í¿gs Scien^ 
cgs, &C. París 1749. un tomo en 8.
(10) Ifistiiutiones Analítica à Vinegniio Ricafif 6* IPgronjma Sala£¿¿no Coí- 

Igcíte- Bolonia 1765. tres tomos en folio.
(i 1) Lgsroits éUfngníairgs ¿¿g Mar/i^ínatiqugs, par M. ^Abbécíg la Caillg, ^c. 
Noítvellg éíHíiont au^mgñ/íg glg la rgsoluílon glgg frol^lemes indgfgrmínéSf 
e/’ une inírtfglucítan â la flréorig ¿les équations ¿fes ¿Ig^rés sujiérigurs , ¿Ig la 
tnétño¿ig invgrsg ¿les séries , ¿lu calcul analyílejug des lo^arit/intgs _, dg nou~ 
vea'ux élêmens dg Géoméfrig, de Trí^antmilirig, & de Sections conic¡ugs ^ dg 
la descripíion dg plusieurs autres courbes , ô* des princtjjes du Calcul di/- 
fêrentiel, & du Calcul iftiê^ral. Par M. l’Abbé Marier Professeur de J^a- 
tbétnatí^uesau Collège Afaiarln. Paris ipjo. un tomo en 8.
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el método de extraer las raíces de las cantidades en par
te racionales, y en parte irracionales , a las guales algu
nos llaman ^momios (i 2), aun guando incluyen alguna can
tidad imaginaria.

De los dos casos que abraza esta operación , el que 
pertenece á la extracción de la raiz quadrada de los bi
nomios , incluyan ó no imaginarias, no tiene dificultad, y 
todos los Autores modernos le resuelven por una misma fór- 
mula5 pero quando se trata de sacar la raíz cúbica de las 
mismas cantidades , cuesta no poco trabajo conseo-uirlo. 
De los dos métodos que conocíamos para la resolución de 
este caso, siempre nos ha parecido muy elegante el que 
inventó Moivre, Frances, y le declara latamente Castillón

(12) Así Ias llaman Leonardo Euler en sus Elementos áe Algebra, y el 
P. Reyneau , Frances,-plana 257 de su Obra famosa intitulada:

Analyse Oímontrée, ou hi méíhoííe í¿e resonare les j^roh/émes eles Maí/ié- 
matújues, & ei^a/preneire facilement ces Sciences ; expliquée & démontrée 
dansée premier volume , & appliquée dans le second d découvrir les pro
priétés des figures de la Géométrie simple, à’ composée ; a résoudre les pro- 
i’éémes de ces Sciences , 6- les problèmes des Sciences Pdpsico-Mai/iémati- 
ques en employant le calcul ordinaire de l'Algèbre , le Calcul diférentiel, & le 
Calcul intégral, ces derniers calculs , y sont aussi expliqués & démontrés, 
Paris 1708. dos tomos en 4. Esta Obra ha sido hasta poco ha ñiuy clási
ca en Francia; pero fuera de que no cumple su autor la palabra que da 
de Jcmostrarlo todo , y se ie han notado algunos descuidos en el Cálcu
lo integral , se debe mirar como antiquada hoy dia , que se han multipli
cado y perfeccionado tanto los métodos. Este es el concepto que tambien 
V iví’^r ‘^^ ^^ ^^“^^ "^^^ ^* ^^3'"®3“ ®’ 8‘'®“ Matemático Frances 
M. Üalembert, según lo da á entender en el Diccionario Encydopédico.
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en su citado Comentario. A no ser porqué respectó de los' 
binomios que incluyen imaginarias empeña en cálculos su* 
mamente prolixos, le hubiéramos preferido al que propone
mos, porque la práctica de este tiene todas las dificulta
des peculiares á la resolución de las equaciones de ter
cer grado, por cuyo motivo le omite M. Euler (13). 
Pero la brevedad con que se demuestra, nos movió á 
preferirle al de Moivre. Y si hubieran llegado con tiem
po á nuestras manos los Elementos del P. Gherli, dejando 
todos estos métodos particulares, hubiéramos aprovecha
do uno general que trae en su tomo tercero este docto 
Religioso para extraer una raiz qualquiera quadrada, cú
bica, &c. de un binomio, sea quadrado, ó cúbico el ra
dical que incluye.

En la doctrina de las equaciones superiores acaso se 
echarán menos dos métodos, de los quales el uno es sum¿-. 
niente aventajado para resolver qualesquiera equaciones nu
méricas , y es de fechabastante antigua( 14) para que pudie
ra haber llegado á nuestra noticia. Pero se hallaba estampado' 
cabalmente en-dos colecciones (1 5), que desde los princi

pia) Véase la plana 630 del torn. i. de sus Elementos de Algebra.
(14) La publicó Lagny , Frances , su inventor, en el tomo de las Memo

rias de la Real Academia de las Ciencias de Paris para el ano de 1722.
/j .\ Se halla , según digimos en la nota antecedente , en el tomo de Ias 

Memorias de la Academia de las Ciencias de Paris para el año de 1722, 
y en el tomo de las de la Real Academia de Petersburgo para el año 

de 1728.
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píos excluimos de la clase de las, obras que pensábamos 
disfrutar ; habiendo hecho firme propósito de sacar todo 
quanto hubiese de entrar en nuestra obra de tratados es
critos exprofeso sobre cada una de las materias que había 
de incluir , fiados en que la diligencia de sus Autores nos 
ahorrase el trabajo de registrar las Actas de diferentes Aca
demias 5 que ni en todas partes se encuentran con facili
dad, ni tampoco cabía su adquisición en la corta esfera 
de nuestros posibles. Fúndase este método en la teórica de 
las diferencias finitas , y en una propiedad muy reparable 
de las potencias de los términos de la serie de los núme
ros naturales , las diferencias de cuyas potencias forman 
otra serie, las diferencias de los términos de esta forman 
otra, hasta parar en una serie de términos en progresión 
arismética, cuyas diferencias son constantes. De aquí re
sulta un número de series, incluyendo la de las diferen
cias constantes, una unidad mayor que el exponente de 
la potestad á la qual se suponen levantados los términos 
de la serie natural. Por lo que mira á la declaración de 
las consecuencias y aplicaciones que de aquí se sacan para 
la resolución de las equaciones , acúdase al Curso del 
P. Ghcrli, que trata este punto con la misma claridad que 
todos los demas. Aquí nos cenirémos á decir que median
te lo que le ha mejorado M. de Lagrange en las Memo
rias de la Keal Academia de Berlin , es universalísimo este 
método, aplicándose á qualesquiera equaciones, sean las 
que fueren sus raíces, reales, imaginarias, racionales, ir
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racionales, enteros, quebrados, iguales, desiguales, par
te reales, y parte imagibarias , &c.

El otro método para resolver las equaciones que fal
ta en este tratado, es el de su resolución por los diviso
res irracionales. Moviónos á omitirle su poca utilidad, y 
las dificultades que acompañan su aplicación 5 este es el 
concepto que de él formará qualquiera que le usare, y 
ha formado un Escritor Frances (16), que seguramente 
no peca de poco afecto á los descubrimientos y gloria de 
Newton, inventor de este método. Thomas Simpson, In
glés, se empeñó de intento en su demostración (ij?"), y 
sin duda alguna hizo patentes sus fundamentos mejor que 
ninguno de los escritores de Algebra, cuyas obras han lle
gado á nuestra noticia.

Ultimamente , si hubiéramos tenido con tiempo los 
Elementos de Matemática que para la Academia de los

(16) M. Mourraílle,’ ináivid»o ¿e la Academia de las Ciencias de Mar
sella, en su Obra intitulada .• Traiíé tie la resolution ties êquaiioiis inva^ 
ria/^les. Paris 1770. Este tratado , que compone un tomo en 4. es pro
fundo , y supone mucha doctrina en su Autor , y no poca en los que 
desearen entenderle. Acaso incluye algunas proposiciones aventuradas; 
pero conviene suspender el juicio acerca de ellas hasta ver cómo las prue
ba , según ofrece , M. Mourraílle en el tomo segundo, que no se ha publi
cado todavía.

(17) Hallase en su Obra intitulada : Miscellaneous tracts on some Cu
rious , antlverv interesting subjects in Mechanics j Physical-Astronotnjanel 
Spéculative Mathematics Ry Thomas Simpson. Londres 1757. un tomo 
en 4.
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Caballeros Guardias Marinas de Nápoles iba escribiendo 
D. Vito Caraveli (18)5 hubiéramos aprovechado para Ia 
resolución de las equaciones afectas de quarto grado un 
método que trae de Vicente Christofaro, por el qual se 
saca con suma brevedad la equacion de tercer grado, lla
mada auxiHur ó reducida ^ a que apelan en este asunto to
dos los escritores de Algebra, y se aplica con igual fa
cilidad á qualesquiera equaciones de quarto grado, ora ten
gan todos sus términos, ora carezcan del segundo, en 
cuyo último estado las supone el método ordinario.

Declarado quanto llevábamos ánimo de publicar acer
ca de las equaciones superiores, nos engolfamos en la doc
trina de las series, dándolas á conocer con las mismas 
expresiones que usa Leonardo Euler en una obra muy pro
funda y original (19)5 porque aun los asuntos que- no 
son nuevos los traca con maravillosa novedad, y su es
tudio tendrá mucha conveniencia á los que desearen ade
lantar en la ciencia del Análisis. Pero el punto mas difi
cultoso que abraza la doctrina de las series , esto es , el 
hallar su suma quando es posible, y dar á conocer las

(18) Eiemeníi di Mafentaíica , coniposíi per uso dedu Reale Acadetnia de 
Cavalieri Quardia-Marine , dal primario professore della medesima Vito Ca- 
raveli. Nápoles 1770. Siete tomos en 8. que los quatro últimos componen 
un tratado completo de Algebra.

(19) Inirodiictio in analysin infuiiorum. Aucfore Leonardo Eidero^ Pro
fessore Re^io Rerolinensi, & Academiíe imperialis Seieníiarum Peíropoli- 
íana Sotio. Lausana 1748. dos tomos en 4.
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Que son sumables , le hemos copiado ai pie de la letra de 
los Opúsculos de Ricati (20). Dudamos que se encuentre 
cosa igual en esta materia, ya se atienda á la elegancia del 
método, ya á la claridad con que le propone su Autor, 
tanto, que ha merecido le copiasen igualmente el Abate Sau
ri, y el P. Gherli, y aconseja su uso el AbateBossut (2 1), 
dándole los dos primeros escritores las alabanzas que tan 
justamente se merece.

, Hemos alargado la doctrina de las series con ma
nifestar su aplicación al cálculo de los logaritmos , y de 
las líneas trigonométricas. La primera de estas dos apli
caciones se encamina á enseñar cómo se calculan los lo
garitmos por el Algebra Cartesiana, con mas brevedad que 
por el método insinuado en el Tomo primero. Y por no 
omitir punto alguno de los principales que encierra esta 
investigación, hemos trasladado con alguna corta declara
ción parte de lo que trae Leonardo Euler en su introduc
ción antes citada para hallar el logaritmo de un número 
propuesto; señalamos la diferencia que hay entre los di
ferentes sistemas de logaritmos, y particularmente en qué 
discrepan de todos los demas los logaritmos llamados hi
perbólicos ó na^urales‘.¡ y manifestamos cómo se averigua qué

{20) Vincendi Riccaii Opusculorum adrcspfysicas,, ^ maíbemaficas perti
nentium. Tomus primus 1758. Tomus secundusxyói. Bolonia. Son ambos en 4. 

(21) Véa’^e la plana 430 de su Obra intitulada : Traité Elémentaire ¿¿'Alie
bre-. par M. l’Abbé Bossui, de l’Académie Ro/yale des Sciences, Examinateur 
des ingénieurs, &c. Paris 17/3. un toino en 8.

MCD 2022-L5



PRO LOGO. XVII

número corresponde á un logaritmo dado, y cómo se redu
cen á logaritmos vulgares los hiperbólicos, y estos á loga
ritmos naturales. «

Por ¡o que toca á la aplicación de las series al cál
culo de las líneas trigonométricas, la hemos propuesto de 
intento con bastante extension ; así lo requería la novedad 
é importancia de la'materia- Las líneas trigonométricas 
hacen un papel lucidísimo en todas las investigaciones ma
temáticas desde que el gran Geómetra Leonardo Euler dis
currió- introducirías en el cálculo. Gomo hay tablas donde 
están câlculadasestas lineas y todo cálculo final en que hay 
lineas trlgonométrícas'se convierte prontamente en núme- 
rosj siendo siempre precisa esta reducción, porque solo con 
los números podemos dar ¡dea cabal de las cantidades que 
determinamos. ¡ o

H No recelamos, ni tampoco nos dá cuidadó que sea^ 
mal admitida la grán profusion con que damos las' fór
mulas trigonométricas 5 nos consta que muchas mas se ¿n- 
cuentran en obras-profundas, -y tambien en otras tan''elc-i' 
mentales como la nuestray particularmente en la qúe 'es-' 
cribia Vito Caraveli para la Academia de los-Guafdiás Md-‘ 
riñas de Nápoles. El modo que proponemos para sacar las 
que publicamos dará luz para inventar ¡as que- hemos-dmi-í-" 
tirio. El que. quisiere cerciorarse' de que nos hémos que^’ 
dado cortos-, emprendá el estudio ( y nos agradecerá 'éí ' 
consejo) de la Introducción de Euler antes mencionada,'' 
que no es la sola obra'que en este asunto ’nos ha servie

Torn. 11. ¿f ^
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do, por tenemos mejor cuenta disfrutar otras donde está 
tratada esta materia por un término mas elemental que el 
que es peculiar á su profundo inventor, cuyos Autores to
maron, bien que siguiendo distintos rumbos , desde sus pri
meros elementos esta doctrina. Aunque hemos sacado al
gunas proposiciones de tratados sobre asuntos mas encum
brados que los de este Tomo, son tan pocas, que quasi se 
nos hace exceso de escrupulosidad el no callarlo. Las pri
meras consideraciones que publicamos acerca de estas can
tidades pertenecientes ai círculo, son de las Instituciones 
Analiiicas de Ricati; la parte sintética y las fórmulas son 
de la -Astronomía Esférica de M. Mauduit, y lo demas 
es de la Obra del Matemático Suizo.

A continuación del cálculo de las lineas trigonomé
tricas manifestamos el uso de algunas fórmulas para ave- 
rjgpax la razón entre el diámetro del círculo, y su cir
cunferencia, y resolver las equaejones de tercer grado com- 
prehendidas en el caso llamado irreductil^/e*^ caso singula
rísimo.,: porque siempre se presentan con aspecto imagi
nario las. raíces, de estas equaciones, siendo así que todas 
tres son reales.

Es muy antiguo el empeño de determinar la razón 
entre el diámetro y la circunferencia del círculo , porque 
desde Jos tiempos mas remotos hizo indispensable esta de- 
tç^minacion la frecuencia, con que la suponen executada 
les Matemáticos. Como la medida del círculo no se pue
de sacar cabal sin conocer el verdadero valor de su peri
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feria, conforme lo hemos manifestado en el Tomo ante
cedente, y medir el círculo es lo propío que hallar guan
tas veces un quadrado conocido cabe én su superficie ^ este 
es el motivo de ser tan sonada esta cuestión con el nom
bre de quadratura del círculo ; y como esto es lo mismo 
que averiguar quanto coge de largo la circunferencia , ó 
con qué linea recta es igual, buscar la quadratura del cír
culo, y buscar su rectificación es todo uno. Por la suma 
importancia de este punto han probado para averiguarle 
sus fuerzas hombres de mucho talento y doctrina : pero 
todo lo ha burlado su gran dificultad, sin que la poca 
fortuna que en esta parte han tenido los mayores geóme
tras baste á escarmentar á tantos ignorantes que con una 
satisfacción que tpea en descaro se dan de quando en quan
do por inventores de un hallazgo, que los mas de ellos 
acaso nunca supieron en qué consiste (2 2).

La resolución de las equaclones de tercer grado que 
están en el caso irreductible por fórmulas trigonométricas, 
coincide con la cuestión de la trisección del ángulo^ ó 
la division de un arco de círculo en tres partes iguales^ 
otra cuestión tambien muy famosa, que ya dexó resuelta

(22) El docto y diligente historiador de las Matemáticas M. Montudá ha 
publicado en un toraito en 12. la historia de las tentativas que se han hecho 
paraqüadrar el círculo, de los inventos que con este empeño han hecho los 
verdaderos matemáticos, y de los desvaríos de los temerarios, que pobres 
de tino, y escasos de noticias han intentado superar la dificultad de esta 
averiguación. ' .
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por Geometría Diocles, Matemático Griego. El método 
que dimos para esta division en la Geometría Práctica no 
la executa con tal rigor, que dexe satisfecho á un Matemá
tico escrupuloso^ pero lo que no alcanza aquella operación 
mecánica, se logra por Algebra, resolviendo una equacion 
de tercer grado, cuyas raíces se hallan inmediatamente 
en las tablas de senos , &c. (23).

Aunque podían bastar las aplicaciones que hasta aquí 
habíamos dado del Algebra á diferentes asuntos , nos pa
reció oportuno añadir varías cuestiones de Arismética, Al
gebra y Geometría, á fin de que tantos casos prácticos 
acabaran de hacer mas perceptibles y familiares á los prin
cipiantes los preceptos de la teórica.

Con todas las cuestiones arisméticas que trae Newton 
en su arismética universal juntamos otras que nos propor
cionaron demostrar analítieamente los fundamentos de la 
regla de dos falsas posiciones, tan socorrida en la Astro
nomía , y de las reglas de ínteres simple y compuesto, 
que ocurren ó; pueden ocurrir en asuntos.de comercio.' En 
la declaración de las reglas de ínteres, de las quales los 
Autores Ingleses tratan con particular cuidado: por.' el es
trecho enlace que tienen con el cálculo político , copia
mos con muy levés alteraciones á Emerson (24) 5 pero si

<2^5) En el tomo IV, de los Elementos citados! del P. Gherli hay un mé
todo general para dividir, un arco dé círculo en un/námero impar ijualquiera 
de partes iguales, y es digno de verse.

(24) Véase su Algebra. También las trae en su Miscelánea.
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alguno deseare enterarse mas de raíz , y ver resueltas por 
rumbos distintos las cuestiones peculiares á esta materia, 
podrá acudir á una Obra del P. Fontana, que luego da
remos à conocer, ó á otra de Ward (2 5), que con pre
ferencia á la de Emerson hubiéramos disfrutado, si quan
do convenia las hubiésemos tenido á nuestra disposición.

En las cuestiones algebraicas, sacadas todas de Emer
son, reducimos á una expresión mas sencilla la fórmula 
que habíamos dado antes para elevar á una potencia qual- 
quiera un binomio dado^ ensenamos, bien, que no con la 
generalidad que en el Tomo siguiente , cómo- se forma una 
potencia, ó se saca una raíz qualquiera de una serie pro

fit) T/ie Youn¿ Maf/iematícian's Giíf¿ie‘. i^ein¿ a plain an^ieasjiniroduc- 
íion (o l^e J^fat/iímaiicks. In Pive parís.

I. Ariíhneiiek., vulgar an¿¿¿ifcimal, 'wi¿/¡ all the usefalRules: anal^¿e- 
lierai meihoel of extracting the roots of all single powers.

II. Algebra, or ariltmetick in species', wherein the methoel of raising and 
resolving equations is rendered easp; and illustrated with -varietp of exam
ples'^ and numerical questions. Also the whole business of inieresi and annui
ties, &C. performed bp the pen.

III. The elements of Geometrp contracted, and analyticall demonstrated; 
with a new and easy method of finding the circle's peripherp andarea to anp 
assigned exacteness, bp one equation onlp, also a new wap of making si
nes and tangents,

IV. Conic Sections, wherein the chief properties, ^c. of the ellipsis, pa
rabola, and hpperbola, are clearlp demonstrated.

V. The arithmetek of infinites explained, and rendered easp ; with it's 
application to superfeial and solid geometrp,

VYith an Appendix afpractical^au^in^. Bp John Ward, the iwelfthedition, 
carefullp corrected and improved bp Samuel Clark. Londres ijyi. untomo en 8. 
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puesta; y últimamente, con el fin de completar lo que 
dexamos dicho atrás acerca de la resolución de las equa- 
ciones superiores , proponemos un método para expresar 
con series descendientes ó ascendientes las raíces de las 
equaciones que llevan dos indeterminadas. Aunque el pa
ralelogramo analítico que Newton inventó para esta opera
ción siempre nos pareció muy acreedor á que le diéramos 
á conocer; sin embargo, la dificultad de extractar las de
mostraciones que de sus propiedades traen Cramer (26), 
y Caraveli (27), la brevedad con que se determinan di
chas raíces por el método que proponemos, y la recomen
dable circunstancia que le asiste de traer consigo su de
mostración, nos determinó á darle la preferencia.

Ultimamente, las cuestiones geométricas están resuel
tas por el método sintético, sin quitar , ni poner , conforme 
se hallan en Thomas Simpson (28), de quien las hemos

(26) El prólogo del Tomo III. dirá en que Obra.
(27) En su Curso para los Caballeros Guardias Marinas de Nápoles 

M. Cousin, Socio de la Real Academia de las ciencias de París, ha pu
blicado poco ha una Obra, de la qual darémos individual noticia en el Pró
logo del Tomo III. donde ha generalizado muchísimo el método que aquí 
publico, que al cabo viene á ser el del paralelogramo de Newton pre
sentado con otro aspecto.

(28) Se hallan ai fin de su obra intitulada: A treaíise df Al^el^ra. "W/re^ 
rein í/ie frincijfles are eienionstraíeei, anal apflieai in man}' useful anal iníe- 
resting ent^uiries j an^ in the resolution of a ^reat variet}' of proHems of 
different Kinds. To v^ich added the geometrical construction of a .^reat num
ber of linear and plane problems , “With the method of resolving the same 
numericaU}'. Bp I'homas Simpson. Londres 1767, un tomo en 8,
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copiado. Tuvimos por necesario dar á conocer con alguna 
individualidad, bien que solo en casos de Geometría Ele
mental, el método sintético que dexa tan satisfecho al en
tendimiento, el qual en la resolución de las cuestiones que 
son de su distrito, nada tiene que envidiar al método ana
lítico. ¡Ojalá fuera la Síntesis tan universal como la Aná
lisis! Si esta coadyuva infinito para la invención , la otra 
es admirable para la enseñanza 5 parecen mas convincen
tes , por mas luminosas, sus demostraciones. Si alguno de
seare ver mas de cerca la diferencia que va de las resolucio
nes analíticas á las sintéticas , acuda al Tomo VIL de la 
Obra antes citada de Caraveli, donde entre cuestiones arís- 
méticas , algebraicas , y geométricas juntó el Autor 153 
para proporcionar á los principiantes hacer del Algebra 
aplicaciones muy provechosas. Muchas de las cuestiones 
geométricas las resuelve por ambos métodos, y esta prác
tica es sumamente recomendable.

Ademas de los portentos que , según decíamos al prin
cipio de este Prólogo, obra el Algebra, egecuta otro que se 
hace mas increíble á los que no conocen esta ciencia , y 
es que sugeta tambien al cálculo la contingencia ó probabi
lidad de los acontecimientos humanos 5 en una palabra, la 
misma casualidad. Es constante que por ser el acaso una 
cosa tan incierta como todos sabemos, parece fuera de los 
alcances de la Análisis; pero como respecto de qualquier 
suceso hay algún grado de probabilidad de que acontez
ca ó no acontezca, esta probabilidad es la que determinan
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los algebrístas*:Ninguno.hay, por,diestro y sutil qóe’seíi; 
cuyo talento alcance á determinar de qué manera una cosa 
sucederá ; pero sabrá apreciar la probabilidad que hubie
re de que sucederá'ó-- no ,' y este es el fin de todos los 
cálculos de las probabilidades.

Estas investigaciones no se' quedan en la clase de es- 
peculaciqnes vanas j soin muy látilés, para los jugadores, pues 
les manifiestan -qué ventaja.ó riesgo tienen de su parte, y 
cómo .se han de gobernar para jugar con ¡a mayor ventaja 
posible. 5 se aplican, al cálculo de las rentas vitalicias (2'9),

(?9) Hay sobre este asunto una Obra muy celebradaj de Thomas^ Simp
son,‘cuyo, título es ; The docirine of annuiíies ane¿ reversions, eiee¿ucee¿ front 
^^neral ani¿ ez>iTeni principles : loiíh useful íahles she'zvin^ the values 'of 
sin^e. an^ jofni- lives &c. at dif^ereni rates of interest. To ‘wichds added a 
meilfod of investigating the value of annuities h^^ ap^roximrftiojjj^ .tvithout fie. 
helf cf^tah'les. The ivhdie' explained tn a 'plain a'nel simple manner, and il
lustrated hp great variety of examples. Ry Thomas Simpson. Londres lyp^ 
un tomo |ep 8.,

La primera edición de esta Obra, q.ue solo sirve para lectores algebristafi, 
e’s del ano dé 1742. Pero hecho cargo Sú autor de la importancia del asun
to , y.de la multitud de persona.» á quienes, pu.qde ofreCerse resolver al
gunos casos de esta materia sin mas auxilio que el’de la arismetica vulgar 
y dediihal^'públicd quanto les hace al caso af fin de otra obra suya, cuyo 
título es : Seléct exercices for young prof dents in theMathematicks. Containing 

T. A large variety of algebraicaf.problems ndth their solutions,
II. A chaise number of geometrical problems adth their solutions both al

gebraical and geometrical
III The Theory of Gunnery, independent of the conic sections.
IV. A ne-zv and very comprehetisive method for fnding the roots of equa

tions in numbers.

MCD 2022-L5



PROZOGO. XXV

de la probabilidad de la vida humana, y à la medida de la 
mortandad (30). En suma, ninguna investigación matemá
tica da tanta luz para formar compañías de comercio , ha
cer otras contratas de que se esperan ganancias , y para 
apreciar los acasos, y todas las contingencias de la vida 
civil. Los Legisladores, los que tienen á su cargo el go
bierno de las Naciones, necesitan en esta parte del auxi
lio del Matemático por lo perteneciente á la probabilidad 
de la vida, y á los cálculos de la mortandad, puntos im
portantísimos , de cuya determinación pende la noticia cabal 
de la población, de su aumento, del consumo de los frutos 
de la tierra, y el repartimiento equitativo de los tributos.

Aunque de un siglo á esta parte se ha escrito muchísi
mo sobre esta importante materia, particularmente en In
glaterra, donde se sabe lo mucho- que importa el cálculo 
politico (3 1)5 sin embargo estrañábamos, y de lo mismo

F. A short ,iccount o/íhe natura ani:í first principles o/fiuxíons,
VI. The va/uation of annuiiies for single ancl joini lives , 'with a set of 

ne-zv tables, fir mare extensive than anj extant. £y Thomas Simpson. Lon
dres 17s 2. on tomo en 8.
(30) LUmase Meelieia de la Mortandad la parte , ó numero de los vivien
tes de un lugar determinado que muere cada año.
(31) El año pasado de 1776 se .paplicó en Milan una Obra con este títu

lo: la Dottrina de__^li azzardi applicata ai problemi dellaprobabilitá della 
vita, dalle pernione vitalizie, delle reversioni, tontine, &c. di Abramo Mot- 
vret trasportata dall’ idioma Inglese , arrichtia di note ed a^eiante ,epresa 
per argumento di publica esercitazione matemática terntta nell' aula della Re~ 
^ia Universita di Pavia dal P. Don Roberto Gaeta Monaco Cisterc, Sotto l'ass 
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se quejaba Juan Bernouli el mozo (32), de que ningún Ma
temático se hubiese dedicado hasta ahora á escribir un tra
tado elemental sobre ei cálculo de las probabilidades. Parece 
que Emerson oyó desde Inglaterra su queja, pues dos años 
despues publicó tres tratados sobre todos los puntos á que 
puede aplicarse el cálculo de los acasos (3 3)5 que hubié
ramos trasladado gustosísimos al Castellano , si hubiesen 
salido á luz algunos años antes (34).

sistema ¿leí P, Don Gregorio Fontana ¿iePe Schale Pie, Pe^io Professore ¿ielle 
matematiche superiori nella meeiesinia Universitá. Un tomo en 8.

El autor de eSta Obra trac un catálogo de todos los escritos que sobre esta 
materia se han publicado desde el año de 1662; y son, en Ingles 28; en 
Frances, 12; en Holandés, 8; en Sueco, 5 ; en Dinamarqués, 1; en Ale
mán, 9; en Italiano, 5.
(32) Vease la plana 430 del Tomo I. de su traducción del Algebra de Euler. 
(33)Estos tres tratados son L La'ws of chance. IT. A7innities. ITT Societies. 

Hállansc en la última obra que ha dado á luz Emerson , y se intitula : Mis^ 
cellanies. Or a Miscellaneous treatise-, containing several Mathetnatical suh~ 
jects. Londres fj^jCy. on torno en 8.

(34) No creo que nadie se haya figurado que los Matemáticos adivinan; 
infieren sí, y discurren sobre los antecedentes que se les subministran, y 
salen sus consecuencias , que son los resultados de sus cálculos, mas ó 
menos concertadas, según sea el número, y la naturaleza de estas premi
sas. Para todos los cálculos que se dirigen á apreciar la probabilidad de 
la vida humana , es preciso tener á la vista observaciones hechas sobre el 
número de los muertos y nacidos , con expresión del estado y edad de los 
que mueren, y quanto mayo’- fuere la extension del país donde se hicieren 
estas observaciones, tanto mas adequadas serán al intento las tablas que por 
ellas se formaren. Es de suma importancia que estas tablas de la mortan
dad expresen el estado de los individuos que mueren, porque solo con 
esta circunstancia pueden ser de algún provecho ; pues uno que quisiere
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Declaración del n, 42g.

Lo que aquí ocurre principalmente declarar es por 
qué en virtud de los supuestos que allí hacemos de ser el 
radio “ r, sen nA ■==: a^ sen A—x^ n rz: 3 , la fórmu
la ( 403 ) que espresa el valor de sen ?iA ó a sq re
duce á A’3 — ^r^oV ’ r^a " o.

4 4
Para cuyo fin recordaremos que en el supuesto de ser 

el-radío zzf, las fórmulas que espresan (L 6 5 5 y 656 ) 
el valor de scn(^± 5), y cos(^=hz 5) están divididas por 
r ; de lo qual se sigue que la espresion ( 37’9 ) eos 2 Azzz 
(eos Ay— (sen Ay será eos 2A “ Ç^^^^^* —(sen^y ^^^ 
sen ^^^l^^^y^21A^ que cos 3zi — cos (2^-4- A) =

s^n2.^.cosA-^—c<:siA.senA i _ • \2y que por lo mismo ( eos A ) — 
(sen ^y — r cas 2A, 2 sen A. eos A =z r sen 2 A, 

imponer dinero á fondo perdido, por egeinplo, en cabeza de otro, le bus
cará en la clase de personas donde fuere menor la mortandad. Pero al 
Gobierno toca dár al Matemático estas tablas, ó por lo menos las ob
servaciones en que se fundan ; las de Süssmilch Alemán , publicadas por 
tercera vez en dos tomos en 8. en Berlin el año de lyíS”) , pasan por las 
mejores. De todas las tablas que hasta hoy se han formado de la mortan
dad se deduce , que de la gente del campo , y de las Villas y Lugares 
muere cada año de quarenta uno ; de las personas de toda una Provin
cia muere de treinta y seis uno; en las Ciudades menores uno de treinta 
y dos; en las Ciudades comerciantes y marítimas de veinte y ocho uno; 
en las grandes Ciudades como uno de veinte y cinco. Tambien mauifies- 
tan dichas tablas que las raugeres son de mas larga vida que los varo
nes, y que mueren mas hombres célibes que casados.
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cos 2 A . cos A — sen 2A, sen A =; reos ^A^ y sen 2 A. 
cos A -+* cos 2A. sen A ~ r sen ^A-

Esto presupuestó, sí levantamos al quadrado la canti
dad cos A J2 sen A\/ — 1 , saldrá (cos A± sen A\/-^ i / 
= (cos ^)" zb 2 cos A. sen A\/ — 1 — (sen A^ ; «i en 
lugar de (cos A^ — (sen A^, y de 2 cos ^ . sen A, 
substituimos sus valores sacados poco ha, será (eos A ±: 
sen A\/ — i y = r eos zA^ir sen e^y/ — 1. Si multi
plicamos ambos miembros por eos A =t: sen A\/ — 1, sal
drá (eos A ± sen Ay' — i)3 r . eos 2A , eos A zt 
reos A, sen 2A\/ — 1 A^ r eos 2A . sen A\/ — 1 — 
r sen 2A^ sen A *^ si en lugar de eos 2A • eos A — 
sen 2A. sen A ^ y de sen 2A, eos A -n eos 2A- sen A, 
substituimos sus valores r eos 3^ , r sen 3^ , saldrá 
(eos ^± sen Ay'— i)S = rr eos g^ztrr sen ^Av^ — 1. 
Prosiguiendo el cálculo á este tenor , inferiríamos que 
(eos ^ztsen A\/ — 17 :=:A~'^co^-nA±A~~^sen nAy' — 15 
y practicando lo propuesto ( 401 y 402 ) vendremos 
á sacar que la espresion de îï, ó del seno de un arco » ve
ces mayor que A, en los supuestos espresados, es /"'sen nA 
= n. sen A{eos A/^^ — (sen ^)3. (eos A/^^
-+- &c. cuya fórmula en virtud de los supuestos hechos, se 
reduce á ea= ^x (eos Af — ^3, de donde sacaremos fi
nalmente a;3 L ^¿ïr^ — o con substituir en lugar de 
cos^^ su valor rr — reducír y trasladar.
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ELEMENTOS
DE ÁLGESRA.

^ TZ ^^ ^^y^^Q ^® Ciencia que llamamos ^/ge^raj 
es dar medios para reducir á reglas generales 

la resolución de todas las cuestiones que se pueden propo
ner acerca de las cantidades. Para ser generales estas re
glas, es preciso que no pendan de los valores de las canti
dades que se consideran, sí de la naturaleza de cada cues- 
tion^ y han de ser siempre las mismas respecto de todas 
las cuestiones de una misma especie.

Debe, pues, valerse el Álgebra para representar las 
cantidades de caractères y signos distintos de los que usa la 
Arismética. Es evidente que quando siguiendo las reglas 
que esta enseña, se llega á una conclusion, á un resultado, 
ó ai último término Je la operación, nada se vé que re
cuerde al entendimiento el camino por donde ha llegado aí 
fin que se había propuesto. Si despues de practicadas una ó 
muchas operaciones de Arismética, hallo 12, nada veo en 
Ï2 que me diga si este número proviene de la multiplica
ción de 3 por 4, ó de 2 por 6, ó de la adición de 3 con 
^, o de 2 con 10, ó en general de otra qualquiera com
binación de operaciones. La Arismética dá reglas para hallar 
ciertos resultados; pero estos resultados no pueden dar re
glas. Uno y otro dá el Algebra; esto es, resultados; y estos 
resultados subministran reglas: para conseguirlo representa

A
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Ias cantidades por signos generales, que son las letras del 
abecedario, que como no tienen mas relación con un nu
mero que con otro, nada representan, y sí algo represen
tan, no representan mas que lo que uno quiere. Estos sig
nos que permanecen á la vista en todo el discurso dél cál
culo guardan, por decirlo asi, la estampa de las operacio
nes por donde han pasado^ ó por lo menos ofrecen en los 
resultados de estas operaciones vestigios del camino que se 
debe seguir para llegar al mismo término por los medios 
mas sencillos.

No solo representa el Álgebra las cantidades por sig
nos generales, sino que tambien representa cómo están las 
unas respecto de las otras, y las diferentes operaciones que 
con ellas se han de executar: en una palabra, todo es re
presentación j y quando decimos que hacemos una Opera
ción, damos una nueva forma á una cantidad. Al paso que 
nos fuéremos internando en la materia de este tratado , ma
nifestaremos estos diferentes modos de representar lo que 
pertenece á las cantidades.

De ¡ai operaewnei fundamentales que se hacen con ¡as 
cantidades consideradas generalmente.

3 Se hacen en el Algebra con las cantidades repre
sentadas por letras operaciones análogas a las que se prac
tican con los números en la Arismética: quiero decir que 
se suman, se restan, se multiplican, se dividen &c. 5 pero 
estas operaciones discrepan.de las de la Arismética, en que 
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suelen sus resultados no ser mas que indicaciones de opera
ciones arismétícas.

De ¿a Miciony Susfraceion.

3 Llámanse eaníidades semejaníes aquellas que tienen 
una misma letra, ó unas mismas letras el mismo número 
de veces^ aya son cantidades semejantes, lo propio digo 
de ¿^â y ¿^¿f‘̂ pero ay aano son semejantes.

4 Noes menester regla alguna para la adición de las 
cantidades semejanres. Es evidente que para sumar una can
tidad representada por a con la misma cantidad a, sç debe 
escribir 2a. Para sumar 2a con 3«, se debe escribir 5¿/, 
y así prosiguiendo.

Por lo que mira á las cantidades que no son seme
jantes, nos contentamos con indicar esta adición, para 
lo que sirve este signo-i-, que según digimos en la Arismé- 
tica se pronuncia mas. Así, si se quiere sumar una cantidad 
representada por a^ con otra representada por ^, nos hemos 
de contentar con escribir a-r-^: de suerte que no se cono
ce verdaderamente el resultado sino quando se conocen los 
valores particulares de las cantidades representadas por a y 
¿ : si avale g y ¿ 1 2 , ¿r-i-^ valdrá ly.

Asimismo para sumar 5¿í-+- 3^ con çiï-f- 2í?y 9^-4- ^d^ 
se escribirá 3^-+-9^-4-2cH-9^-4- 30/5 y juntando 
las cantidades semejantes, saldrá 14^-^ 1 2¿-4- 2c-h ^d. 
La operación que se egecuta quando se forma un todo con 
las cantidades semejantes, se llama reducción^ En el egemplo

A3
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propuesto 14^ resulta de la reducción de ^a con ga &c.
5 Lo mismo diremos respecto de la sustracción. Sí 

fueren semejantes las cantidades, no se necesita de regla al
guna: es evidente que si de 5^ restamos 20, la resta se
rá 3í5í.

Pero si son desemejantes las cantidades, no se puede 
hacer mas que indicar la sustracción: lo que se egecuta por 
medio de éste signo —, que significa tnenos. Así, sí se quie
re restar ^ de a, se escribirá a — b. Para restar Sfl-h-4^, 
de Qíi-t-d/', se escribirá çü-i- 6h — ^a — 4<^, y juntan
do óreduciendo las cantidades semejantes, saldrá la resta 4^ 
-i- 2b. Finalmente para restar 5£ï-H 3^-t-4í? de 6(2-4-4^ 
-H 4¿Z, se escribirá 6(2 n- 4^ n- 4;/ — 5¿2 — 3b — 4c, 
y haciendo la reducción, saldrá ^ -i- b n- 4í/ —4¿'.

6 Un número puesto antes de una letra se llama el 
coeficienfe de dicha letra: así en 3^, 3 es el coeficiente de b. 
Quando ha de llevar una letra i por coeficiente, no se es
cribe este coeficiente: quando de ^a se resta 2(2, y sale 
ifl, se escribe solo (2. Conviene, pues, tener presente que 
no es cero el coeficiente de una letra quando no le lleva, 
entonces es 1 su coeficiente, pues se viene á los ojos que a, 
por egemplo, es una a ó la.

Quando se suman ó se restan las cantidades litera
les, se pueden colocar como se quisiere: si tenemos que 
juntar a con b, es indiferente escribir íí-í-¿, ó ^-+-<25 y si 
ocurriese restar ^ de í2, se podria escribír igualmente a by 
o — Pero comose pronuncian con mas facilidad las le-
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tras, escribiéndolas por el orden del abecedario , le segui
remos, y conviene seguirle lo mas que se pueda.

8 Repárese tambien que quando alguna cantidad no 
lleva signo, se supone, ó es ló mismo que-si llevára el sig
no -I-; a es lo mismo que -^a, Es uso. corriente suprimir 
el signo de la cantidad que se escribe ia primera, quando esta 
ha de llevar el signo -+-5-pero si ba de.llevar el signo.—, 
es indispensable escribirle.

Quando despues de COncluida úna'Operacion se proce
de á la reducción, puede ocurrir tener que restar una can
tidad mayor de otra menor: en este caso se resta la menor 
de la mayor,: y selle dá á la resta el signo de la mayor. 
Por egemplo, si despues de haber sumado aa tí- 3¿ con ^a 
—■ J^é,-se quiere reducir el resultado sa-v- g¿ -+- Sa—T'^, 
se escribirá ^.a — 4¿j restando 3-5 de 7^-, y dando á la resta 
4¿ el signo que llevaba 7^«'Con efecto el signo — de 7^ en 
la cantidad ga — 7¿ indica que 7^ ha de ser rebajado5 
pero si aumentamos á 5a —7b la cantidad 2a-+- g/i, se 
viene á los ojos que la cantidad 3 ¿ que se añade ^ disminuirá 
otro tanto la sustracción que se debía hacer. No se debe, 
pues, restar sino 4^: debe, pues, haber — 4^ en el resul
tado. De lo que inferimos esta regla general: Ea adieion de 
laí eaniidades algebraicas se practica escribiendo sus par^ 
tes y d continuación las unas de ¿as otras ^ con ¿os signos ^ue 
llevan : redúcense despues d una sola las cantidades seme
jantes^ juntando en una suma todas las ^ue llevan el signo -I-, 
O en otra todas las ^ue llevan el signo —; /jnalmente se

A3
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resta la menor suma de la mayors y se le da a la resta el 
si^no ^ue llevaba la mayors

EGEMPLO.
Sumando las quatro cantidades siguientes, 

sa M- 3^ — 4c 
2a — 5^ ^^
a—4^-— 2ÍÍ-+- se 

ga 4^ — 3^ ^^

la suma es 5*1 —402a — ^^
^ a — 4i — ^‘^-^ i^-^ ra -t- 4^ ~, 3‘^: ~ ^^'

Haciendo la reducción, las a me: dan i sa'; las b me 
dan por un ladoH-7¿, y por otro ^.gb y y por consiguien
te la resta — a¿5 las c me dan por un lado— çr,^ 6f por 
otro, y por consiguiente la resta — gr: reduciendo las 
otras del mismo modo, sale finalmente iSa -^^^sb — ge

2d— 3e.
y Las cantidades separadas por los signos -t- y , se 

llaman los términos de las cantidades cuyas partes son.
lo Llamase Monomio , Binomio, Trinomio &c. una 

cantidad, guando se compone de i , de 2, ó de 3 &c. 
términos; y una cantidad compuesta de muchos términos, 
cuyo número no se determina, se llama en general Poly 

nomio»
II Por lo que mira á la sustracción de las cantida

des algebraicas, la regla general es esta: Midense los sigr 
nos de la cantidad ^ue se debe restar, esto es , múdese -+- 
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^fi y —. en súmese esta cantidad^ después de hecha 
esta \i¡nudafiza-^ con la cantidad de la ^ual se la ha de festat'^ 
y^hagase la reducción,

. EGEMPLO.
De 6^--r 3^"+-4^ quiero,restar la cantidad ^a— 5^ -i- 6c,

A continuación de 6a — ^h -4- 4c escribo — ^a -^ 
^^ — 6r,^q.üe es la. segunda cantidad despues de mudados 
sus signos, y sale 6a-— Sh-ï- 4c — ^a -H 5^ — 6c y 
reduciendo sale la resta a -n 2^ — 2i7.

Para manifestar la, razón de esta régla escogeremos 
un exemplo mas sencillo. Supongamos que de a se quiera 
restar A es evidente que se debe escribir a — h i¡ pero si 
de fl se quiere restar^ —'C^ digo que se debe escribir 
a — h -i-- a;- coa efecto es evidente que lo que se ha de 
restar no es toda la cantidad h^ sino b disminuida de c. 
Si se resta, pues, ^ entera escribiendo a — b , es preciso 
que para hacer una compensación, añada despues lo que se 
ha restado de mas: se debe, pues , añadír c: se debe, pues, 
escribir a — b -Hc: quiero decir, que se deben mudar los 
signos de todas las cantidades que se han de restar.

.Con los números no es necesario este cuidado, por
que 'si se ofreciese restar, pongo por caso ,8 — 3 de 1 2, 
se empezaría disminuyendo 8 de 3 , de lo que resultaría 
5 que se restaría de 12, y saldría la resta J^; pero tam
bien se echa de ver que se podría restar primero 8 de 
12, ya la-resta-4 añadiría 3, y saldría igualmente ^. 
Este último camino es el que se sigue y debe seguirse por 

A4
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precision en el Álgebra , porque no se puede egecutar con 
las letras como con los números la reducción preliminar.

12 Las cantidades que llevan el signo -+- , sg llaman 
eanfidades positivas'^ y las que llevan él signo — , se llaman 
oanfidades negativas. En adelante trataremos con alguna in
dividualidad de la naturaleza y de los usos de estas canti
dades consideradas separadamente la una de la otra.

De la Multiplicación, ;

13 Para practicar la multiplicación algebraica se han 
de hacer algunas consideraciones que la son peculiares, y 
que no vienen al caso en la multiplicación arismética. Fue
ra de las cantidades hay que atender tambien á los signos.

Si en esta operación no atendiéramos mas que á los 
valores numéricos de las cantidades representadas por las 
letras, hubiéramos de formar de la multiplicación algebraica 
el mismo juicio que de la multiplicación arismética (1. 29): 
así multiplicar a por If ^ sería tornar la cantidad represen^r 
tada por a^ tantas veces quantas unidades hay en la can
tidad representada por h, ‘

14 Pero como el objeto que aquí nos proponemos 
es poner por obra ó representar la multiplicación pres
cindiendo de los valores numéricos de las cantidades ÿ con
viene fijar los signos con que representaremos esta multi
plicación.

Se hace uso frecuentemente de e^e signo x que-sigr 
nifica multiplicado por", de suerte que a x. b significa a muí- 
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tipÎicado por ^5 ó que se ha de irultiplicar a por b.
Sirve tambien un punto puesto entre las dos cantidades 

que se han de multiplicar: de suerte que a. b y a % b 
significan lo mismo.

Finalmente se indica tambien, la multiplicación (á Io 
menos entre los monomios) sin poner signo alguno entre 
el multiplicando y el multiplicador. Así a >< b^ a,b^ ab 
son tres expresiones que todas indican que se ha de multi
plicar a por b. Este último modo de representar una mul
tiplicación es el mas usado.

15 , Se escribirá, pues, abe quando se quisiere mul
tiplicar ab por c. Para multiplicar ab por cd se escribi
rá abed ^ y así de las demas. Es igual escribir las letras 
por el orden que se quisiere, porque es siempre uno mis- 
^^ (^’ 33) €1 producto, sígase el orden que se quisiere 
en la práctica de la operación.

16 Por consiguiente quando encontráremos en ade
lante una cantidad como ab^ ó abc^ ó abed &íc, compues
ta de muchas letras escritas á continuación las unas de las 
otras sin haber entre ellas signo alguno , inferiremos que 
dicha cantidad representa el producto de la multiplicación, 
succesiva de cada una de las letras de que se compone.

17 Hemos llamado factor (L 31) de un produc
to todo número que concurre por medio de la multipli
cación para formar dicho producto. Así en ab, a y b son 
-los factores: en abe los factores son a^ b^e^ y así de los 
demas.
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i 8 Infíérese de la regla que acabamos de dar ( i J ), 
que el producto de la multiplicación de muchas cantida
des algebraicas monomías debe incluir todas las letras que 
contienen el multiplicador y el multiplicando juntos.

Sentado esto, si las cantidades que se han de multi
plicar constaren de una misma letra,. esta letra se deberá es
cribir en el producto tantas veces quantas se halla en to
dos los factores juntos , sea el que fuere el número de 
las cantidades que se han de multiplicar : asi a multiplica
do por íí dará ü¿í‘. act multiplicado por cutíi dara ciuiiait, ctci 
multiplicado por aaa y multiplicado todavía por a^ dara

iq En los casos como este no se escribe dicha letra 
mas de una vez, pero se escribe ácla la derecha al lado de 
la letra un poco mas arriba un guarismo que se llama ex- 
ponente^ el qual señala quantas veces dicha letra es factor 
del producto, ó quantas veces se debe escribir. En lugar 
de aa se escribe en lugar de aaa^ se escribirá a^ r en 
lugar de aaaan se escribirá «5, y á este tenor en los de
más casos parecidos á estos. Téngase , pues , presente en 
adelante que el esponente de una letra señala quantas veces 
dicha letra es factor en un producto. En <x3 ¿,^e hay tres 
factores de valor diferente, es á saber, a , ^, c; pero la pri
mera letra es tres veces factor, la segunda dos veces, y la 
tercera una vez. Con efecto a^b'^c equivale á aaab^c. :

De aquí resulta la diferencia que hay entre el coefi
ciente y el esponente; la diferencia que hay por egemplo 
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entre 2zï y a^,. entre a^ y ^a: en 2iï el coeficiente 2 es- 
presa que a esta sumado con a, esto es, que 2¿i equivale 
á fl -H û!5 pero en a^ el esponente 2 señala que la letra fl se 
debería escribir dos veces de seguida sin signo alguno^ que 
está multiplicada por sí misma, ó finalmente que es dos 
veces factor, esto es, que a^ equivale á fl x a: de suerte 
que si a vale 5,por egemplo, 2a vale 105 peroA^ vale 25.

20 Resulta, pues, que para muHíp/zear cam^idaáes 
tnonomzas z^ue tuvieren ietras ccmuues, se puede abreviar 
la Operación , sumando succeswamente ¿os esponentes de ¿as 
letras semejantes del multiplicando jz del multiplicador, Así, 
para multiplicar a^ por aS, escribo a®: quiero decir, que 
escribo la letra a dándola por esponente la suma de los dos 
esponentes 5 y 3. Igualmente, para multiplicar a^h^ c por 
a'^l^^cd escribo ai'/^^c^d ^ escribiendo primero todas las letras 
diferentes aacd, y dando despues á la primera el esponente 
f que es la suma de los esponentes 3 y 4: ála segunda el

5 que es la suma de los dos esponentes 2 y 3 : á 
la tercera el esponente 2 que es la suma de los dos esponem 
*:e® 1 y I? porque aunque no lleva c esponente señalado, 
se debe no obstante entender que es 1 su esponente, porque 
C es factor una vez de la cantidad misma r: luego quando 
una letra no lleva esponente expreso, se considera que tie
ne i por esponente: y reciprocamente todas Ias veces que 
fuere 1 el esponente de una letra, se puede escusar escri
bir este esponente.

Esta es la regla que se ha de seguir por lo que toca
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à las letras en la multiplicación de las cantidades monomias.
s i Quando las cantidades monomias llevan un coefi

ciente, sc debe empezar la multiplicación por este coefi
ciente, cuya multiplicación se practica por las reglas de la 
Arismética. Así para multiplicar ^a por 3¿, multiplico pri
mero 5 por 3, despues a por ^, y hallo que el produc
to es i 5 ab. Deí mismo modo, si he de multiplicar i 3a3¿^ 
por ^a^b^y me saldrá el producto loSa^^S.

Digimos en la Arismética que una cantidad está ele
vada á la primera, segunda, tercera potencia &c. ó al pri
mero, segundo, tercer grado, según es factor i, 2, 3 &c. 
veces: luego una letra cuyo esponente es 1,02,03, 
debe considerarse levantada á la primera, ó á la segunda, ó 
á la tercera potencia. Así a'^ es la segunda potencia ó el 
quadrado de «5 «3 es el cubo ó la tercera potencia de a^ 
y así succesivamente.

22 Sentados estos principios, pasemos á la multipli
cación de las cantidades complexas. Para egecutar esta mul
tiplicación se practica lo mismo que en la Arismética res
pecto de los números que tienen muchos guarismos; quiero 
decir, que se ha de multiplicar cada uno de los términos 
del multiplicando por cada uno de los términos del mul
tiplicador, sin apartarse de las reglas que hemos dado para 
la multiplicación de los monomios. Pero quando se multi
plica un polynomio por otro, se puede empezar la opera
ción por donde se quisiere: quiero decir, que no hay pre
cision como en la Arismética de executarla de la derecha á 

MCD 2022-L5



DE ÂLGESRA. 13

la izquierda: se puede hacer la rhultîplîcacîon de las canti
dades algebraicas de la izquierda a la derecha^ y así lo 
practicaremos por ser esta práctica la mas común.

EGEMFLO' I.

Se ha de multiplicar ¿l -^ b

por.............. -...............................c

producto.............................................. ¿^e

i .® Multiplico a por c, cuyo producto £3(15) ae. 
a.® multiplico b por c, y el producto es ¿¡7: sumo este se
gundo producto con el primero, poniendo entre los dos el 
signon-, y hallo que ac~i~ ác es el producto total.

Si hubiese un término mas en el multiplicador, mul
tiplicaría ahora todo el multiplicando por dicho términOj 
y juntaría el segundo producto con el primero.

EGEMPLO II.

Si hubiera de multiplicar...............a-i-b
por.................................................... ..

producto..................................ae beadbd

Despues de multiplicado ay b por c, cuyo producto 
es íjc-i- be y multiplicaría tambien a^^^-b por ¡i ^ cuyo pro
ducto seria ad -r bd. Juntando este producto con el primero, 
saldría aebead-1- bd. Con efecto, multiplicar a M- por 
c~}~d es tomar no solo ^ , sino tambien b^ tantas veces quan- 
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tas unidades hay en toda la cantidad ^-+-¿/5 esto es, tantas 
veces guantas unidades hay en c, mas tantas veces guantas 
unidades hay en d,

EGEMPLO 111.
Hay gue multiplicar......... .................... a — ¿
por..............................................  , , . . e

producto.................................................... — ̂ ^'

Despues de multiplicado a por Cj cuyo producto es 
acf multiplico ^ por ¿7, cuyo producto es ¿c^ pero en vez 
de sumar este segundo producto con el primero, le resto, 
porgue en este caso no se trata de multiplicar la suma de 
las dos cantidades ay ^,sino su diferencia, pues a — ¿ 
significa gue ¿ se debe restar de ^5 pero si se multiplica a 
todo entero , como se egecuta en la primera multiplicación, 
es evidente gue se multiplica de mas la cantidad ^ gue se 
debería rebajar de a. Se debe, pues, restar del primer pro
ducto la cantidad multiplicada por c, esto es, se debe 
restar

Quando se hace la multiplicación con números es es- 
cusado este cuidado,, porgue antes de practicar la multi
plicación se haria primero la sustracción gue en nuestro 
caso está indicada en el multiplicando. Si hubiéramos de 
multiplicar 8 — 3 por 4, reduciríamos sobre la marcha 
8_  3 á 5 gue despues multiplicaríamos por 4. Pero 
tambien se echa de ver gue se llegaría al mismo resultado, 
multiplicando primero 8 por 4, cuyo producto es 3^? Y 
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despues 3 por 4,cuyo producto es i2;y restando este 
segundo producto del primero, saldría el producto 20, el 
mismo que sale por el primer método^ pero este modo de 
hacer la operación , del qual sería ridículo valerse respec
to de los números, se hace indispensable para con las can
tidades literales , porque en estas no se puede practicar la 
sustracción preliminar.

EGEMPLO IV.
Hay que multiplicar.........................a—
por.......................................................... — d

producto..............................   . ac—¿c — adl>d

Se multiplicará primero ^ — ^ por ¿■: el producto se
rá ae — ¿t?. Se multiplicará despues a — i^ por di saldrá 
el producto ad— ¿fd. Finalmente se restará este segundo 
producto ad — ^d del primero, y saldrá (11) el pro
ducto total de — de —

Y de hecho, yá que el multiplicador í? está disminui
do de la cantidad d^ espresa que no se ha de tomar el mul
tiplicando sino tantas veces quantas unidades hay en ¿- des
pués de rebajada d'^ pero como no se puede hacer esta di
minución antes de la multiplicación, se puede tornar primero 
a — b tantas veces quantas unidades hay en ¿7, esto es, 
multiplicar a — b por r, y restar despues del producto la 
cantidad a — b tomada tantas veces quantas unidades hu
biere en dj esto es, restar del primer producto el de í/—b 
multiplicado por íZ.
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Si paramos la consideración en los signos de los 
términos que componen el producto total ae — ¿^e ad -^ 
¿>d^ y los comparamos con los signos de los términos del 
multiplicando y multiplicador que los han producido, ha
llaremos I-? que el término íi que suponemos que lleva el 
signo-4-, multiplicado por el término t? que tambien se su
pone llevar el signo -4- , ha dado el producto zn? que se consi
dera que lleva el signo -n. 2.° que el término b que lleva 
el signo — 5 multiplicado por la cantidad c que se supone 
llevar el signo 4-, ha dado el producto ¿^ con el signo—. 
3.° que el término a que tiene el signo-t-, multiplicado 
por el término d que lleva el signo —■, ha dado el pro
ducto ad con el signo—. 4.° finalmente que el término b 
que tiene el signo—, multiplicado por el término d que 
lleva el signo —, ha dado el producto bd que lleva el sig
no 4-.

Luego en adelante podremos conocer en las multipli
caciones parciales sí los productos particulares se deben 
sumar ó restar; bastará para esto tener presentes las dos re
glas siguientes que nacen de las observaciones que acaba
mos de hacer.

34 Si /0^ dos tértninos que se ban. de muUipUcar el 
uno por el otro, llevan ambos un mismo signo^ esío es y 0' 
ambosd ambos —, llevará siempre su produefo el sig^ 
fío~^. Si al contrario lleva?i distintos signos^ esto es ^ el 
t^no-^-y el otro—~'j ó el uno —^^ el otro -Hj su producto 
llevará siempre el signo -.
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Con el socorro de estas reglas y de las que hemos 
dado (15, 20, 31 y 22) se puede executar qual- 
quiera multiplicación algebraica. Pero el que quisiere obrar 
con método, deberá atender primero á la regla de los signos, 
despues á la de los coeficientes, finalmente á la de las letras 
y de los esponentes. Concluiremos con un exemplo en el 
qual se ponen en práctica todas estas reglas,

EGEMPLO V,

Se ha de multiplicar . ,, ^a^ — 2a^^ n- ^.a^h^ 
por............ .. ................. «3— 4a^¿ 3^3

—’SOfl^d -+- 8^15^2— j ^^4¿3
-4-ioá‘^¿f^— 4fl3^4_|- Síi^^S 

producto ^a^—3 2a^^-^ I 3^55» — 6a'^¿f^— 4íí3¿4 _í_ 8íí^¿5

Multiplico succésivamente Tos’ tres términos ^a^y__  
2^3^, H- 4tí^é% por el primer término «3 del multiplica
dor. Como los dos términos 5ij4y ^^ tienen un mismo sig
no, el producto ha de llevar el signo -n (24)5 pero 
omito esté signo, porque corresponde al primer término 
del producto (7-). Multiplico despues el coeficiente 
S de ^4^ por el coeficiente 1 de ¿ï3 (21); sale el pro
ducto 5: finalmente, multiplicando a^ por ^3 según la re
gla dada (20), esto es, sumando los dos esponentes 4 
y 3 sale «Z, y es por consiguiente jíiZ el producto.

Paso al término — 2íz3¿ • y habiéndole de multiplicar 
B
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por Í/S5 me hago cargo de que siendo diferentcs los signos de 
estas dos cantidades, el producto debe llevar el signo —: 
multiplico despues el coeficiente 2 de a^ b por el coeficien
te i de iï3, y finalmente a^è por íi3, y sale el producto : 
— ^a^éf.

Practicando las mismas reglas, el término -i- 4£/^¿’ mul
tiplicado por a^ dará -i- 4(35^^,

Despues de multiplicados todos los términos del mul
tiplicando por «3, se han de multiplicar por el segundo 
término — 4^3^^ del multiplicador. El,término 5^1^ multi-> 
plícado por — ^.a^è de signo opuesto, dará— aoa'^^: el 
término. — za^^ multiplicado por — 4¿í^¿ que lleva el mis
mo signo, dará n- 8íí-5^5 y el término -4- 4íí^¿^ multi
plicado por — 4tí“¿ de signo distinto, dará— 1 óa'^é^.

Finalmente se multiplicará por el último término -i- 2 ¿3^ 
y practicando las mismas reglas saldrán los tres productos 
parciales-i- ioa‘^é^^ — 4'^^^'^5 ^a^é^

Si se considera que entre los varios productos parcia
les que se han hallado, hay términos semejantes, esto es, 
compuestos de unas mismas letras con unos, mismos espOT> 
nentes, se hará la reducción juntando en una suma los, de 
un mismo signo, y rebajando unos de otros los de signos; 
contrarios, de donde saldrá por fin ^a^ — 2 2a^è -H i oaS^^ 
— Úd^^s — 4fl3¿4 _^_ Síjí^S que será el producto total.

25 Para indicar la multiplicación .entre dos canti
dades complexas, es estilo escribir cada una de las cantidades 
dentro de un paréntesis, poniendo en medio uno de los sig- 
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nos de multiplicación de que hemos hablado arriba ( 14): 
algunas veces se omite este signo. Así para señalar que to
da la cantidad a^-^^a^-^¿f'^ se ha de multiplicar por toda 
la cantidad 2fí-}-3¿, se escribe (íí^-i-3rt¿-i-¿’)x(2¿z-h3¿), 
ó solamente (¿ï^-H 3íi¿-h¿^) (2^-4- 3^). Algunas veces 
en lugar de escribir cada cantidad dentro de un paréntesis, 
se tira una línea sobre cada una de este modo.
iï^ 4-3rí¿’4—¿’^ x 2íí-H 3^.

26 En muchos casos tiene mas cuenta indicar la 
multiplicación que hacerla : sobre este punto particular no 
se pueden dar reglas generales, porque esto pende de las 
circunstancias que acompañan estas operaciones: en adelan
te ocurrirán algunos de estos casos que solo el uso puede 
enseñar. Podemos no obstante decir generalmente que con
viene contentarse con indicar las multiplicaciones , quando 
á estas se debe seguír la division, porque como se egecu- 
ta rriuchas VeCús está últirfia'' o'peracion , solo con suprimir 
los factores comunes al dividendo y al divisor, se distin
guen mas fácilmente estos factores comunes, quando no está 
mas que indicada la multiplicación.

De ¡a División.

2 ^ El modo de practicar esta operación por álgebra, 
pende mucho de los signos de que usan los Matemáticos 
para la multiplicación. Su objeto es el mismo que en la 
Arismética.

38 Quando la cantidad que ocurriere dividir no tu-
B2
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biere letra alguna común con el divisor, no será posible 
hacer la operación: no se puede hacer mas que indicaría, 
lo que se egecuta escribiendo el divisor debajo del divi
dendo á manera de quebrado, separando el uno del otro 
con una raya: así, para espresar la division de a por ¿, se 
escribe V se lee dividido por ^: para señalar que se 
ha de dividir aa -^¿f^ por c-i-d., se escribe

39 Quando el dividendo y el divisor son monomios^ 
si todas las letras que hay en el divisor, están tambien en 
el dividendo, se puede hacer cabal la division, y se prac
ticará siguiendo esta regla. Supr/manse en el dividendo iodas 
las letras que tiene eomunes eon el divisor 5 las letras que que^ 
dáren formarán el cociente. Asi para dividir ah^ por a^ su
primo a en el dividendo aáy y sale el cociente b. Para di
vidir abc por aby borro ab en el dividendo, y sale el co
ciente c.

La razón de esto es muy patente, puesya que las letras 
escritas (15) sin signo alguno intermedio, son los fac
tores de la cantidad en que se hallan, las letras del divisor 
que le son comunes con el dividendo, son por lo mismo 
factores del dividendo, pero hemos visto (L 56) que 
quando se divide un producto por uno de sus factores, de
be salir al cociente el otro factor: luego debe constar el 
cociente de las letras del dividendo que no le son comu
nes con el divisor.

30 Infiérese de aquí que quando hubiere esponen- 
tes, la regla que se deberá seguir consiste eñ restar el espo^ 
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nent-e de eada ¡efra del divisor^ del esponenfe que la mis
ma letra tuviere en el dividendo: así para dividir a^ por 
a^, resto 2 de 35 resta 1, y por consiguiente el co
ciente es a^ ó a. Del mismo modo si he de dividir a^^lf^c^ 
por a’̂^e^f saldrá a'^Po. Con efecto ^ es lo mismo que 
~ que según la regla dada se reduce á a con borrar las 
letras comunes al dividendo y al divisor. En general, ya 
que en el cociente no debe haber sino las letras que no 
son comunes al dividendo y al divisor, el esponente de 
cada letra del cociente no debe ser sino la diferencia en
tre los esponentes que dicha letra lleva en el dividendo y 
los que lleva en el divisor.

3 I Luego si lleváre una misma letra el mismo espo
nente en el dividendo y en el divisor, será cero su espo
nente en el cociente: así íi3 dividido por a^ dará a°: a^ èc^ 
dividido por a^he^ dá a^è°e° ó alf°e°. En este caso es es- 
cusado escribir las letras que llevan el esponente cero j por
que cada una de ellas no se distingue de la unidad. Por
que quando se divide fl3, por a3, se busca quántas veces 
a^ contiene a^-^ pero es evidente que le contiene una vez: 
luego el cociente debe ser 1 : por otra parte a^ dividido 
por ¿í3 dá a°: luego a° vale 1. En general toda cantidad 
cuyo esponente es cero, vale 1.

32 Si lleváre el divisor algunas letras que no se ha
llen en el dividendo, ó si algunos de los esponentes del di
visor fuesen mayores que los de las mismas letras en el divi
dendo, en este caso no se podrá hacer cabal la division, y

B3
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será preciso contentarse con indicaría no mas, conforme se 
dijo ( 28 ). Pero se puede simplificar el cociente ó la 
cantidad fraccionaria que entonces le representa. Para cu
yo fin se borrarán en el dividendo y el divisor las letras 
que se hallaren en ambos; de suerte que si hubiere espo- 
nentes, se borrará la letra que lleva el esponente menor, y 
se disminuye de igual cantidad el esponente mayor de la 
misma letra. Supongamos que se haya de dividir a^èe^ por 
u^¿3^4; se escribirá ^^ que se reducirá por el método 
siguiente: se borrará en el divisor, y se escribirá solo ¿i3 
en el dividendo; se borrará b en el dividendo, y se escribirá 
solo ^’en el divisor: finalmente se borrará ^3 en el divi
dendo, y se escribirá solo c en el divisor: de suerte que 
el cociente será ~~. Practicando lo propio se hallara que 
iV^iï se reduceá ^.

Si despues de practicadas estas operaciones no que
dase letra alguna en el dividendo , se escribirá la unidad: 

así se reducirá á
" Fácil es percibir la razón de todas estas reglas des

pués de lo dicho hasta aquí, porque borrar, según enseña 
la regla, el mismo número de letras en el dividendo y el 
divisor, es dividir por una misma cantidad cada uno de los 
dos términos del quebrado que representa el cociente^ cu
ya operación (Lri) «o muda el valor del quebrado, y 
solo le reduce á una espresion mas sencilla.

3 3 Hasta aquí no hemos atendido álos coeficientes que 
puede haber en el dividendo ó en el divisor ó en ambos.
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Lo que hay que practicar con ellos se reduce á dívidirlos co
mo en la Arismética, y quando no puede salir cabal la 
division, se escriben á manera de quebrado que se redu
ce á su mas simple expresión (L ^4) quando es posible. 
Por exemplo, si he de dividir ^a^¿> por 40^/», divido 8 
por 45 sale el cociente 1 : dividiendo despues a^^ por a^¿f^ 
sale el cociente a^ y por consiguiente es 2¿í el cociente to
tal. Si ocurriese dividir SaS^^ por 6a^, escribiré ?^ que 
se reduce á

34 La regla que acabamos de dar es general, ya 
sean monomios el dividendo y el divisor, ya sean polyno- 
mios, con tal que en este último caso las letras comunes 
al dividendo y al divisor sean al mismo tiempo comunes á 
todos los términos separados por los signos -i- y —. Así 
si tuviera que partir 4^-1-4^4^— 5fl2¿3 por ^3 — ^a^¿^ 
reduciría el cociente i^***=:^^»>» la cantidad 
~—~:z^—^ 5 borrando a^ que es factor común de todos 
los términos del dividendo y del divisor.

35 Quando son.complexos el dividendo y el divisor, 
no se pueden dar reglas generales para conocer solo con 
mirarlos, si la division puede salir cabal ó no. Para sa
berlo con certeza , y hallar ai mismo tiempo el cociente, 
se debe practicar lo siguiente.

i .® Se escribirán en una misma línea el dividendo y 
el divisor, y se ordenarán sus términos respecto de una mis
ma letra común á los dos: quiero decir que se escribirán 
de manera que esten mas acia la izquierda aquellos en que

B4
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dicha letra tubiere mayor esponente, siguiéndose los demás 
por su orden.

2 .° Escritas así ú ordenadas las dos cantidades, se 
separarán con una raya de arriba abajo el dividendo y el 
divisor, y se empezará la division partiendo solo el pri
mer término del dividendo, según las reglas arriba decla
radas ( 29 , 30 y 33 ) por el primer término del di
visor , y se escribirá el cociente debajo del divisor.

3 .® Se multiplicarán succesivamente todos los términos 
del divisor por el cociente que se acabare de hallar, y se 
escribirán los productos debajo del dividendo , tenien
do presente que se han de mudar los signos de estos pro
ductos.

4 .® Se tirará una línea debajo de todo; y hecha la 
reducción de los términos semejantes, se escribirá la resta 
debajo para empezar otra division del mismo modo, to
mando por primer término del nuevo dividendo, entre los 
términos restantes, el que mayor esponente tubiere.

Es de observar que en esta operación se ha de atender, 
del mismo modo que en la multiplicación, á los signos del 
término del dividendo y del término del divisor, con los qua
les se está egecutando la division , con cuyos signos se prac
tica la misma regla que en la multiplicación; esto es, que '

Si el dividendo y el divisor llevan un mismo signo, 
el cociente llevará el signo-i-.

Si al contrario llevan signos diferentes, el cociente 
llevará el signo—. ■ :
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Fúndase esta regla de los signos en que (L 56) el 
cociente multiplicado por el divisor, debe reproducir al 
dividendo. Es, pues, preciso que tenga el cociente tales 
signos que multiplicándole por el divisor salga el dividen
do con los mismos signos, de cuya condición resulta in
dispensablemente la regla que acabamos de dar.

Para proceder con orden se empezará por los signos, 
despues se dividirá el coeficiente , y finalmente las letras.

EGEMPLO.
Se ha de dividir aa — àâ por a.

Ordeno el dividendo y el divisor respecto de la una 
ó de la otra de las dos letras ay ¿fy y respecto de a, por 
^^^tuploj y los escribo como se vé aquí.

H— a¿^ -1— /^¿^

Dividendo aa— ¿^ a-^ ^ divisor.
— aa — a¿^ a — b cociente.

Residuo .... 0 0

Como el signo del primer término aa del dividendo es el 
mismo que el de a primer término del divisor, he de po
ner al cociente, pero como la cantidad que voy á es
cribir ha de ser el primer término del cociente , puedo 
omitir el signo-H.

Divido aa por a: sale el cociente a que escribo de
bajo del divisor.
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Multiplico succesivamente Jos dos términos a y b del 
divisor por el primer término a del cociente, y escribo 
Íos productos aa y ab debajo del dividendo con el sig
no__, opuesto al que dió la multiplicación, porque estos 
productos se deben restar del dividendo.

Hago la reducción borrando los dos términos a:t y 
__aa que se destruyen:, resta—-ab que con la parte 
restante — bb del dividendo propuesto, compone el nuevo 
dividendo.

Prosigo la division tomando — ab por primer tér
mino del nuevo dividendo.

Dividiendo — ab por ^ , doyle — al cociente, por
que son opuestos los signos del dividendo y del divisor: 
por lo que mira á las letras, hallo el cociente ¿ , y le es
cribo á continuación del primer cociente.

Multiplico los dos términos a y b del divisor por el 
término — b del cociente: salen los dos productos • ab 
y__^^: mudo sus signos, y escribo abbb debajo 
de las partes restantes del dividendo. Hago la reducción 
borrando las partes semejantes de signos contrarios: como 
no queda resta alguna, infiero que el cociente es a — b. ■

Se hubiera podido ordenar igualmente el dividendo y 
el divisor respecto de la letra -b, y entonces hubiera sido 
__ Iflf^aa el dividendo, y b-^^a el divisor; y ope
rando del mismo modo hubiera salido el cociente — b-^a^ 
cuya cantidad es la misma que a —b,

36 Si despues de ordenados el dividendo y el diví- 
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sor respecto de una misma letra, se encontrasen muchos 
términos en los guales rubiera dicha letra un mismo espo- 
nente, se escribirían todos estos términos en una misma 
columna, como se ve en el egempío siguiente 5 y en este 
caso se deberían ordenar todos los términos de cada columi
na respecto de otra letra distinta de la espresada.

EGEMPLO.

Quiero dividir 19«’^® -4- i^a^^ — Qoa"^.— loa^e 
— 6a^¿^c -+- 2aPe — Sab^, por — 3 aè — ^a^ H- ¿f^. 
Ordeno el dividendo y el divisor respecto de la letra a, 
con lo que tengo — 2o¿í4-(- 1 g^s^ — lo^Sí' -H i9fl’¿® 
— óa^^c -H 2a¿^^e — 5aâ^^ que he de dividir por — ^a*
— S^â -H ¿^¿f^ pero como hay dos términos con a^ , dos 
con ¿i®, y otros dos con 4: los escribo como se vé aquíj 
ordenando en cada columna respecto de la letra ^.

Diví-f— 20a^' -i- i 3^3^ -H i 9(T^¿’ — gtíi^S 
dendo.t — lo^s^- — 6a^^c -h 2a¿^^c

Divisor.
— 5«^ — 3^^ "^ ^^

Cociente.

Residuo! -^ ^5«’¿ H- i5«’¿“ - Saè3
L — lOíjSz? — 6a^¿?e -+- 2aâ^e 

— 2^a^¿f— i ^a^^^ -H 5*7^3
Residuo. . — lOíjSí^ — 6a^éc -+- 2aè^e

-+- loa^c H- 6a^ác — 2a^^e

Residuo0 o o

4iï^ — Sa¿f-t-2aff
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Empiezo la operación dividiendo — 2oa^ primer tér
mino del dividendo por — 5^^ primer término del divi
sor. Hecha esta operación por las reglas arriba dadas, sa
le el cociente -+- 4a^ , ó solamente 4^^, porque es el pri
mer término, y le escribo al cociente-

Multiplico los tres términos del divisor succesivamen- 
te por 4iï^ , y mudando el signo de los productos á medi
da que los voy formando, los escribo debajo del dividen
do, y sale 20a^ H- I2íí3¿ — 4¿í"é^ que reduzco con 
los términos del dividendo, y sale la resta -+- 2^a^^ 
— iofl3í7 -H iga^F — 6íí"¿c — Síi¿3 H- aflé^í-, que 
será el nuevo dividendo.

Prosigo la division tomando H- 25¿[3^ por dividen
do , y sale al cociente — Síí^: escribo este cociente: mul
tiplico por esta misma cantidad los tres términos del divi
sor 5 y mudando el signo de los productos á medida que 
los voy formando , escríbolos debajo del nuevo dividendo; 
sale — 25^3^ — iSíi"¿" h- Site’s 5 y reduciendo estas 
cantidades con los términos de dicho nuevo dividendo, sa
le la resta — loa^e •— 6a^he^ aaéf^e ^ que será el ter
cer dividendo.

Hago la tercera division tomando — io<23í7 por di
videndo: hallo el cociente H- 2£íe: egecuto la multipli
cación y la reducción despues de mudados los signos, como 
antes: no resta nada^ y así el cociente es 4«^ — s^^ 
-í- 2ae,

^^ Sise nos ofreciera dividír, por egemplo, a por
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f-^ê^^ hallaríamos que no puede salir cabal la Operación, 
y sacaríamos la cantidad 4---- "A -+- -^--^ — ^Aü

^c. -que como se echa de ver , se podría pro
seguir ai infinito, sin que llegásemos jamás á apurar la di
vision.

Esta especie de cocientes ó espresiones que se compo
nen de' una infinidad de termino^., se llaman séries infimtasz 
hacen mucho papel en las investigaciones mas importantes 
de la Matemática, y tratarémos de ellas separadamente en 
otro lugar.

Jf^eíoda para^ bailar el mayor,c-omun divisor de dos eanfidades 
literales,

38 Este método es parecido al que dimos (L ^y) 
para sacar el mayor común divisor de las cantidades nu
méricas, DeSpues de ordenadas ambas cantidades por una 
misma letra,-se debe dividír aquella en que dicha letra lle
vase el mayor esponente por la segunda, y proseguir la 
division hasta que dicho esponente llegue á ser menor en 
dicha cantidad que en la segunda, ó igual quando^mas. Se 
dividirá despues la segunda cantidad por la resta de la pri
mera division, y siempre con las mismas condiciones. He
cho esto, se dividirá la primera resta por la segunda, y se 
proseguirá dividiendo la resta precedente por la resta nue
va hasta llegar á una division exacta; en cuyo caso la can
tidad que hubiere sido el divisor en la última division, se
rá el mayor divisor común que se busca. La demostración 
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estriba en los mismos principios que la que dimos en la 
Arismética (L 77 ).

Podremos facilitar la práctica de esta régla, obser
vando antes de usaría que no mudan de mayor divisor co
mún dos cantidades, quando se multiplica ó divide la una 
de ellas por una,cantidad que no es divisor de la otra, ni 
tiene con ella divisor alguno común. Por egemplo-, a es 
divisor común de.a^ y ac: si multiplico ab por d ^ resultará 
a¿fd que no tiene con ae mas divisor commn que a^ el mis
mo cabalmente que tenian ab y ae.

No sucedería lo propio si multiplicara ab por una can
tidad que fuese divisor de ac^ ó que tuviese un factor co
mún con ae: por egemplo, si multiplicara ab por £?, resul
taría abCf cuyo divisor común con ae es el mismo ac, Ig nal- 
mente si multiplicára ab por cd que tiene un factor común 
con ae, sacaría abed, cuyo divisor común con ae^ es ac.

39 De aquí podremos inferir 1.® que si al tiempo 
de buscar el mayor divisor común de dos cantidades, se 
repara en el discurso de las divisiones succesivas que se hi
cieren , que el dividendo ó el divisor tiene un factor ó divisor 
que no sea factor del otro, se podrá suprimir dicho factor.

2 .® Que se podrá multiplicar una de las dos canti
dades por la cantidad que se quisiese, con tal que no sea 
divisor de la otra cantidad, ni tenga con ella factor algu
no común.

Hagamos ahora alguna aplicación de la regla y de 
estas advertencias.
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Supongamos que sé .nos pida el mayor divisor común 
de aa — ^a¿f -+- 2^»^, y aa — aib — 2¿f¿f. Divido la 
primera por la segunda; saco el cociente 1 y la resta 
— 2 ak-^4^^- Intento ,;,pues, .la division de aa -— a¿f 
~ 2¿fb por- la cresta ^ 2 ak -^ 4'^^ 5 P^^*^ como esta'tie
ne Un factor 2^, que no lo es del nuevo dividendo, supri
mo dicho factor 2^ , y me contento con buscar.el divisor 
común, de. aa — aé — 2^^, y —2^, esto- os, con 
dividir aa — a^ — 2¿¿ por — a h- 2b 5; cuya division 
sale cabal, é infiero por lo mismo que — æ-h 2b q& el 
mayor divisor común de las dos cantidades propuestas.

Para segundo egempló nos propondremos hallar eí 
mayor común divisor de las dos cantidades 5fl3.— 1 8íi^^ 
-t-11 £í¿2-—>-6^3 y -j^fl^—2 3 í/í^H-6^2. Debería, pues, 
dividir la primera de estas dos cantidades por la segunda; 
pero, .como no se puede dividir cabalmente 5 por ^ , mul
tiplicaré da: primera por ^ :,>y esto no puede alterar en naTí 
da el común divisor, por no ser Jr factor de todos los tér
minos de la segunda. Tendré, pues, que dividir SS^s 
—..i3.6ct®i^H- ZZ^^" — 43^3 por Z^" —,2.3ú¿ -n d¿^ 
EgeCetando la division, sacaré el.cociente 5a y la resta- 
TT-rï la^^b -H 4J7íí¿^ — 4 2^3. Como reí esponente de ^ 
en la resta es igual al que lleva a en el divisor, podré 
continuar la ,division ;- pero reparo que por la misma ra
zón que antes deberé multiplicar tambien por ^ el nuevo 
dividendo ^.y .reparo ademas' que podre borrar b en todos 
los .términos de — 1 la^^ -+- 47^^’ — 42^2, porque 
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no es factor común de todos los términos del divisor '^a^ 
__ a^aà 6P, Hechas estas observaciones , dividiré^ 
— ^>^a^ ^2gah — •2g4.h^ por '^a^ ^ 2 ^aêf6è^:[ 
sacaré el cociente — 11, y la resta '^6ab — 228^^ 
Pruebo, pues, la division de ^.a^ — 23íí’¿ -+-'6^“ '■que 
ha sido hasta ahora ei divisor, por la resta 7 6ab — 2 3 8¿% 
Ó' por mejor decir por '^6a — 338^. Para que se pudie
se egecutar la division, sería menester multiplicar la pri-- 
mera de estas dos.cantidades por 765 pero antes de ege- 
cutarlo conviene saber si 7^ es factor ó no de toda la can
tidad ‘̂ óa — 228^, ó si tiene alguno de sus factores que 
sea factor común de dicha cantidad. Reparo que 76 cabe 
3 veces en 338^^ 7 como no es factor de 7^^ — '¿^ab 
-H 6ê^^, omito en el divisor 76«— 228¿ el factor 76^ 
y tendré que dividir 7//’ — 2^ab -t-' 6è^ solo por 
a.—^.^^ concluida la division, no queda resta"alguna5 de' 
donde infiero que eit común divisor dedas dos cantidades pro* 
puestas es Æ—3¿. ■ /

De lo^ Que^fúdos iíf^fale^»
- 40 Galcúlanse los quebrados Ütêralês pof las mis

mas reglas que los numéricos, aplicándoles al mismo tiem
po las reglas que'antes hemos dado en orden á la adición, 
la sustracción, multiplicación y division algebraicas. Co
mo es muy fácil esta aplicación, la declararemos con suma 
brevedad.

41 El quebrado f se puede transformar, sin mudár 
'de valor, en ^, Ó¿^, ó ^^, y asi prosiguiendo.
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Porque estos últimos no son otra cosa que el prime
ro, cuyos dos términos se han multiplicado por o en el 
primer caso, por a en el segundo , y por íx -n b en el 
tercero , cuya multiplicación no muda ( I. 70) el valor 
del quebrado propuesto.

42 El quebrado ^ es el mismo que y: el quebra* 
do ^i^^^ es el nSismo que ^¿~. Esto se comprue
ba (L ^í) dividiendo los dos términos del primer que
brado por i2v j y los dos términos del quebrado ^^lz^:^2^ 
por 3«®. Esta reducción de los quebrados á su mas simple 
espresion estriba en lo dicho (32).

43 Para reducir á un quebrado solo una cantidad 
compuesta de un entero y de un quebrado, se debe mul
tiplicar, como en la Arismética, el entero por el denomi
nador del quebrado que le acompaña. Por egemplo, a-h — 
se puede transformar en ‘^■^. Asimismo, a -+- '^^ se 
reduce á -±=-^7=íi , multiplicando el entero « por el 
denominador b — d.

Quando despues de concluidas estas operaciones se 
hallan términos semejantes, se debe hacer su reducción; así, 
en el Último egemplo, la cantidad a -n ^^^ se transfor
mó en ±__^'’£-*7ï£:^:^ que ge reduce á ~^^ ó ^-^-rz^^ 
borrando los dos términos a^y — ai que se destruyen?" ’

44 Para sacar los enteros que puede contener un 
quebrado literal, se divide , como si fuese numérico, el 
numerador por el denominador, quanto se puede, prac
ticando las reglas arriba dadas para la división; asi, la

C
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cantidad- U®±~±i\ se puede reducir á 3^ -+- 
^$ igualmente" la cantidad 'e^i:^^**^ se reduce á a

dividiendo por a .
45 Quando se hubieren de reducir á -un mismo de

nominador muchos quebrados literales, se practicara la-pro
pio que en la Arismética, así, para reducir á un mismo de
nominador los tres quebrados 7^, ¿-/y? multiplico ambos 
términos ¿i y ¿del primero pOr ú?/ que es el producto de 
los denpminadorçs de los otros quebrados,' y salei-^. Mul- 
tiplico igualmente los dos términos v y d debségUndo por 
¿^f producto de los otros dos denominadores , y sale ^i 
fnalmente multiplico Mos dos términos e y/ del último por 
^d producto de los denominadores de los otros dos, y sale 
— ; dé suerte qué los tres quebrados reducidos'al mismo 
denominado^ , se transforman en

Lo propio se practicaría si los numeradores ó los de- 
fiomiñadores, ó ambos- fuesen complexos, teniendo presentes 
Ias reglas que dimos para la multiplicación de las cani
dés-compléxas. Así se hallará que los dos quebrados J^ y 
,tr“f!reducidos al mismo denominador se transforman en 

fcc ' multiplicando los. dos
.términos del primero por ^ — ¿, y los dos términos del se- 

gundo por a b. . . ,
46 - Quando tienen los denominadores un divisor o 

tactor común, se puédeh reducir los quebrados á un deno
minador común, mas fácilmente que por la regia general, 
supongamos que hayamos de reducir á un mismo denomi-
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nador los dos quebrados ^y -^î veo que los dos denomi
nadores serian los mismos si fuese / factor del primero, y 
í* factor del segundo: multiplico , pues , los dos términos 
del primer quebrado por/, y los dos términos del ¡segun
do por í?; de cuya operación sale -^ y -^ mas sencillos 
queJí^ y ^ que hubieran salido practicando, la regla ge
neral. Si hubiéramos de practicar la misma transformación 
cóh los tres quebrados -¿-, -^, ~, veo que si /ÿ fuese factor 
del denominador del primero , ¿-^ del denominador del se
gundo , y Z/del denominador del tercero, tendrían los tres 
quebrados un mismo denominador: multiplico, pues, los 
dos términos del primero por fg , los dos términos del se
gundo por í?^, y los dos términos dertercero por bf^ y 
sale

^<^/g^ i>cfg^

Esta observación se puede aplicar á los números , re
solviéndolos en sus factores. Por egemplo, " y 7^ son lo 
mismo que ^"Y'^’ multiplico, pues , ambos términos 
del primero por 4, y ambos términos del segundo por 3, 
y s^^e í;Yx4 y 43^77-3 que tienen, como se vé, un mis
mo denominador, y son lo mismo que -^ y —^.

4^ Por lo que toca á la adición y sustracción de los 
quebrados, una vez que están reducidos á un mismo deno
minador ,. no.hay mas que sumar ó restar sus numeradores.

. Así los dos quebrados ^, y ^ reducidos á un mismo 
denominador se transforman, como se vió arriba , en...

^z::rbr-— y----------- • si los queremos, pues , su
mar S<lldra ab~^ac—~I>b—ic-^aa—2.ic-^ab—~ibt ,mar , salara ------- —----------------- ;— g^g gg reduce

Ca
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aa— ib

¿ g4i.—at—ti—3^‘^-4-e Al contrario, si queremos restar el se- 
gundo del primero, salara «a.ib ~ ’
que se reduce a -----r^^ti

48 Para multiplicar -^ por -^; se escribirá -^, mul
tiplicando el numerador por el numerador, y el denomi
nador por el denominador, según las reglas que se dieron 
en la Arismética: asimismo, ~- a %-^ b será — ab.

Si se ofreciese multiplicar -|- por c, se podría conside
rar c como si fuese -^, con lo que la operación quedaría re- 
ducida á la del caso antecedente, y saldría el producto -^. 
Como se echa de ver que se reduce el cálculo á multipli
car el numerador por el entero t^; inferiremos que para 
multiplicar un quebrado por un entero, ó un entero por un 
quebrado, se debe multipliear el numerador por el entero, 
y darle al producto el mismo denominador que llevase el 

queibrado.
Si el numerador y el denominador fuesen complexos, 

se les aplicaría la regla de la multiplicación de las canti- 
dades complexas.

49 Si ocurriese dividir -^ por -^; se reducirá la ope
ration (L 91) á multiplicar -r por f, pra^candoj^ 
regla antecedente, y sale 4- ^* division de ^^ por , 
se reduce á multiplicar ^ por de cuya division sale 
u^Ofa —bi ¿ (^ziilH'^zzÉ} ó egecutando la multiplicación • 

indicada en el numerador, ^75:3)r*
Finalmente, si hubiésemos de dividír ~- por í^, se po- 

dria considerar c como si fuese 4-, con lo que seria este caso 
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parecido al antecedente, y se reduciría la operación á mul
tiplicar -^ por -i, cuyo resultado sería -: de donde se in
fiere que para dividir un gueífrado por un enfero^ se de^e 
muitipliear e¿ denominador por ei encero, ^ darie ai pro^ 
dueto ei numerador ^ue- lieva ei ^ud^rado,

De ia Formaeion dei cuadrado de das cantidades iiteraies.

go Quando son monomias las cantidades literales, 
no puede haber dificultad alguna para formar su quadrado. 
Hemos probado quando declaramos la multiplicación de es
tas cantidades ( 18 ), que su producto contiene to
das las letras del multiplicando y todas las del multiplica- 
dorj pero quando se levanta alguna cantidad al quadrado 
el multiplicando es lo mismo que el multiplicador: luego 
en un quadrado monomio, cada una de las letras de la raíz 
ha de ser dos veces factor : luego el esponente de cada una 
de las letras de un quadrado monomio ha de ser duplo del 
esponente que llevan las mismas letras en la raíz: luego 
para formar ei quadrado de una cantidad monomiay se ias 
ha de dar a todas ias ietras que componen dicha cantidad 
un esponente duplo dei que llevan. La práctica de esta re
gla nos manifestará que el quadrado de a será a®: el de 
«3 será a^: el quadrado de ahc será íi^^^r’: el de a^hSc^ se
rá a^h^c^z y generalmente, el de a^è^cf será a^^h^»c^r,

51 Se echa, pues, de ver, que si la formación del 
quadrado de una cantidad literal puede dar alguna difi
cultad, solo será guando dicha cantidad fuere complexa, ó

C3
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uh polynomio. Pero ni aun en este caso será dificultosa 
esta operación para el que tubiere presente lo que en or
den á ella digimos en la Arismética.(I. 139)’ ‘^^V® ‘^‘^* 
trina sirve sin variar en nada para formar e! quadrado de 
los polynomios^ conforme los vamos a manifestar.

52 Pero antes conviene hagamos una consideración 
que puede ahorrar mucho trabajo en algunos casos, pues 
reduce la formación del quadrado de los pólynomios al de 
los monomios. Quando no precisa formar el quadrado de 
un polynomio, y basta señalarle, se escribe dicho poly
nomio dentro de un paréntesis, y. se le añade acta la de
recha, un poco mas arriba,'.el esponente. 3, Para señalar 
el quadrado de a -+- ¿, que -no se distingue de ( a -t- Z-)S 
se escribirá (a -1- ¿)* : el de m— 3« ?, se señalará

; representaré por {mn)4 el quadrado 
¿e ^,B _,_ „y : lo propio se practicará para señalar el qua
drado de otro qualquiera polynomio.

No es difícil hacerse cargo del fundamento de esta 
práctica. Porque una vez que en el quadrado de una can
tidad , sea raonomia, sea polynomia, es dos veces factor 
dicha cantidad, queda espresado el quadrado de un po
lynomio qualquiera, escribiendo al lado de dicho polyno
mio el esponente 3, que recuerda la operación que se 
ha de hacer para formar el quadrado del polynomio pro-

Decimos que (a -t- ¿? representa el quadrado de 
«H-¿, porque no es en realidad dicho quadra- 
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do, y sojo recuerda que en este quadradocs dos veces factor 
4H-^, y se ha de multiplicar iïH-^ por si mismo si se quie
re formar su, quadrado. Asimismo (4-4r¿) x (4-4-^) no 
es el producto de 4M-í multiplicado por íi-H^j pero se
ñala lo que €s menester hacer para formar dicho producto.

53 Propongámonos ahora formar en realidad el qua- 
drado de a-i-é^ que representa ó puede representar la su- 
ma: de dos cantidades, sean las que se quisiere. Es evi
dente que para conseguirlo he de multiplicar a-+~& por 
fl-H^, de cuya operación resultará Esta 
espresion manifiesta de un modo general lo que digimos 
en la Arismética (L 139) en orden á la formación del 
quadrado, es á saber, que el quadrado de la suma ¿i-H^ 
de dos cantidades, se compone del quadrado a^ de Ia pri
mera, del duplo 2aè de la primera multiplicada por la se
gunda, y del quadrado è^ de la segunda.

54 Una vez que la fórmula ó espresion general 
4* -H 2^5-1-¿' representa el quadrado de la suma de dos 
cantidades, sean las que fueren, podrá servir para fomar 
el quadrado de la suma de dos cantidades, aun quando 
fuesen distintas de las que componen la suma, cuyo qua
drado representa Ia fórmula. Si quisiera espresar el quadra
do de x-Hjz, por cgemplo, es evidente que substituyendo 
en la fórmula.a» -4- 2íí^h-¿", ^ en lugar de a, é yen 
lugar de ¿, resultaría x^ -1-2 ^y -i-j^\ que es con efecto 
el quadrado de x -Hy*

Tambien espresará la misma fórmula el quadrado de
C4
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la diferencia de dos cantidades literales, pongo por caso 
de a—^- Todo será lo mismo excepto el signo del segun
do término que por contener el duplo del producto de a 
por — ¿, ha de llevar el signo—por la razón arri
ba ( 24 ) dada, y así para espresar este.quadrado sera 
la fórmula a"^ — 2ab-^b'^,
. 55 Del mismo modo que nos ha guiado en la Aris- 
mética^el quadrado de- un número compuesto de decenas^y 
unidades, para formar el quadrado de otro número com
puesto de centenares, millares &c. podrá tambien servir 
la fórmula a^ -t- 2ab -H b^ para levantar al quadrado 
un polynomio qualquiera. n

Supongamos que se me ofrezca formar el quadrado de 
^bc-^4nf-¥- ^mm

i .® Es evidente que sÍ esta cantidad no constase mas 
que de los dos primeros términos, substituyendo en la fór- 
ínula fl«-+-a«í-t-F (53), S^'^ e" lugar de a-, y 
47// en lugar de ^, tendríamos el quadrado de ^be -^ 4nfi 
y como esto sería lo propio que suponer a igual á ^be^Y b 
igual à 4»/, hago este supuesto para proceder con mas segu
ridad en las substituciones que he de hacer.

Sentado esto, ya que en la fórmula hay a^ , y 
a es 3^(7, en'lugar de fl= pondré g^V: en lugar de 
zab substituiré a x ^bc x 4«/'5 esto -es 24¿r»/’, Y ^^ ^^'■ 
gar de b^ substituiré leniri de.suerte que el quadrado 
¿g ^¿,¿^^4rif será ()b^e^ -H 24benf‘-i- i 6 n^f^,

3 .0 Pero como esta cantidad no es sino el quadrado de 
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^be -4- 4«/ y no el de ^èc -1- 4«/-+- 5/»« que busco, 
supondré para proseguir la operación, que ^èc -+- 4#’es 
«î y Sff^^ es 5, y la formula íí^-t-2¿í¿ H-'à^ me dira lo 
que queda por hacer.

Por decontado, el primer término a® de la fórmula me 
dice que he de formar el quadrado de a^ esto es, en-el caso 
actual el quadrado de ^^c -+- 477/5 pero este está ya for
mado y le saqué antes. He de practicar, pues, lo que di
cen el segundo término ^ab de la fórmula, y el tercero 
í’: quiero decir, que he de formar el duplo del producto 
de 3¿í? -H 4«/ por Smn^y el quadrado de gra», y juntar 
estas cantidades que son la primera, ^obcmnH-4omn-y, y 
U otra 35^’77®. Y como no hay mas términos en la canti
dad propuesta, queda concluida la operación^ y tendré el 
quadrado de ^be -+- 4«/-+- ^mn^ juntando las cantidades 
que han resultado de todas las operaciones practicadas, y 
saldrá gb^e"^ -i~ 3 4¿i?77/'-b 1672®/® -4- ^obewn n- ï^omn^f 
-^z^tn^n^ que es con efecto el quadrado que buscaba.

56 Si la cantidad cuyo quadrado me propuse formar, 
en vez de ser un trinomio hubiera sido un quadrinomio, su
pondría ahora que los tres primeros términos, de cuya su
ma tengo ya formado el quadrado, corresponden a de la 
fórmula, y que el quarto corresponde á ¿, y practicaría 
siguiendo este supuesto, io propio que antes.

De donde sacaremos esta regla general para levantar 
al quadrado una cantidad algebraica multinomia qualqniera; 
íupóngase que el primer término de la cantidad propuesta
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es a, y el segundo ¿ de la fórmula y fórmense todos los 
productos que hay en la fórmula ¿i* -n 2«^-+-^*. 2.°' Su- 
pendrase despues que la suma de los dos primeros términos 
de la cantidad cuyo quadrado se busca, corresponde á a, 
y el tercer término á ¿, y se formarán, siguiendo este su
puesto, los productos que espresan los dos últimos términos 
de la fórmula, y se juntarán con lo hallado en la primera 
operación. 3.®-Se supondrá despues que los tres primeros 
términos juntos de la cantidad propuesta son ^ de la fórmu
la y el quarto es ¿ : se formarán, siguiendo este supuesto, 
los productos que señalan los dos últimos términos de la fór
mula, y se juntará lo que saliere con lo que hubiere resul
tado de las dos primeras operaciones, y la suma será el qua
drado del quadrinomio propuesto. Bien se echa de ver co
mo se debería proseguir si constase de mayor número de 
términos la cantidad cuyo quadrado se busca.

De ¡a Esíraeeion de la raíz cuadrada de laí caníídadez 
literales,

^•^ Buscar la raíz quadrada de una cantidad es, se
gún digimos ya en la Arismética (L 13 3), buscar la can
tidad que es dos veces factor en un quadrado propuesto, ó 
que multiplicada por sí misma una vez produjo dicho qua
drado.

Es, pues, la estraccion de la raíz quadrada una Ope
ración toda contraria á la formación del quadrado, y será 
preciso, para egecutarla, seguir un camino opuesto al que 
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digimos ( go y 56) se habia de seguir para formar 
cl quadrado de una cantidad literal qualquiera.

58 Quando declaramos el método para formar el 
quadrado de una cantidad monomía ( 50 ), digimos 
que el esponente de cada una de las letras de un quadrado 
monomio ha de ser duplo del esponente de las mismas letras 
en la raíz: luQ^o para sacar ¡a rais quadrada de una can-" 
tidad monomía, se ¡a ha de dar á cada una de ¿as ¿eí-ras de 
la caníídad propuesl^a, un esponente ¿a mitad menort en vir
tud de esta regla la raíz quadrada de a^ es í/; la de a^ es 
aS^ la de a^é'^c^ es aéc^ la de a^i^^c^ es a^è^c‘^,

^g Si hubiese algún esponente impar, sería señal 
de que la cantidad propuesta no es un quadrado perfectoj 
en este caso despues de practicada la regla, quedaría un 
esponente fraccionario, del quai se indicaría que se ha de 
sacar la raiz quadrada de la cantidad que llevare dicho 
esponente fraccionario. Así la raíz quadrada de a^¿í3e^ es 
ab-^c^ ó £í¿¿1í?^5 porque podemos considerar a^è^e^ como 
a^h^^c<

60 Para espresar que se ha de sacar de una canti
dad qualquiera la raiz quadrada, se escribe dicha can
tidad á continuación de este signo t/, que se llama slffno 
radical: así aél^^c^, 6, lo que es lo propio, abc'^i^ equivale 
á abc^\/b. Luego reciprocamente si una cantidad monomía 
llevare el signo ✓,-se podrá omitir este radical con tal 
que se tome la mitad de cada uno de los esponentes.

Quando la cantidad cuya raiz quadrada se ha de sacar
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es un quebrado, se alargan las piernas del signo \/ hasta 
mas abajo de la linea que separa los dos términos del que
brado: así para espresar la raíz quadrada del quebrado -^ se 
escribe Vv* Pero si se quisiese espresar no mas que la raíz 
quadrada del uno de los dos términos del quebrado, el ra
dical se debería colocar ó encima ó debajo de la linea que 
señala la division; asi para representar que se ha de divi
dir por la raíz quadrada de ¿i, se escribirá^.

Si fuese complexa la cantidad cuya raíz quadrada se 
ha de sacar, se tiraría á continuación del radical una raya 
que cubriese toda la cantidad5 por egemplo, para repre
sentar la raíz quadrada de 3*3^ ■+- ¿*, se escribiría.... 
Vg^éí^’ También se estila no tirar raya alguna á con
tinuación del radical, y escribir la cantidad complexa den
tro de un paréntesis, á quien se le antepone el signo t/ del 
modo siguiente ■/( ^aè

6i De lo dicho ( 6o) se infiere un método para 
simplificar quando es posible las cantidades afectas del sig
no v/. Por egemplo, siendo la cantidad V^ÍJTc ^® ^*®" 
mo que fl^^íf^j se reduce á aèè ic^ , ó volviendo á poner 
el radical en lugar de los esponentes fraccionarios, á aÉ\/¿c, 
Asimismo , v^a^è^c^ se reduce á a*b^cv'acj considerando 
¿15^4(23 como a^^'^t^ae, y tomando la mitad de los espo
nentes 4, 4 y a. Se hallará tambien que v^^ se reduce 
á aV-jí que sí se multiplica el numerador y el denomi
nador por /, se reduce á a\/"^,y finalmente á jVaf.

62 Se ve, pues, que para sacar de debajo del ra
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dical los factores que se pueden sacar, se ha de tomar la 
mitad de los esponentes de dichos factores. Al contrario 
para poner debajo del radical un factor que esté fuera, se 
deberá duplicar el esponente de dicho factor, esto es le
vantar este factor al quadrado. Así a\/b sQ puede trans
formar en y/a^è‘̂ av'— se puede transformar en V— que 
se reduce á \/aè.. Igualmente se puede transformar (a-n^J \/ff 
en y* '

^3 En todo lo dicho hasta aquí no hemos atendido 
al coeficiente. Si hubiese alguno , y fuere este un quadra
do perfecto, se sacaría su raíz quadrada por las regías de 
¡a Arismética, Así \/ gü^ís se tranforma en ^iz^/^. Igual
mente v/io34<x*¿»c se transforma en 3 2a&\^&e,

64 Pero si no fuese el coeficiente un quadrado per
fecto, se deberá ver si se puede resolver en dos factores, el 
uno de los quales sea un quadrado perfecto para sacar su 
raíz, y el otro se quedará debajo del radical: así v/48fl^¿3 
se reduce á 4aè\/^^ , porque siendo 48 el producto de 
16 x 3, V48a^¿3será V/ (16 x 34*^3), 6\/(i6a^5^x 35) 
lo mismo que 4£ïiv/3^. Del mismo modo- se hallará que 
\/ 5 I2fl3¿2 se reduce á i 6tí¿\/2£?.

65 Si la cantidad afecta del signo radical, siendo 
complexa, no fuese un quadrado perfecto, se deberá inda
gar si puede resolverse en dos factores , el uno de los gua
les sea un quadrado perfecto; en este caso se sacará la raíz 
del factor que fuese un quadrado cabal, y se dejará el otro 
debajo del radical. Quando el factor quadrado, si hay al - 
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guno , es monomio, es siempre fácil hallarle. Por egémplo, 
en la cantidad. V ( 4^3^^ —sa^'è^ -+- 6¿5^, veo que F es 
factor de todos los términos, de suerte que la espresadacantt- 
da,d equivale á estotra V.£(4^^ —50^4- 6^3^ x¿^ J ^^^^^ 
pues , la raiz quadr-ada de è% ysale ¿\/(4íi3— gít^í-HÓ^sy

66 Pero,quando este factor quadrado es complexo, 
ó quando Uteantidad; complexa .quei^s^ídebajco del radU 
cal es un quadrado, no se puede, para hiscar su raíz, -sa
car separadamente: la, raiz, dé cada uno de los términos de 
que se compone. Pojr egemplo^ si se ofreciera sacar la raiz 
¿e a^ ^¿^ 5 se equivocaria el que creyese que.íH-;^ es esta 
raiz, pues el quadrado de rfH- ¿ no es ^^‘-¿-¿5, st d--!- 
^ab H- ¿^ .( 53). No hay cantidad literals alguna que 
esprese cabalmente la raiz de a^ -+- ^^^ El método que se 
ha de seguir para sacar la raíz de una cantidad‘:cornplexa 
que es un quadrado cabal, es el siguiente. ; 1 )h

6^ Supongamos que ocurra sacar la. raiz quadrada 
de la cantidad complexa 6oíi¿-H 3 6íí^-n a 5¿\ Ordeno 
los términos de dicha cantidad respecto de una' de, sus le
tras, respecto de a por egemplo, ;

^6a^-i~6oaè H- agí’)^ 6tfH-5¿j^

H- 60íí¿H- 25¿^
— 6ofí¿ — 35¿®

o o
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Tomada tài^ quadrada d^l primer‘termino 3 6¿i^ qué es 6a 
-y la eserbo al lado de la cantidad propuesta.

; Qu^dro;esta.raíz, ¿ escribo su gqadrado 36/1^ deba- 
,jq deí primer término con el signo —- para resUrh. Hecha 
la reduectoresra-p'6cfU^^-^-^b\'

Debajo de la raíz 6a escribo su duplo 1 2íí que me 
sirve para dividir erprimer término de- la cantidad restan
te 6oa¿-H3'g¿^. Halló el cociente^- ^b que e&ribo á 
tontinuacíon dé' la*r#iz- 6ííty:y veo'»que la raiz que^'Susco 
es 6/7H-'5'^5 pero paía comprobar esta operación , estribo 
tambien al lado de-r-a^ el cociente 5 ¿ que’ acabo de hallar, 
y multiplico el total 1 2^3^ 5¿ por esté mismo cociente $¿5 
á.medida «^e-voy?'formandodos' productos píos- escribo de
bajo ude la' cantidad-Ó0í?¿^-M^-2 5¿f^,"teniendo' presente que 
he ' de mudar los signos de dichos productos.: hago después 
la reducción ç'-ÿ'W'-resta nada 5 dedo' que'.infiero^qufia raiz 
hallada^ 16¿rn-» 5¿' eS tón -eféctoda raíz.cquadrada'tabal de 
3 6íI^!*k 6o¿¡í^M- 2)S‘^^;'í ■ odí-n ■ ■ > ¿—

Servirá de segundo egemplo la cantidad 9^2—laaS 
i óí-^ -F 4^^ -+-’ 16aé — ■ 24^^. 'Ordéndia-respecto de 

la letra íí, y sale ,

Í ;
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i ““ 24^<^'^ i ^^^) Îraiz T

i.® resta • a4^i7 -w 16e^
— 9^*

2a—3^ H-1
4a—3 ¿ 
4«—6¿ -+-41

a? resta
— i6ac

3,’ y Última resta oOO

Saco la raíz quadrada sa de 4«", y la escribo al 
Iado5 quadro aa, y escribo su quadrado cou el signo__ 
debajo de 4^“: hecha la reducción, resta — 12a¿ -f- i 6ai^

— a4¿£‘-i- lór*-. .
Debajo de la raiz aa escribo su duplo 4a,, que me 

sirve para dividir el primer término 1 aa^ de la -resta: 
hallo el cociente — 3^, que escribo á continuación del pri
mer término 2¿ de la^raiz: tambien le escribo al lado del 
duplo 4« de la raiz, y multiplico el total 4a— 3^ por el 
mismo cociente—3^: escribo los productos, despues de mu
dados sus signos, debajo de la resta — 1 2aè -+- 1 hac Síc. 
hago la reducción, y sale: la segunda resta ihac 
— a^i^c-^ ihc*. íUr..

Considero ahora los dos términos de la raiz 2a— 
3¿, como una sola cantidad, duplico esta cantidad, y 
la escribo debajo, á fin de que me sirva para dividir la 
segunda restaj pero para egecutar esta division , me con
tento con dividir, en virtud de lo dicho (35)5 el 
primer término -n ihac por el primer término -n 4a
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del divisor: saco el cociente H- 4í^5 que escribo á conti
nuación de la raíz 2iï — 35, y tambien á continuación del 
duplo 4íí — 6^ : multiplico esta última suma 4^^ — 6^-4- 40? 
por el nuevo término n- 40* de la raiz 5 y mudando los sig
nos de los productos al paso que los formo, escribo estos 
productos debajo de la segunda resta: hecha la reducción 
no resta nada. De. donde infiero que. la raíz hallada es 
cabal.

Todo esto se funda en que erquadrado de una can
tidad compuesta de dos partes contiene el quadrado de la 
primera, el duplo de la primera multiplicada por la se
gunda, y el quadrado-de la segunda; porque de aquí se 
sigue que para hallar la primera parte se deberá sacar 
la raiz quadrada del primer quadrado: que para hallar 
la segunda, se deberá dividir el término siguiente por el 
^uplo de la raíz hallada; y finalmente, que para compro
baría operación ,"sê"dëBèrà ínultiplicar el duplo de la prime
ra parte por la segunda, y la segunda por sí misma. A esto 
se reduce cabalmente el método que acabamos.de declarar.

Cáleúlo de ¿ai caníidades afeelas de¿ s¿gno \/.

68 Con las cantidades radicales de que hemos ha
blado, se hacen las mismas operaciones que con las de
más cantidades. Quando las dos cantidades radicales no 
son semejantes, basta para sumarias ó restarías, juntarías 
con el signo-+-, ó el signo—. Asi ^aV& sumado con 
4^v'f, dá 3¿íV'¿-i-4¿v/t?5 y 3^1^/^ restado de 4¿v/í:,

Tornan, D
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dá 4¿\/£7 — ^a\/^. Pero si las cantidades radicales son se
mejantes, y no se diferencian sino en el coeficiente numé
rico que está fuera del radical, entonces se sumarán ó res
tarán los coeficientes, según se tratare de sumar ó restar 
las cantidades radicales. Por egemplo , 4¿z¿\/,7 sumado con 
SaífV'e^ dá ga^Ve.

Aquí suponemos que se hayan reducido primero las can
tidades radicales en virtud de lo dicho arriba (62)5 porque 
si tubiéramos que sumar 4¿\/íí3¿- con óízv^tí^^r, debiéra
mos empezar reduciendo el primer radical á 4.a^\/ae, y 
el segundo á 6aé\/ac^ y la suma de los dos seria ioab\/aè.

6 g Quando ocurra multiplicar una por otra dos can
tidades radicales, se ha de egecutar la Operación como si no 
hubiera radicales 5 y se le ha de dar después al producto el 
signo radical. Por egemplo, si sé me ofrece multiplicar \/íí 
por A/c, multiplicaré a por c, y dándole al producto ac él sig
no a/ , saldrá V^^- Multiplicando a/^^T^ por A/í/í^, saldrá 
y^á'c+ab^c. Asimismo, a/ííxa/í2 es Va^ que es lo mismo 
que a, x a/^^ es A/(tf-Hí)* que vale
VZZ^ x A/_ a ^s lo mismo que VÇ—aj^ que vale —a. 
Se echa, pues , de ver que para quadrar una cantidad afec
ta del signo A/, basta quitaría dicho signo: así para qua
drar a/JohTJV, escribiré

70 Si se ofreciere dividir una cantidad radical por 
otra, se egecutara la division como si no hubiese el signo A/5 
y se le dará al cociente ó al quebrado el signo radical: así, 
para dividir A/ít por a/¿, se dividirá a por éy de lo que resul- 
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tara —; y dándole á este quebrado el signo radical, sal- 
drá el cociente i/y. Si quiero dividir Vab por 1/4, divi
diré aè por íij saldrá ^, y el cociente será \/5. Quando se 
quisiere dividir Vaa — xx P®^ V^tít-t-x ^^ dividirá í3¿í xx 
por ^-Hx; saldrá a — x^ y el cociente será V^^ZZ^a^x/óc 
dividido por a\/ë^ dará el cociente è\/c, dividiendo ab 
por ay y ^e por ^.

yi Si alguna de las dos cantidades no llevase el sig
no v/5 se separaría la una de la otra con una raya bas
tante larga, para espresar que el radical no cubre á las dos. 
Por egemplo, para representar la division de a por \/b^ se 
escribiría -^. Para dividir a por v/iï, se escribiría —, 
pero guando hay igualdad de letras en el dividendo y 
el divisor , suele ser del caso en muchas ocasiones daría 
el radical á la cantidad que no le lleva, porque esto pro
porciona simplificaciones muy acomodadas : practicando 
esto, convertiría ír en' v^tf*, y en lugar de ~ tendría 
^, = V'a. Si se me ofreciere dividir Vaa — xx P”''

escribiria'í'^"”^’^ ó lífízí^ ó iZ^’íÍPPbíL

y como el numerador y el denominador se pueden ambtís

dividír por ít-i-A-, saldría por fin el cociente 'kZ^—x

Da
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De la Formadofi de las pótendas de las cantidades monomias^ 
de la estraceion dé sus raises ^ y del edleùlo de los 

radicales y de los esponentes.

^2 Llamamos potencia de una cantidad, según lle
vamos dicho, el producto de dicha cantidad multiplicada 
por sí misma muchas veces consecutivas, a^ es la tercera 
potencia de a^ porque a^ resulta de a % a x a. La cantidad 
que se ha multiplicado es tantas veces factor en la poten
cia, quantas unidades tiene el esponente de.la misma po
tencia: así en a^,^ a es cinco veces factor: en (dt n- ¿)‘^ 
a-^è es seis veces factor.

73 Ya que para multiplicar las cantidades literales 
monomias que llevan .esponentes^ basta ( so.) sumar 
el esponente de cada letra del multiplicando con el espo
nente de la letra semejante del multiplicador, se sigue que 
para levantar á una potencia propuesta una cantidad, mono-' 
mia^ bastará multiplicar el esponente actual de cada- una de 
sus letras por el número que espresa la potencia á que se 
quiere levantar dicha cantidad. Llamaremos á este núme
ro el esponente de la potencia. : : .

Así para levantar a^b^c á la quarta potencia, escri
biré a^b^^e'^y multiplicando los esponéntes 3 , g y i de 
üj by c por el esponente 4 de la potencia á que quiero le
vantar a'^s^-. Con efecto, para levantar a^b^c á la quarta 
potencia, tendría que multiplicar a^b^c por a^bSc^ despues 
por a^b^c , y el segundo producto que resultaría por d^^s^;; 
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pero para egecutar estas multiplicaciones, se han de su
mar./ 20 ) los esponentes: luego ya que son. unos mis
mos en cada factor, he de sumar cada esponente con él 
mismo quatro veces, esto es, le he de multiplicar por 4. 
Del mismo modo discurriríamos para levantar á otra quaÍ- 
quierá -potencia un monomio propuesto/, fuesen los que 
fuesen los esponentes actuales de sus. letras,

Quando ocurre hacer con los esponentes consideracio
nes ó cálculos, que por ser independientes de sus valores 
■particulares, se- pueden:.arpUear 4 qualesquiera especie de 
esponentesvusamoside letras para representarlos.'Así, para 
aplicar.'este artificio á la regla que aeabamos de dar, sí-que
remos levantar una cantidad.qualquiera a^^b^c^ á una poten
cia qualquiera espresada por r, escribiremos

-¿^4up SLiacantidad que. se ofrece elevar 4 una poten
cia' propuesta, fuese, una fracción, se debería elevar 4 di
cha potencia el numerator y eTdenominador: asi ~ ele-

vado' a la quinta potencia es 5_ eleva-

do á la potencia será.
75 Quándo la cantidad propuesta lleva algún coefi

ciente, sede eleva á, la potencia propuesta multiplicándoíe 
por sí mismo .por las. reglas de la Arismética. Así 4n3¿®, 
levantadoá la quinta potencia-, será 1034^x^5^10, En algunos 
casos nos contentaremos con indicar esta elevación de los 
coeficientes del mismo modo que si fuesen letras, en cuyo 
supuesto 4Síx^S¿io representará la quinta potencia de 4a3¿®.

Tomdl. D3
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76 Por lo que mira á los signos, si el esponente de 
la potencia á que queremos elevar la cantidad propuesta, 
fuere par, el resultado llevará siempre el signo -1-5 pero si 
fuere impar, llevará el resultado el signo H- ó eí signo —, 
según llevare la cantidad propuesta el signo -+-, ó el sig
no __ Esta es una consecuencia inmediata de la regla que 
dimos (24) acerca de los signos.

j^T- Síguese de todo lo que acabamos de decir que en 
una potencia qualquiera, el esponente actual de cada letra 
contiene al esponente de su raíz tantas veces, como unidades 
hay en el esponente de la potencia que se considera: por 
egemplo, en la quarta potencia el esponente de cada letra 
es quádruplo de lo que era en la cantidad primitiva que 
es la raíz.

jrS Luego para volver desde una poterícía qu^quie- 
ra á su raiz, esto es, para esfraer una ralss de' are'^üdo prú- 
puesto^ de una cantidad wonomia cualquieras ce ha de di^- 
vidir el esponente actual de^a^a^,^^,^ J[4^f^. ^^^.^^^ P9f ^^^ 
número que espresa el grado de la raiz que’se quiere sacar. 
'Este níimQio se ils.ma, el esponente'de la raiz. ~ -

Así, para sacar la raiz tercéra.6 cúbica de d^^h^c^s di
vidiré cada uno de los esponentes por 3, y saldrá fl4¿2í,.,pa. 
ra sacar la raiz quinta de #‘^^5^5,-dividiré cada uno de 
los esponentes por 5, Y tendré a^h^c. En general, pará 
sacar la raiz del grado r de la cantidad tf^l^s escribiré
m n
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^Q Si la cantidad propuesta fuese una fracción se 
sacaría .separadamente la raíz del numerador y del denomi
nador.

8o Si hubiese coeficientes, se sacaría su raíz qua- 
drada ó cúbica por las reglas dadas en la ArÍsmética, y 
por la que daremos en adelante., se sacará la raíz ;si fuese 
de un grado mas elevado.

81 Quando el esponente de la raiz que se quiere sa
car no divide exactamente cada uno de los esponentes de 
la cantidad propuesta, es señal de que no es dicha canti
dad una pótencia perfecta del grado que se supone. En este 
caso se. queda fraccionario el esponente, y espresa una raíz 
que está por sacar. Asi, si se pide la raiz cúbica de a9¿3c4^ 
tendremos ííS¿¿7v ó en la qual espresa el esponen- 
^*^y Que está por sacar la raíz cúbica de c.

83 Suelen representarse tambien las estracciones de 
raíces superiores al segundo grado-por medio del signo 1/5 
pero entre las dos piernas del signo se pone el número que 
espresa el grado de lá raiz que se quiere sacar. Así ^a es
presa la raiz cúbica de n : 1^^ denota la raiz séptima de a. 
Se deben, pues, mirar estas dos espresiones «' y ^a como 
que significan una misma cosa. Lo propio digo de -^^a^ y

83 Quando es complexa la cantidad, no se ha de di
vidir cada uno de sus esponentes 5 se debe sí considerar la 
totalidad de sus partes, como que no componen sino una so
la cantidad cuyo esponente naturalmente es 1, que se divi-

1)4
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de por el esponente de la raiz que se trata de sácar, lo que 
hablando con propiedad no es mas que una indicación de 
dicha raiz: por egemplo, en lugar de y¿^^ ^^^ , que es 
lo mismo que v'(fl^-H¿^), se escribe (^ti^-+-F)i 
ó ^TTir^. Si la cantidad total que está debajo del radi- 
cal tubiese ya algún esponente, se dividiría del mismo mo^ 
do este esponente por el de la raiz que se intenta sacar. Asi 
en lugar de v^(d^-t-¿’)3, se puede escribir Ça^-^è^)i.

84 Las réglas dadas ( 68, y sig. ) para la adición, 
sustracción, multiplicación y division de las cantidades ra
dicales de segundo grado, igualmente se aplican á las canti
dades radicales de grados superiores, con tal que los radi
cales propuestos sean todos de uñ mismo grado. Así... . 
I?a5 x v^flS — t^a® —: t^'fl^a. = at^^a: i^^s^M x ií'a8¿= 
— ^a¡¿¡ = a¿i a x i^L =; ^^«5 x ^A's-i^^, =: 

i^a^i^.
85 Si se quiere elevar un radical quaíqui^rá á una 

potencia cuyo esponente seá él wismo que el* de! radical, 
bastará quitar este radical así (^/i)® == ^a ^ ^úí ^a 
x ^a %^ct==: {^a^ =: a. La razón de esta operación es fá
cil de percibir, pues se dirige á restituir la GáíiUdad-á su 
primer estado. . )

Para elevar una cantidad radical monomia á una po* 
tencia qualquíera, basta elevar cada uno dé sus-factores á 
dicha potencia, según la regla dada (“T'S O*' 
elevado á la quarta potencia es A?#®¿'® qüé sé’ rédubé á 
abVab^*^ y lo- podémos verificár^ aun de ’estotro- modá. 
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iZa^iS es lo mismo ( 82) que a^è^ , y para elevar esta 
cantidad à la quarta potencia, multiplico sus esponentes por 
4, de lo que resulta arè^^ ~ a&a^yè^^ “ ab^.

86 Para dividir x^a^ por I^iï3, dividiré ¿ï5 por a^j y 
le daré al cociente a^ el signo i^, y sale v^ri^, del mismo modo

V'a^è^

raiz quinta de i es i. En

generalj toda potencia d toda raíz de la unidad et la unidad,
^^ Para sacar una raíz qualquiera de una cantidad 

radical, se multiplica el esponente que lleva el radical 
por el esponente de la nueva raiz: así para sacar la raiz 

tercera de ^/n^, escribiremos j/ a^, multiplicando 5 por 3. 
Con efecto -^dí^—í3*j pero para sacar la raiz tecera de 
la última cantidad, se ha de dividir (78) su esponente

por 3, de cuya Operación resulta dAzz:
‘88 Quando las cantidades radicales propuestas no 

sou todas del mismo grado , es preciso para practicar con 
ellas las operaciones de sumar, restar, multiplicar y par
tir, reducirías al mismo grado, cuya reducción se egecuta 
con facilidad, practicando la regla siguiente.

iÍi «o hay mas de dos radicales^ multipllquese el espo-^

MCD 2022-L5



5 8 ELE MENTOS

-nente del uno por e/ exponente del otro’, el producto será el 
esponente común que han de tener los dot radicales: Jeván- 
tese al mismo tiempo la cantidad que está debajo de cada 
radical á la potencia espresada por el esponente del otro ra-- 
dlcal. Por egemplo, para reducir á un mismo radical las 
dos cantidades ya^ y va"^^ multiplico 5 por 7'5 y saco 

35
35 para el esponente del nuevo radical que será ^/: le
vanto a^ á la séptima potencia, y a^ á la, quinta, de lo 
que resultan «^^ y a^^‘̂ de modo, que las cantidades pro-

:35 3Î 

puestas se han transformado en 1/* a^^ j ^/^ a^°.
,Si hubiese mas de dos cantidades radicales, multipli-^ 

quense unos por otros los esponentes de todos los radicales: 
el producto será el esponente común que han de llevar todos los 
radicales después de hecha la reducción. Levántese al mismo 
tiempo la cantidad que está debajo de cada radical^ á una 
potencia de tm grado espresadq por el producto de los espo^ 
nentes de los demás radicales. Por egemplo, si para egecutar 
la Operación que estamos declarando, se me propusieran 
los tres radicales ^a'^j y^a^ y '^a^., multipíicaria los tres 
esponentes 5 , 7 y 8 , y el producto 2 8o.seria el espo- 
nente común de los nuevos radicales: elevaría a^ á la po
tencia ^ x 8 ó 56: a^ á la potencia 5x8“ 40; y 

a7 á la potencia g x ?• = 35, y tendría y' a'^^, 
280 280

Se percibirá con facilidad la razón de esta regla, si se 
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atiende á que quando en el primer egemplo se eleva £ï3 á la 
séptima potencia, se hace a siete veces mas factor de lo 
que era antes: pero con hacer el esponente de su radical 
siete veces mayor de lo que era, se hace a siete veces me
nos factor: luego hay compensación, y solo se ha variado’ 
la forma de la cantidad propuesta.

82 Se puede inferir de este razonamiento que quando 
el esponente de la cantidad que está debajo del radical y 
el del radical tienen un divisor común , se puede simplificar 
la espresion, dividiendo ambos esponentes por este divisor 

común: por egemplo, l/ü^ se puede reducir á di
vidiendo 12 y 8 por 4.

Igualmente ^a^ se puede reducir á v/íz; V^^s se reduce á i/¿í-

90 Tambien se puede inferir que quando el espo
nente de la raíz que se quiere sacar, se compone del pro- 
ductó de dos ó mas números, se puede hacer succesivamen- 
te la estraccion del modo siguiente. Supongamos que se pide 
la raíz sexta de át^^i sacaré desde luego la raíz quadrada, 
despues la raiz cúbica, y tendré la raíz sexta. Con efecto 

se reduce ( 89 ) á i^a^^y despues á ^«4 ó tí4, y 
es lo misma que si hubiera tomado de repente la raiz sexta 
de fl^4^ dividiendo-el esponente 34 por 6 (zg).

Por lo demas, como los esponentes fraccionarios se 
usan en lugar de radicales , y son mas acomodados para los 
cálculos que los radicales, añadiremos algo mas acerca de 
los esponentes.
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Si rubiera que multiplicar v^a^ por ^a^, transforma'- 
ria la operación en estotra: ^r x a? que ( 20 ) dá æt, 
ó a, a" que se reduce á a^a^. Si tubiese que multiplicar 
1^íí3 por V^tí^j escribiría a’ x ¿iT ó ¿2! "^ ^ ó (reduciendo 

las dos fracciones á un mismo denomidador ) íí íJ , ó 

a^y: que se reduce á aa^^ïj ó finalmente á rt|/ tí^.

En general ^ a''èP x |Z ^"^^ ^^ transforma en a”'

%a‘^b^y que se reduce á a’” b’^ ^5 ó redu-

ciendo al mismo denominador a ^ , ó ft-

nalmente (82 ) d Lo mismo sucede

en la division : —?---- se transforma en — a» ( 30;,

ó finalmente en ^ a. Igualmente-^-se muda- SH^ ^^ 

“ ¿í (3^)? reduciendo las fraccio-: 

nes al mismo denominador a 3’ ¿ ” 5 qué sc re-

duce á tf^^5-^'^ que 

neral -^———

= a ~b

rt
■ a-

a b
mg

^g„—mr ^pg—>"f^

Ç i En el último egemplo hemos restadó-el ésponen-- 
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te de cada letra del denominador del esponente de la letra 
correspondiente del numerador. No parece que lo permite 
la regla que dimos ( 30 ) para la division sino en el caso 
de ser el esponente del denominador menor que el del nu- 
merador^ pero no obstante se pued,e practicar esta Operación 
en general, dándole al exceso el signo — despues de hecha 
la reducción: de suerte que podemos generalmente darla á 
toda fracción algebraica la forma de entero. Por egemplo, 
en lugar de -^7 podremos escribir a^b^^. Con efecto, se
gún la' idea que hemos dado de la division, destruye un 
divisor en el dividendo todos los factores que se hallan en 
el divisor; en que se reduce á £ï3, el divisor a"^ destru
ye en flS dos factores iguales á a. Igualmente en la canti
dad , el oficio de ¿® ha de ser destruir en ¿i3 dos facto
res iguales á ^. Pero aunque estos factores no esten esplí- 
citamente en el dividendo, siempre podemos suponer que 
Íos incluye , porque se concite que a contiene á ¿ un núme
ro de veces, sea entero, sea fraccionario: si representa m 
este número de veces, a valdrá m veces ¿ , ó më-^ la can
tidad ^será, pues, que se reduce á pero la can
tidad a^b llega á ser en igual caso w3¿8^‘~®j ó ( 20 ) 
,w3¿3"“®j esto es w8^ ; luego se reduce a a^b ®. Lue
go en general j*í puede trasladar una cantidad del denomi
nador di numerador, escrlálendola en este como factor, pero 
con un esponente de signo contrario al que tenia en el de
nominador.

Así en lugar de — se puede escribir i Xíí“S ó sola-
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mente «“b en lugar de -^se puede escribir a "*: en lu

gar de^—J^se puede escribir a^è^e~^d~K En lugar de

—se puede escribir a”" ”z=za^ = 15 porque — = i.

Por consiguiente toda potencia cuyo esponente ec cero no ce 
distingue de ta unidad. En lugar de ^7^77 se puede escri
bir ^í?3 -+-¿3^ x ^Æ^-t-^® ^“‘5 y teniendo presente todo lo

dicho poco ha, en lugar de ^^^^T^ ¿T^®^ puede escribir

finalmente ftí3H-53')T x f '

Ç2 Y reciprocamente, j/ una cantidad se compone de 
partes que tengan esponentes negativos^ se podrán trasladar 
estas partes ai denominador, haciendo positivos sus esponen-^ 
tes. Así en lugar de a^h~'^i se podrá escribir ^5 en lu
gar de a'"^\ que es lo mismo que a” x se podrá es- 

cribir — , y así prosiguiendo.

De ia Formación de ias potencias de ias cantidades complexas^ 
y de ia estraccion de sus raices.

93 Para levantar una cantidad complexa á una po
tencia propuesta, no hay mas que hacer, según la idea 
que hemos dado de las potencias, sino multiplicar dicha 
cantidad por ella misma tantas veces menos una quantas 
unidades hay en el esponente de la potencia; pero si nos 
contentáramos con este método, tendríamos que hacer en 

MCD 2022-L5



DE ^EGEBR^. 63

muchas ocasiones cálculos muy prolijos para llegar á re
sultados, que se pueden conseguir con mucha menos costa, 
reflexionando un poco sobre las propiedades de los produc
tos de algunas de estas multiplicaciones.

Trataremos de las potencias de las cantidades bino- 
mias, porque estas encaminan^á la formación de las poten
cias de las cantidades mas compuestas, pero para dar me
jor á conocer la estenslon de lo que nos proponemos de
clarar, tomaremos el asunto desde mas lejos: indagaremos 
la naturaleza de los productos que se forman multiplican- 
dó succesivamente muchos factores binomios que tengan 
todos un término común. Esta investigación que nos guia
rá derechamente acia nuestro objeto, nos suministrará al 
mismo tiempo muchas proposiciones que nos serán útilísi
mas en adelante.

94 Propongámonos multiplicar unas por otras mu
chas cantidades binomias como x -1- a ^ x -4- 5, x-^d 
&c, que todas tienen el término ¿v común.

Multiplicando........... .. .. .... , x-^a
..............................................................................

resultará............................... x^-t-ax-t-aS
H- ibx 

Multiplicando este producto porxn-í-, tendremos 
;i?3 -i- ax^ H- a^x -H aBc

H- bx^ -i- aex
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Multiplicando este segundo producto por à: H-t/, 
sacaremos x^ -+- ííx^ -+- u^x^ -+- a^cx —i— a^cd

adx^ acdx

-H. ^dx^
cdx^

y así prosiguiendo sobre cuya cantidad haremos las obser
vaciones siguientes, considerando como un solo término to
do lo que está en una misma columna.

i.® El primer término de cada producto es siempre el 
primer término x de cada binomio, elevado á una potencia 
espresada por ei número de estos binomios: de modo que 
si el número de los binomios fuese «i, el primer término de 

cada producto será
2,° Las potencias de x van después menguando 

siempre de una unidad hasta el último término en que ya 

no se halla x^
3? Los multiplicadores de cada potencia de a: (que 

en adelante llamaremos multiplicadores del término en que 
se hallan estas potencias) son, en el segundo término, la 
suma de los segundos términos a b, c &cc, de los binomios: 
en el tercer término, la suma de los productos de estas can
tidades fl, 5, c &c. multiplicadas de dos en dos: en el quar
to, la suma de los productos de estas cantidades a^ b^ c 
&c. multiplicadas de tres en tres; y así prosiguiendo has
ta el último que es el producto de todas estas cantidades.
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Estas consecuencias son evidentes,* sea el que fuere el nú
mero de las cantidades jç-^a^ &c. de cuya multi
plicación resulta el producto.

95 Sí suponemos ahora que todas las cantidades 
a^iby e &c. son iguales entre sí, en cuyo caso lo serán 
tambien todos, los binomios que ,se han multiplicado, los 
productos hallados arriba serán las potencias succesivas de 
qualquiera de estos binomios, de x^+^a por egemplo, con 
suponer que las cantidades 5, í?, d &c. son iguales cada 
una 4 4:. Por consiguiente, si se substituye' en estos produc
tos a en lugar de cada una de las letras ¿, r, d &¡.c. ten- 
drémps los resultados siguientes que serán los valores de 
las potencias que se acotan al lado;

■ - x^ ^ 4ax%.~i-óa^x"^^ 4a^x ~+-a^=:(x-+-û')^. 
De Io que se echa de ver que si fuere m el esponente de 
la potencia a que se quiere elevar el binomio, las poten
cias succesivas de x^ serán x'', x'^‘^\x"''‘~\x’^~^, x'‘~^ &c.

Pero no se percibe con igual evidencia como los coe
ficientes de los diferentes términos de cada potencia se ori
ginan unos de otros, ni qual es su dependencia del espo
nente «2, del qual dependen, como lo vamos á probar.

96 Para hallar la ley que guardan estos coeficientes, 
debemos volver otra vez á los primeros productos, y notar 
que pues el multiplicador del segundo término es la su
ma de todas las cantidades 4, 5, c &c. será preciso quan-

Tom.lL E
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do fueren iguales á a todas estas cantidades, que se com
ponga de a tomada tantas veces como cantidades hubiere: 
luego si su número es m^ este multiplicador será m veces ¿z, 
ó mat quiero decir que sú coeficiente m será igual al espo- 
nente del primer término de dicha potencia. Esto se verifi
ca en las tres potencias particulares puestas arriba.

Veamos ahora quales han de ser los multiplicadores de 
los demás términos. Es evidente en el supuesto actual que 
todos los productos a^ ac ad^ be^ bd &cc. son iguales ca
da uno á a'^ : qué todos los productos aèc^ aèd &:c, vienen 
á ser cada uno iguales á ^3^ y así prosiguiendo: luego el 
multiplicador del tercer término de cada uno de nuestros 
primeros productos se reduce entonces a a^ tomado tantas 
veces quantos productos pueden dar las letras a^ èy c &LC. 
combinadas de dos en dos. Igualmente, el del quarto térmi
no se reduce á ¿zS tomado tantas veces qüantos productos 
pueden dár las letras a, b, &c. tomadas de tres en tres, 
y así prosiguiendo: luego para formar el coeficiente numé
rico de los términos tercero, quarto &c. de la potencia'>#» 
del binomio x-^a^ no hay mas que determinar el numero 
de productos que puede dár un número m de letras a^ b^ e 
&c. multiplicadas de dos en dos, de tres en tres &c.

97' Pero advierto que si hay un número qualquie- 
ra m de letras, y se combinan de todos los modos imagi
nables de dos en dos, de tres en tres, de quatro en quatro 
&C. sin repetir una misma letra en una misma combina- 

cionj advierto, digo
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i .® Que el número de combinaciones de dos en dos 
sera duplo del número de los productos realmente diferen
tes, formados^ de dos letras. Con efecto, dos letras se pue
den combinar una con otra de dos modos diferentes: por 
egemplo, út y ¿ dan estas dos combinaciones aè y ^a^ cu
yas dos combinaciones no son dos productos diferentes.

2 .° El número de combinaciones de muchas letras de 
tres en tres, será séxtuplo del número de los productos de 
tres letras realmente distintos. Con efecto, para formar las 
combinaciones de tres cantidades æ , ¿, Cy es menester, des
pués de haber combinado dos, a y 5 por egemplo, de don
de resulta a^ y ha^ combinar la tercera c con cada una de 
las dos primeras combinaciones, esto es, darla todas las co
locaciones posibles para con las letras a y ¿ que entran en 
^^ y ¿íí, pero de esto resultan seis combinaciones de tres 
letras, según se evidencia en las disposiciones siguientes 
abc, ae¿, eaé, Bae^ Bea ^ eBa^y cada una de estas seis com
binaciones no compone sino un mismo producto.

Discurriendo del mismo modo probaremos que qua
tre cantidades admiten veinte y quatro combinaciones, ca
da una de las quales forma un mismo producto ; luego el nú
mero :de los productos distintos que se pueden sacar com
binando muchas letras de quatro en quatro, es la 24™® par
te del número total de estas combinaciones. Igualmente el 
número de ios^ productos distintos que se pueden formar 
combinando muchas letras de cinco en cinco, de seis en seis, 
de siete en siete &c. es la 120“^, 720"'®, 5040™® &c.

Ea
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parte del número total de estas combinaciones; esto es, se 
espresa en general por una fracción cuyo numerador es el 
número total de las combinaciones, y cuyo denominador 
es el producto de todos los números i , 2, 3,4 &c. hasta 
el que espresa el número de letras de que se compone cada 

producto.
08 Veamos, pues, quál es el número total de las 

combinaciones que puede dár un número 1« de letras rt, ¿, e 
&c. tomadas de dos en dos, de tres en tres &c.

Por lo que toca á las combinaciones de dos en dos j es 
evidente que no debiéndose combinar ninguna letra consi
go misma, solo puede combinarse con las demas m — 1, 
y por consiguiente debe dár »«— 1 combinacioi^ luego 
Vá que hay en todo 1« letras, darán.» veces , ó » 
¿Ti combinaciones. Luego en virtud de lo dicho ( 97 ) 
el número de los_productos de dos letras realmente dife-

m—i-
rentes sera .

Por lo que mira á las combinaciones de tres en tres, 
se debe combinar cada una de las combinaciones de dos en 
dos con cada una de las letras que no incluye, quiero de
cir con un número de letras espresado por » — 2 : luego 
cada una de estas combinaciones dará jjombinacio- 
nes de tres letras; luego yá que hay combina
ciones de dos letras, cada una de las quales debe dár 
combinaciones ‘de tres letras, habrá en todas ». »-t • 
«_2 combinaciones de tres letras.: luego yá que (97} 
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el número de los productos realmente ¡distintos es la sex
ta parce, de este número total de combinaciones , será

■6 » 3
Del mismo modo probaretnp? que el número de las 

combinaciones de quatro en quatro será m.^— i. m^. 
»^"“3i porque deberemos combinar cada combinación de 
tres letras con todas las demas letras que no tubierej y 
siendo m—3 su námero, darán para cada combination 
de tres Jotras,.^—3 combinaciones de quatro letras; lue
go siendo el nún^ero de Ias combinaciones de tres en tres w. 
m — i - w—2 , el de las combinaciones de quatro en 
quatro.^erá. m, w —1. . 2 .. m — 3; y ya que el 
número de los productos de quatro en quatro realmente 
diferentes es la, 24"'^ parte de este número de combinacio

nes, será por consiguiente 3 ,

^1 mismo razonamiento probará que el número de los 
productos distintos que se pueden formar, multiplicando un 
numero m de letras delinco en cinco, de seis en seis &c. 

se espresará por w. ——- * ~—? .^212 . ^JZ4 por 
_______________________ _3_ s'

í^zJ.í^rrií y así pro- 
2 3 45^ 

siguiendo.
99 Inferimos, pues, de aquí, y de lo dicho (96), 

que los términos succesivos del binomio .vh-¿z elevado á
Tom./L £2
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la potencia w y o de (r-Hà)**^ son
X -H max * ,3

Cuya espresion manifiesta que el primer término de la 
serie que espresà- eètM'poténeia^ es el primer término s? del bi* 
nomio levantado á la potencia m : que despues los esponentes 
de x ván disminuyendo una unidad, contando desde el 
segundo término que es el prihiero donde^¿í se hálla. En or
den á los coeficientes m, m, ^ &c. conviene repáraf ‘que 
el'del segundo termino es igual al esponente del primero. que 
el del tercero , que es m. fes el cdefiéifente m del prece
dente multiplicado por ^\ esto es, poHamitad del espo- 
nente de x en el mismo término precedente. Igualmente, el 
coeficiente del quarto termino qüe es no es 
otra cosa que el coeficiente fw. ^- del término precedente 
multiplicado por ^, esto es, por el tercio del esponente de 
s en este mismo término precedente, y así prosiguiendo. De 
todas estas observaciohefe^ipie se viétien á tos tyos^sito con 
mirar la fórmula, inferirémos esta regía géneral';'.EZ^crójíc««- 
te de qualquiera de los términos se ialla multiplreando el coe
ficiente del precedente, por el esponente de, K. en ef. mismo ter
mino preiedente, y dividiendo el J^roducto por el número de 
¡os términos gtie preceden al término, cuyo coeficiente se husca.

Formemos por esta regla la séptima potencia de »-¥-«, 
para que sirva de egemplo. Tendremos (ai -+■ a^ — x^ -t- 
^a^& 2 1 n^aS -H 35“^^^
^a^x -+-a\ Escribiendo desde luego «7; multiplicando des- 
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pues esta cantidad por 7'', disminuyenda el esponente de 
una unidad, y multiplicando por n, de lo que resulta J^ax^.

Multiplico '^ax^ por 1-, disminuyo el esponente de 
x de una unidad, y aumento de otra el de a^ y sale 3 la^x^ 
que será el tercer término.

Multiplico este tercer termino por y, disminuyo el espo
nente de x de una unidad,. y aumento el de a dp otra unidad, - 
lo que dá 3 ^a^x"^ que será el quarto término; y á estetenor 
se puede proseguir fácilmente la operaciop hasta concluiría.

Si en lugar de x-^a hubiera sido x—a el binomio 
propuesto, los términos tendrían alternatívamente los sig
nos -í- y -—, empezando desde el primefo ; porque si en 
iï^, por egemplo, substituimos—-a en lugar de -^ a, no 
habrá eh el signo variación alguna-( 76 ),;■ pero la ha
brá substituyendo — a en una potencia impar de a.

Lá misma formula que acabamos de dár puede servir 
para elevár á una potencia propuesta, no solamente un bino
mio simple como jí-H-úf, sino tambien un binomio com
puesto, qual sena x^-+-a^, o ó j;3—p.¿j3 &c. y para 
elevar éámbiert un binomio qualquiera, no solo á una po
tencia cuyo esponente fuese un número entero positivo, si
no tambien á una potencia cuyo esponente fuese positivo ó 
negativo, entero ó fraccionario. Pero estos usos exigen, 
para mayor comodidad, que la demos otra forma.

100 Volvamos, pues, á considerar la fórmula (A?-Ha)“

a3^—3-H &c. ' * * ’ ’

E 4
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Fundados en lo que digimos (92) podemos , en

lugar de , escribir — : en lugar.de x"—^, —j en lu-
X’" 

gar de x" ^,—, y así prosiguiendo.

Podremos , pues ,- en virtud de este principio transfor-
max”*

mar nuestra fórmula en estotra : (jf-í-¿í)-x: a?”-^-.-

w—, „i &C.
Sí atendemos ahora á que todos los términos tienen 

por factor común x^ , podremos dar á la fórmula estotra 
forma: {x-^ar = *“(’ ->-T -+“
Í^rri^-H&c.) en ,1a qual se considera que x”’ multiplica 
todo* lo que está dentro del paréntesis. De aquí inferimos 
la regla siguiente para formar con menos trabajo la série 
de los términos que componen la potencia m del binomio

aoi Escríbanse en una primera línea, según sigue. 

las cantidades

pt—^rrX 11. &c.
Y habiendo escrito la unidad debajo, y en un lugar 

mas adelante ácia la izquierda, fórmese la série inferior

según esta ley. \ ■
Multiplíquese dicha unidad por el primer termino de 
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Ía serie superior, y por -J, y saldrá el segundo término 
de la serie inferior.

Multiplíquese este segundo término por el segundo 
término de la serie superior, y tambien por ™, saldrií el 
tercer término de la serie inferior.

Multiplíquese este tercer término por el tercero de la 
serie superior, y tambien por —^ y resultará el quarto tér
mino de la serie inferior, y así prosiguiendo.

Júntense todos estos términos de la serie inferior: mul
tiplíquese el total por ¿r'” y saldrá el valor de(â: -i- ay

102 Si en lugar de x-^a, fuera zv’-1-iï^, ó ¿fS-j-^jS 
ó &c. la cantidad propuesta; en vez de multiplicar suc- 
cesivamente por -^, se multiplicaría por — en el primer 
caso: por ^ en el segundo, y en general por el segundo 
término del binomio dividido por el primero, y se multi- 
plicaria el total en el primer caso por x^ elevado á la po
tencia w, y en el segundo por jc3 elevado á la potencia »25 
esto es, en general, por el primer término del binomio ele
vado á la potencia propuesta.

Finalmente, si el segundo término del binomio llevase 
el signo —, en lugar de multiplicar succesivamente por 
-^, guando el binomio es x-^a^ q por ^^, guando es 
jp^-Hd^, se multiplicaría succesivamente por — -^^ 0 por 
— ^, y así prosiguiendo.

Supongamos, para hacer alguna aplicación de esto, gue 
sé pide la sexta potencia de ¿r3^£í3; practicaré lo si
guiente.
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6
I 7-

Quiero decir, que escribiré la serie 6,~.,^ &c. que 
corresponde a m, ^^7 &c. y pondre debajo la 
unidad, para primer término de la segunda sene: multi
plicaré este primer término por el primer término ó de la 
serie superior, y por ~, y sacaré — para el segundo tér
mino. Multiplicaré ^ por el segundo término | de la se
rie superior, y por ¿4> y saldrá ^ para tercer témino, 
y así prosiguiendo. Finalmente multiplicaré el total de los 
términos formados según esta ley, por jfS elevado a la po
tencia 6: quiero decir ( 73 ) por j;^^, y sacaré jp’^-t- 
6a3a:'^ , I5a'5*'8 , 20a93c«8 , Iga^^x^^ , 6-ï3 Sx* 8 , «t 8x1 8 

#1 «a <1« ’ «íj 5 
que se reduce á ¿p'^ -H díiSj^'S ^ 1 ga'^x” -+- 3 0¿z9a'9 -h

103 Si en lugar de un binomio hubiéramos de elevar 
un trinomio á una potencia propuesta: si tubiésemos, por 
egemplo, que elevar a n- b -t- e á la tercera potencia, ha
ríamos b-¥^c = mf y elevaríamos a-i-m á la tercera po
tencia que, según las reglas que acabamos de dár, sería 
(j3 H- ^a^m -i- 3^[w®-i-i»3, Substituyendo en lugar de tn^ 
su valor b -v^ e^ tendríamos 43 n- 3^»* (¿-^í?) -t- 34 
( b Y -1- ( b -i- ¿‘)3.

Pero siendo las potencias ((6-+-i?), (¿-H^)^, (¿-í-í?)3 
potencias todas de binomio, se hallarán fácilmente por las 
j^eglas precedentes; y no habrá mas que hacer sino multi
plicarías por 34% 3íí y !• Finalizando el cálculo hallare- 
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mos que la tercera potencia de a-^-è -t- c es ^3 -^ s^’^-H

104 Pero si paramos un poco la consideración en la 
reda de la elevación de los binomios, hallaremos un modo 
mas acomodado para formar una potencia de un polynomio 
qualquiera practicando la siguiente regla.

Supongamos que se haya de elevar el trinomio a-i-5 
H-í? á la tercera potencia. Hágase b -+- c = pj con lo que 
será a-^p la cantidad que se habrá de elevar á la tercera 
potencia, y resultará

Escribo debajo de cada término de esta cantidad el espo- 
nente de pi multiplico cada término por el número corres
pondiente, transformando una p en b^ saco

3a^¿ H- 6abp -t- 3bp^ 
Z 2

2 2

Escribo debajo de esta cantidad la mitad del esponente de p^ 
y muhiplico cada término por el número correspondiente, 
transformando una p en 5, y saco

3¿i5^ H- 3b^p

3

Escribo debajo de cada término de esta cantidad el ter
cio del esponente de p: multiplico como antes, y mudo 
una p en ó, y saco......... ¿3

Finalmente junto todas estas quatro lineas mudando p 
en í?, y sale «3 3«^ -H 3«^* -4- 6’3 -1- 3iï^-5 4- 6abc -+•
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^èc^ -4- ^aP H- ^¡>^e -H ¿3j Io mismo que arriba.
Consiste, pues, la regla en multiplicar cada término de 

la primera linea por el esponente de p: cada término de la 
segunda por la mitad del esponente de p en dicha segunda 
linea: cada término de la tercera por el tercio del espo
nente que en ella tienep, y así prosiguiendo, teniendo cui
dado de transformar en cada linea, empezando desde la se
gunda, una p en 5, y al fin de la Operación, todas las p 
se transformarán ene.

Esta regla se aplica del mismo modo á los quadrino- 
mios, quintinomios &c.

Ve la Esfraceion de ¡as raises de ¡as cantidades compiexas»

105 Una vez que estamos enterados de lo que se ha 
de practicar para hallar todos los términos de que se com
pone una potencia propuesta de un binomio, sacaremos con 
facilidad el método para estraer una raíz sea el que fuere 
su grado, ora sea literal, ora sea numérica la cantidad cu
ya raiz se busca. Lo que digamos respecto de la raíz quin
ta, bastará para dár á entender como convendrá manejarse 
en los demás grados.

Según la fórmula de las potencias de un binomio, Ia 
quinta potencia de a -+- ^, es ^5 h- ^a'^è -H i0íí3¿^ -f- 
loa^^^ ^ 5í3¿4 H- ¿5. De estos seis términos los dos pri
meros bastan para hallar la regla que buscamos.

El primero es la quinta potencia del primer término 
del binomio, y el quíntuplo de su quarta potencia multi-
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pilcado por el segundo término del mismo binomio forma el 
segundo término de la quinta potencia» luego para hallar 
el primer término de la raiz^ es menester ^ despues de haber 
ordenado todos los términos de la potencia dada, sacar la 
raíz quinta del primer termino de dicha potencia , y para 
sacar el segundo término de la raíz, se ha de dividir el 
segundo término de la cantidad propuesta por el quíntuplo de 
la quarta potencia de laraiz que hubiese resultado de la pri
mera operación. Con efecto, es evidente que la raíz quin
ta de áS es a^ que es el primer término del binomio, cuya 
quinta potencia es la cantidad ^5 -p ^a'^E -p&c; y es tam
bien evidente que ^^ da ¿ que es el segundo término deí 
mismo binomio. Pero como podría suceder que la cantidad 
propuesta no fuese una potencia perfecta del quinto grado, 
después de haber hallado así el segundo término de la raiz, 
se deberá verificar esta raiz elevándola al quinto grado, 
y restando el resultado de la cantidad propuesta, como en 
el egemplo siguiente:

Se pide la raiz quinta de
3 2/?5 240«^^-p y 20fl3¿^-p io8oa^¿3 -p 8 ioa^^ -p 343^5

— 32^5 ____________________
resta-p eqoiï'^^’-py eonS^^-p io8oa^^3 -p 8 lOíu^^-p 343^5

Saco la raiz quinta de 33^1^ que es 3¿í, y escríbola á la 
raiz.

Elevo.2¿í á la quinta potencia , y escribo el produc
to 32^5, con signo contrarío, debajo del primer término

raiz

Soa^
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22a^ de Ia cantidad propuesta, y queda destruido.
Elevo la raíz 2a á la quarta potencia que es i 6^4, 

y escribo su quíntuplo 80a^ debajo de la raíz 2/?, y ser
virá para dividir el primer término 340a^^ de la resta; 
hecha la division, saco el cociente 3^ que escribo á la 
raíz, de modo que la raíz que buscamos es 2a -p 3^; pe
ro para aseguramos mas, elevaremos 2a -+- ^è á la quinta 
potencia, y hallaremos los mismos términos que hay en la 
cantidad propuesta; haciendo la sustracción no resta nada; 
de donde inferiremos que la raíz cabal es 2^2-1-35.

Si hubiera de haber otro término mas en la raíz, que
daría una resta despues de esta primera operación: consi
deraría 2a -F 3¿ como una sola cantidad, con la qual 
practicaría para hallar el tercer término lo mismo que he 
practicado con 2a para hallar el segundo.

106 La regia es de todo punto la misma respecto de 
las cantidades numéricas: solo falta declarar cómo se podrá 
conocer lo que corresponde al primer término ai, y lo 
que corresponde al término gíi'^^.

Para manejarse en esta investigación basta imaginar 
que en el binomio n-F ¿, ^ espresa las decenas, y ¿ las 
unidades; en cuyo supuesto es evidente que «5 será cente
nas de millar, porque la quinta potencia de 10 es 100000: 
luego el primer término aS, ó la cantidad cuya raíz quin
ta ha de ser el primer guarismo de la raíz que se busca, 
no puede estar en los cinco últimos guarismos de la dere
cha; se separarán, pues, estos cinco últimos guarismos; y 
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dado caso que no queden á la izquierda sino cinco ó me
nos de cinco, se buscará su raiz quinta que será fácil de 
hallar, pues no puede constar de mas de un guarismo.

Hallado el primer guarismo de la raíz, y restada su 
quinta potencia de la cantidad que sirvió para hallar esta 
raiz se bajarán al lado de la resta los cinco guarismos 
separados; y para distinguir la parte que se debe dividir por 
gA**, esto es, por el quíntuplo de la quarta potencia de las 
decenas halladas, se deberán separar quatro guarismos á la 
derecha, y se dividirá solamente la parte restante ácia la 
izquierda; porque 5fl‘’¿ que es la parte que se debe divi
dir por gíj'^, para sacar ¿, no puede estar en los quatro 
últimos guarismos; porque siendo el producto de grt'^ por 
í, ha de espresar por lo menos decenas de mil, pues a^ 
las espresa.

Todo esto sentado, fácil será manifestar que el méto
do para sacar la raíz de una cantidad numérica es el mis
mo que hemos practicado antes acerca de una cantidad li
teral.

Supongamos que se pida la raiz quinta de

3 802,0403 2

3 J 25
6 7 7 0,40 3 2 
3125

380204032

32 raíz

o
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Separo los cinco últimos guarismos 04033, y busco la 
raiz quinta de 3803, que no tendrá mas de un guaris
mo, por tener 3802 menos de cinco.

Elevo 3 que es la raiz de la quinta potencia mayor 
que hay en 3803 á la quinta potencia que es 3125: 
la resto de 3802: resta ój^y, á cuyo lado bajo los cin
co guarismos que antes separé: del total separo quatro ca
racteres á la derecha, y divido la parte restante ó^^^o por 
el quíntuplo de la quarta potencia de la raiz hallada 5 , esto 
es, por 5 veces 625, ó por 3123. Hallo el cociente 3 
que escribo al lado del primer guarismo hallado 3. Para 
comprobar esta raiz 33 la elevo á la quinta potencia, y 
hallo el mismo número propuesto, de lo que infiero que 
3 3 es exáctamente su raiz quinta.

Si quedase alguna resta y se quisiese aproximar mas 
la raiz, se añadirían cinco ceros y se proseguiría buscan
do el tercer guarismo, que seria una decimal, del mismo 
modo que se buscó el segundo.

En general, para sacar una raiz de un grado qualquiera 
m de una cantidad numérica, se debe dividir, yendo de 
la derecha ácia la izquierda en porciones de m guarismos 
cada una, y podrá ser que la última ácia la izquierda ten
ga menos. Se sacará la raiz del grado ?» de esta última por
ción, cuya raiz nunca tendrá mas de un solo guarismo: al 
lado de la resta se bajará la porción siguiente, separando 
fff__ 1 guarismos ála derecha, y se dividirá la parte restante 
ácia la izquierda por m teces laraiz hallada, después de ele- 
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vada á Ía potencia W2—i , y así prosiguiendo. Fúndase esto 
en que los dos primeros términos de un binomio a-i-S 
elevado á la potencia qualquiera m, son a’^-+-fna"~^èy 
y en que si a espresa decenas, y 5 unidades, «’” no puede 
ser parte de los m últimos guarismos, y ma’”~^è no pue
de serio de los m — i últimos,

Del moda de ¿fallar por aprox/maoion la raíz de las polenolas 
imperfectas de las cantidades literales.

lojT Quando la cantidad complexa no es una poten
cia perfecta del grado cuya raíz se pide, no hay que es
perar una raiz exacta: es preciso contentarse con acercar
se á su verdadero valor quanto pueda conducir para resol
ver la cuestión que dá motivo á la estraccion. Se podría con
seguir esta aproximación por el método que acabamos de 
declarar acerca de las potencias perfectas, cuyo método da
ría una serie de términos fraccionarios, tales que iria de
creciendo continuamente su valor, y podría cenirse el cal
culador á un número limitado de términos despreciando los 
demás^ pero esta operación seria larga y penosa. Se puede 
llegar al mismo fin por un camino mucho mas corto, prac
ticando la regla que dimos arriba ( loi ) para elevar un 
binomio á una potencia propuesta. Para cuyo efecto con
viene tener presente (83 ) que toda raíz se puede re
presentar por una potencia fraccionaria. Pedir la raiz qua- 
drada de a-^h^ ó valuar V^L^Z^, es pedir que elevemos 
a^é á la potencia-i, pues (83) (a-i-íjí =v^^.
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Luego según la regla dada ( 101), escribo la serie

que se reduce á 7, — y? — t » —i-í---- Í3 > ^^5 Y P^" 
niendo 1 por primer término de la segunda serie , formo 
estotra

I-T- 8 16 «3 128 1180 «5

Multiplicando el primer término 1 por el primer tér
mino — de la primera serie, y por y, quiero decir, por 
el segundo término del binomio íi-i-^ dividido por el 
primero, sale y ^ que será el segundo término.

Formo del mismo modo el tercero, multiplicando este 
segundo por el segundo término-----^ de la primera serie, 
y por ¿-5 de lo que resulta — -^ que será el tercer tér
mino.

Para sacar el quarto, multiplico este último por el 
tercer término---- ^ de la primera serie, y por -7 ? y sale 
^_^-|L para quarto térmipo, y así prosiguiendo.

Finalmente multiplico la totalidad de estos términos 
por el primer término del binomio elevado á la potencia “, 
Y hallo que el valor de (íi-í-¿)^ ó de '/¿¡¿.^ es la cantidad 

siguiente : » ( 17-—y — tt- 12^ liSOíl^ *
que es fácil continuar quanto se tuvier-e por conveniente.

108 Manifestaremos el uso de estas aproximaciones, 
aplicando la fórmula para sacar por aproximación la raíz 
quadrada de una cantidad numérica que no es un quadrado 
cabal. Supongamos que se me pida la raíz quadrada de loi»
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Dividiré 101 en dos partes, de las quales una sea un qua- 
drado, el mayor posible, por exemplo, la divido en estas 
dos partes 100 y 1: supongo que la primera es a^ y la 
segunda b, de modo que supongo a = 100, y ^ = 1: 
por consiguiente a^= 100' — v/ioo = 10; y — —

o, o i : luego la serie que espresa V^^î esto es, en 
el caso actual, Vioi , se convertira , substituyendo en 
lugar de «^ y ^, sus valores, en

T 1.0’”' (0,01)* (0,01)1 5(0,01)* 5î(o,oi)s « \io^ H^ 1 ^ “g H J^go etc. J
Supongamos que se quiera sacar esta raiz con dife

rencia de una diezmilésima no mas: en este caso bastará 
tomar los tres primeros términos, porque el quarto que es 
^^“®® 0^^^ gg^Q gg^ ^ 0,0000000 6 2 5;
y aunque se haya de multiplicar por 10 que debe multi
plicar todos los términos de la serie, solo producirá.........  
0,000000 6 2 6 que es mucho menor que una.diezmilé
sima. Los siguientes términos son, aun con mas razón, mu
cho menores, pues estando continuamente multiplicados por 
0,01 que es un quebrado, deben ir disminuyendo conti
nuamente; porque quando se multiplica por un quebrado 
no se toma (L 29) mas que una parte del multipli
cando, pues el multiplicador no contiene la unidad entera.

Se reduce, pues, el valor de v/io i á 10 ( 1H-^—^-)> 
esto es, á 10 ^ i-+• 0,00 5 — 0,000012 5), ® io^ 
^50049^7550 10,0498^5: quiero decir, á 10,0499 
ciñéndole á diez milésimas.

Puede servir este método para qualesquiera raíces y 
F2
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cantidades, como lo evidenciaremos, aplicándole para ha
llar el valor de ^^(¿/S—^s).

Transformo esta cantidad en («5—^5^1^ y practicando
lo propio que arriba, escribo

222?
3

i 4—1
T’ 2

^7* ! ’ ! ’

&c.

__Z __ 12lO 5 íj’ ^^’
Y escribiendo i por primer término de la segunda serie, 
formo esta segunda

i «2___ 2. Í12 _ 1 — _ - JÍL í22 __  798 *»5 ^Y 3i®;0í:*5’
Multiplicando el primer término 1 por el primer tér

mino - de la serie superior, y por — ^, esto es, por el 
segundo término del binomio dividido por el primero, re
sultará ----- ^^ que será el segundo término de la serie.

Para sacar el tercero, multiplico este por el segundo 
término — y de la serie superior, y por — -, de donde 
resulta"^.

Calculando del mismo modo los siguientes hasta el sex
to, y multiplicándolo todo por el primer término a5 del 
binomio elevado á la potencia y, esto es ( J^g ), por 
fl’^4 ó por rf, saco que el valor aproximado de Va'—x' 
es la cantidad ¿/( 1 — ^ — ¿^ — v^n — í^^TTAc-)' 

109 Observemos acerca de estasseries, y de las demás 
que se pueden formar del mismo modo, que siempre se de
be tornar por primer término de la cantidad propuesta, el 
término mayor: por egemplo, en Vah-^ hemos tomado ar
riba a por primer término^ pero si b fuese mayor que rfj 
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se hubiera debido tomar ^ por primer término. La razón 
es, que guando b es mayor que a la primera serie.... 
a^ { i-H“4-----T ^ ^^* ) ^® engañosa; porque siendo 
entonces ~ mayor que la unidad, los términos siguientes 
que están continuamente multiplicados por -L van siempre 
en aumento, de modo que no hay razón alguna para fina
lizar la Operación donde se quisiere, por Jos motivos que es
pecificaremos en otro lugar. Pero si en este mismo caso se 
forma la serie tomando ^ por primer terlnino, tendremos 
^^( i -+-~4-------rír'&c. ), en la qual van menguando 
los términos, pues -^ es mayor que (LJ*, ^^y» mayor que

IJO Hemos visto (91) que toda fracción alge
braica se podia poner en la forma de entero, trasladando 
su denominador ai numerador con un esponente negativo. 
Esta observación nos proporciona un medio para reducir á 
serie toda fracción, cuyo denominador sea complexo. Por 
egemplo, si tuviera ^j^,, en lugar de esta cantidad, es
cribiría a^ x (rt^ — ¿v^J *, y entonces elevaría a^__x^ á 
la potencia — 1, según la regla dada ( 1 o 1 ): quiero de
cir, que escribiría desde luego la serie ---  1 zrlrz' 
-- 1-- 2 -- 1-- íq ,_________________________’15

\ - I, — 15 — i , — I &c. y 
formaría la serie siguiente i —t- 11 ^^

Multiplicando el primer termino i de” esta segunda, 
portel primer termino — i de la serie superior, y por 

, b que dá -+- ^ : multiplicando este por el segun
do termino — i de la serie superior, y por—iis y así pro-

^omdl. T?
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siguiendo. Hecho esto, multiplicaría el total por el primer 
termino a^ elevado á la potencia — i , esto es ( Z3 ) 
por ó a^'^y hallaría que seria a~* ( i -F ^’ -t- 
ít-t-íí H-íl&c. Y el valor de (a^ —¿r* 5 luego para 
sacar <2" Ça^ — x^ )“", no falta sino multiplicar por rî? ^-pero- 
íí~":x a^ dá tf’”^ ó ¿í° que se reduce ( 9 1 ) á i : luego 
tendremos a'^Ça^—jf^)"^™ 1 -H ~-+- — -H^-t- — &c.

El mismo camino seguiríamos para reducir á serie 
: consideraríamos esta cantidad como rt*(#*-+-af^)“\ 

Igualmente en lugar de escribiríamos.. 

^2~íZ~v^ 5 y despues a^ (a^ ~i~ x^'y^ , y así <íé las 

demás.

Aunque son seguros estos métodos, daremos en ade
lante otro fundado en la doctrina de las series, que dá los 
mismos resultados con mas brevedad.

Ve ¡as Equaeiones,

III El arte que enseña métodos para resolver por 
el cálculo algebráico Ias cuestiones que se pueden proponer 
acerca de las cantidades, se llama Mna/ysís^ por cuyo mo
tivo son conocidos entre los Matemáticos con el nombre de 
^na¡ystas aquellos Escritores que de propósito se dedican 3 
este ramo ó aplicación del cálculo literal.

Toda resolución algebráica de una cuestión suele pa
rar en la espresion de la igualdad que hay entre dos can- 
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tidades5 y para dar à conocer esta igualdad se separan Îas 
dos cantidades con el signo — , que según digimos(L23) 
Significa ¿gual 6 es igual á‘. así esta espresion az^zl^^ se 
pronuncia diciendo a igual ¿f ó a es igual á ^.

El conjunto de dos ó muchas cantidades separadas 
por el signo “5 se llama una equaeiafi. Todas las cantida
des juntas que están á la izquierda del signo™, compo
nen lo que llamaremos el primer fniemlfro de la equacionj 
y el conjunto de las que están á la derecha del mismo sig
no, compone el segundo mieml^ro. En la equacion 4‘^— 3 
— 3^-H^, 4¿r—3 es ef primer miembro, y 2x-+-?' 
el segundo. Son de un uso inmenso las equaciones para la 
resolución de las cuestiones que se pueden proponer acer
ca de las cantidades.

Toda cuestión que el Algebra puede resolver, inclu
ye siempre esplícita ó implícitamente cierto número de 
condiciones, que son otros tantos medios para percibir las 
relaciones que hay entre las cantidades conocidas y las 
incógnitas que de ellas dependen. Estas relaciones se pue
den siempre espresar conforme se verá en adelante, por 
equaciones en que las cantidades incógnitas y las canti
dades conocidas se hallan combinadas unas con otras de 
un modo mas ó menos complicado, según fuere mas ó me
nos dificultosa la cuestión.

112 Para la perfecta inteligencia de lo que acaba
mos de decir, conviene considerar que el fin del que in
tenta resolver una cuestión, se encamina á hallar alguna

F4

MCD 2022-L5



88 EZE /IIE^NTOS

cantidad que no conoce, cuyo fin logra, quando es posible, 
por medio de la relación que tienen otras cantidades co
nocidas con la que buscan porque claro está que si nada 
conociera de lo que pertenece á la cantidad cuyo valor 
anda buscando, le seria imposible averiguarle. Es estilo co
mún de todos los calculadores espresar por las últimas le
tras «, 4:, yj 2 del abecedario las cantidades incógnitas 
y por las demás letras las cantidades conocidas ó dadas, 
que por esto llaman dafos,

Y como en muchas cuestiones hay no solo cantidades 
conocidas é incógnitas, mas tambien cantidades que guar
dan constantemente un mismo valor, por cuyo motivo se 
llaman cantidades constantes:, y cantidades cuyo valor va
ria á cada paso, por lo que se llaman cantidades varMIes*^ 
cs otra práctica corriente entre los Matemáticos representar 
por las primeras letras a^ b^c Sac. las cantidades constan- 
t^Sj y po’^ ^^® últimas «, x &c. las cantidades variables.

No por esto se han de confundir las cantidades in
cógnitas con las variables, hay casos en que una cantidad 
variable deja de ser variable, y se queda incógnita, con* 
forme manifestaremos en llegando la ocasión oportuna.

113 Son, pues, precisas tres cosas para resolver 
por Álgebra las cuestiones que se pueden proponer acerca 
de las cantidades : es preciso

i .° Enterarse por los términos ó la naturaleza de la 
cuestión de las relaciones que hay entre las cantidades co
nocidas y las incógnitas. Esto supone un tino que adquie
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re eî eníendhtiiento, como otros muchos, con Ía práctica^ 
por lo que no se pueden dár en orden á esto reglas gene
rales.

2 .” Espresar cada una de estas relaciones por una 
equacion. Puede reducirse esta condición á una sola regla 
que declararemos en adelante, pero es su aplicación mas ó 
menos fácil, según la naturaleza de las cuestiones , la ca
pacidad y el manejo del que intenta resolverías.

3 .'’ Resolver dicha equacion ó dichas equaciones, es
to es, sacar por ellas el valor de las cantidades incógni
tas. Sobre este último punta se pueden dar un número de
terminado de reglas que declararemos las primeras.

Como de las cuestiones cuya resolución puede ocurrir, 
puede resultar equaciones mas ó menos compuestas, se han 
distribuido las equaciones:en varias clases ó grados que se 
distinguen por el esponente de la cantidad ó de las cantida
des incógnitas que en ellas hay. Llamase equacion de primer 
grado ó Bmar aquella cuya incógnita no llega mas que á la 
primera potencia^ de donde es fácil inferir que las equa
ciones de segundo grado serán todas aquellas en que ascen
diere la incógnita á la segunda potencia: las de tercer gra
do &c. serán aquellas cuya incógnita estuviere elevada á 
la tercera potencia, &c.

De ¿a^ Ecuaciones de primer grado con sola una incógnita.

114 Resolver una equacion es reduciría á otra en 
que la incógnita ó la letra que la representa, se halle sola 
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en el un miembro de la equacion, no habiendo en el otro 
sino cantidades conocidas.

Por egemplo, si ocurriese esta cuestión, bailar un niims^ 
ro euyo ^udeiruph añadiéndoJe 3 , rea í'^ua/ á su trip/o aña- 
disíMe- 12..’ Si representamos dicho número por jc, su 
quádruplo será 4^, que añadido á 3 compone 4a? 4-3: 
por otra- parte el triplo de este número x es 3.V, que su-- 
mado con .12 compone 3^-1- 1 2: una vez que 4r-H 3 
debe ser igual á gx-i- 1 2 , debe ser el número .v tal que 
tengamos 4x-H3 = 3'^-i- 12: esta es la equacion que 
se ha de resolver para sacar el valor de a?, ó hallar el nú
mero que ¿v representa.

Pero- es evidente que pues son iguales las dos cantida
des separadas por el signori, lo serán tambien aunque de 
cada una se reste Sjí, cuya-opefación reducirá la equacion 
á 3— 12: fínalmertte serán todavia-iguales estas dos 
cantidades , aunque de cada una se reste ei mismo número 3, 
de lo que resulta ¿^=9 5 y'queda resuelta la cuestión, por
que es evidente que es conocida'^ por ser igual ámna can
tidad conocida. '

El fin que aquí llevamos es dár-reglas para manejar la 
equacion en todos los casos, de manera que tenga, como 
en este egemplo, sola la incógnita en el un miembro, y 
solas cantidades conocidas en el otro. Si fuesen todas las 
cuestiones tan sencillas como la del egemplo propuesto, se
ría escusado acudir a las equaciones5 pero no todas las 
cuestiones son tan fáciles 5 y por ahora solo procuramos dar á 
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entender como queda resuelta Ía equadon , guando está so
la la incógnita en el un miembro, y no hay sino cantida
des conocidas en el otro.

115 Las reglas para resolver las equaciones que aquí 
consideranios, esto es, para reducirías a que tengan en el un 
miembro la incógnita sola, se reducen a tres, porque pue
de estar la incógnita enredada, mezclada ó complicada con 
cantidades conocidas de tres modos distintos.

Por adición ó sustracción, como en la equacion 
¿^■-^371-5—¿ï^. a.° Por adición, sustracción y multi
plicación , como en la equacion 4jp — 6 xx^ác-t- 1 6. 
3.° Finalmente por adición., sustracción, multiplicación, y 
division,, como en la equacion |x— 4-^-1- 1 ^ 5 ó 
solo por multiplicación y division, ó por sola la division. 
Las regías que facilitan desembarazar ó despejar la incóg
nita en estos diferentes casos son las siguientes.

116 Pará íras'latíar un termino cualquiera del un 
miembro de- la equaeiem al oíroy se, de¿?e-. ¿torrar diebo térmi
no en el miembro donde está para eseril^irle en el otro miem
bro con un signo contrarió al. que lleva en el -miembro^ en 
el qual se Ivorra. Conviene tener: presente -que guando un 
término no lleva signo alguno se supone que lleva el sig- 
no -H.

Por egemplo,- £Í en la equacion 4^7-1- 3 “3X-4- 13 
quiero traspasar el término-+--3 al segundo miembro, es* 
cribo 4ir=: 3áfH-i a ■—3, y se desaparece del pri
mer miembro el término 3 , pero está en el segundo con 
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el signo — 5 contrario ai signo -4- que iíevaba en el pri
mer miembro.

Esta equacion reducida viene á ser 4^:2: ^x -4- 9: 
si quisiésemos traspasar ahora el término 3^ al ^primer 
miembro, escribiríamos 4^^ — 3x=z (^ que, despuesdeege-^ 
culada la sustracción señalada, se reduce á x — g.

Si en la equacion ^x—^ — 21 —.4^ quiero tras
pasar el término — 7 al segundo miembro, escribiré ^x 
— 21 —■4¿v-i-7'^ que se reduce á 5^-— 28 — 4^ ; si 
quisiese traspasar despues 4^7, escribiré ^■rH-4x—28, 
ó reduciendo 9 ^—28. Dentro de poco veremos cómo se 
concluye la resolución de esta equacion. -

Es muy fácil de percibir la razón de esta regía. Ya 
que las cantidades que componen el primer miembro , son 
todas juntas iguales al conjunto de todas las que compo
nen el segundo, es evidente que no sf turba, quita ó des
truye esta igualdad, anadiéndole ó quitándole al uno de los 
miembros un término qualquiera, con tal que se le añada 
ó quite al otro miembro el mismo término; pero quando 
se borra un término que lleva el signo -+í, se disminuye 
el miembro en que está; se debe, pues,, disminuir el otro^ 
de la misma cantidad-, esto es, se debe escribir en él Íá 
misma cantidad con el signo —. Al contrario, quando se 
borra un término que lleva el-signo '—, es evidente que 
se aumenta el miembro en que está;<se debe, pues, au
mentar el otro de la misma cantídad,'estoes, se debe es
cribir en él la espresada cantidad con el signo -4-. < ■
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ii¡r Se echa, pues, de ver que por esta regla se 
pueden traspasar de una vez á un mismo miembro todos 
los términos en que está la incógnita, que llamaretnos íer~ 
tftinos arctoi âe ici incognifíi ^ y al otro todas las cantida
des conocidas. Se escogerá primero en qué miembro se quie
re que esten todos los términos afectos de la incógnita. Es 
arbitrario escoger el que se quiera i supondré que se quie
ran traspasar al primero. Se escribirá segunda vez la equa- 
cion, dejándoles á los términos afectos de la incógnita 
que se hallaren en el primer miembro ,. los signos que te- 
nian. A continuación de estos.se escribirán los términos 
afectos de la incógnita que se hallaren en el segundo miem
bro, teniendo presente que se les debe mudar el signo. A 
continuación de todos estos términos se escribirá el sig
nos:, y se formará el segundo miembro, escribiendo pri
mero las cantidades conocidas que habia en el segundo 
miembro, con los mismos signos que llevaban, y despues á 
continuación de estas las cantidades conocidas que habia 
en el primer miembro, pero con signos contrarios á los 
que llevaban. Practicando estas reglas, la equacion ^x__  
8 — 14 — 4æ‘, se transforma en ^x -n 4;^— 14-1- 8, 
ó en 1 iá?= 23. Asimismo la equacion ax ^c ex 
zz:ae — èx se transforma en ax — ex èx ae ^e. 

118 Puede suceder que despues de practicada esta 
transposición, y la reducción correspondiente, las x que que
daren tengan el signo ~: por egemplo, si tubiéramos ^x

8 —4¿v - 13 j traspasando todas las x al primer miem- 
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bro saldría 3^ — 4^: — — 12-1-8, que se reduce á —x 
— — 4; en este caso no hay sino mudar los signos de 
ambos i^íenibros, de lo que resulta en el caso actual .v=4. 
Con efecto, estaba igualmente á nuestro arbitrio trasladar 
las jf al segundo miembro, de lo que hubiéramos sacado 
— 8-4- I2=z4jf—3¿p, que se reduce á 4=r:;f5 lo 
mismo que antes se sacó.

119 Después de pasados al un miembro todos los 
términos que contienen la incógnita, y al otro todas las 
cantidades conocidas: si no hubiese quebrado alguno en la 
equacion, bastará practicar la regla siguiente para sacar el 
valor de la incógnita. Escri^ase sola la ¿noognit-a en el un 
tnieml^ro^ y desele por divisor al segundo miembro la eanti»* 
dad que mulíiplicdre x en el primero.

Por egemplo, en la equacion ^x — 8 — 14 — 4^ 
que hemos considerado arriba, después de la transposición 
y reducción hemos hallado 1 ix“3a: para sacar x no 
hay mas que hacer sino escribir jt™-^, que se reduce á 
;v=:2 , esto es, escribir sola x en el primer miembro, y ser
virse de su multiplicador 11 para divisor del segundo miem
bro. Con efecto, quando en lugar de 1 i¿v, escribo solo x, 
no escribo sino la undécima parte del primer miembro: es, 
pues, preciso para guardar la igualdad, nó escribir sino la 
undécima parte dei segundo miembro, esto es, dividirle 
por ii.

Si se propusiese la equacion 1 2;v— 1 5— 4^-4-2 5: 
despues de pasadas todas las x al un lado, y al otro to
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das las cantidades conocidas, saldrá 12^ — 4¿v — 2 5 
—t- 15, ó reduciendo 8;tf“4o, Para sacar ahora ¿1?, es
cribo x = ~, que se reduce á ¿v= 5. Porque quando en 
lugar de Sjc escribo solo x^ no escribo sino la octava par
te del primer miembro : debo, pues, para mantener la igual
dad, no escribir sino la octava parte del segundo miembro, 
esto es, escribir solo

Si las cantidades conocidas que multiplican la incóg
nita x^ en lugar de ser números fuesen letras, no por esto 
variaria la regla : así en la equacion axz=z¿^e ^ sacaremos x 
con escribir x .

Si despues de hecho el traspaso hubiere muchos térmi
nos con la incógnita, se practicaría la misma regla; así, en 
la equacion ax-^-bc^—cx — ac^bx que hallamos arri
ba , sale, despues del traspaso, ax — ex-i-bx—aí:__be: 
para sacar jc, bastará escribir quiero decir
que se habrá de escribir sola æ* en el un miembro, y.dividír 
el segundo por la cantidad que multiplicaba 47 en el prime
ro, cuya cantidad es en este caso a — e-^b^ pues la can
tidad ax — cx-}^bx es j? multiplicada por todas las tres 
cantidades a—e-i-b.

120 Es, pues, manifiesto que quando, despues de 
hecha le transposición, hay muchos términos afectos de x es 
menester para sacar el valor de jp, dividír el segundo tér
mino por el total de las cantidades que afectan ¿p en el pri
mero, tomando dichas cantidades con sus signos conforme 
están. Por egemplo, en la equacion ax =.bG — zx, la 
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transposición nos dá æxh- 3jp“^í?: y practicando la divi
sion, saldrá x =^^:^* ’Asimismo Ja equacion x — a^z=:be 
— ax dá por medio de la transposición .r -i-axzzzbe-i-ab^ 
y por consiguiente porque aquí conviene tener 
presente que el multiplicador ( 5 ) de x en el pri
mer término de la cantidad x-t-ax es i : de suerte que en 
íf^íjj^, x está multiplicada por 1 -hæ: con efecto en ^-i- 
ax cabe x una vez mas que en ax,

i2í Si alguna cantidad fuese factor común de todos 
los términos de la equacion, se la podría simplificar, divi
diendo todos sus términos por dicho factor común: por egera- 
pío, si se me propusiese la equacion iS<^^ = 2'^ab -H 
6bx^ dividiría por 3^ que es factor común de todos los tér
minos, y saldría 5-^ z= 9« -H 2x que transponiendo será 
5^ _ 9¿í — 2x^ y finalmente dividiendo dará zz^, 
ó ^=^.

133 Es segura la aplicación de las reglas que acaba
mos de dar , aun quando los varios términos de la equacion 
tienen denominadores, con tal que estos denominadores no 
lleven la incógnita. Pero como es mas fácil la aplicación de 
estas reglas, quando no hay quebrados en la equacion , aña
diremos una regla que enseña el modo de eliminar, ester- 
minar ó quitar los denominadores.

133 Para fransformar una equacion que Heva deno^ 
mínadoreí, en otra que no tenga ninguno, se ha de multipli
car cada término que no Ueváre denominador, por el pro
ducto de todos los denominadores i j> multiplicar el numerador 
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de cada ^ue/frado por cl producto de los denominadores de 
los demás ^uel^rados.

Supongamos que se me ofrezca resolver la equacion 
Y-t- 4 =^ H- 12 —Ç: multiplicaré el numerador 2x 
del quebrado — por 3 5, producto de los dos denominado
ras 5 y ^5 de lo que resultará ^ox. Multiplicaré el tér
mino 4 que no lleva denominador por 105 producto de 
los tres denominadores 3, 5, y,y saldrá 420. Multipli
caré el numerador 4^^ del quebrado - ^ por 2 1 produc- 
to de los denominadores 3 y ^, y resultará 84^-. Multi
plicaré i 2 que no lleva denominador por el producto 103 
de los tres denominadores y saldrá 1260. Finalmente 
multiplicaré el numerador s¿c del quebrado ^ por 13, 
producto de los otros dos denominadores, de donde re
sultará ^5jc: de suerte que la equacion propuesta será 
transformada en estotra ^ox -+- 420= 84^ -t- 1260 
— 7S^y de la qual se sacará aplicándola las dos re
glas antecedentes. En virtud de la primera ( 116) se 
transformará esta equacion en ^o¿r — 84a;
— 1260 — 420 ; ó haciendo la reducción en 61^ - 
^4^5 y en virtud de la segunda ( 119) ¿r2=~ que, 
después de egecutada la division indicada, se reduce á

Es fácil percibir la razón de esta regla, teniendo pre
sente lo dicho (1.^3 ) para reducir muchos quebrados 
a un mismo denominador. Porque si en la equacion propues-

J 4 —7 12 —quisiésemos reducir á un 
TomJD n
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mismo denominador los tres quebrados ^, —^ ^-^^ se de- 
beriah multiplicar sus numeradores por los mismos núme
ros que manda la regla actual, y daríamos á los nuevos nu
meradores que resultasen por denominador común el pro
ducto de todos los denominadores: de suerte que la equa- 
cion propuesta quedaría transformada en estotra — -H 4 
“ ^^ substancia es la misma, pues 
los nuevos quebrados ( L ^0 ) son los mismos que los pri
meros. Si ahora quisiésemos reducír los enteros á quebrados, 
se deberían multiplicar (L 68 ) estos enteros por el de-' 
nominador del quebrado que les acompaña, esto es, en el 
caso actual, por 105 que resulta del producto de todos Jos 
denominadores que hay en la equacion: hecho esto, saldría 
^^^^=^ “ pero es evidente que se puede sin 
turbar la igualdad, borrar en ambos miembros el denomi
nador común, pues sí las dos cantidades son iguales^ estan
do divididas por un mismo número, deben ser tambien igua
les aun sin esta division: sale, pues, entonces ;^Oiv-+-43o 
~ 84;^ -H i 360—ZS-x*? como antes.

124 Quando los varios términos que componen Jos 
miembros de la equacion son todos cantidades literales, no 
por esto varía la regla. Solo conviene tener presentes las re
glas de la multiplicación de las cantidades literales^ así en 
la equacion ^^Z’ —^H--, multiplico el numerador ¿í^ 
por el producto cd de los otros dos denominadores, de don
de saco aedx: multiplico el término -4- ^ por el producto 
¿fcd de todos los denominadores, y sale -i- ^^ed. Multiplico
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ex por be^ y sale ^e^xt finalmente multiplico ab por bd^ y 
sale ab^dt de suerte que se transforma la equacion en aedx 
-H b^ed — be^x^ab^d ^^ de la quai saco por transposición 
acdx — be^x:= ab^d — b^ed ^ y por division ( i 20 )

ai^ d b^ cd
^ ~“. ■■ acd—ec'^ '

125 Si fijesen complexos los denominadores, basta
ría para no fatigar al entendimiento indicar al principio las 
operaciones, dejando el egecutarlas para lo último: por egem* 
plo, si tuviera-^- -+- 4^ — ^¿~5 escribiría ax x (3¿n-¿^) 
-+- 4^ x Ça — b^ x (3^-+--^) — exK (a—¿); egecutan- 
do las operaciones indicadas, saldría 3¿í^;>?-+-t3^x-H 1 2a^b 
— 3ab^ — 4^3 — aex — bex’̂ trasladando, ^a'x -H abx 
— aex -H bex ~ 4^3 _^. Síi^^ — i 2«’^, y finalmente di
vidiendo ( 130) x =

^plieaeion de ¿es principies antecedentes para la resoJueien 
de algunas cuestiones»

126 Las regías que acabamos de declarar bastan para 
la resolución de qualquiera cuestión del primer grado, una 
vez que está escrita ó trasladada en equacion. Para es
cribir en equacion una cuestión propuesta, se puede usar 
de la regla siguiente: Representese ¿a cantidad que se pidey 
d ¿as que se piden^ cada una per una ¿etra] y después 
de haber examinado e¿ estado de ¿a cuestión^ baganse por 
medio de ¿os signos algebraicos ^ con estas cantidades y con 
¿as cantidades conocidas^ ¿as mismas operaciones y ¿os mis^ 
mos raciocinios que se harían si conociendo ¿os valores de

G 2
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¡as incogniías sé infentase eotnpro^arlos.
Es general esta regla, y encaminará siempre á las equa- 

ciones que puede suministrar Ía cuestión. Pero conviene 
ensenar su aplicación con algunos egemplos.

Cuestión I. Las edades juntas de un padre ^ ^ de su 
bija componen loo a?ws', tiene e¡ padre 40 años mas que 
su ¡>ijo’. se pregunta quál es ¿a edad de cada uno!

Por poco que se atienda á la pregunta, se echa de ver 
que se reduce á esto la cuestión: baüar dos cantidades cu
ya suma es 100, y de ¡as qua¡es ¡a una tiene 40 mas que 
¡a otra. Es fácil percibir que una vez que sea conocida la 
una de las dos cantidades, lo será tambien la segunda, pues 
si fuese conocida la mayor, por egemplo, no habría mas 
que quitaría 40 para hallar la segunda.

Llamo, pues, la mayor x.
Ahora bien, si conociendo el valor de a: le quisiese 

comprobar, le quitaría 40 para sacar el número menor : jun
taría despues ei mayor con el menor para ver si componen 
100. Imitemos, pues, esta operación.

El número mayor es .. .............. x
El menor será, pues....................x — 40

La suma de estos dos números es 2x — 40
Pero por las condiciones de la pregunta deben compo

ner 100:

luego 3¿r — 40 xx 100.

Se sacará ^ solo con practicar Ias reglas da-*
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das ( ii6 y 119 y Pof la primera sacamos 3a?=: 
100 H- 40, ó 2^= 140: por la segunda sale A-— 
140 — ^0: hallado el mayor número jt, le quito 40 para 
sacar el menor, y hallo que este vale 30. Así las dos eda
des que se buscaban son ^0 y 30.

Si se considera con algún cuidado el rumbo que hemos 
seguido para resolver esta cuestión, saldrá patente que los 
razonamientos que nos han guiado para conseguirlo, son 
independientes de los valores particulares de los números 
100 y 40 qpe espresa la cuestión propuesta, y que, sí 
en lugar de dichos números se hubiesen propuesto otros qua- 
lesquiera, hubiera sido preciso proceder del mismo modo. 
Así, si se propusiese la cuestión en estos términos generales; 
Ea suma de dos números es a: su diferencia es b: ^^uáles 
son estos dos números")

Llamando el primero....,..........«
El menor será................................x —

La suma de estos dos números es 2¿r — ^

Pero por la cuestión, deben los dos juntos componer 
la suma a: es, pues, preciso que 2x — b — a.

Traspasando sale 2x := a -4- ¿, y dividiendo, jt— 
^“ ó ¿f“-^_+--^. Cuya espresion significa que para ha
llar el mayor de los dos números que se buscan, se debe 
tornar la mitad de a^ y añadiría la mitad de ¿^ de lo que 
se evidencia que si conozco la suma n y la diferencia

TomJE G3
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de dos números Incognitos, formaré el mayor de estos dos 
números incógnitos tomando la mitad de la suma a^ y 
añadiéndola la mitad de la diferencia ^.

Ya que el menor de los dos números es x — ^ , será, 
pues, “-H— — ¿, ó reduciéndolo todo á solo un quebrar 
do ( 43 ) será “-=tí=^; esto es f^* ó -^ — 4- 1""’" 
go para hallar el menor se debe restar la mitad de b de la 
mitad de a: quiero decír, restar la mitad de la diferencia 
de la mitad de la su na.

Esta regla concuerda con la que dimos ( L 6^3 ). 
Todo Jo dicho manifiesta, como representando de un modo 
general, esto es por letras, las cantidades conocidas que 
entran en las cuestiones, se consigue hallar reglas genera
les para la resolución de las cuestiones de una misma especie.

Suelen parecer diferentes á primera vista cuestiones 
que despues de consideradas con alguna atención se hallan 
ser unas mismas en sustancia, y no discrepar sino por los 
términos en qu_e vienen propuestas. Por egemplo, si se nos 
propusiese esta cuestión ;

Partir un número eonoeidof y representado por a en 
dos partes^ la una de ¿as guales sea menor d mayor que 
¿a oíraj de una cantidad conocida y representada por b. 
Bien se echa de ver, que esta cuestión es la misma que la 
antecedente.

Cuestión IL Partir el número ^20 en tres partes 
tales que la segunda tenga 40 mas que la menor ^ y la mayor 
tenga 80 mas que dicha menor»
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Si supiera quai es la parte menor, para comprobaría 
la añadiría primero 40, de lo que saldría la segunda par- 
te$ despues la añadiría 80, y saldría la tercera parte : jun
tando todas estas très partes séria preciso que su suma com
pusiese ^20.

Llamemos, pues, .jf dicha parte menor, y procedien
do del mismo modo diremos:

La parte menor es............................
luego la segunda es,.-.....................¿P-+-40
y la mayor............................. ..
cuyas tres partesjuntasconyponen.. 3a:h- 1 20
la cuestión pide que compongan,. 720 
Es pues preciso que 3¿r -H 120 = ^30
Aplicando las reglas de arriba, saldrá 3æ'z:=J?'3o — 

^2^5 ó 3¿e“ 600, y por consiguiente ¿r cz: 300: lue- 
g?7^ ®e§^^^da parte es 2 40, y la mayor 3 8 0 5 cuyas 
tres partes componen juntas 7'20.

Se echa tambien de ver en este egemplo, que aun 
guando los números propuestos, en lugar de ser ^20, 40 
y 80, hubiesen sido otros distintos, se hubiera podido lle
gar por el mismo camino á la resolución de la cuestión: 
así, para resolver todas las cuestiones en que se trata de 
partir up número conocido a en tres partes , de tal calidad 
que lleve la mayor á la menor un exceso conocido y re
presentado por by y que la parte media lleve á la menor un 
exceso tambien conocido y representado por rj discurrien
do del mismo modo

G4
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Llamaremos la menor.........................ís
Ja media será..............................   ..¿vh-¿'
y la mayor....................................^-H^
Estas tres partes componen...........3;v-+-^ H- f
Pero deben componer.......................a
Es, pues, preciso que........ ^x -H ^ -+- e = a.
Luego traspasando 3x±zfl — h —e^j dividiendo

Cuyo resultado está diciendo que para hallar la parte 
menor, se deben restar del número cuya division viene pro
puesta, ambos excesos, y tomar el tercio de la resta: he
cho esto, se hallarán con facilidad las otras dos partes.

Por lo que, si se nos propusiese partir 643 en tres 
partes de modo que la media excediese á la menor en ^5, 
y la mayor excediese á la menor en 87; sumaria las dos 
diferencias ^5 y 8^, saldría la suma 162 : restando 
162 de 642, restaría 480, cuyo tercio 160 seria la 
parte menor. Sería, pues, la una de las otras dos 160—h 
ZSí^ ^SSí y ^^ ’^^^^ 160-1-87 ó 247*

Las dos cuestiones que hemos propuesto se pueden re
solver sin el auxilio del Álgebra^ pero su sencillez con
tribuye para manifestar patentemente el modo de aplicar el 
principio que hemos dado para poner en equacion una ques
tion quaiquiera.

Cuestión 111. Panir un mímero conocido por egemp/o 
14250 en tres partes ^ue sean entre sí como ¿os numéros
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dá como 3 á ^ <) y ¿a primera sea á la bercera'.', \ ii. 
Sí conociese una de estas partes, pongo'por caso la 

primera y'la com^robaria de este modo.
Buscaría por una regla de tres ( I. 203 ) un número 

que fuese á esta primera parte:: 5*35 ®®^^ seria la se
gunda parte. Buscaría igualmente otro número que fuese 
á la misma primera parte:: 11:3; este número seria la 
tercera parte: juntando estas tres partes deberían componer 
14250. Sigamos, pues, este camino.

Sea la primera parte......................... áf
Para hallar la segunda, calcúlo el quarto término de 

esta proporción 3: § :: xt
Será, pues, este quarto término ó la segunda parte í~.
Para hallar la tercera, calcúlo el quarto término de 

esta proporción 3:11::^::
Este quarto término ó la tercera parte será ”*-
Estas tres partes juntas componen x -+- v ^ ^ ^ 

, 16*

' ‘' ’ Pero según viene propuesta la Cuestión dichas tres par
tes han de componer 14250, es, pues, preciso que x^ 
í£í= 14250;

Para sacar el valor de ;v, elimino ( 123 ) el de- 
nomidador 3, y sale gx H- 165^ — 4 2 7 5 0, ó igx 
= 42750: luego ( 119) dividiendo por 19,5;=^

— 22 50: la segunda parte, que es ^ será ó, 
6 37 505 y la tercera que es ^ , será ^^^^'‘^2 ó 

^^5 ó 8250: estas tres partes juntas^ componen con
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efecto 143 50: por otra parte los tres números 2 2 50, 
3ZSO5 ^^50 son entre sí como los números 3, 5.5JI1, 
como es fácil comprobarlo dividiendo los tres primeros por 
el mismo número /50, con lo que (L 17'4) no se.muda 
su razón.

Si en vez de ser 14250 el número cuya division 
viene propuesta, fue^e-otro número qualquiera : si fuese re
presentado en general por a^ y si losípymeras proporcio-, 
nales á las partes en que se le quiere dividir, en.vez de.ser 
3 , 5 y 11 , fuesen en general tres números conocidos, y 
representados,por las tres letras #«, n^py es evidente que 
para satisfacer á la pregunta no habría otra cosa que hacer 
sino imitar lo que antes se practicó para el caso particu
lar propuesto.

Así, representando la primera parte por x,
Para hallar la segunda calcularía el quarto término de 

esta proporción m : « A?:
cuyo quarto término es ^.
Para hallar la tercera calcularía el quarto término de 

esta proporción
cuyo quarto término, ó la tercera parte, seria ^A
Las tres partes juntas serian :v-+• ^,-H ^, ó .r-t- 

V como deben componer a, es preciso que ár

Esterminando el denominador sale mx ^ nx -^ px zs, 
ma^ y por consiguiente ( 130 ) dividiendo a? —-^^zp^í 
cuya espresion general nos acaba de manifestar quanto
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coadyuva el Álgebra para'inventar reglas de cálculo.
Si quisiésemos calcular el quarto término de una pro

porción cuyos tres primeros fuesen m H- n -Hp: m:-.az 
es evidente (L 1 83 y que este quarto término seria ,;;¿^; 
y pues hallamos que At es espresada por la misma cantidad, 
inferirémos que para hallar x^ se debe calcular el quarto 
término de una proporción de la qual el primero es la su
ma de las partes proporcionales, el segundo, la primera de 
dichas partes; y el tercero es el número mismo que se quie
re dividir; cuya regla es cabalmente la misma que di
mos ( L 206 ).

Cuestión IV. Ss ha despachado desde Guadalajara d 
Barcelona un Correo ^ue camina dos leguas por hora. Ocho 
horas después de su partida^ se ha despachado desde Ma-^ 
drid para Barcelona otro que anda tres leguas por hora. Se 
pregunta donde éste alcanzará al primero suponiendo por otra 
parte que desde Madrid d Guadalajara hay 10 leguas.

Si alguien me digera quántas leguas ha de andar el 
segundo Correo para alcanzar al primero, comprobaría es
te número del modo siguiente. Buscaría qué camino ha de 
andar el primero desde que el otro salió; y como en el 
mismo tiempo deben caminar á proporción de su veloci
dad, esto es, á proporción del número de leguas que andan 
por hora, hallaría lo que el primero ha andado en el es- 
presado tiempo, calculando el quarto término de esta pro
porción 3:2:: el número de leguas andadas por el segun
do, es el número de leguas que el primero habrá andado en
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el mismo tiempo. Hallado este quarto término, le añadiría 
el número de leguas que ha debido andar el primer Correo 
en las ocho horas que llevaba adelantadas, y .finalmente las. 
i o leguas que hay desde Madrid á Guadalajara, que tambien 
llevaba adelantadas^ y todo esto compondría el número de 
leguas que ha tenido que andar el segundo. Practiquemos, 
pues, todo esto, llamando at el número de leguas que anda
rá el segundo Correo.

Para hallar el número de leguas que camina el pri
mero mientras el segundo camina x^ caleúlo el quarto tér-. 
mino de esta proporción 3:3 iz^v, este quarto término 
es “• pero en 8 horas el mismo primer Correo ha anda
do 16 leguas, pues camina a leguas por horaj y pues 
hay 10 leguas desde Madrid á Guadalajara,, si juntamos 
estas tres cantidades, tendremos — -4- i 6 -t- lo, ó ^ ■+- 
36 , cuya cantidad espresará el camino que habrá andado 
el segundo Correo guando alcanzare al primero. Y como 
hemos supuesto, que entonces habrá andado x leguas, es 
preciso que Y-H 26 ~ x.

Ya no falta sino hallar x en virtud de las reglas ar-> 
riba dadas. Elimino, pues, el denominador 3 , y sale (123) 
la equacion ^x -^ ^^ =z g^xr; trasladando todas las x 
al segundo miembro y reduciendo, sale ;7 8 ™x; quiero 
decir que se encontrarán los dos Correos guando el se
gundo hubiere andado 78 leguas, ó que se encontrarán 
á 78 leguas de Madrid.

El que considerare con algún cuidado la cuestión que
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acabamos de resolver, echará de ver que aun quando se 
mudasen los números que espresa, no por esto variaría el 
modo de discurrir y operar. Representemos, pues, por a 
la distancia que hubiere entre los dos lugares de donde 
salen los Correos, que era 10 leguas en el caso propues
to: espresemos por ¿ el número de horas que el primer Cor
reo sale antes que el segundo, por <? el numero de leguas 
que anda por hora el primero, y por ¿Z el número de le
guas que anda por hora el segundo.

Si llamamos a7 el número de leguas que ha de cami
nar el segundo Correo para alcanzar al primero, constará 
tambien a; de la distancia que hay entre los dos lugares 
de donde salen los Correos, del camino que puede andar 
el primero en el número b de horas, y finalmente del ca
mino que andará el primero en todo el tiempo que camina
re el segundo.

Para determinar este último camino, considero que 
caminando entonces ambos Correos el mismo tiempo, de
ben andar un camino proporcional á sus velocidades a co
rnó por el supuesto a? espresa el camino que anda el se
gundo, hallaré el camino que en este tiempo andará el 
primero, calculando el quarto término de una proporción 
cuyos tres primeros serán dt 'e :: :v; este quarto término se
rá, pues, (L183) ^0^-^. Pero ya que en virtud de la 
suposición este primer Correo anda el número r de leguas 
por hora, habrá andado en el número ^ de horas, b veces 
mas leguas, esto es, 8 veces mas si¿es 8 , 30 vecessi¿ vale 
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treinta 5 en general, ha de caminar tantas veces mas, guan
tas unidades hay en ex^ ó en èe^ ha andado pues, una can
tidad espresada por ^í. -

Juntemos ahora el número de leguas ^ con el núme
ro de leguas Ifc. y con el número de leguas æ, y ¡a su- 
ma y -+- ^e -H a será el camino que habrá andado el se- 
gundo) pero hemos supuesto que este camino era x: luego

Eliminando el denominador, sale ¿/x = í^x ~i~ écd 
-+- ad'^ trasladando dx — ex =: èed -+- ad^ dividiendo, 
sale finalmente ( 1 20 ) a; = -¿^rp 9^^ satisface á todas 
Ias preguntas de esta especie, á lo menos mientras se su
pusiere que van los Correos ácia una misma parte, y que 
el Correo que anda menos sale antes que el segunde.

Para manifestar el uso de esta fórmula ó espresion 
general, volvamos al caso precedente, teniendo presente que 
entonces a =z 10 leguas^ ¿ z:= 8 horas, c ~ 2, leguas, 
d — 3 leguas, y el valor general de x=: ^ gg^Q
esA? = ^^^=?8, como antes. ;

Es, pues, tal el uso de estas resoluciones gener.aîçs, 
ó fórmulas, que substituyendo, en ellas en lugar de las le
tras los números que han de representar, y haciendo las 
operaciones que la disposición y los signos de estas letras 
indican, se saca la resolución de todas las cuestiones par
ticulares de la misma especie.

Por egemplo, si se nos propusiera estotra cuestión: La 
mano de las boraz de un relox es-^á d loe 1/ minutos^ y ¡a de 
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loi minutos senaia 24 minutos^ quiero decir que son 3^ 24^, 
se pregunta d que número de horas y de minutos las dos' 
manos estarán la una encima de la otra,

Ya que la mano de las horas y la de los minutos ca
minan al mismo tiempo, la cantidad h que espresaba el 
número de horas que el un Correo salía antes que el otro, 
es aquí cero. El intervalo de los dos puntos de donde sa
len, es en este caso el camino que ha de andar la mano 
de los minutos para llegar desde la 24* division del qua
drante, á la decimaséptima, esto es, que <2=53 divi
siones. Pero mientras la mano de los minutos anda las 60 
divisiones, la de las horas no anda sino g ; tenemos, pues 
c =z' ^ ^ d zzz 60, Y como h ~ Oj quito de la fórmu- 
la ¿v ~ ^¿~- el término hed 6 h % cd^ porque cero mul
tiplicado por lo que se quisiere, dá siempre cero. Tendré, 
pues, para el caso actual x = -¿r/,, y substituyendo en lu
gar de «, c^ d sus valores, ¿r = ^1^ — ^-||2 — ^^ - 
= 5Z ni quiero decir que será menester que la mano 
de los minutos ande aun 5^ divisiones y -S^. Así, ya que 
está en la 24’"^ division, corresponderá á 81 divisiones 
y ^5 ó ya que 60 divisiones componen un todo, las dos 
manos estarán la una encima de la otra á los 21^^ de 
la hora inmediata, esto es á las 4^ 21^^.

La ventaja que llevan las resoluciones literales á las 
numéricas no consiste solo en que para cada cuestión par
ticular, no hay sino substituir números en lugar de las 
letras qpé aquellas contienenj muchas veces por medio de
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ciertas preparaciones, llegan á tener estas resoluciones una 
espresion mas sencilla y fácil de estamparse en la memo
ria. Por egemplo, la fórmula x = -^^ que acabamos 
de hallar, está en este caso^ como la cantidad d es factor 
común de los dos términos del numerador, se puede escri
bir el valor de ;c de este modo x = ^^^^^~~'^ y puesto 
en esta forma , se conoce al instante que el valor de x es 
el quarto término de una proporción, cuyos tres primeros 
son d — c: d :: a^ ^e'^ pero el primero de estos tres térmi
nos espresa la diferencia de las velocidades de los dos Cor
reos, el segundo d^ señala la velocidad del segundo Cor
reo j y el tercero a -t- ¿fCy se compone del intervalo a que 
hay entre los dos lugares de donde salen, y de la canti
dad beó¿fKC que espresa quántas leguas anda el primer 
Correo en el número de horas que lleva adelantadas; de 
suerte que a-^he espresa toda la ventaja que le lleva el 
primero al segundo; se puede, pues, reducir la resolución de 
la cuestión á esta operación: Muhiplíquese el camino que 
hace por hora el primero , por el número de horas que lle
va adelantadas, y añadiendo el producto al intervalo que 
hay entre los dos lugares de donde salen, hágase esta re
gla de tres : La diferencia de las velocidades de los dos Cor
reos es á la velocidad del segundo, como la suma de los 
dos números que se acaban de sumar, es á un quarto tér
mino; este espresará las leguas que ha de andar el segun
do Correo para alcanzar al primero. Así en el primer egem
plo arriba propuesto, como el primer Correo lleva 8 horas
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de ventaja , y camina dos leguas por hora, se han de aña
dir 16 leguas á 10 leguas , que son la distancia entre los 
dos lugares de donde salen, de lo que sacamos 3 6. Calculo, 
pues, el quarto término de esta proporción 3 — 3 : 3::36: 
ó i: 3 :: 36: este quarto término es ^8, el mismo que 
sacamos antes.

Conviene reparar que es siempre una misma la re
gla , haya fracciones, ó no. Por exemplo , st caminan
do el primer Correo ;^ leguas en 4 horas, y el segun
do i 3 en 5 horas; el primer Correo llevase la ventaja 
de 13 horas, y finalmente la distancia entre los dos lu
gares de donde salen fuesen 43 leguas, diría: Ya que el 
primer Correo anda ^ leguas en quatro horas , anda — de 
legua por hora; del mismo modo el segundo andará -H. de 
l®gua por hora, luego en las i 5 horas que lleva de ven* 
taja el primer Correo, debe andar, á razón de -^ de legua 
por hora, i 3 veces ^ de legua ó ^ de legua, que aña
didos; á 4 3, leguas, componen 42-i-^ ó ^. Calculo, pues, 
el quarto término de esta proporción — — — : íl:: —: este

quarto término será ^---- ^, ó —^° ^.-, ó (reducíen- 
5*54

do á un mismo denominador los dos quebrados inferiores) 
Ull 354»

531’ ° ® (^* 9^) ’'i?' * ó finalmente

porque Con omitir el factor 20 que ha de multiplicar el nú-
Tom.lL H
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merador y el denominador, no se muda el quebrado. El 
valor de ^^^ es 2o84y,-que expresa el número de leguas 
que el segundo Correo tendría .que andar.

Consideraciones acerca de ias cantidades positivas 
y negativas.

13^ Resolviendo de un modo general , ’conforme 
hemos ensenado, todas las cuestiones, de una misma especie, 
se puede en muchas ocasiones hacer uso de las formulas 
generales que se sacan., para la resolución de otras cuestio
nes cuyas condiciones sean de* todo punto opuestas -á las 
que se hubieren espresado en las primeras. Basta por lo co-i 
mun mudar los signos de las cantidades de-i-en —,ó de— 
en-t-. Pero antes que declaremos cómo sirven para esto los 
signos, conviene considerarlos con otro respecto.-

Las letras solamente representan el valor absoluto de 
las cantidades. Los signos -í- y — tampoco han representa
do hasta ahora mas que las operaciones de la. adición y de 
la sustracción; pero tambien pueden representar en.-mu
chos casos lo que son unas cantidades respecto de otras.

Puedese considerar una misma cantidad con dos res
pectos del todo opuestos, o como capaz de aumentar otra 
cantidad, ó como capaz de disminuiría. Quando dicha can
tidad es representada por una sola letra o un número , no 
podemos conocer con qual de estos dos respectos se la con
sidera. Por exemplo, si suponemos que un hombre tenga 
tantos doblones como debe, podrá servir ún mismo nú-
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mero para espresar la cantidad numérica de su haber y de Fig. 
sus deudas 5 pero este número, sea el que fuere, no nos ma
nifestará la diferencia que hay entre el dinero que dicho 
hombre tiene y el que debe. El método mas natural para 
hacer perceptible esta diferencia, consiste en señalar las 
dos cantidades con un signo que avise el efecto que la una 
es capaz de producir en la otra; y como el efecto de las 
deudas es disminuir el haber, es natural señalar aquellas 
con el signo —.

Asimismo, si consideramos la linea recta como en
gendrada del movimiento de un punto ^, que se mue- x. 
ve en una dirección perpendicular á la.linea 5C, se echa 
de ver que como el. punto generador puede caminar , ó des
de ^ acia P, ó desde .^ acia E ^ si representamos por a 
el camino ^D ó ^E que hubiese andado no queda bien 
determinada con esto Iq. situación de dicho. punto. Para fi
jaría es preciso avisar con alguna señal si la cantidad a se 
ha de, considerar á la derecha ó á la izquierda, para cuyo 
fin pueden servir los signos -4- y —. Porque si medimos el 
movimientp del punto ^ respecto de un punto L conocido 
y considerado como término fijo^ quando el punto zZ se 
moviere acia D^ la linea que trazare aumentará la Zz/^ y 
quando se moviere acia E^ la linea que trazare disminuirá 
la E/^^ es, pues, natural representar ^D por -h a ó a, y 
al contrario ^E por -—a. Haríamos al reves, si en lugar 
de considerar el movimiento del punto ^ respecto del pun
to Z, se le considerára respecto del punto 0.

Ha
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Tienen, pues, Ías cantidades negativas una existencia 
tan real como las positivas, y solo se diferencian de estas 
en que se toman en el cálculo de un modo enteramente 
opuesto.

Pueden hallarse, y se hallan con frecuencia mezcla
das en los cálculos cantidades negativas con positivas, no 
solo por haberse egecutado algunas operaciones con la mi
ra de restar unas cantidades de otras, sino tambien porque 
suele ser preciso espresar en el cálculo los diferentes res
pectos con que se consideran las cantidades.

128 Luego si después de resuelta una cuestión sa
liese negativo el valor de la incógnita hallada por los mé
todos arriba declarados: por egemplo, si se llegase á un 
resultado como este at — — 3 , se debería inferir que á la 
cantidad representada por jv, no la convienen las propie
dades que se supusieron convenirla al hacer el cálculo, si
no propiedades del todo opuestas. Por egemplo, si se me 
propusiera esta cuestión: Hallar un número que eumado con 
i 5 componga 10, al instante conocería evidentemente que 
es imposible esta cuestión^ porque representando por :v el 
número que se busca, tendría esta equacion :x^-4- 15 — 
10, y por consiguiente en virtud de las reglas arriba da
das,;v=: 10— 13, ó x~—3. Esta última conclu
sion me daria á conocer, que en lugar de considerar que 
iv se ha de añadir á 1 5 para formar 10, es antes preci
so' restar x de 1 5 para el fin propuesto. Por lo mismo toda 
resolución negativa es señal de que hay algún supuesto fal-
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SO en la proposición de la cuestión; pero tambien enseña 
cómo se ha de enmendar, porque está diciendo que se de
be tornar la cantidad que se busca, con propiedades ente
ramente opuestais á las que se la dieron al tiempo de pro
poner y resolver la cuestión.

129 Ínferamos, pues, de_ aquí, que si después de 
resuelta una cuestión en que se consideraban algunas de las 
cantidades que en ella se espresan con cierto respecto, 
se quisiere resolver lamismacuestion, considerando las mis
mas cantidades con respectos del todo opuestos, bastaría mu
darías el signo que actualmente llevan. Por egemplo, hemos 
resuelto generalmente la cuestión quarta en el supuesto de 
caminar los correos acia una misma parte: si quisiera re
solver todas las cuestiones que pueden proponerse en el ca
so de ir al encuentro el uno del otro, lo conseguiré con mu
dar el signo de í? en el valor de jcr que hemos hallado xz:2 
-¿'ë^' ^*^’^ efecto, yá que el primer correo viene al en
cuentro del segundo , en lugar de alejarse de él, acorta el 
camino que este ha de andar, y le disminuye en razón del 
camino c que anda por hora; deberé, pues, espresar que í7, 
en lugar de añadir, disminuye: es, pues, preciso poner 
— í7, en lugar de -t- f. De esto saldrá porque
mudando el signo de í? en el término-H^frf, que es lo mis
mo que -H Z^d x -H e^ se deberá escribir -r~ ^d k <— r, 
que ( 24 ) viene á ser — M,

Confirmemos todo esto con un egemplo: supongamos 
que caminen los dos correos con direcciones contrarias, y que

Tow.lL H3
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hayan salido de dos parages distantes cien leguas el uno del 
otro. Sale el primero siete horas antes que el segundo, ca
minando dos leguas por hora, y el segundo tres en el mis
mo tiempo. Si llamo :v lo que este andará antes que se en
cuentren, advierto que ^ será igual á la diferencia entre 
la distancia total, y lo que hubiere andado el primer cor
reo^ pero este habrá andado lo que puede caminar en siete 
horas, y lo que camináre desde que hubiere salido el segun
do : este último camino se determinará calculando el quar
to término de esta proporción 3: 2::^:, cuyo término 
será y, y como en la siete horas que lleva de ventaja el 
primer correo, anda 14 leguas, pues anda dos por hora, 
habrá caminado en todo 14 -+- “ : luego solo tiene que 
andar el segundo correo la cantidad 100 — 14— y, ó 
86 —^5 y pues x representa lo que tenía que caminar, 
es preciso que at = 86-----px; de cuya equacion se saca 
3^=: 258 — 2;^;, ó 5 A? = 2 5 8 , ó finalmente a::z:: 
-^ = 51 y. Si en la fórmula x — *’‘^~ que queremos 
aplicar á este caso, substituimos loo en lugar de ¿i, 7 
en el de ¿, 3 en el de d^ y 2 en el de c, tendremos 
v—100x3—7x1x3 — 3.00—4^--------- ^8 — : que es lo 

mismo sin discrepar en nada.

Es ¿as Ecuaciones de primer grado con muchas inco'gnifas.

i 30 El método que se debe seguir para espresar por 
una equacion una cuestión propuesta, siempre es el mismo, 
ora incluya sola una incógnita, ora incluya muchas. Pero 
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generalmente se deben formar tantas equacipnes, guantas 
se pueden originar de las condiciones de la cuestión. Si 
todas estas condiciones son distintas é independientes unas 
de otras, y si cada una de ellas puede ser al mismo tiem
po espresada por una equacion, no admite la cuestión mas 
de una solución, si fueren de primer grado todas estas equa- 
clones, y hubiere,otras tantas incógnitas ai mismo tiempo.

Pero si alguna de las condiciones se hallase esplícita 
ó implícitamente comprehendida en alguna de las otras, ó 
si fuese el número de las condiciones menor que el de las 
incógnitas, entónces habrá menos equaciones que incóg
nitas, y la cuestión admitirá una infinidad de resoluciones, 
á no ser que limite su número alguna condición particular, 
que no se pueda espresar por una equacion. Todo esto se 
aclarará con los egemplos.

Supondremos primero dos equaciones y dos incóg
nitas.

Las reglas que hemos sentado tocante á las equacio
nes con una incógnita, igualmente se aplican á las equacio
nes con muchas incógnitas ; pero se las debe añadir la 
siguiente regla para las equaciones que tienen dos incóg
nitas.

131 Tómese en eada equacion el valor de una misma 
incogniea^ egeeutando lo mismo que si se conociera todo lo 
demász igudlense estos dos valores^y resultará una equacion 
en que solo balará la segunda inco'gnita que se determinara por 
las reglas precedentes, fíallada esta segunda incógnita^ sué^

«4
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íHuyase su valor en uno de los dos valores que se bulfleren 
fomado en la primera operación, jy saldrá el valor de la oirá 
Incdgnlia,

Por egemplo 5 si tubiera las dos equaciones 2^ h-jí 
“24, 5 JET -H 3 y = 65 , sacaría de la primera, transpo
niendo, 2^—24 —yj y dividiendo,;v—~\ De la segun
da sacaría, transponiendo, 5^—65 — ^y^ y dividien
do _

Igualaría los dos valores de x^ escribiendo — 
en cuya equacion no hay mas incógnita que y.

Para sacar el valor dejv, elimino (123) los deno
minadores 2 y 55 y sale 120— 5^= ^ 3® — 63’5 trans
poniendo y reduciendo, saco j^= 10.

' Para hallar x^ substituyo en lugar de jz, su valor 10 
en el primer valor de x arriba hallado, y también se 
podría substituir en elsegundo. Esta substitución medá x — 
04—10,__14__ >7.

^132 ' Servirán de segundo egempío las dos equacio

nes f—^= a , y-f-Ar-H>= 1 9-
Empiezo esterminando los denominadores ( 123) en 

cada una de las dos equaciones, lo que las transforma en 
estotras dos, 24^—2 5 y — 60, y 8 ^-i- g y— 228. 
La transposición transforma la primera de estas dos en 24^ 
;— 60 -4- 2 gv , que por medio de la division da at— ”24”' 
De la segunda saco, por transposición, 8 x—^^^ Çd^’ 
v por division, x = —5•

Igualo los dos valores de x^ escribiendo — 
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32L-Ti¿, cuya eqú-acion no incluye mas- iricógnita qucj.
Para sacar el valor de esta incógnita elimino los de

nominadores, y sale 480 -n- 200j/ =:z 547^ — ^ lójrí 
transponiendo , saco aoojj/ -+- 2 i 6j/ z^ '^'4-^^ — 4^'^3 
que se reduce á 4^ (f^^ 499^ ? finalmente-, dividiendo, 
hálld*>=^=19.‘ • '

Para conocer sc ^ pongo en lugar de sf su valor 13 
en uno de los dos valores de x^ en el primero por egem- 
plo, esto es, en que , mediante esta substitución,'

C 6o-t-iíxií ___ 60-4-300 ___360 ____  se transforma en æ-zz —_~— ^5« 
133 Servirán de tercer exemplo las dos equaciones 

i«=:i«-i-;3'—9, y í«—>•>=•¿0’—6.
Eliminando los denominadores (1 23)5

Saco 5 ó Æ'zz 3^ Ít-H 6 qy—:126o, ’ 
y 5 Óa:—2oj’—3 Sjp—420.

De la primera sale, despues de egecutadas la transposición 
y reducción 3i-4p=6oj— 1260, y dividiendo sale x

■■6QV-;--L26Ó.' ' <

La segunda da por medio de la transposición y reduc
ción- 56Æ“5 5 ^—420, y dividiendo saco ¿rzz;^^^'’—.

Igualando estos dos valores de xy tengo ’^T^^l ^

Para sacar de esta equacion el valor'de >, elimino‘los 
denominadores, y sale 3 3 60JÏ?— 70 5 60— 115 5 j — 
8 820 5 transponiendo y reduciendo saldrá 2 205^» zz: 

74^5 finalmente dÍvidiendo^aco j;zz^^^zz 28.
Para conocer el valor de-¿r, substituyo en lugar dejí 
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su valor 28 , en la equacion arriba hallada ;c=z: — ’'-¿p^, 
de, lo que résulta x= 6„^2í2!zL’2á2 —

134 Lo mismo se practicaría si las equaciones fue
sen literales, Asi, si ocurriesen las dos equaciones ax-^fy 
z:zc y y ¿¿x-h-/y=:e, la primera daría, por transposición, 
ax — c—by, y por division, ¿v—^“-^^4 del mismo modo 
la segunda daría por transposición dx^e—fy, y dividien
do , ¿c="-^\ Igualando los dos valore» de x, saldría ""-^^^ 
^^^^^ 5 eliminando los divisores resultaría ed — bdy — as 
— afv5 transponiendo, afy — bdy —as — cd^ finalmente di
vidiendo , =r J”^.

El valor de x se sacará substituyendo en lugar de y 
su valor *^^^ en el uno de los dos valores de x, por egem- 

plo en^z^*"^^^. pe cuya substitución resultará.............
r ae—^ed ^—ale-^bcd

^ — ^—_-^4——- que viene á ser x “
afc-^lc'd-^aba^^bcd

6 (43 ) reduciendo g á quebrado x = ----- ^^^------ -
afc—itbe

óx :=-^£^, ó (49) x = °J^,, ó fin^en- 
tf ( 3a.)-,«=^- '

135 Hemos supuesto hasta aquí que las dos incógni
tas se hallen ambas en cadaequaci on. Si no fuere así, no 
por esto variará el método: no habrá mas diferencia sino 
la de ser mas sencillos los cálculos. Por exemplo, si fue
sen s<í¿r=3í, y Gx-i^e¿y=^ las dos equaciones propues
tas, la primera dacia «=|; > y la segunda ^z=‘^^. Igua*
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lando estos dos valores, saldrá^^~'-—y *^2 donde se sa
ca, echando los denominadores, traspasando y reduciendo

De ¿as Equashnes de primer grado qus inelayen ires o' mayor 
número de ineógniias,

2^6 Los que se hubieren enterado de lo que acaba
mos de decir, alcanzarán con facilidad lo que se deberá, 
practicar quando fuere mayor el numero de las incógni
tas y de las equaciones.

Hablaremos siempre en el supuesto de que haya tan
tas equaciones como incógnitas. Si hubiese tres, se tomaré 
en cada una el valor de una misma inco'gnita^ como si se 
conociera todo lo demás. Se igualará después el primer va
lor con el segundo^ y el primero con el tercero^ ó si no^ se 
igualará el primero con el segundo^ y este con el tercero. 
De esto resultarán dos equaciones que solo incluirán dos in~ 
cúgnitas ^ y se practicará con ellas lo que loemos declarado 
en la regla antecedente ( 131 ).

Sean, por egemplo, lastres equaciones
3^ H- Sy -H Z^ =: i?'9
S;^ -+- Sj»—33=364
SX— y-^ s^ — ^S 

saco de la primera, transponiendo 3X™ 179— Sy~7¡^í 
y. por division- \?9—53—7t^

La segunda dá por transposición Sat “ 64— 3jí-H 33, 
y, por division -
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Saco de la tercera por transposición, ^x rr: /^ -Hj 
— S^î y dividiendo

Igualando el primer valor de x con el segundo, ten- 
g^9 " 3 ----- 4

Igualando del mismo modo el primero con el terce
ro, tengo

Como no hay mas que dos incógnitas en estas equacío- 
nes, las aplico la regla dada (131) para lasque solo tienen 
dos incógnitas. Echo desde luego los denominadores, de lo 
que saco las dos equaciones siguientes 1432 — 40jr — 
56s“ 19^2 — 9JF^-6«,-y 895 — 2gj^ — 352— 223 
H~3.y—9;^.

Tomo en cada una de estas el valor déj'5 la prime
ra me dá por transposición y reducción 1240 — 62s 
-— 3 iJ'í dividiendo ^zz l^l^^^í La segunda me dá, trans
poniendo y reduciendo^ 6^0— 2 6z :zz: 2 8jp, y dividien- 
j 670—26;
do J’ = —78“-

Igualo los dos valores de ^, y tengo ”<°r^^<— ®--^=^, 
que incluye sola una incógnita. Para hallar su valor eli
mino los denominadores y tengo 3 47 20 — 17 3 65: zx 
20^2^0 — 8o6;s; traspasando y reduciendo, sale 13950 
— 930^5 finalmente dividiendo hallo 2: rz= ^||^ zz: ^ 

ris
para sacar el valor de y^ pongo, en lugar dé «, su valor 

I 3 en la equacion jr — "-í^^^, que hallé poco ha, lo que 
J^ ___1240---- g2Xly „ 124^---- 930 _ 310 „ j Q^

Finalmente, para conocer el valor de x, pongo, en lih 
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gar deji, su valor lo, y en lugar de a:, su valor i 5 , en 
uno de los très valores de x arriba hallados, por egempio 
en “ ^'^9—^y~5, que con esto se transforma en
VO—.gx ¡0—yxn 179—fo—10/ 179—^5534 p

3 5 3 3 °’
I 3^ Si no entrasen á un tiempo todas las incógnitas 

en cada equacion, sería mas sencillo el cálculo, pero siem
pre se baria de un modo análogo.

Por egemplo, si fuesen las tres equacíones ^at-h 3j 
= 65, ají—z=i i , 3^;^ 42= s*?-^ la primera daría 
-V“^¿=^; la segunda no daría valor alguno dezvjy la 
tercera daría :vz:=^-^^’: no habría mas que hacer sino igua
lar estos dos valores de x^ que dan Éáz212: —Í^j^í^ cuya 
equacion ya no incluye jvj y combinándola con la segun
da equacion 2jí —an: 1 1 , por las reglas de las equacio- 
nes con dos incógnitas, dará los valores dejí, y 2:. Con
cluyendo el cálculo se hallará a:“9,jí“ 10, x=^^.

138 Con esto se echa de ver que si hubiera mayor 
número de equacíones, la regla general seria la siguiente:

Tomese, en cada equacion^ el vaJor de una misma in- 
co'gnita’̂ iguaiese ei une de estos valores eon cada uno de ¡os 
otros y éal^rá una e^uaeion y una incógnita menos. Manéjense 
estas nuevas ecuaciones como se acatan de manejar ¿as pri
meras^ y resultará tambien una equacion y una inco'gnita 
menos'., continúese asi l^asta que por fin se consigti que ¿^aya 
sola una incógnita»
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^plieacion de las Reglas precedentes á la resolución de algu» 
nas cuestiones que incluyen mas de una incógnita,

1^9 Cuestión L Tiene un homlfre dos especies de tno- 
neda". siete piezas de la mayor especie^ con doce piezas de 
la menor componen 28 S'"®, y doce de la primera especie^ 
con siete de la segunda componen 358’’’. Se pregunta el 
valor de cada especie de monedad

Si conociera el valor de cada especie de piezas, mul
tiplicando el de una pieza de la primera especie por ^, 
el valor de una pieza de la segunda especie por 1 2 , y su
mando los dos productos, seria la suma “28 8“. Si mul- 
tiplicára el valor de una pieza de la primera especie por 
i 2 , el de una de Ía segunda por jr, y sumara uno con 
otro estos productos, sería la suma :zz 3 $8”. Esto supues
to, si represento por x el número de reales ó el valor de 
una pieza de la primera especie, y porj» el de una de la 
segunda, podré discurrir del modo siguiente.

Va que cada pieza de la primera especie vale at, las 
siete piezas valdrán 7 veces x, ó /áz: por la misma razón 
12 piezas de la segunda especie valdrán 12 j-, es preci
so, pues, que ^xi2y z= 288.

Discurriendo del mismo modo respecto de la segunda 
condición^ hallaré que 1 ex -+- J^j^ := 3 5 8. Solo resta ha
llar los valores de a7 é jf. Tomo para este fin el valor de 
x en cada equacion. La primera me da, despues de tras
pasar y dividir, v^j 1^ segunda me dá ár ^ ®’^^} 
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igualo estos dos valores de áz y -saco la equacioii ^^.J^ 
__ 35^—7y ^

Para sacar de esta última equacíon el valor dejg,‘es- 
termino los denominadores ( 123 ) y resulta 3456 — 
144 y —- '2 506 —■. 49 y 5 ó trasponiendo y reduciendo 
950 — 93 j-, ó finalmente dividiendo, jp —‘-^ = 10. 
Para hallar jc, vuelvo al primer valor de ^, es á saber az 
— ^2!r::H^5 en el qual substituyo en lugar dej/ su Valor lo, 
y hallo Az = —------ :== —^— =x — — 245 luego 
la pieza mayor era de 34”. y la menor de 10. Con efec-- 
tOy jr piezas de 24”. hacen 168”. que con 1 2 piezas de 
io'í\ ó i2o''í componen los 288’^®. Fuera de esto, 12 
piezas de 34”. ó 388". con Jr piezas de 10 ó ^-o". ha
cen 358’'^.

• Cuestión II. 5^ ha msadado cierna porción de oro cow 
ciéría porción de piafa: forma toda ¿a meada un volumen 
de 12 pulgadas edificas que pesa 100 onaas: una pulgada 
cúlfica de oro pesa i 2 y onzas: una pulgada cúfica de .pla
ta pesa 6 ~: Se. pregunta ^quál es la cantidad de oro^y quál 
la de plata que se. kan. aligado^

Si se conociera el número de pulgadas cúbicas de ca
da especie de metal,. y se sumaran, sería su suma 1 2. Fue
ra de esto, tomando 124 onzas tantas veces, como pul- 
gadas de oro cúbicas hay , esto-es,, multiplicando 1 2 — por 
el número de pulgadas cúbicas de oro, se conocería el pe
so del oro que entra en la.mezçla^ y multiplicando del 
mismo modo ,6 - onzas por el número de pulgadas cúbicas 
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de plata, se conocería el peso de la plata; y sumando los 
dos productos compondrían las 100 onzas que son el pe
so del mixto.

Discurramos, pues, del mismo modo llamando jv el 
número de las pulgadas cúbicas de oro, é y el de las pul
gadas cúbicas de plata; es menester, pues que sea jv -H^ 
= 12. Por otra parte, ya que cada pulgada cúbica de oro 
pesa i 2 Y onzas ó ^ de onza, un número x de pulgadas 
de oro pesará ^ x x, ó —. Por la misma razón, como ca- 
da pulgada cúbica de plata pesa 6 y onzas ó ~ de onza, 
un número j» de pulgadas cúbicas de plata pesará ~ xy, 6 
^y: luego el oro y la plata juntos pesarán ^ x~+* y y^ ^ 
como deben pesar 100 onzas, será v

Para hallar los valores de ¿e éj', echo los denominado
res de esta última equacion, y sale 342X-H i86j/ = 
2^00. Saco de la primera equacion x = 1 2 —^jí, y de 
la última x — =^700—ie6y. igualando estos dos valores, ten- 
jz 4700—- l86ydre 12 —y =---- 5^5—•

Elimino, para conocery^ el denominador, y sale 4104 
_ - 342jz= 2^00 — i86j/, traspasando y reduciendo 
1404 = igójíj y finalmente dividiendo ^ = ï^=: 95 
y como hemos hallado ¿v = 1 2 —y^ tendremos, pues, 
x= 3, esto es, que se han mezclado 3 pulgadas de oro 
con 9 de plata, pues la suma compone con efecto 1 2 pul
gadas cúbicas. Por otra parte tres pulgadas cúbicas, cada 
una de las quales pesa 12 1 onzas, hacen 38 onzas, y 9 
pulgadas cúbicas, si pesa cada una 6^ onzas, pesarán 6a 
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onzas que juntas con las 38 componen 100.
Sí tubiesen los dos metales mezclados gravedades espe

cíficas diferentes, y si el volumen, como tambien el peso total 
de la mezcla ó mixto, fuesen diferentes de lo que acabamos 
de suponer, no por esto dejaríamos de seguir el mismo rum
bo: así, para resolver en sola una todas las cuestiones de esta 
especie, supondremos en general que el número de las pulga
das cúbicas de las dosespecies de metal sea.............. ^^

Sea el peso total de la mezcla expresado en onzas, ^^ 
El de una pulgada cúbica del primer metal sea . . í-j 
Y el peso de una pulgada cúbica del segundo sea d^ 
espresando c y d onzas.
Si llamamos ¿r el número de pulgadas cúbicas del pri

mer metal, é^ el número de las pulgadas cúbicas del se
gundo, será la primera equacion

Por otra parte, ya que cada pulgada del primer me
tal pesa í- onzas, una vez que hay x pulgadas cúbicas , la 
cantidad del primer metal pesará ex x 6 ex. Por la mis
ma razón pesará la cantidad del segundo metal dj^z de mo
do que pesará el total ex-h-dy, y por haber supuesto que 
pesa è 5 sera ex dy —

Sentado esto, la primera equacion dá r — a__ y: la 
segunda x^^’-^^z igualando estos dos valores, tendre
mos o— jr — —^ , y echando el denominador ae__ ¿y; 
=^ —4x5 transponiendo y dividiendo,jz — í^

Para sacar el valor de x , se substituirá en la equacion
Totn^lE T

MCD 2022-L5



^*-’x3o ELEMENTOS

x=:a —y ^ eï valor de jz que se acaba de hallar, y re
sultará xz:za-^^^ ; en cuyo valor es de reparar que es
tán mudados los signos del numerador de "^^, porque se de- 
be restar y de a ( i i )■ Se puede simplificar este valor 
de ^5 reduciéndolo todo á quebrado ( 43 ), de lo que 
resultará x = a^~ad~^±^ ^ ^ reduciendo, áf= ^-. De 
los valores x z=z “3^ 5 ^y^^r que acabamos de hallar, 
podemos sacar una regla muy sencilla para resolver general
mente todas las cuestiones de esta especie.

Para sacar esta regla conviene tener presente 1.® que 
h denota el peso total de la mezcla: 2.° que espresando a 
el número total de las partes del mixto, y <7 el peso de una de 
las partes de la segunda especie, ad espresa lo que pesaría el 
volumen de la mezcla, si se compusiese solamente de la ma
teria de la segunda especie. Y de hecho, si fuera todo el vo
lumen de plata, por egemplo, se hallaría su peso total, mul
tiplicando la pesantez d de una pulgada cúbica de plata 
por el número total a de las pulgadas cúbicas. Final
mente el denominador c — d es la diferencia que hay en
tre las pesanteces ó gravedades especificas de los dos me
tales.

Si aplicamos al valor dej- las consideraciones que aca
bamos de hacer acerca del valor de jf, hallaremos que si se 
compusiera la mezcla solamente del primer metal, seria ae 
el peso del volumen de la mezcla. De donde se podrá inferir 
la siguiente regla:

Calcúlese lo ^ue pesaría el volumen de ia mezcla , si so- 
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/0 se eonipusiera de/ segundo meta/ : resfese este peso de/ peso 
tota/ actua/ de /a mezc/a^ y div/dase /a resta por /a dife^ 
renda de Zas pesanteces específicas de ¡os dos meta/es : el co
ciente será e/ número de partes del primer meta/ que entra 
en /a mezc/a»

■ Al contrarío., para sacar el número de las partes del 
segundo meta/^ ca/cú/ese /0 que pesaría el volumen de la mez-- 
c/a, si se compusiera enteramente del primer metal : de la can-^ 
tidad que resultáre'j restese el peso total actual de la mez-^ 
da^y dipldase la resta por la misma cantidad que arriva.

Esta regla es cabalmente la que los Arisméticos lla
man regla de Aligación, y que en la Arismética dimos pa
labra de tratar en este lugar.

A esta misma cuestión se pueden reducir otras muchas 
que a primera vista no parece que sean de la misma espe
cie. Tal es, por egemplo, esta: componer ^za^^ con. 42 
piezas y tales que las 'unas valgan 34^®, y las otras 6^^ ^ por
que redexionando un poco, se advierte que esta cuestión 
es la misma que estotra: un mixto compuesto de 42 pulga-- 
das cúlficas de materia pesa 522 onzas : cada pulgada cú- 
dea de la' una de las dos materias que le componen pesa 24 
onzas ^^y' cada pulgada cúlíica de la otra pesa 6 onzas» 
Practicando la fegla antecedente se hallará que son menes
ter i 5 piezas de á 24“, y 2^ de á 6"*

De la misma regla se podría sacar tambien la resolu
ción de esta cuestión: Un pie cúdeo de agua de mar pesa 
74^ 9 jt un pie cúdco¡ de agua de lluvia pesa 7'0^ ¿ qué
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poreion se âe^era mezdar de agua de mar de agua de 
¡hvla^ para componer una agua cuyo pie eú¿^ieo pese ^3^?

Todo esto manifiesta quan útil es habituarse temprano 
á representar de un modo general Ias cantidades conocidas 
que entran en las cuestiones, y á interpretar ó traducír 
los resultados algebraicos de las resoluciones, de los pro
blemas.

Cuestión IIL Tengo fres barras cada una de Zas gua^- 
¿es se compone de oroy piafa y colfre. En la primera es fal 
¿a aligación,^ ^ue pesando toda ella 1 6 onzas ^ jbay 7 de oro^ 
8 de platay y ï de cobre: en la segunda^ ^ue fambien pesa 
16 onzas ^ bay 5 de oro ^ ^ de plaía^ y ^ de cobre. La fer~ 
cera pesa fambien i 6 onzas .^y bay 2 de o.ro^ g de piafa ^y 5 
de cobre. Quiero, sacar con difereníes parfes de esfas tres ali^ 
gaciones una quarfa barra que en i 6 onzas tenga 47^ de 
oro y de plata y 3"^ de cobre.

Llamaré x el número de onzas que he de tomar de 
la primera barra 5^, el número de onzas que he de tomar 
de la segunda; y finalmente s, el número de onzas que he 
de tornar de la tercera.

Ya que en las 16 onzas de la primera hay ^ de oro, 
hallaré el oro que pueden contener x onzas, de esta mis
ma barra , calculando el quarto término de esta propor
ción 16 : 2'‘ ^'^ e^^e quarto termino será, -^; por el mis
mo camino hallaré que en lasjr onzas de la segunda barra 
habrá de oro: y en onzas de la tercera, La suma de 
estas tres cantidades es^-^g^^ ; pero por los términos de la
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cuestión han de componer 4^0^; luego Tí±iy±:2i

Para cumplir con la segunda condición, reparo que 
en x onzas de la primera barra, ha de haber necesariamen
te ^ onzas de plata, en^ onzas de la segunda, ^ de plata: 
y finalmente en 2 onzas de la tercera ^, de plata. La suma 
de estas tres cantidades es ®2í±:^±2Í5 y como han de com
poner 7 tendremos ™ ¿t*.

Siguiendo el mismo rumbo llegaré á la equacion 
^jv-±jj ^ M ^ qyg desempeña la tercera condición de Ia 
cuestión propuesta.

Por ser el número 16 divisor común de los dos miem
bros de cada una de las tres equaciones que hemos halla
do, se puede suprimír, y saldrán las tres equaciones si
guientes ^x -^ 5y -H 22 = ^^ , 8x -i- ^j/ -H 92 ::z2 
122,5? -H 45- -^ 52— 55, Sacando de cada- una el 
Valor de 5?, tendremos x zzz
“55 — 4.>' — S^s: igualando succesivamente el primer 
valor de x con el segundo y el tercero ( 136 ), sacaré 
79—Sy—1Í  122—77—9í 7^;—ty—^   - -, . ^,

cuyas equaciones solo tienen dos incógnitas, y se resolve
rán en virtud de lo dicho ( 131 ).

Para ponerlo en práctica, empiezo eliminando los divi
sores, y saco 6 3 2 — 40jr — 162—8 54 — 49^/ — 632, 
y ^9 ~~ 5y — 32— 3 8 3 — 2 8^/ — 3 325 ó pasando todas 
lasjj á un mismo lado y reduciendo, 9^7—222 — 4^^? 
y 33^— 30Ó — 332:5 la primera de estas equaciones

I 3
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ááy=: '’-^^=^5 y la segunda, jp =’-^:^5 igualando es
tos dos valores de jr, tengo ^^“^^ quitando 
Jos divisores, 3106 — 10812=3 2^54— 2 9^25 tras
pasando, $ 106 — 2/54 =108 12 — 29725 reducien- 
do, 2 3 5 3 — 7842; y finalmente dividiendo, 2=3^= 3.

Para sacar el valor de j?, substituyo en el uno de los 
dos valores de ¿y, arriba hallados, en lugar de 2, su valor 
3 que acabamos de sacar5 substituyéndole, por egemplo, 
en jz —“21^, saco jr = 2ît^ =-^= 9. - .

Finalmente para conocer x, substituyo en lugar de y^ 
y de 2, sus valores 9 y 3 en uno de Jos tres valores de 
ÆT que hallé arriba: por egemplo en el último, es á sa- 
ber en x =3 5 $ — 4y —52, y se transforma este valor 
en jr33: 55 — 36 — j^ z= SS — 51—45 y corno sa
co ¿r 3= 4,¿v— 9, y 2=3 3, líe de tomar 4 onzas delà 
primera barra, 9 de la segunda y 3 de. la .tercera 5. y con 
esto entrarán en la nueva barra 4 ^ onzas de oro, 7^ de 
plata; y 3 ¿ de cobre.

Con efecto, ya que la primera barra contiene en i6 
onzas 7 de oro, 8 de plata y 1 de cobre, es evidente 
que si solo se toman 4 onzas de esta barra, se tomarán 
^ onzas de oro, || de plata,'y> "de cobre. Por la misma 
razón, tomando 9 onzas de la segunda barra se tomarán 
P¡ de oro, ^ de plata, y ^ de cobre; y tomando de la ter
cera barra 3 onzas, se tomarán ^ de oro, — de plata, y ~ 
de cobre.

Juntando las tres cantidades de cada especie de metal,
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que provienen de las tres barras, tendremos’^, ^5-^0 
4^^ ^ ^,y 3 -^9 cuyos números espresan respectivamen
te las cantidades de oro, plata y cobre que compondrán 
efectivamente la quarta barra.

De los casos en qne son índetemúnadas las cuesí^lones pro* 
puesfasj aunque Ifaya tantas Equadones como incógnitas^ 

jf de los casos en que son imposibles las cuestiones,

140 Sucede algunas veces que, aunque haya tantas 
equaciones como incógnitas, se queda indeterminada la cues
tión, de la qual se han originado dichas equaciones: quiero 
decir que admite entónces un número indefinito de reso- 
Íuciones.

Ocurre este caso quando algunas de las condicio
nes, aunque parezcan diferentes, son en sustancia las mis
mas. Las equaciones que espresan estas condiciones son en
tónces ó múltiplas las unas de las otras, ó, en general, al
gunas de ellas se componen de alguna ó algunas de las otras 
sumadas ó restadas, multiplicadas ó divididas por ciertos nú
meros. Por egemplo, una cuestión de la qual se originasen 
estas tres equaciones ^x -n 3y -4- 2z — 1^, 3x~^2y 
-4- 42 ” so, i8d? -1- 8^-4- Sa— 34, admitiría un nú
mero indefinito de resoluciones, bien que parece, en virtud 
de lo dicho arriba, que cada una de las tres incógnitas x^y- 
y z no puede tener mas de un valor. De estas tres equacio
nes, la última se compone de la segunda sumada con el du
plo de la primera. Pero claro está que se infiere necesaria-

I4

MCD 2022-L5



13^ ELE MENTO^

mente la tercera, una vez que se suponga que tienen lu
gar las dos primeras 5 que por consiguiente no espresa la 
tercera ninguna nueva condición: luego el caso es el mis
mo que si solo hubiera las dos primeras equaciones. Vere
mos muy en breve, que quando no hay mas de dos equa
ciones y tres incógnitas, pueden convenirla á cada incóg
nita un número indefinito ó indeterminado de valores.

141 Como manifiesta siempre el cálculo estos casos, 
daremos á conocer las señas que suministra para conocer
los. Busquense, por las reglas dadas, los valores de las 
incógnitas. Si alguna de las equaciones estubiere compre- 
hendida en las otras, se llegará en el discurso del cálculo 
á una equacion ¿dentina, esto es, á una equacion que no- 
solo tendrá los miembros iguales, sino tambien compues
tos de términos iguales y semejantes. Entre las equaciones 
que se hubieren propuesto, habrá tantas inútiles como 
equaciones idénticas resultaren.

Por egemplo, si de cada una de las dos equaciones 
6,v8,v “ i 2 , y jp-H-|-j'— 2, saco el valor de ^, 
tendré .v— y x =: 2 — -^jr : igualando estos dos va
lores, saldrá 13^’ zz: 2 ------ ó echando los denomina
dores , 36 — 24^ z:z 3Ó — 24^ equacion idéntica, y 
que no puede dar á conocer el valor de jz, porque despues de 
la transposición y de la reducción, sale esta equacion 0 = c?.

De las tres equaciones arriba propuestas se saca x 
1^7—3y—31 „ 2o^iy-^^ y ¿r — Hzr^^n^- igualando suc- 
cesivamente el primero de estos valores con el segundo y
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con el tercero, resultará y îZ=lr=3.5 o ó
— 1^*“®^^=^; esterminando los,-denominadores, traspasando, 
reduciendo y dividiendo^ dará, la primerajg — ^^^* ^^ 
segunda y= -^^^^ 5 cuyús-.v^lóres^comparados dan la equa- 
cion idéntica -''¡^ — ^® hay, pues, en este caso 
sino dos equaciones realmente, distintas.

•Pero si se ofreciesen las.très equaciones;sig,uientes:
,^x-^ zy^4 .
^'X 5« — 6o

i §x -+- gy -H 6z “ ya
La primera daría x zz: i^^^=~?^, : Ma segunda , despues de 
echados los..denominadores, traspasado, reducido &c¿ 
daria x = ^~V¿ ~'^‘^; Y tercera x “ -^~j^~--. Igua
lando el primero de estos valores con el segundo y con el 
tercero, ; tendríamos/
— 7îrz2&2îyy. quitando los denominadores

6oo — y5j7 — 50S =: 600 — ysj/ — 502:, 
y 3 60 — 4 5j; — gojs — 3 60— 4 5jp — 302, 
equaciones idénticas, y de las quales no se puede sacar ni 
y ni ï , porque cada una de' ellas se reduce á 0 zr: o.

Las cuestiones cuya resolución viene á parar en seme
jantes resultados, aunque son indeterminadas no son impo
sibles. Daremos muy en breve.un método para resolverías.

142 Quando una cuestión de cuyas condiciones no 
resultan sino equaciones de primer grado^ es imposible, se 
conoce al fin su imposibilidad, porque para el cálculo en un 
absurdo.^qual sería,¡por egemplo,'esta equacion 4—3.
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Si ocurriesen, pongo por caso, estas dos equaciones
5^3j»^=3'o “ .

La primera daria .,^ = 42^j^ y 3a segunda .xf r± -i^^=22.; 
igualando estos dos valores , sale ’-^^=^ “ t^ipH^j elimi
nando los denominadores se^ saca 600---- 6oj; — 6^5 
— 6ojí,-que terminá.en el absurdo 600 == 67-5 : luego ia 
cuestión de cuyas condiciones hubiesen resultado las dos 
equaciones 5^ -+- 3J^ = 30, y 20^ -+- i2jr = 135, 
seria imposible y un absurdo.

143 .También se. deduce de las resoluciones negati
vas una especie de imposibilidad en la cuestión; pero esta 
imposibilidad no es absoluta , es relativa, y soló pende del 
respecto con que se miran las cantidades : de modo que con
siderando estas cantidades^cohcierto respecto, son natura
les estas resoluciones, y se deben admitir.; Véase lo di- 
cho(i28).

De las Cuestiones 0' Problemas indeterminados»

144 Llamase Problema indeterminado toda cuestión 
á la que se - puede satisfacer de muchos modos, sin que 
sea posible determinar entre todos ellos qual es el que dá 
lugar á- la cuestión. Las .cuestiones de esta clase tienen 
siempre menos condiciones que incógnitas; y consideradas 
generalmente admiten una infinidad de resoluciones ; pero 
tambien suele suceder que limiten el número de estas reso
luciones algunas condiciones, que no pudiendo reduCirse á 
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equacioneSj no permiten determinar de un modo directo el 
número, de las resoluciones,que puede admitir la cuestión.

Si se propusiera esta cuestión: Ual/ar dos mímeros^ 
çu^a suíTuif oofíípoí2gíi 345 llamando x al uno de estos nu
méros, al otrojF, tendrémos jc -^y = 245. de cuya equa- 
cion se saca x = 24 —ry. -Admite esta cuestión una infi
nidad de resoluciones, si se quiere que x é jr representen 
indistintamente números enteros ó fraccionarios, positivos 
ó negativos^ basta para resolvería substituir en lugar de j^ 
el número que se quisiere;, y se inferirá el valor de x de 
la equacion x=: 24 —j'. Así, si suponemos succesi- 
vamente. x=^ 1 ,j' — 1 -^,j^“ 2jy := 2— &c. tendre
mos x :zz 23 , x z:r 2 3 , xz=:-32 , x =r: 21 y &C. Pe
ro si fuese condición indispensable sacar el valor de x en 
números enteros y positivos, sería limitado el número de 
las resoluciones, porque para que x sea positiva, es menes
ter que no sea y mayor que 34. Y pues solo seupedirian 
números enteros, es evidente que no admitiría la equacion 
mas que 25 resoluciones, incluyendo en ellas o: de suer
te, que suponiendo succesivamentej/ =: o^y — 1 , ¿r =: 3, 
^ = -3- &c. tendremos x zz; ^4, x= 33 , x = 33, 
x— Sl&e.

145 Pero quando se espresa la condición de que los 
números que se piden sean enteros y positivos, no siem- 
pre-se percibe con facilidad, como en el egemplo antece
dente ,■ el modo de cumplir esta condición : las siguientes 
cuestiones contribuirán para darlo á conocer. *
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Cuestión. L Se pregmita de ^uanto^F^ íTíodos- re pueden pa^ 
gar g42^\ dando piezas- de i^'^. j- reei^^iendo en eambio 
piezas de a i i“.

Represente ¿e el número de Jas piezas de i^^'i é j^ el 
de las piezas de 11”$ dando x piezas de à ï^^^^ se paga- 
•ràn Æ- veces 1^ ó i^x'^ recibiendo y piezas de á 11”, 
se recibirán 11 jp, se habrán pagado por consiguiente i>^x 
— 1 i ,v; como son 542''®. los que se han de pagar, ten
dremos iT'a? — i i y ~ 542. Saquemos el valor dejz, es
to es , de la incógnita que lleva ménor coeficiente, y ten- 
drémos y = "-ZíS^,

Como no hay mas equacion que esta, es evidente que 
substituyendo en lugar de, x el número que se quisiere á ar
bitrio, se sacará un valor de j>, que seguramente satisfará 
á la equacion, pero-como por los términos en que viene 
propuesta la cuestión, se pide que x é y sean números en
teros, para sacarlos directamente se practicará Jo que va
mos á declarar.

El valor de y — ^d~^ se reduce, haciendo la divi
sion quanto sea posible, áy—x— 49 es pues 
preciso que ^^^ sea un número entero, sea « este número 
entero, tendrémos -^’ “ a, y por consiguiente 6x ~ 3 
= i i « , y ¿r — ^^6^5 ó egecutando la division , x z=z u n- 
'’-í^’j luego es menester que ^-^^ sea un número entero; 
sea t este número entero ; tendremos ’-“^ =/-, y por con
siguiente 5« “1- 3 = 6r, y «= Íl^ ~: f -n ^5 ha de 
ser pues '-^ un número entero; sea este número r, tendre- 
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mos ~- =j, y por consiguiente ?= SJ -+-3. Aquí fína- 
liza la Operación, porque es evidente que, substituyendo en 
lugar de í el número entero que se quisiere, será siempre í 
un número entero como lo pide la cuestión, una vez que 
no hay mas denominador.

Volvamos ahora á los valores de ¿r,éj;: ya que he
mos hallado m=:^-^~: escribiendo en lugar de f su valor 
5í H- 2 , tendremos “ 6j -H 3 : y como 
hallamos antes ^ = '^^.-±1 , poniendo en lugar de « su va
lor, saldrá ¿r =:: —±3-k±:.^ j Ij_j_6. Finalmente , ya que 
hallamos = , substituyendo en lugar de x su va
lor, saldrá jz — ’!7£±î£^“àïl — iT'j- — 405 así los valo
res correspondientes de ¿r, y dejz, son ^ z= 1 u-v- 6 , é 
jp — ij^j*— 40- En el primero está á nuestro arbitrio po
ner en lugar de j' el número entero que quisiésemos; pero 
en el segundo no podemos substituir en lugar de j* ningún 
número menor que 3 ; porque no puede ser positivo , á 
no ser que i^í sea mayor que 40, ó que sea í mayor que 
^1 , esto es mayor que 2.

Admite, pues, esta cuestión una infinidad de resolu
ciones diferentes, que se hallarán poniendo en los valores 
de x y dej; , en lugar de j , todos los números enteros posi
tivos imaginables desde 3 hasta el infinito; así haciendo 
succesivamente j — 3 , jzz: 4 , r — 5, y6 , j—y &g. 
tendremos los correspondientes valores de x éy ^ como se si
gue.
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» = 39 ................................... JM —II
— 50 zz::28
= 61 —45
= 73 —63
=:83&c.

Cada uno de los quales es tal, que dando el número de 
piezas de á 17” representado por x, y recibiendo el nú
mero correspondiente de piezas de á 11 r^® quej^ represen- 
ta, se pagaran 543 .

Cuestión II. Componer 741*^°^ con 41 piezas de fres 
especieses a sa^er ^ de a 2s^y de a 1 q y de a íq >

Sean x^y^ z los números de piezas de cada una de 
las tres especies: ya que en todo se piden 41 piezas, ten
dremos i.° jf-í-jM-1-2: —41.

2. Ya que cada pieza de la primera especie vale 
34'^°^ , el número ¿e de piezas valdrá jc veces 34^"’’, ó 
34ZV5 por la misma razón valdránjp piezas de la segunda 
especie i9J^5y « piezas de la tercera especie valdrán 
10a 5 así los valores juntos de los tres números de piezas 
diferentes montarán 34^^ -+- 19 y -+- 1025 y como han 
de componer 741^°’^, tendremos 34X -+- 19^^ -H 102

Tomo en cada una de estas equaciones el valor de una 
misma incógnita, sea la que fuere, el de x por egemplo, y 
saco jr=4i —y—z, y x =’diz2ig--í2i j igualo estos 
dos valores, y saco 41 —y — «z=:’dîzzî?&i®l, 6 quitan
do el denominador, 9 84— 34^^—242—741 — 19^ 
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.— lOi?:; traspasando y reduciendo, sale 243 = gjH- 14^.
Tomo ahora el valor de jv que tiene menor coeficien

te, y saco jy =2 ^^^^^ = 48 — saíH-’-^ 5 pero como 
han de ser y^Y^ números enteros, es preciso que ^*^ 
sea un número entero. Sea,, pues, t este número entero: 
tendremos ^^=^—í, ó 3 — 42:“ sí: luego 2—^^^ 
—__í H- ; ha de ser, pues, un número entero: 
sea u este número tendremos ^'= w, 03 — í“4zí , y 
por consiguiente í = 3 — 4“*

Volvamos ahora á los valores dej*, z y x. Va que 
acabamos de sacar zr ’̂™^ saldrá , poniendo en lugar de 
í su valor, r=: í£^í:^ — 5«— 3; y ya que 
hallamos j^ ™ -^:^lü; poniendo en lugar de z su valor, 
tendremos = SZ — 14«-

Finalmente, ya que hallamos xzz4i —y — z, ten
dremos jf— 41 — SZ i4“ — 5« -+- 3 — 9« — 13’ 
De suerte , que los valores correspondientes de x^ y ^ z son 
X“9«—13, j’“5Z — 14^5 y 2=5«— 3 5 en cu
yos valores se puede poner en lugar de « el número ente
ro que se quisiere, con tal que de esta substitución resul
ten ser x^^j z números positivos, pero esta condición tra
be consigo estotras tres : 1.® que 9» sea mayor que 13, 
ó que «sea mayor que -^ ó ly. 2.° que sea 57 mayor que 
14U, ó que sea « menor que -^ 5 esto es, menor que 4^. 
3.° Finalmente, que 5« sea mayor que 3,0« mayor que 
•^5 y esto no puede dejar de ser cumpliendo la primera 
condición, por lo que es muy limitado el número de las re
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soluciones , y se reduce â tres, que se haïian dando a » 
los valores 3, 3 y 4 que son los únicos que admite el 
estado de la cuestión. No se puede, pues, componer la su
ma de ^41^°^ con las 41 piezas de las tres especies pro
puestas, sino tomando los números de piezas puestas aba
jo? y Qoe se hallan , poniendo en lugar de u los números 
2 , 3 y 4 succesivamente en cada uno de los valores de ¿r, 
y Y x.

X y Z
5.... 29 .... 7

14. ... 15 .... 13
33. ... !.... 1^

En el discurso de las divisiones que se egecutan para re* 
ducir el valor de la indeterminada á un número entero, no 
hay necesidad de tomar el cociente antes menor que ma
yor que su verdadero valor. Algunas veces se abrevia con 
tomarle mayor.

Por egemplo, si se me ofreciese la equacion 19 j/:z= 
5 139, en lugar de inferir j^” 3Æ'-i- 7 -H 
tomando 3jp por valor del cociente de $2x partido por 
í 9 , en números enteros^ inferiría j; — 3¿e -t- 7 —^^ , to
mando con preferencia por cociente 3.V, por ser este co
ciente mas próximo, y porque el sobrante ^x ^ que llevo 
en cuenta dándole el signo —, tiene coeficiente menor , lo 
que no puede menos de abreviar el cálculo. Hago después 
“^—±£.“«5 é infiero á?”—^-5 y por la misma razón 
x zz i — 4«h-1^5 haciendo i^ — í , tengo finalmen- 
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te « = 5í— i ; Io que finaliza la resolución con mas 
prontitud que si hubiera tomado cada cociente menor que 
su valor verdadero. Si volvemos, como arriba, á los valo
res de ¿e é j/, sacaremos las dos equaciones a:~ 5 — 19^, 
é'jv=3i — 53?, que con substituir en lugar de f todos: 
los números negativos desde cero, darán todas las resolu
ciones positivas de la equacion.

De /ai Equaeiones de segundo grado eon sola una ineognií-a»

146 Llámanse e^uaeiones de segundo grado aquellas 
en que la mas ^aka potencia de ía incógnita es la misma 
incógnita multiplicada por sí misma ó levantada á su qua- 
dcado. Así, 5^^— 12 5 -es una equacion de segundo gra
do, porque en el término 5^?^ está multiplicada por sí mis- 
mála cantidad ¿p.•

i4Z Quando, río lleva la equacion mas potencia de, la 
incógnita que el quádradó , es fácil resolvería: basta desem
barazar el quadrado de la incógnita de todo lo que le 
puede multiplicar ó dividir, ó de las cantidades que pue
den hallarse combinadas con dicha potencia por via de 
adición o sustracción,. Lo que se consigue por las reglas da
das (116, 119 y 123): hecho esto, solo resta sacar la 
raíz quadrada de cada miembro. Por egemplo, de la equa
cion 5^:’“i23 infiero, dividiendo por 5, -«^ :— £^ ;—■. 
35 5 y sacando de cada miembro la raiz quadrada, x—^z 
porque es evidente que, siendo iguales dos cantidades, 
lo serán tambien sus raíces quadradas; y es tambien evi-

Tom,!!, v
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dente que x es la raiz quadrada de ¿i?2 ($8).
Igualmente , si se me propusiese la equacion -^x^ =^ 

±^¡^^^^ quitaría los quebrados y saldría 2^x^z=: î2x^. 
H- 105^ transponiendo, 2 ^x^ ~ i 2x^zz 105 5 ó i g/v^ 
= 1055 dividiendo por 13 , ¿r^™^: luego x=zV-~- 

148 Hemos visto ( 24 ) que quando el multi
plicando y el multiplicador.tienen ambos el mismo signoy 
lleva siempre el producto el signo n-. En virtud de esto, 
quando hay que sacar la raíz quadrada de una cantidad 
que lleva el signo-i-, se la debe dar indistintamente á la 
raiz quadrada el signo-t-ó él signo —5^ y por consiguien-> 
te si sacamos la raiz quadradaíde la'precedente equacion! 
x'z=z2Z^ podemos decir que es-w^./y tambien que eá^ 
-; 55 porque multiplicando por sí mismo cada uno de estos dos 
números, reproduce siempre-^2 g : de suerte que la resolu
ción de la equacion ¿v^ =12 5-se escribe así «xzifcs ; lo 
que se pronuncia-diciendo x ¿gua¿ ma.^. é n^enes 5, y equi
vale á estas dos equaciones x=n- 5 9 y '^“-“ 5*

Por la misma razón la segunda equacion de arriba se' 
escribiría áf=ztv/'~- '

149 Quando hay que sacar la raíz quadrada de una 
cantidad que lleva el signo —, se cubre todo con el radi
cal dándole el doble signo ±. Así si tubiéramos x^^ — 4, 
escribiríamos jfrzrztv/ — 4? Y aunque se pueda sacar la 
raiz quadrada de 4 Q’^^ es 2 , no se debería poner jpzzzt2: 
es esencial en este caso atender al signo—de la cantidad que 
está debajo del radical conforme declararemos en su lugar.
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I 50 Quando una equacion pára en sacar la raíz qua- 
drada de una cantidad negativa, Se puede inferir que es im
posible el problema de que provino dicha equacion. Con 
efecto, una cantidad negativa no puede tener raiz quadra- 
da ni exacta ni aproximada; porque no hay cantidad al
guna que multiplicada por sí misma pueda dar un produc
to negativo. Verdad es que — 4, por egemplo, se puede 
considerar como formado de -t-ax— 3 ; pero teniendo 
signo diferente estas dos cantidades, no son una misma can* 
tidad, y no es por consiguiente su.producto un quadrado. 
Portanto, se propone un absurdo siempre que se propone sa
car la raíz quadrada de una cantidad negativa: luego todo 
problema que parare en esta operación , será un problema 
imposible. Esta es la señal que manifiesta la imposibilidad 
de las cuestiones de segundo grado. Mas adelante pararemos 
un poco la consideración en el origen de,las cantidades ne
gativas consideradas como quadrados.

151 Basta lo que acabamos de decir para resolver las 
cuestiones de segundo grado, quando no hay mas potencias de 
x que su quadrado. Pero fuera del quadrado de la incógnita^ 
puede haber, y hay comúnmente la primer potencia de la in
cógnita multiplicada ó dividida por alguna cantidad conocida, 
como en esta equacion x^—457— 1 3. Para lograr en este ca
so laresolucion de las equaciones de segundo grado, es preciso 
preparar el primer miembro de modo que venga áser un qua
drado perfecto, cuya preparación supone tres cosas: i.°que 
se hayan traspasado á un solo miembro todos los términos

K3

MCD 2022-L5



148 ELE ME NTO S-

afectos de x^ y ai otro todas las cantidades conocidas, cuya 
Operación se egecuta por lo dicho ( i 16 ). 2.° que 
sea positivo el término en que se halla x^: si llevase el sig*. 
no —, se mudarían todos los signos de la equacion ,y esto 
no alteraría la igualdad. 3." que esté desembarazada la can* 
tidad x^ de todo multiplicador ó divisor: si no lo estuvie
ra, se multiplicarian todos los demas términos de la equa
cion por el divisor de ¿r^, ó se dividirían por el multiplica
dor que la acompañare. Por egemplo, si tuviera que re
solver la equacion 4¿r---- “4— sa?. 1.® Pasaría to
das las x al primer miembro, escribiendo el término x^ 
él primero , y tendría —~x^ -+- 4^ H- 2¿r ~ 4, ó 
•----á?^-H 6;v = 4. 2.° mudaría los signos para que fue- 
se x^ positiva, y resultaría Lx^ — 6x=: — 4. 3.® Multi
plicaría por 3, y sacaría 3^?’— 3o;v— — 20. Final
mente dividiría por 3 , y tendríaJc’ — lojc” y. -

Como se puede reducir siempre que se quisiere á este 
estado una equacion qualquiera de segundó grado, aplica
remos á una equacion preparada de este modo lo que lle
vamos ánimo de declarar en órden al asunto qué aquí tra
tamos.

153 Sentado esto, para resolver una equacion de se
gundo grado, se ha de practicar la regla siguiente:

Tomese /a mifad de ¿a cantidad conocida que tnultipli- 
ta X en el segundo termino*, levántese al quadrado esta mi- 
i'ad^ y añádase á cada mieml^ro de la equacion este quadra- 
doy cujya adición no alterará la igualdad. El primer miem^ 
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h’o será enfonces un cuadrado perfecfo : sáquese de cada m¿eni'~ 
Iro /a raía quadrada^ jf anfes de la del segundo miembro 
pongase el signo do^le rir, esfará reducida al primer grado 
la equacion.

En quanto al modo de sacar la raíz quadrada del pri
mer miembro, se sacará la del quadrado de la incógnita y 
la del quadrado añadido: juntaráse esta segunda con la 
primera con el signo que llevare el segundo término de la 
equacion.

Por egemplo, si se me ofreciera resolver la equacion 
sc^ -H 6x =. i 6 ; tomaria la mitad de la cantidad conoci
da que multiplica la incógnita x en el segundo término: 
quadraria esta mitad, añadiría su quadrado 9 á cada miem- 
^^^5 y tendria x'^ -+- 6x -t- 9 = 2 5 : yá no me faltaría 
sino sacar la raiz quadrada, y lo egecutaria tomando la raíz 
quadrada de x^ que es x^ despues, la de 9 que es 3 5 y co
mo el segundo término de la equacion lleva el signo -i-, 
inferiría que x -t- 3 seria la raiz quadrada del primer miem
bro: la del segundo seria 5? ó ( 148 ) ± g. Por con
siguiente x-t- 3 — ± 3. Para conocer x, solo restaría tras
pasar el número 3 , y saldría .v — ± 5 — 3 , cuyo resul
tado nos está diciendo que x tiene dos valores; es á sa-- 
ber,A?=:-H 3 — 3 = □, y ^=—5 —3 = — 8. Muy 
en breve dirémos lo que significa este segundo valor.

Para percibir la razón de esta regla conviene tener 
presente ( 53) que el quadrado de una cantidad com
puesta de dos términos se compone indispensablemente del 

^^»’'^^- K3

MCD 2022-L5



ELEMENTOSX5o 

quadrado del primer término, del duplo del primer térmi
no multiplicado por el segundo, y del quadrado del se
gundo.

Esto sentado, quando se trata de añadir á una canti
dad tal como x ' H- 6x lo que la falta para que sea un qua
drado perfecto, es de advertir iS que contiene yá esta 
cantidad un quadrado a;\ que se puede considerar como el 
quadrado del primer término x de un binomio. 2.° que 
siempre se puede considerar 6x como el duplo de a7 multi
plicada por otra cantidad. 3.° que estotra cantidad es pre
cisamente la mitad de 6 multiplicador de á;. Solo falta, 
pues, el quadrado de esta segunda cantidad, esto es, el qua
drado de la mitad del multiplicador de ;v en el segundo tér
mino. Bien se echa de ver que es general este razonamien
to, sea el que fuere el multiplicador de

Por lo que toca á la regla que damos al mismo tiempo 
para estraer la raiz quadrada del primer miembro, es tam
bien una consecuencia de lo dicho ( 53 )5 porque como 
los dos quadrados estremos que hay en el quadrado de un 
binomio son los quadrados de los dos términos de la raiz, es 
evidente que todo se reduce á sacar separadamente las rai- 
ees de estos dos quadrados para hallar dichos dos términos. 
Pero se le debe dár al segundo término de la raiz el mis
mo signo que llevare el segundo término de la equacionj 
porque del mismo modo que manifiesta el cálculo que el 
quadrado de a -H ¿ es a^ -H o^a^ -H ¿®, manifiesta tambien 
que el quadrado de a — ¿f es a^ — zah -t- ¿* (54 ).
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^pUcadon de la Regla ani-ecedeni^e d la resolución de algunas 
cuestiones de segundo grado.

153 Para poner en equacion una cuestión, sea el 
que fuere su grado, se debe practicar la regla que hemos 
dado ( 126 ).

Cuestión L Hallar un número tal que si d su qua-- 
drado se le añade 8 veces el mismo número^ sea la ^uma 33.

Si conociera este número, que llamaré x^ es eviden
te que si á su quadrado x"" le añadiera 8 veces el mismo 
número, esto es 8^, la suma x'^ H- 8:x; seria 3 3 j es menes
ter, pues, que sea n- 8^ — 33.

Para resolver esta equacion añado á cada miembro el 
número 16 que es el quadrado de la mitad del número 8 
que multiplica x en el segundo término, y saco ;v’ H- 8x 
H- I 6 “ 495 de cuya equacion el primer miembro es 
un quadrado perfecto. Saco la raíz quadrada de cada miem
bro, observando la regla dada ( 152 ),y sale x n- 4 — 
± 7 5 por consiguiente at ~zhr '^ — 4, que dá estos dos 
valores de x^ xz=:~^ ^ — 4 — 3 , y .v — — ?' — 4 = 
— 11.

El primero de estos dos valores satisface á la cues
tión, pues 9 que es el quadrado de 3, añadido á 8 ve
ces 3 ó 24, compone 33. Por lo que mira al segundo va
lor, como es negativo dá á entender que si en la cuestión 
se considerára x con un respecto del todo opuesto, la resol
vería el número 11, quiero decir que el segundo valor de

K4
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X dará la respuesta á esta cuestión: Hal/ar un número iaí 
^ue si de su guadrado se resí-a 8 veces ei mismo número, 
sea ¡a resta 33.

Es fácil comprobarlo, porque el quadrado de 11 es 
121, y 8 veces 1 1 hacen 88 , que restados de 121 , es 
la resta 33.

Para confirmar lo que digimos en orden á las cantida
des negativas (128), es de observar que puesta en equa- 
cion esta segunda cuestión, dá x^ — 2x=. 3 3 , que resuel
ta según la regla, dá x —±7-H 4 , ó estos dos valores, ¿^ 
z=z ii,Y xz=z—3, que son cabalmente contrarios á los 
de la primera cuestión.

154 Esto manifiesta que una equacion de segundo 
grado, con sola una incógnita, admite siempre dos reso
luciones, porque los dos valores 11 y — 3, substituidos 
en lugar de x en la equacion x^— 8;c=: 33, la resuel
ven igualmente^ quiero decir que igualmente reducen el 
primer miembro á 33. Lo acabamos de comprobar con el 
número 11. En quanto á — 3 5 su quadrado es -+- 9 ; y 8 
veces — 3 son — 24 que, restados de -h 9 , dan -i- 9

24 en virtud de lo dicho (11).
Pero se vé al mismo tiempo, que si toda equacion de 

segundo grado admite dos resoluciones, no siempre sucede 
lo mismo con la cuestión, de donde nació dicha equacionj 
porque en el caso presente el segundo valor — 3 solo re
suelve la cuestión contraria. Por lo demás, sucede á me
nudo que ambas resoluciones de la equacion resuelvan tan-
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bien la cuestión. Veremos un egempio de esto en la terce
ra cuestión.

Cuestión II. Se banian âe repartir I^S*"®. entre cierta 
número de personas^ faltan dos ^ue no delfen^ por esta ra- 
wn^ entrar á la parte, ^ñade esta circunstancia 10^®. d las 
partes de cada uno de los presentes, Se pregunta Rentre quan^^ 
tas personas se l^al^ia de repartir la suma propuesta^

Si supiera qual era este número, dividiría 175 por 
dicho número, para saber quanto le hubiera tocado á ca
da uno de los particionarios, sino hubiese faltado ningu
no al tiempo de la repartición. Dividiría despues la suma 
propuesta por dicho número disminuido de 2 , para cono
cer quanto le toca realmente á cada uno de los que entran 
á la parte, finalmente veria si quitando io’'®. del segundo 
cociente, saldría la resta Igual al primero. Imitemos estas 
operaciones, llamando x el número que buscamos.

Si todas las personas entre quienes se han de repartir 
los irS" estubieran presentes, cada uno llevaría -î£^; pero 
como faltan dos personas, cada parte será ^^; y co
mo este número debe tener 10 mas que el primero, será

10 Z= »--- 2 »

Para resolver esta equacion, elimino los denominado
res; y según se previno arriba (125), escribo i^^x — 
lo (x—3)x — 1^5 x (x—2); haciendo después las 
operaciones indicadas, tengo 175X — loxx -+- 2ox :=r 
175^ — 350; borrando en cada miembro 1 J^gx, y mu
dando despues los signos (151) sale loxx —20x^23 50; 
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dividiendo finalmente por lo, queda xx—2^ —35:^ 
cuya equacion solo falta aplicar la regla dada ( 152). To
rno, pues, la mitad— i del multiplicador— 2 de x. Qua
dro esta mitad y sale -H i que añado á cada miembro, y sa
le x^ — 2X“^ i “ 36 5 sacando la raiz quadrada, tengo 
x,— i = z+r 6, y por consiguiente ^—=±16-1-1 que 
dá x^z ■) y ^ “— 5' ^^ prinier valor es el número que 
se busca, porque 175 dividido por ^ dá 25; y 175 
dividido por 7' — 2 ó 5 dá 35, que es mayor que 23 
de 10.

En quanto al segundo valor, resolvería la cuestión en 
que se propusiese repartir 175”? habiéndose agregado dos 
particionarios mas, y disminuyendo esta circunstancia de 
io'‘® la parte que á cada uno le hubiera tocado si no hu
biesen sobrevenido estos dos.

Cuestión IIL Compró un hombre un caballo que vendió 
al cabo de algún tiempo en 24 doblones. Perdió tanto por 
ciento en esta venta^ como le habla costado el caballo. Se 
pregunta ^en quanta le compró^?

Si alguien me digéra lo que habla costado el caballo, 
comprobaría este número del modo siguiente: le restaría 
de 100, y haría esta regla de tres: si 100 se reducen al 
número que acaba de dar esta sustracción, á quánto debe 
reducirse el número que busco? Hallado este quarto ter
mino, debería ser igual á 24.

Llamemos a; el número que se busca, esto es, el nú
mero de doblones que costó el caballo. Entonces ya que 
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100 se reducen á loo — x<¡ hallaré a quanto debe re 
ducirse Xj haciendo esta regía de tres, 100. 100 x-^x- 
el quarto termino sera ^^r^^.v (L 1 8 3 ) ^ c> —j——5 co
rno suponemos que se vendió el caballo en 24 doblones, 
es preciso que sea —— 24.

Para resolver esta equacion, echo el denominador y 
saco lOOAT — xx “ 24^-^, d mudando los signos xx ■ 
lOOAT —' — 2.4^®* Tomo, pues, ( 152) la mitad de 
__ 100 que es — 50; ievántola al quadrado, y saco -+- 
2500 que he de añadir á cada miembro. Se transforma 
con esto la equacion en xx — iooa; -+- 2 5 00 ::= 2 5 00 
— 2 400— 100 3 sacando la raíz quadrada, hallo x — 
50 ~ =i= 10, y por consiguiente ^“ 50 zh: 10, que dá 
estos dos valores ;c — 60 y x ^ 4®? cada uno de los 
quales resuelve la cuestión, de suerte que el precio del ca
ballo igualmente puede haber sido de 60 ó de 40 doblo- 
nes5 no se puede determinar por los términos en que vie
ne propuesta la cuestión quál de estos valores es el verda* 
dero. Si se verifican estas dos resoluciones, se verá que en 
el supuesto de haber costado el caballo 60 doblones, se 
reducirán 100 á 40, y 60 se reducirán á 24. Y en el 
segundo caso se verá del mismo modo que, reduciéndose 
100 á 6o, 40 se reducirán á 24.

155 En las cuestiones antecedentes ha dado la equa
cion dos resoluciones, una positiva y otra negativa. De 
la última se han sacado dos positivas: tambien se pueden 
sacar dos negativas. Pero esto solo sucede quando viene 
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mal propuesta la cuestión, porque entonces indica cada 
una de estas dos resoluciones negativas ( 128 ), que se 
debe considerar la incógnita con un respecto del todo 
opuesto al que espresan los términos de la cuestión Por 
eg^emplo, si se propusiera esta cuestión: Ha/iar un núme-~ 
ro tal que si se le añade d su quadrado 9 veces el misuio 
nút/icro^ y aun el número go, sea la suma 305 puesta 
en equacion esta cuestión, daria x^ n- ^x -+- 50 — 30 
que, practicando las reglas dadas arriba, llegaría á ser suc- 
cesivamente x'^ H- i^x — — 20, x^ -t- gx — ___  
20 z:::;^5 sacando la raíz quadrada at -+- -^---- *~ - , que 
da______________“___ 4? y—5-

De donde infiero que se debe mudar la cuestión en 
estotra: Hallar un número tal que si después de balder aña^ 
dido 50 ú su quadradoy se resta de la suma g veces el 
mismo número que se pide^ sea la resta 30.

156 Todo lo dicho hasta ahora hace patente que no 
solo resuelve el Álgebra las cuestiones, sino que manifies
ta al mismo tiempo si están bien ó mal propuestas, y 
tambien dá á conocer, si son imposibles. Ya hemos dicho 
arriba ( 1 50) con qué señas distingue el Álgebra las cues
tiones que no admiten resolución alguna. Si se quisiere un 
egemplo, no hay sino resolver la tercera cuestión, supo
niendo veinte y seis doblones en lugar de veinte y quatre. 
Será la equacion = 26 ó loox — xx =: 2600, 
ó xx — loox =— 2600, que según la regla (153)? 
es xx — 100X -t- 2 5 00 x: 2 5 00 — 2 6 00 = — 100, 

MCD 2022-L5



DE ^EGEBR^^ I5Z

sacando la raíz quadrada, jc— so==á:|/— loo, y fi
nalmente y—• 5® —V^'— 1005 resultado absurdo ^ pues 
hemos visto (igo) que es imposible la raiz quadrada 
de una cantidad negativa.

Cuestión IV. Dos personas han formado una compañía 
para comerciar. Ía una ha puesto 30*^”^- ^ue han estado if 
meses en la compañía. Ea segunda ha puesto su caudal 
5 meses después 5 quiero decir gue no ha estado en el fon
do común sino 12 meseSt El caudal del segundo asociado 
^ué no conocemos y asciende ^ con la ganancia ^ue le toca ^ a 
26 doblones. La ganancia total ha sido i8Y^'^’’5 se pre
gunta ^guiinto bahía puesto el segundo^ y quanto le cabe a 
cada uno de la ganancial

Redúcese la cuestión á hallar la puesta del segundo, 
porque despues será fácil hallar la ganancia de cada uno. 
Llamemos esta puesta, ó el número de doblones que com
ponen esta puésta, x. Ya que han estado los 30 doblones 
del primero 1^ meses en el fondo común, le han de dar 
el mismo producto, que darían 17- veces 30 doblones ó 
'5 10 doblones en un mes. Igualmente, ya que ha estado 
la puesta x del segundo 12 meses en la compañía, le ha 
de producir tanto como le producirían 1 a veces jr doblo
nes ó i2jv en un mes; de este modo se puede conside
rar la compañía como si hubiese durado solo un mes; pe
ro suponiendo que hayan sido las puestas 510 y i2.v. 
Esto supuesto, para saber qual ha de ser la ganancia del 
segundo, se ha. de (L 206) calcular el quarto término
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de esta proporción 510-1- i2jp: 18 ^ :: 12^.

Este quarto término será---------- que se reduce á 5I0-+-I2^’
p^"^? P®**® según se espresa en la cuestión, la ganancia 

del segunda y su acción AT componen 26 doblones^ luego 
-1-^7 =2 6.

Para resolver esta equacion, echemos el denomina
dor y tendremos 225^7-í-at ($10-^12^7) — 26 
(^ 5 10 -H i 2^7 ) 5 ó egecutando las multiplicaciones indi
cadas, 225A7 -K 5 IOA7 -H 1 2XX = I 3260 -H 3 12^7. 
Transponiendo y reduciendo, sale i2A7A7 -+- 422A7::z2 
i 32605 dividiendo por 12, x^ -+-^ x 2=2 ^—, que se 
reduce á x^ -+- ^= 1105. Tomando, pues, la mitad de 
~ que es ~, levantándola al quadrado, y añadiéndola á 
cada miembro , tendremos x'^ ~^^—-x-¥- ^^ r= —!— -+• 
1105 zz=^^^, reduciendo 1105 á quebrado. Sacando, 
pues, la raiz quadrada, tendremos .a7 H- ^ = =t v/ ^^ 
“ ±2 ^5 luego x— — i—rt^, de cuyos dos valores solo 
resuelve la cuestión el valor = ~ rzz 20: 
eran pues 20 doblones la puesta del segundo asociado; por 
consiguiente era su ganancia 6, y la del primero i2|

i 57 La misma es de todo punto la regla respecto de 
las equaciones literales. Si hubiera de resolver la equacion 
ü/^x — axx z=:¿f^c , conforme á lo que se dijo (1 g 1 y 
152)9 transformaría esta equacion en nxx — abx^zz-^Pc’̂ 
despues en xx—¿fx =: ^—5 añadiría á cada miembro el qua
drado de — 4-9 esto es , v tendría xx — bx
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it — ^2í ; sacando la raíz quadrada , tengo x — v — 
■|/-iÉ — , y finalmente = 4 — 1/ V “ ^4 a, ' ’^ T *T

158 Quando es literal la equacion puede ofrecerse 
mas compuesta que las que hasta aquí hemos visto, pero 
siempre se la puede reducir a tres términos de este modo. 
Sea la equacion ax^ -H ¡bex — a^^ — ^x^ — a¿f^ —acx, Pa
so á un solo miembro todos los términos que tienen x , po
niendo cuidado en escribir á continuación los unos de los 
otros, todos los que llevan las mismas potencias de :v , y 
sale ax^ — èx^ -H hex -H ncx ~ ct^b — aè^. Hecho esto, 
reparo que ax^ —^x^ es lo mismo que (^tí——^^ x x^ ^ o 
Ça—-b^x^: igualmente, èex'^ acx es lo propio que 
(¿í.-+-^í>J ;^;^ de suerte que la equacion ax^ —bx"^ -n èex 
-^aexzzza^é — aP se puede escribir como sigue (^zz—¿) x"" 
-4- ^^c-i~ac^ x^'ü^á — ah^z pero como son conocidas 
las cantidades d,^, <;, se han de considerar a— è^ bc^ 
ac^ y a^¿f —aP como cantidades enteramente conocidas: 
se puede, pues, para abreviar, representar por sola una le
tra cada una de estas cantidades, y suponer a— b = m, 
be-i- ae = ny a^é — ab^^ ^ p ^ y entonces está trans
formada la equacion en mx^ -+- nxz::^ p^ que está en el ca
so de las antecedentes, y que resuelta por las mismas re
glas, será succesivamente ^^-1- ~ ^” “£"’ después at-h 
— ¿VH- — ——-+- — f añadiendo el quadrado de la mitad 
de -4-5 esto es de —) sacando la raiz quadrada, x-H ^ — 
- Í^ÍS -«-■^> y finalmente » = — £ ± |Z
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159 Es de advertir que solo se practican estas trans
formaciones guando seria muy complicado el cálculo que 
sin ellas habría que hacera porque en este mismo egemplo, 
despues de haberla dado á la equación propuesta la forma 
Ça—êf^x^ -i^Ç^e-i-ae^ xzz:a^^— a/f^j se la puede mane
jar sin mucho cálculo, como las precedentes, dividiendo 
primero por a —-b^ de donde sale
ahora se le debe añadir á cada miembro el quadrado de la 
mitad de ^^^5 esto es el quadrado de —^5 pero nos po
demos contentar con indicarle de este modo así. 
tendremos x^ ^í^y-^ x -t- f I^^^V =: -4- 
'’■^Zb’“5 ®^’^^‘^^’^ ^^ ^^^^ quadrada, tendremos x -+- — 
^VO^Hl^’ y finalmente ^ = -1“ É^ 

-+— 1 / be-^ac "Xa , a^b—ab2

160 Aunque se pueda, despues de sacado el valor 
de X’i dejar el radical en el estado que está, hasta que se lle
gue á las aplicaciones numéricas^ con todo, en muchas 
ocasiones puede ser útil darle una forma mas sencilla, re
duciendo al mismo denominador las dos partes que se hallan 
debajo de dicho radical. Para cuyo fin es de observar, que 
muchas veces se las puede reducir al mismo denominador 
por un método mas sencillo que el de la regla general da
da (45)j y esto se consigue practicando las adver
tencias hechas (46): sirva de egemplo l/^-+-^5 
para reducir á un mismo denominador las dos cantidades 
^ “^ ■£) reparo que sus actuales denominadores tienen ua 
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factor común m^ y que por consiguiente si multiplicase los 
dos términos del quebrado £, por 4^, que es el segundo 
factor del primer denominador, tendría el mismo denomi
nador que dicho primer quebrado; por lo que transformo 
1/ en : pero como el radical indica 
que se ha de sacar la raíz quadrada del quebrado , esto 
es (I. i4J^), Ia raiz del numerador y la del denominador, 
saco la deldenominador, que es un quadrado, y tengo -^:í-^-í--2- 
así, en la equacion de arriba donde hallamos x

puede transformar este valor de x en es* 
totro, x , ó (por razón del denomi
nador común 2^} en estotra at =

De las Ecuaciones con dos incógnifas criando pasan del primer 
grado,

ï6i Se dice de una equacion que no tiene mas que 
una incognita, que es del tercero^j quarto^ evinió <^c, gra~ 
do y quando la potencia mas alta de la incógnita es la terce
ra, la quarta, la quinta &c. ; pero ademas de esta potencia 
puede tambien incluir una equacion todas las potencias in
feriores. Así, a;3~ 8, ázS-H 5^® —4, 9^ 
= ^ son todas equaciones de tercer grado.

Pero una equacion de dos ó mayor número de incógni
tas es de un grado superior al primero, no solo quando la 
una de dichas incógnitas pasa del primer grado, sino tam
bien quando están multiplicadas unas por otras algunas de

Tom,ÍL £
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las diferentes incógnitas^ y en general se regula el grádó 
por la suma mayor á que pueden ascender los espohentes en 
un mismo término: la equacion x-3 -{-jp3 — cúb es-del ter
cer grado: la equacion bx^ -+- x^ -+- ay^'— ab^ qs tam
bién del tercer grado, porque la suma de los esponentes de 
X Y de y en el término jp> es 3 : en los demas términos 
son menores los esponentes.

163 Para resolver las cuestiones que paran en equa- 
ciones de muchas incógnitas, y pasan del primer grado, es 
menester reducir, conforme se egecuta con las del primer 
grado, dichas equaciones á una sola que no incluya mas de 
una incógnita.

Si hubiese dos equaciones y dos incógnitas, y en la 
una de las equaciones no pasase del primer grado la una de. 
las incógnitas, se tomará el valor áe esta ineo'gmta , como 
si fuera conocido todo lo demasz se substituirá este valor 
en la otra .equacion : j^ ^resultará una nueva equacion que 
no tendrá mas qu^ incógnita.

Por egemplo, si se me propusiera esta cuestión : Ha^^ 
llar dos números cuya suma sea 1 2 , j/ cuyo producto sea 35. 
Representando estos dos números por x éy^ tendría x -i-y

12, y xy" 35.
De la primera saco ¿r “ i 2 —y^ substituyendo en 

la segunda este valor de x, tendré (^ 1 3 —jz)jF = 3 5? 
ó 1 2jr—-j’j’ “ 35 > equacion de segundo grado que resuel
ta por Ias reglas dadas ( 151 y sig.) dará j/ :==: 6 ct i, 
esto esjFzzzZ, ó j-5 5 y ya que — 13 — j^, ten- 
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dremos ;^ =; 5 , ó .r— ^, y sígniñea que los dos núme
ros que se buscan, son y $ , ó 5 y

Si tuviera Ias equaciones x -+• 3j = 6 , y x^ -+- j/^ 
— i 3, de la primera sacaría Am: 6 — 3jf 5 substituyen
do en la segunda, tendría ( 6 — 3j;)’ -i-j/^m 13 5 ha
ciendo la Operación indicada, sacaría 36 —^6y -4- 95/^ 
H-jz*.z=: 12.5 ó pasííndolo todo á un mismo miembro y 
reduciendo, loj?®— s^y “^ 24 zz:o, equacion del se^ 
gundo grado, que se puede resolver por las reglas da
das ( 1.5 1 y sig. .

Supongamos que se nos propongan las dos equaciones
— 5 5 y ^^ -+- ^’¿F ^y^ “^ Z* La primera dá 

¿v=’-=5- 5 substituyendo en la segunda , tendremos (1—^^;3 
•+• (’^■? J'=4 -+- Z, ó '^V-- -i- '-^P^JV^Jf^-HZ- 
Para quitados quebrados j basta multiplicar el segundo tér
mino porj^, y eí segundo miembro por yj , de lo que re
sulta ( 3 —y )3 -H ( 5 — r^ )'*J*® — j’= -+- Z^^- Egecu- 
tando, las operaciones indicadas, tenemos 123 — Z5>^ •+“ 
I By'^—^y^ -^-'-a-sj^ -r- iojA*-H jF^ ~ j;5 -4- ZJ^^Í con 
pasarlo todo al primer miembro y reducirlo, sacaremos, 
después de haber mudado los signos, j?5 — gj4 -p ^jz3 4- 
goj’ — 123 —0, equacion en que no hay mas incóg
nita-.que j», bien que es de quinto grado.

16 3 Este último egemplo nos d;í ,motivo de prevenir 
á los principiantes, que quando algunos factores son comu
nes á varios denominadores de la equacion , se pueden eli
minar con mas facilidad que por la regla general estos de-

L 2

MCD 2022-L5



164 ELEMENTOS

nominadores, indagando por qné cantidad se les debería mul
tiplicar para que llegasen á ser iguales. Esta advertencia es 
análoga á la que hicimos (46) con motivo de las fraccia- 
nes. Por egemplo, si tuviera la equacion ^ -+- ^ — e , la 
transformaría en multiplicando los dos térmi
nos de la primera fracción por c, y los dos términos de la 
segunda por ^: hecho esto, quitaría el denominador, yre- 
sultaria e'^x ¿>dx =. a^ee.

164 Si en la nna de las' equadones no pasa una de 
¿as ¿neogniías de¡ segundo grado^ tómese en esta e¿ valor 
del cuadrado de la incógnita tnenos elevada ^ y substitú- 
^ase en la otra en_ lugar del quadrado de la misma in
cógnita y de sus potencias^ y pros/gase sul^stituyendo ¿Jas
ta que no se halle mas potencia de dicha incógnita que la 
del primer grado. Saquese entónces de está última equacion 
el valor de la misma incógnita^ y suhstitúyase en la pri
mera.

“ Si tuviera, por egemplo, x'^ -4- 3jp“ — 6xf y 3jv3 
— 3jr^ =: 8, tornaría en la primera el valor de x^ que 
es x^ = 6x — 3S^i substituyéndole en la segunda, sa
caría (ya que ^c^ es lo mismo que x^ % x)^ 2(^6x— 3J’^)^ 
— 3jr^~ 8 , que se reduce á 1 2X^ — óxy"^ — zz 8, 
como queda todavía x^ en esta, substituyo otra vez en su lu
gar el mismo valor de x^ que saqué arriba, y sale ^2X 
_ ^6y^ — 6xyd — ^y^ “ 8 , en cuya equacion no 
llega sino al primer grado.

Saco el Válor de íf, y sale x ;=: |~^ 5 substituyo 
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este valor en la primera equacion x* -t- 3J* =5 6.v , y
( 7»—6y’ / ^^ \72—-üy‘/’ (71—6j»)*

SJ* — -^6^^ V 103; 
<iíJ¿j:+r^<722z^y¿l Ô finalmente borrando el denominador 
común Çsgy^ -4- 8 gjF^ (Z^ — 6 y^ j^ z=. 
(334j/^ -4-48) (y2 — bjr^), equacion final en la quai 
solo hay que executar multiplicaciones y reducciones re
gulares.

De ¿as Ecuaciones de dos terfninos.
16^ Llamamos Equaciones de dos ferminos aquellas 

que no incluyen sino una sola potencia de la incógnita, por
que siempre se pueden reducir a dos términos. Por egemplo, la 
equacion ax^ -+- h:^ — a^P — a^¿j^ es una equacion de dos 
términos, porque si la escribimos en esta forma ( tí -+- ¿) 
a;5 = íí4¿2 — 4i3¿3 j echaremos de ver que siendo cantida
des conocidas a y ¿r ^ podremos reducir siempre a -4- b á 
una sola cantidad, y a^b^ — a^b^ igualmente á otra canti
dad sola, de modo que dicha equacion se puede repre
sentar por estotra px^ — q. Estas equaciones se resuelven 
con grandísima facilidad^ porque es evidente que después 
de haber despojado la potencia de la incógnita por las 
mismas reglas que en las demás equaciones , solo resta 
sacar la raíz espresada por el 'esponente de la incógni
ta. Por egemplo, la equacion px^ z=zq se convertiría en

, y sacando la raiz quinta, en jc — ^-^,
166 Quando el esponente es impar , no puede tener 

la incógnita mas que un valor real. Por egemplo, sí tu- 
Tom.H, L3
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biéramos esta equacion ;^5 — 1024, tendríamos.............  
x = ^1024 “ 4 : y es evidente que no puede haber mas 
que un número real el qual elevado á la quinta potencia, 
produzca 10245 luego &c.

Si el segundo miembro de la equacion tubiese el sig
no —, el valor de x tendría el signo —, porque — com
binado por multiplicación con —, un número impar de 
veces, da —, pero quando el esponente es par, la incóg
nita tiene dos valores, el uno positivo y el otro negativo, 
que pueden ser ó ambos reales , ó ambos imaginarios. Se
rán ambos imaginarios quando el segundo miembro tubiere 
el signo —. Si tubieramos la equacion x"^ z:z 625, inferi
ríamos que x ~v^ 625 — 5, pero ya que de — multi
plicado por —, un número par de veces, resulta lo mis
mo que multiplicando H- por -+-, podrá ser —■ 5 igualmen
te que H- 5 el valor de la incógnita. Así se deberá escri
bír x — ±V^ 62 5 ~ =hr 5 , del mismo modo que en las 
equaeiones. de segundo grado. Pero si hubiera sido x^=: 
— 6255 hubiéramos inferido que ¿v — zt ^2-^^ 5 cuyos 
dos valores son imaginarios por no haber número alguno 
positivo ó negativo, que multiplicado por sí mismo un nú
mero par de veces, pueda producir uña cantidad negativa. 
Supongamos que se nos ofrezca buscar do^ medios proper-- 
donates entre 5^/625. Llamemos x é\y las dos incógni- 
tas5 y tendremos ¿r 5 : x :j/ ; 625 , de donde nacen estas 
dos proporciones
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que con multiplicar los estremos y los medios, producen 
las dos equaciones siguientes: ^ jf—X^ y 625^^ =j^'*. 
La primera dá jy—7 ; substituyendo en la segunda , tene
mos 6 2 5:r=:;7i dividiendo por jt y multiplicando por 
25, sacamos x^ — iS^255 Y finalmente ;v—A^i^ósg - 
255 luegoj-=:Y=^^= 125.

De las ecuaciones que se pueden resolver por el mismo metoda 
que las de segundo grado,

i6^ En estas equaciones no ha de haber mas que 
dos potencias diferentes de re, pero el esponente de la una 
de ellas ha de ser duplo del esponente de la otra; tales son 
las equaciones x^^ -t- 5x^ = 85 ¿v^ M- $x^ = 8 , y se re
suelven como las de segundo grado; despues de haber he
cho positiva la potencia mas alta , sí acaso no lo fuere, y 
de haberla desembarazado de las cantidades que la multi
plican ó la dividen, se tomará la mitad de lo que multi
plicare la potencia inferior, cuya mitad se quadrará y 
añadirá á cada miembro, con lo que llegará á ser dicho 
primer miembro un quadrado perfecto. Finalmente se saca
rá la raíz quadrada de cada miembro, dándole á la del se
gundo el doble signo zi=. Y estará reducida la equacion á 
una de dos términos.

Por egemplo, si se me encargára hallar dos ndmerosy 
de cuyos cubos sea la suma 3^ y y ^^yo product-o sea 6 ; ten-

L 4
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dm estas dos equaciones ^3 H-j^S ™ 35 , y ¿rj; “ 6. De 
esta última saldría jz— cuyo valor substituido en la 
primera, daria A?» -t- “^ =: 3 5, Quitando el denominador 
y transponiendo, resultaría x^ — 35 ?;3 — —216. To
maría, pues, la mitad de 3 3 que es ^£, añadiría su qua- 
drado à cada miembro y sacaría x^ — 3 5 ^^ -H (yj^ zz 
(Ï)"" — 3165 estrayendo la raíz quadrada, inferiría que 
^■^ — Ç ”=t 1/(7)^ — 2i6¿ transponiendo, haíla- 
jia A?8 — ^ ir V^C;)" — 3 16 , y finalmente sacando

la raíz cúbica, á7=:|^’^±: V^ ^^^^  216 5

4~ __ ____ 4 ___ 4’

PS^O (»)* 
luego . . .

lX(ÿ)' —316 = V^T=^= ^“®g° «=...■..
1X7 ± 7$ que dá estos dos valores at — |X^^^=~ = 

y yá que hallamosj? — 7, tendremos y^ 2^ é j/ — 3. 
Quando el esponente mas alto es 4 , ó un múltiplo de 

4, puede haber hasta quatro raíces reales.

j^pücacíon del ^/gebra á las Progresiones 
Prismática j? Geométrica.

Propiedades generates de ¡as Progresiones ^rismeticas,

168 Según probamos en la Arismética ( I. 213 ), 
un término qualquiera de una progresión arismética crecien
te se compone del primero, añadiéndole tantas veces la di
ferencia común, quantos son los términos que hay antes de él.

MCD 2022-L5



DE ^EGEBR^ 16g

Luego si representamos por a el-primer término , por 
w el término que se'considera : la diferencia común o la ra
zón de la progresión por ¿Z5 y finalmente por n'el número 
total de los términos, espresará n— 1 el número de térmi
nos que precedan al término «5 ÿ 1^ proposición citada se 
podrá cifrar en esta equacioh u — a -t- (« — i') d que re
suelve la cuestión en que se pidiese el valor del último tér
mino a de una progresión arismética en el supuesto de ser 
conocida la razón d, el número n de los términos, y el valor 
a del primero.

Pero una vez que hay en esta equacion quatro cantida
des, podrá servir para resolver quatro cuestiones generales. 
Con efecto

i .° SI tomamos a por incógnita, y buscamos su valor 
por las reglas dadas, resultará a-=zu — («— i ) í¿,cuya 
espresion nos está diciendo, que hallaremos el primer tér
mino de una progresión arismética creciente, restando del 
último u la diferencia d tomada n — 1 veces: quiero 
decir, la diferencia tomada tantas veces menos una como 
términos hubiere en toda la progresión.

2 ° Si consideramos n como incógnita la equacion 
í¿“i2H-(« — 1) ¿, que no se distingue de « ¿i nd 
—■ d, dá transponiendo, ndz=2u — a -^ d^ y dividiendo 
n — -H i, cuyo valor nos enseña cómo 
podemos hallar el número de los términos de una progre
sión arismética, en el supuesto de que conozcamos el pri
mer término a, el último n, y la razón d^ restando el pri
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mero del último, dividiendo la resta por la razón d^ y 
añadiéndole una unidad al cociente. Por egemplo, si sabe
mos que 5 es el primer término, de una progresión, 3^ 
el Último, y 2 la diferencia, restaremos 5 de 3Z3yí’e“ 
sultarán 325 que divididos por la diferencia 2, dará 16, 
á cuyo número añadiremos i , y saldrá 1^ que será el 
número de los términos de la progresión.

3 .® Finalmente, si miramos d como incógnita en Ía 
equacion u z::z a-+• (n— i^d^ sacaremos transponiendo 
(„— i ) íZ — u — a^ y dividiendo por n — 1 , d z=: ^“, 
de cuyo resultado sacamos que para averiguar la diferencia 
que debe reynar en una progresión arismética, una vez que 
se conozca el primer término, el último, y el número de 
los términos, se debe restar el primero del último,y di
vidir la resta por el número de los términos menos uno.

Por medio, pues, de la sola equacion m“ízh-(k — 1 X 
podemos sacar .la resolución de quatro cuestiones genera
les, ó podemos resolver esta que las comprehende todas 
quatro: Dadas guaiesguiera tres de estas quatre eosas^ el 
primer término^ el lathnOj el numero de los términos jf la 
diferencia de ana pro-presión arismética ^ hallar la quarta,

169 Si se propusiese otra qualquiera propiedad ge
neral tambien de un modo general, nos proporcionará por 
los mismos medios la resolución de tantas cuestiones dife
rentes como cantidades hubiere en la proposición de dicha 
propiedad.

Por egemplo, una de las propiedades de Ias progresio-
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nes arisméticas es que p'^ra sacar la suma de rodos sus térmi
nos se ban de sumar une con otro el primero y Ultimo término, 
j^ multiplicar In suma por la -mitad del número de los términos. •

Por egemplo, para saber la suma de los cien primeros 
términos de la progresión ¿- i - 3 • 5 • Z &c- cuyo cen
tesimo término es 199; añadiremos el .primer término 1 
al último 199, y multiplicaremos el resultado 200 por 
505 mitad de 100 que es el número de los términos, y 
resultará loooo, que será la suma de los primeros cien 
números impares.

Esta propiedad, que demostramos yá en otro lugar 
(L 499 ) para un caso particular, la demostraremos dentro 
de poco generalmente. Pero para no apartamos del primer 
asunto, conservaremos las mismas denominaciones que an
tes: llamaremos ¿^ la suma de todos lós términos, y sacare
mos que la espresion algebraica de dicha propiedad es y —

Por medio de esta equacion podemos resolver' esta 
cuestión general que abraza quatro : Dadas tres de estas 
■cuatro cosas, el primer término, el último término, el mumero 
de los términos y la suma de todos los términos de una pror 
gresion ‘arismética , hallar la quarta, • • ■ o

. Gbm'éfecto i.° Dadas a,U;Y^^ ^^ equacion dá in
mediatamente el valor de j. 2.° Si fuesen dadas, a, « y J", 
hallaremos n eliminando el divisor 2, y sacaremos 2j=;z 
(a-t-ü) x K ó {o-h-m) x w“2r^ y dividiendo por. £/-*-«, 
« éUva ecuación d’á el valor de :» j pues suponemos
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conocidas las cantidades a^uy s, 3? y 4? Sifuesenda- 
das a^ s y «, ó u, s^ y «, y quisiésemos sacara ó a^ elimi
nando el divisor del Segundo miembro de la equacion j:z: 
(rt-i-tt) x -^5 sacaríamos 2s— Ça-i-u^xn, y dividiendo por 
«5 ÎÏ-+-M —’¿-5 y finalmente «“^ —a, que resuelve Ia 
primera cuestión, y a—— — a que resuelve la segunda.

Ahora demostraremos algebraicamente la propiedad 
de que hicimos memoria poco ha.

Es evidente qué si seguimos el supuesto de que a sea 
el primer término, y d la diferencia , podemos dár á toda 
progresión arismética creciente esta forma ~ «.. a-f-íZ, 
ñ 2d , a ¡^ -^d:. a T^. a ^d , a ^ 64 &c.<-Ima
ginemos que debajo de la progresión escrita en esta formase 
escriba otra vez, pero al revés, de modo que

a . a d , a 2d . a ^d.a^ ^.d.a -4- ^d,a-i~6d
-2^ a-^ 6'd-.a -+- ^d, a -+- ^^d. a --i^ ¡d.a -^ 2d . a -^ d , a.

Como son iguales estas dos progresiones, es evidente 
que la suma de los términos de la una de las dos es la mitad 
delas dosjuntas: pero si ponemos cuidado, echaremos de ver 
que los dos términos correspondientes de la progresión escrita 
en esta última forma componen, y deben componer siempre 
una misma suma, y que esta suma es la que resulta de la adi
ción del primero y el último término de la primera pro
gresión^ luego hallaremos la suma de ambas progresiones 
sumando el primero y último término de la una, y tornan
do este resultado tantas veces como términos hay, luego 
para sacar la suma de sola una de las dos progresiones, se 
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deberá sumar el primer término con el último, y tornar la 
suma un número de veces igual á la mitad de los terrain 
nos que hubiere, quiero decir que se deberá multiplicar 
por hx mitad del número de los términos.

1^0 Las ocho cuestiones generales que acabamos de 
resolver, se fundan, pues, soiamente en dos principios, que 
sonlos que sentamos’('i 68 y i, 69 -)-^ y como su resolución 
se concluye inmediatamente de las dps -equaciones que son la 
espresion algebraica' de estos dos principios, queda patente 
como se pueden sacar de un mismo principio por medio del 
Álgebra todas las''verdades que incluyé.

Aunque no son todas de igual utilidad qstas propieda
des, son no obstante mas á proposito,' por ser tan senci
llas, para manifestar el uso de las equaciones, por cuya 
razón proseguiremos declarando este uso, valiéndonos de 
las espresadas propiedades.

En qúánto hembs espuesto hasta ahora, no hemos 
considerado mas de una equacion sola. Pero si hallásemos 
que dos ó. un número'mayor de equaciones que espresan 
propiedades diferentes de algunas cantidades, tienen algu
nas cantidades comunes, podríamos inferir todavía con 
grande facilidad otras muchas propiedades. Por egemplo 
•las dos equacíonés. fundamentales de las progresiones aris- 
méticas «~íí -i-(^?¿— y
nen comunes las tres cantidades a^ uy n. Si tomamos suc- 
cesivamente en cada una de estas dos equaciones el va
lor de una qualquiera de estas tres cantidades, é iguala-
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mos despues estos dos valores, resultará una equacion nue
va de la qual se habrá desaparecido dicha cantidad', y que 
espresará-Já relación que tienen entre sí las otras quatre, 
independiente de la que se hubiere desaparecido. Por egem- 
plo, si tomamos el valor de ¿riten cada equacion, sacare
mos estos dos valores a-axu— (« —- i)rf,yiï“^ —a; 
«'igualando, a-—(^w — i ^ ¿Z “ ^£ —«, de cuya equacion 
sacaremas^icomo antes ^Iconsiderando succesivamerite como 
incógnitas r/, «;, ¿Z y. j,-otras quatro propiedades generales 
de las progresiones arisméticas. Por egemplo ,.consideran
do í como incógnita ,’;sacare{£nos}j-..z:5.?ííi^+^í^?^l^j- que nos 

-abre .camino>pa'ra.có'noííer la sunaa de una progresión arís- 
mética,:.pon-medio ..del último término’, de la diferencia y 
del número;- de .‘los términos, porque en el segundo miem
bro no hay nia^sode estas ttes.cantidades , y números, co.- 
nocidos. u ;

Si en lugar de-ibaber -eliminado vr., hubiéramos eli
minado u ó n, hubiéramos sacados también en cada elimi
nación una equacion.-nueta j-cn-que no. habría maa qqe 
quatro de las cinco cantidades.¿z^ «í, n, í/, j, y consideran
do succesivamente como inóógnita cada una de estas qua
tro cantidades, sacaríamos de cada equacion nueva otras 
quatro fórmulas, que son otras tantas,espresiones diferen
tes de la cantidades a^ u^ n^ d^ s^ de cuyas espresiones 
tiene cada una su utilidad particular, según fueren las 
cantidades dadas en una cuestión perteneciente á las pro
gresiones arisméticas. Por egemplo, si se me pidiera la su-
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ma de todos los términos de ,una; prógresifiumrismédca en 
el' supuesto de ser conocido el primer término ^ la 'diferen
cia y el número de los términos, como en este supuesto - 
no seria dado el úlúmo término, eliminaría ;«, y .sacaría 
«tía ; ecuación en la.qual .no habría-otras-cantidades que 
íí 5 «, í¿ y r, y me dariaporlo mismo á^conoeer xión facili-, 
dad el valor de r.

De aquí inferiremos, que las dos eq,u’aciones u == a d- 
(^__ i) íy,y^T^ (rt H-:« }^ ¿- resuelven quantas cuestio
nes se pueden proponer acerca de las progresiones arismé- 
ticas, con tal que se conozcan desde luego tres de las cin
co cantidades a^-Uy^^d y J’-. ;

De /a- sumaeiorf- de Zíis p^teneías de ¡oí térmi/ids de una 
progressi ari^ínetiea ^uajqu¿¿ra,

1^1 Sestn.a^ ¿^ ^ c ^ d &c. muchos números que es
tén en progresión arisn^dca.y cuya diferencia .sea r,. .Ten
dremos i.° ^ zez a ■+• r^ e z=: ¿^ -t- r, d^e-^r^ e.::^d^r.:

. a .9 Elevando al quadrado tendremos: . / .j
¿^ — «2 H- 2ar -+• r^

d^.z=z 2cr H- r-^

3.° y elevando al cubo tendremos^

«3' xiz ¿3 -1- ^¿'^r 3¿r^ T-r-?-3

e3 .~í/3 -1- gr/V.-F ^dr-^ -4- r^
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Si sumamos ahora las equaciones de los quadradosunas 
con otras, y hacemos lo propio con las de los cubos, 
tendremos después de borrados los términos iguales y seme
jantes que se hallan en miembros diferentes:

i .® e^ = rt^ H- 2ttr -H 2^r -í-,'2¿?r -+- zdr -+- 4r’, 
ó e^ r± 4*-H 2r ( a -+* b ^ e -4- d) -+- 4r^,

2 .® Si sumamos tambien las equaciones de los cubos, 
saldrá después de borradas las cantidades semejantes é igua
les que se hallaren en miembros diferentes

e^ a^ -p ^a^r -H g^^r -4- 3í?^r -(- ^d^r -4- ^ar* 
-H 3^r® -P ^er^ -4- ^dr^ -P 4rS; quiero decir í3 :^ ¿^S
3r (n^ -f- <^^ -P c^ -P í/^ ) -P 3r>^(a -i- b e -+- d)-i- 4r*.

Si tomáramos tambien Ias quartas potencias de las equa
ciones b — a -P>-5 c^^^ b-{-r &c. las sumáramos y ma
nejáramos del mismo modo, hallaríamos tambien la suma 
de los cubos. Lo mismo se practicaría para sacar la suma 
de las potencias mas altas. -

Si los términos de la progresión fuesen los números na
turales i , 2 , 3 , &c. en este caso r “ i , r" — i, y 4r‘ 
XZI-PI-PI-PI, 4^3 — I-PI-PI-PI, &C.

De cuyo supuesto inferiremos i.® que el quadrado e^ del 
último de muchos términos consecutivos de la serie de los 
números naturales es igual ai quadrado a^ del primero de 
dichos términos, mas dos veces la suma a-^b-^-c-^d de 
los términos que preceden al último, mas el número i -P 
j 1 -H I* 2.® El cubo e3 del último de dichos tér
minos es igual al cubo a^ del primero, mas tres veces la 
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suma de los quadrados de los términos antecedentes, mas 
tres veces la suma de estos mismos términos, mas su número.
3. Tambien inferiríamos que la quarta potencia e^ del úl
timo término es igual á la quarta potencia del primero, mas 
quatro veces la suma de los cubos de los términos ante
cedentes, mas seis veces la suma de sus quadrados, mas 
quatro veces la suma de dichos mismos términos, mas su nú
mero &c.

Por consiguiente, si llamamos a un primer término 
qualquiera, u el último término, espresará « — a el nú
mero de los términos que precedieren al último: luego si 
llamamos j la suma de todos los términos, j* la suma de 
sus quadrados, j3 la suma de sus cubos &c. será j — u 
la suma de todos los términos que hubiere antes del úl
timo : í* — «’ la suma de sus quadrados : j3 — :¿3 1^ 
suma de sus cubos &c. Y la primera consecuencia que 
sacamos antes, estará espresada por esta fórmula w^ = it® 
-4-20’ —• 2» -H « — a^ ó reduciendo m^ = «^ — ¿r H- 
2J — u. La segunda consecuencia será espresada por «3 
" íí3 -t- 31“ — 3«^ -•- S-f — 3« -H w — a^ que se 
reduce á «3 — ¿;3 — ¿2-4- 3^^ — ga’ -4- gy — 2«. La 
espresion de la tercera será 77^ — r»"^ n- 4.^3 —■ 4«? -+- 6s* 

'— 6u^ -+- 4j — 4« -H u — a ó u‘^ a^ — a 4^^ — 
4?4;3 -4-65^ — 6u^ -4- 4?— 3^ &C.

De la primera fórmula sacamos j~ Í «’ -4- ^ ?/ — 
^fl* -+- -ta. Substituyendo este valor en la segunda, saldrá 
u^ “ «3 -+- gj-’-----1 «2— ^ y—_| ^2 -L ^ y y por

Tom.n. m"
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consiguiente j^ “ — u^ -4- -^ u^ -4- ^ u — y ¿iS -i- A a^i-^ 
La. Si substituimos los valores de ^ y s^ en la tercera fór- 
muía, y egecutamos despues la reducción correspondiente, 
sacaremos u'^z^ a"^ H- 4^3 — 2«3 — u^ —. 2í23 -4- a^ ; 
lue^o ^3 — 2, i — 2 H—- a^ —. 2, (2\

0 41442 4
1^2 Si el primer término de las series fuese 0 0 1,

seria .r — — 2 ^¿3 2_ ^. y ^3 ™

Propiedades^ usos de ias Progresiones Geomelrieas,

1^^ Por un método análogo al que nos ha guiado 
para sumar las potencias de los términos de una progresión 
arismética, podríamos tambien hallar la suma de los térmi
nos de una progresión geométrica.

Supongamos que a^ b^ c^ d^ e &c. sean los térmi
nos consecutivos de una progresión geométrica creciente, 
cuya razón sea q. Ya que cada término contiene al que le 
precede un número q de veces, tendremos las equaciones 
siguientes b zzz aq^ o ziz bq^ d z^ cq .^ e ~ dq &c. Luego 
sumando unas con otras estas equaciones, sacaremos b -n c 
-+-d -i~ e— Ça-^b-i-e -f- d) q.^ por donde sacamos que, 
en general, el primer miembro será siempre la suma de to
dos los términos menos el primero, y el segundo será siem
pre la razón q multiplicada por la suma de, todos los tér
minos menos el último. Luego si llamamos j la suma de 
todos los términos, y u el último de ellos, se transforma
rá esta equacion en j—fí” (r — «) q^ ó j — az=:sq
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.— qu ; de donde se saca ^u — a ^ qs — s = (q— i) s 
y por consiguiente j -= -Íí^^, por medio de cuya fórmula 
se sacará la suma j de todos los términos en el supuesto de 
ser conocidos el primer término a^ y la razón q,

Tambien puede servir esta fórmula para las progresio- 
,ries decrecientes 5 porque si se toma inversamente una pro
gresión decreciente , resultará una progresión creciente , y 
no habrá mas variación que la de decir último término en 
Jugar de primero , y primero en lugar'de último^

Si la progresión decreciente fuese continuada ai infi
nito, es necesario introducir en el cálculo lo que espresa 
este supuesto, esto es, que el último término es infinita
mente pequeño, en cuyo caso qu — a-=:qu ^ suponiendo 
que sea u el primer término. Muy en breve daremos la ra
zón de esta regla.

174 ■ S® echa, pues, de ver que para sacar la suma de 
todos los términos de una progresión geométrica^ se delfe mul
tiplicar el término .mayor por la razón de la progresión^ de 
cuyo producto se restará el, término menor de la misma pro- 
gresioí?, j? la resta que saliere se dividirá por la razón dis
minuida de la unidad: de suerte, que quando la progresión 
es decreciente al infinito, se reduce la operación á multi
plicar el término mayor por la razón , y dividir después 
por la razón menos la unidad.

Así la suma de los términos de esta progresión ^ y:

4» -¿i &c. continuada al infinito es ’ó i : lo 4 8 16 3» 2—I
Ma
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mismo sucede con la suma de los términos de esta — - 
^: ¿ &c. cuya razón considerando la progresión como 

.2 
’ 9 • 

cre

ciente es 3, porque dividiendo^ por ^, resulta 3. Con efec

to la suma de los términos de esta progresión es que

se reduce á 1. En general, toda progresión geométrica de
creciente al infinito, en la qual el numerador constante 
de cada término es un número menor de una unidad que 
el denominador del primer término, vale i. Porque esta 
progresión es en gencfal ¿^ „-:^ : ^^^ : ,-^;^: ^^ &c.

cuya suma es o — que vale 1:•^ W-hl-- 1 «1
1^^ Vimos en la Arismética (L 219) que un tér

mino qualquiera de una progfésion geométrica se compo- 
nia del primero multiplicado por la razón elevada á una 
potencia de un grado igual al número de los términos que 
preceden al término que se considera. Luego si llamamos 
a el primer término, u un término qualquiera , ^ la razón, 
n el número de los términos, tendremos « :^ aq’' ^ 5 y co
rno en esta equacion hay quatro cantidades, se pueden sa
car quatro fórmulas, que servirán para resolver esta cues
tión general: Dadas' tres de es^as guaira cosas^ el primer 
término^ el último^ la razón y el m'imero de los términos de 
una progresión geometrlea , hallar la guaría. Porque i.® Ia 
equacion dá inmediatamente el valor de u. 2.® El de a se 

halla fácilmente ser a = -—5 por lo que mira á ^ ha- 
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liaremos en virtud de lo dicho (165) ^ z~. "j/-;-. Es 
de notar que en esta última equacion está cifrada la regla 
que dimos en la Arismética (L 332) para insertar muchos 
medios proporcionales entre dos cantidades dadas. En el ca
so presente las cantidades son a y w; para sacar la razón 
^ que debe reynar en la progresión, se echa de ver que 
es menester dividír la mayor « por la menor a^ y sacar 
del cociente ~ la raíz del grado n— 1 ; pero siendo n el 
número total de los términos, n—1 es mayor de una uni
dad que el número de los medios. Todo esto concuerda 
exáctamente con el artículo citado.

Por lo que mira al modo de conocer » en la equa
cion u':=:a^’' \ el Algebra no suministra métodos por don
de se pueda conseguir directamente 5 pero se puede resolver 
con suma facilidad, aunque sea indirectamente, valiéndonos 
de los logaritmos, conforme manifestaremos en otro lugar.

iy6 La equacion j- z= ^^ dará tambien quatro 
equaciones que servirán para resolver esta cuestión gene
ral: Dadas fres de esfas quafro cosas, la suma^ la razon^ 
el primer férmino y el lílfimo de una progresión geomefriea^ 
Miar la ^uarta*^ cuya resolución es tan fácil que seria pe
sadez detenemos en declararía.

Finalmente, si sacamos de la una de las dos equacio- 
nes j — —7^5 y M — el valor de una misma can
tidad a 6 ^ óu Síc. y la substituimos en la otra, resulta
rán las demas equaciones conducentes para resolver la cues
tión siguiente que es todavía mas general : Dadas fres de

Tom^lD ]V[ g
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esf^aí cínco cosas ^ el primer termino , el último^ la razona 
la suma y el número de los términos de una progresión geo^ 
métrica^ bailar cada una de las otras dos.

Del Ceroy del Infinito ^ y de las Cantidades Imaginarias,

i^>^ Es tan extraño el paradero de algunos cálcu
los que pasa los límites de la humana comprehension. Quan-- 
do encuentra un calculador resultados de esta naturaleza, 
lo mas acertado para él es rendirse á la evidencia de 
los principios que le han dirigido en su Operación, y no 
embarazarse en cavilaciones, buscando la razón del caso 
estraño con que tropieza. El que no se pagare de una de
mostración, ninguna luz tiene que esperar por otro cami
no, mayormente si fuere tan poco seguro como lo son to
dos los que algunos han intentado abrir para averiguar lo 
que quieren llamar fundamentos metafisicós de los cono
cimientos humanos,

IT'S En los primeros elementos de la Matemática 
damos ya con cantidades, cuyo valor no es posible saber, 
siendo así que sabemos qual es el producto que resulta de 
su multiplicación recíproca, y en qué razón están las unas 
con Ias otras. No se puede hallar, por egemplo, número 
alguno que esprese cabal el valor de v/go ni el de \//25 
pero sabemos (6^) que el producto de estas dos canti
dades — ^/(3600) “60; y tambien sabemos que v/go: 
V^s:: 3: 6. Porque VSo — \/ (25x2), y VZ^ — 
x/f 36 x 2), cuyas espresiones, con sacar la raíz del quadra^
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do cabal que cada uno contiene, se reducen á ^V^ y óy^a: 
luego \/5o: \/^3 :: gy/a : 6\/2 :: 5; 6 (L i?'4).

Tiene á la verdad todo esto visos de paradoja, y aun 
de incomprehensible^ pero estriba en principios cuya cer
teza y enlace con las consecuencias que de ellos infiere la 
Matemática , están demostrados con todo rigor. Mas estra
das parecen todavía, si cabe, algunas de las propiedades 
del cero que vamos á declarar.

179 Por decentado es evidente que no crece una 
cantidad por añadiría el cero , ni tampoco mengua porque 
se la quite 5 y que el producto de una cantidad por 0 es 
nada, pues el multiplicador 0 da á encender que no se la 
toma ninguna vez á la expresada cantidad (L 29).

180 Supongamos que exprese ^ el cociente de -^ par
tida por a, de modo que tengamos -^ — Í* Si permanecien
do siempre Z» la misma cantidad , menguare ¿z, el cocien
te crecerá, pues quanto menor fuere un divisor , tanto 
mayor número de veces cabrá en un mismo dividendo , y 
los incrementos de ^ serán proporcionales á los decre
mentos de a 5 de modo que en llegando ¿i á ser ilimi- 
tadamente pequeña, será ^ ilimítadamente grande. Por 
consiguiente quando llegare a á ser menor que qualquiera 
cantidad asignable, ó infinitamente pequeña , en cuyo 
caso la llamaremos cero , será ^ mayor que qualquiera 
cantidad asignable, ó infinitamente grande: tendremos, 
pues , entonces — „ ^ “ ©□ , por ser co la señal del in
finito.

M4
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181 Supongamos ahora que sea x^ x^ , x^ &c. una 
progresión geométrica que continuada ácia atras seria x, 1, 
V5 ¿ ^^- esto es (31 y 91) x, x°, x^^, x—^ &c. 
cuyos exponentes van menguando una unidad, y for
man la progresión arismética 1,0, — 1, — 2 &c. de 
modo que el término de la progresión en que x lleva 
el exponente o es 1, y será x®™i (31)5 sea x la 
cantidad que se quisiere, y por consiguiente si fuere x 
“o, tambien será o® = 1 j porque tambien o3 , por 
egemplo, dividido por o3, ó -^ que es — 1 , es 0’“^ 
= o".

183 Una vez que es tanto menor un quebrado quan
to mayor es su denominador respecto de un mismo nume
rador, se sigue que si fuese 1 el numerador del quebrado, 
sus potencias expresarán una cantidad tanto menor, quan
to mayor fuere su grados pues claro está que i es mayor 
^^^ (1^5 (^ ^® mayor que ^ &c* Por consiguiente si 
en la progresión -n- xi x"^: x^ &c. Suponemos x pequeña 
mas de lo que cabe en la imaginación , cada término de esta 
progresión será mayor que el término inmediato que se le 
siguiere, mas de lo que se puede concebir. Y si at fue
ren, en la progresión -n- -^ : o® ; 0^ : 0^ &c. será ¿- infi
nito, 0 es nada. Luego el término o*^ medio geométrico 
entre el infinito y la no nada, será una cantidad finita, 
pues será 0° x 0° — ¿- x o, o^® “ 1 , ó 0° — 1 , que 
es una cantidad finita.

183 Ya que i — 1“— i H-i = 0, y-^ “ co> 
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tambien será ¡£7 = Lzrq:^ = *• Si egecutamos la divi
sion que esta espresion representa, y.Ia suponemos conti
nuada al infinito, el cociente que encierra j^^ zz: ¿t -4- rt

a'....... -H yzsf'i y ^1 de -—-^ — — a.,..
^-^y Luego lo mismo es que -i-a -t- íZ-Híi, 

y Io mismo es —Y^^-j que —yt^t — — ^’ P*^^ 
consiguiente una eani^idad' infinida' no- orehe ni tnengua por 
añadiría d guiparía eantidades finidas : luego guando una can’" 
tidad complexa tuviere algún termino infinito y otros finitos^ 
podran estos omitirse^ sin gue por esto se altere el valor de 
la espresada cantidad.

184 Es evidente que quando una cantidad , x por 
egemplo , es infinita , sort tambien infinitas todas sus po
tencias y todas sus raíces. Pero estos infinitos componen 
varios grados ó distintas órdenes, según varían los grados 
de sus esponentes. Quando x es infinita su quadrado xx que 
es el producto del infinito multiplicado por el infinito, ó el 
infinito tomado una infinidad de veces, es infinitamente in-- 
finito , ó infinito de segunda orden. El cubo xxx que es el 
quadrado xjv multiplicado por el infinito x^ es infinito de 
tercera orden , y así prosiguiendo. Estas órdenes del infini
to son las órdenes potenciales. . .

Hay también las órdenes radicales. Aunque .^t ó v/w 
sea infinita, pues no hay cantidad finita alguna que la sea 
igual por el supuesto , es no obstante infinitamente. me
nor que jf , pues es media proporcional entre x y lá uni^ 
dad, entre el infinito y el finito. T 4?r 6 ^^x y tambiew 
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infinita , es infinitamehte menor que xL
Las potencias cuyo esponente es negativo , y la raíz 

infinita, son cantidades infinitamente pequeñas. Por egem-? 
pío ¿v“’ que es -L^ es infinitamente pequeña ( 182 .), 
y x~^, ó ^ es todavía infinitamente' menor, pues es un 
infinitamente pequeño dividido por el infinito x, ó una in
finitésima parte de un infinitamente pequeño. Por Ia misma 
razón es zr ’ de una orden todavía inferior &c. Pero 
^ i ó -^ , bien que infinitamente pequeña, pues supone
mos x infinita, es infinitamente menos pequeña que x~^ , 
porque x”^ ó -;^ es media proporcional entre 1 y x~~^-.f 
ó entre i y‘ '

185 En el supuesto de ser x infinitamente pequeña^ 
todas sus potencias , y todas sus raíces de un esponente 
positivo son tambien infinitamente pequeñas ; pero guar
dando la misma graduación y distinción de ordenes que el 
infinito , de suerte que de las dos potencias de una misma 
raiz infinitamente pequeña, la que mayor esponente llevare 
será infinitamente menor que la otra. Quando x es infinita
mente pequeña , será xx todavía infinitamente menor , ó un 
infinitamente pequeño de segunda orden , xxx de tercera 
orden. Porque i , x^xx , xxx &c. son cantidades propor
cionales ; de modo que siendo i infinitamente mayor que 4? 
será x infinitamente mayor que xx &c.

Hay tambien órdenes radicales de infinitamente peque
ños. Una vez que Vx es media proporcional entre el fini
to 1 y el infinitamente pequeño x , es infinitamente pe
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quena, pero lo ^¿s infiraitaoiBíite menos que x.^Y xr que 
tambien es infinitamente pequeña, lo es infinitamente me
nos que Vx ó x’é Porque Æ-^ — ;i?4 es á jc^ = x's: , como 
el finito i ál infinitamente .pequeño x^.

Pero siendo infinitamente pequeña la raíz jp , las raí
ces ó potencias dé un esponente negativo serán infinitas. 
Así , jp~' ó — será un infinito de primera orden, porque 
el finito i contiene una infinidad de-veces al infinitamen
te- pequeño ¿r. Y x~^ z--¿- que es el infinito ¿- multiplica
do' por sí mismo , es el infinito del infinito ó el infinito de 

segunda orden &c. Pero ác — zx ^ es un infinito 

radical.
■ 186 Acerca de todo lo dicho hasta aquí hemos de 
hacer una prevención que dará muchísima luz para la ca
bal inteligencia de toda esta doctrina , que no podemos 
menos de confesar que es sumamente sutil5 y es, que con
siderando este punto con algún cuidado , se echa de ver 
que la idea del infinito no es mas que una nocion abs
tracta. Si concibo una estension finita qualquiera , y des
pués prescindo ó hago abstracción de los límites en que 
está circunscripta , tendré idea de la estension infinita. So
lo por este camino, y no por otro alguno podemos conce
bir un número infinito , una duración infinita &c.

Esta definición manifiesta quan vaga é imperfecta es 
para nosotros la nocion del infinito. No es mas, hablando 
con propiedad, que la nocion del indefinito, llamando con 
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este nombre una cantidad vaga, á la qual no señalamos lí- 
mitesjy no, como se puede entender y lo entienden mu
chos en otro sentido, una cantidad que concebimos limi
tada, pero sin fijar ó determinar sus límites de un modo 
preciso.

La misma nocion manifiesta tambien que el infinito, 
conforme le considera la Matemática, es en la realidad el 
límite del finito , esto es el término acia el qual se enca
mina el finito sin alcanzarle jamás , pero al qual podemos 
suponér que se vá acercando mas y mas, bien que nunca 
le llega á alcanzar. Este es el verdadero concepto que tie
nen formado los Matemáticos de la cantidad infinita, con
forme lo aclara el egemplo siguiente.

187 Quando probamos ( 'iZ4 ) Q^^ esta serie de nú
meros — , —, —continuada ál infinito—: 1, quisimos 
probar que el número . 1 es el límite de la suma de la es- 
presada serie , esto es , que quantos mas términos tomáre
mos de dicha serie , tanto mas la suma de dichos términos, 
se acercará á valer 1 , á cuyo valor podrá acercarse quan
to se quísiere^ Esta última condición es indispensable para 
que salga cabal la idea que corresponde, á la voz límite. 
Porque el número 3 , por egemplo , no es el límite de la 
suma de la espresada series pues aunque tomando en dicha 
serie mas y mas términos, la suma se acerca realmente al 
número 3 , pues se irá continuamente acercando á 1, no 
podrá sin embargo acercarse quanto se quisiere al número 
3 » porque la suma de dicha progresión nunca pasa de 1.
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Asimiimo, quando decimos que Ia suma de esta serie 
3,4, 8 , 16 &c. ó de otra qualquiera serie, cuyos tér
minos van creciendo es infinita , queremos decir que quan
tos mas términos tomásemos de dicha serie y tanto mayor 
suma compondrán^ y que podremos tornar tantos términos, 
que su suma podrá' ser igual á un número tan grande co
mo se quisiere.

Esta es la idea que nos hemos de formar del infinito, 
á lo menos respecto del uso que de él se hace en la Ma
temática ; cuya idea es sencilla y clara, y ataja todas las 
sofisterías de la cavilación.

A nosotros no nos toca escudriñar si hay en la na
turaleza visible cantidades infinitas actualmente existentes; 
si el espacio es realmente infinito , y si la duración es infi
nita : si en una porción finita de materia hay un número 
realmente infinito de partecillas. Nada de esto tiene que 
ver con el infinito de los Matemáticos, que no es otra co
sa , según digimos poco ha, que el límite de las cantida
des finitas ; de cuyo límite no tiene precision el Matemá
tico de suponer la existencia real : basta que nunca le lle
gue á alcanzar el finito.

Los Matemáticos no niegan la existencia del infinito 
actual; pero tampoco suponen , ni lo necesitan , el infinito 
como realmente existente. Esta consideración sola basta pa
ra apear muchísimas dificultades que se han propuesto- con
tra el infinito matemático , y acabar de declarar lo que de
cíamos arriba ( 180 ).
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188 Hemos dicho que hay infinitos mayores los unos 
que los otrosí que el quadrado de un número infinito, por 
egemplo 5 es infinitamente mayor que dicho número; no 
queremos dar á entender con estas espresiories que conce-^ 
bimos como existente , pues no le necesitamos, un número 
■infinito. La idea deí infinito no es para nosotros-mas que 
una idea abstracta , que solo espresa un límite intelectual, 
al qual ningún número-finito puede llegar. .

Podemos esplicar con claridad qué cosa entendemos 
por infinitos de segunda y tercera orden , sin embarazamos 
en espíicaciones metafísicas que todo lo,enredan. Quando 
decimos, por egémpió, que si llega á ser infinita la lirfea 
la linea B , que pende de la primera, es infinita de según- 
da orden 5 queremos-decir que la razón entre la segunda 
linea y la primera (suponiéndolas ambas finitas.) -es tanto 
mayor quanto mayor fuere’là primera-5 y que podemos 
suponer dicha razón mayor que qualquiera número finito 
y asignalfle.

Si digéramos que la segunda linea es infinita de ter
cera orden, quisiéramos dár á entender, hablando con cla
ridad, que el producto de la segunda linea por una linea 
finita qualquiera , es tanto mayor respecto del quadrado 
de la segunda, quanto mayor fuere la primera^ y que la 
razón entre los dos productos puede ser mayor que qual

quiera razón finita.
Quando decimos que un círculo es un polygono de 

una infinidad de lados, queremos decir que el círculo es el
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hmíte de los polygones que se la pueden inscribir y cir
cunscribir , esto es,, que quantos mas lados tubieren dichos 
poíygonos, tanto mas se acercarán á confundirse con el 
círculo , del quai se puede suponer que discrepan tan po
co como se quisiere , con aumentar á arbitrio al número 
de los lados del polygono. ,

Todo lo dicho hasta ahora esplica con claridad y pre
cision Ias cspresiones que hablan del infinito. Estas espre- 
siones tan comunes en la Geometría superior son, como 
otras muchas de que usa, tales , que atendiendo al sentido 
metafísico que presentan, parecen poco exacías5 pero solo 
deben considerarse como modos abreviados de hablar in
ventados para hacer perceptible una verdad que no se po
dría ni espiiear ni proponer exactamente sino con muchas 
palabras.

i8p Aunque, según llevamos dicho ( 150 ) no 
puede haber quadradoalguno negativo, y es por consiguien
te imposible sacar la raíz quadrada de una cantidad negati
va , se encuentran no obstante en muchos cálculos espresío- 
nes, qual seria esta v^— a^ que incluyen esta imposibilidad, 
y lo que podrá parecer mas estraño, las introducen de in
tento en algunas operaciones los calculadores con el fin de 
abreviar los cálculos , y descubrir por su medio verdades 
de suma importancia.

El cálculo de estas cantidades, conocidas con el nom
bre de imposibles é imaginarias , no tiene dificultad alguna 

^ por lo que mira al modo de hallar su suma, ó su diferen- 
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cia, ora se resten ó sumen unas con otras , ora se sumen 
ó resten de cantidades de su misma especie , se egecu- 
tan Ía adición ó la sustracción con las imaginarias del 
mismo modo que con las cantidades reales, según manifes
taremos muy en breve. Solo prevenimos , que el total que 
representa la suma de cantidades imaginarias y cantidades 
reales es por precision imaginario , pues incluye imagina
rias. No mudan á la verdad de naturaleza las cantidades 
reales , que son parte de la espresada suma ó diferencia, 
solamente la espresion total es imaginaria.

Algún mas cuidado pide la multiplicación de las ima
ginarias 5 pero antes de declarar el modo de egecutaría, 
bueno será que discurramos un rato acerca del origen de 
estas cantidades.

190 Es natural que un resultado imposible proven
ga de un supuesto tambien imposible. Supongamos , pues, 
que considerando aa -+- ¿¿ como un producto originado 
de la multiplicación de a y ^ , queramos hallar las canti
dades que han de afectar las raíces a y ¿ de los quadra- 
dos , cuyá suma compone el producto supuesto, para que 
dicho producto sea con efecto aa ¿^¿>.

Llamaremos y/y 5 Ias indeterminadas que han de 
afectar las raíces a y ^ de los quadrados, para que el pro
ducto sea aa ¿¿f ^ y supondremos que los factores son 
à H- yí^ ^ y aB ^ ¿f. Eil producto de estos dos factores ha 
de ser igual á aa -+- ¿^ , en virtud de los supuestos sobre que 
caminamos. Luego aaB-}-aé ^B -^ aè-i- ^âè zz^ aa-i- ¿'^^
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Si comparamos los términos de esta equacion , y supone
mos aaS — aa, tendrémos B=: i 5 y si suponemos ^^^ = 
èà , tambien tendrémos A = 1 . De donde hemos de infe
rir que si ias cantidades ^ y 7? son posibles , tendrémos 
A =z B y y por consiguiente AB ™ AA zzz BB, Gomo en 
Ia suma aa -1- bb falta la cantidad ab , podemos suponer 
ab “ o 5 y por tanto ab -^abAB — 0 , ó ab-h AAab 
— o ^ ó ab -}- BBab = 0 ^ quiero decir que tendrémos 
AA -4- i ” o , ó BB -H i — 0 , esto es AA — — 1, 
y BB =— i 5 consecuencia imposible, pues hemos visto 
antes que AA ó BB “ i. Luego no pueden los factores 
tener la forman supuesta : luego la cantidad propuesta no 
puede resolverse en factores^ ó, lo que es lo propio no,pue
de ser el producto de las especies a y 1^ de qUalquiera modo 
que se combinen. No obstante, si intentamos resolver la 
equacion AA n- 1 ™o.á .pesar de que encierra un ab
surdo conforme hemos visto poco há , tendrémos AA — 
— i., y.sacando las raices^ — =t:y' i. Por el mis
mo camino hallaremos B :=:z±\/ — 1. Esta espresion 
es una imaginaria: no es una cantidad real, sino un sym-. 
bolo de un supuesto absurdo , en el qual sé considera 
como producto de dos cantidades una espresion que n'o 
lo es.

Pueden ser, conforme veremos en algunas ocasiones, 
de algún uso estos symbolos ^ y por lo mismo tiene- Cuen-, 
ta mtroducirlos en los cálculos-,- y entonces los. factores; 
imaginarios de ¿za-h* bbseránrt-n b\/ — '1 , y a—bx/—ij.’

NTatnAI.
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ó ^~i-a\/^ i 5 y ¿— aV — i 5 ó — fl-H^v' — i ,y

191 Pero aunque esté demostrado que aa -1- 1^^ no 
puede ser el producto de las cantidades a y h ^‘ se puede 
preguntar si se podría sacar la misma suma de quadrados 
de otra combinación de las cantidades a-i~ ¿^ y a — if. 
Para averiguarlo levantaré cada una de estas cantidades al 
quadrado : sacaré ¿ïa-h 2 aif ~}~ è^ ^ y aa — 2 aif-i-bif. Si 
sumo uno con otro estos dos quadrados , y tomo la mitad 
de su suma , saldrá aa-}- éb '. luego tambien queda proba
do que la suma propuesta de quadrados no es el producto 
de las cantidades a -^ ¿f ya — ¿3 sino la semisuma de sus 
quadrados.

192 Todo esto sentado , la suma de 1/ — a*, y 
3 V* — 4’ es— 21/ — a^ : la suma de —v/ — x^ , y v^—j»’ 

es — vz — ^_jí2 ■ la suma de ^ -4- v^ — a^ ^y
^ — a^ QS 2Í^,

Ï93 Si quisiésemos restar y/ — a^ de — 3 V — a^^ 
la diferencia sería — 4 v/ — a’ 5 ¿H-V' — ^® restado de 

dá c — if.
194 Las raícesV — ^^ \/ — a se multiplican del 

mismo modo que las demás ( 69 ). Pero se pueden 
cometer algunas equivocaciones en el modo de escribir los 
productos por razón del signo que han de llevar. El egem- 
plo siguiente enseñará el modo de precaverlos. ^/ — a x 
V — ¿es —Vaif. Porque v/ — a es lo mismo que a/æ x 
V— I 5 y V — ¿lo mismo que v^¿ x 5/— 1. Será,pues,
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V — a x ✓ — ^“V/íí x a/^ x y/—i x 1/— i 3Ó A? ^^ 
x aZ (— 1)* que se reduce á — A/rt5 , pues aZ(— i)^— 
— i ( 69 ).

195 Es muy del caso no confundir yZ (—a)* con 
^— aa : la primera cantidad es V (—ti x —■ a) , y la 
Otra es ■/(—ci x -H it). En orden á esto es menester ha
cer una advertencia muy importante. Ya que — ax — a 
dá -H a^ , cuya raíz es ( 148 ) z!=íx, parece que aZ — a 
x aZ —a deberia dárz±;¿í, siendo así que según decimos dá 
solo — íí.

Es muy fácil dár la razón de esta diferencia. Quando 
se me pregunta quál es la raiz de a®, hago bien en decir 
que es -H rt igualmente que — a , porque la pregunta no 
determina si se considera a^ como formado de-+- a x H- tf, 
ó de — aK — a ^ pero quando se me pregunta quál es el 
valor de yZ — a.x aZ — tí , bien que en virtud de las re
glas se reduce esta cantidad á vZ -4- a’, no la puedo se
ñalar otra raiz que — a , porque la misma pregunta deter
mina que a^ proviene entonces de — fl x —a , y por con
siguiente su raiz ha de ser — a, ,

196 Quando ocurra dividir aZ — ^e por AZ — í?3-se 
dividirá V¿^c x AZ — 1 por Ve x vZ — 1 , el cociente será 
I.AZ¿ÓAZ^.

197 Antes de pasar á otro asunto haremos acerca 
de las imaginarias algunas consideraciones que á su tiempo 
nos serán de alguna utilidad.

i .® Las raíces quadradas de a son indistintamente V a 
Na
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y — a/ a^ porque \/ a x }/ a = V aa — a^ y ^y/ax~\/ a 
^ -H 1/ aa — a ; el producto de \/a x — y/¿/ — — \/ aa 
~ — a y y a/îïxa/ £/5 ó — v^nx — a/ a ~ a,

2 .° Por lo mismo las raíces quadradas de — à, serán 
las dos cantidades imaginarias V — a y — aZ —íí, 
porque V — a x V ~ a z::zV (~af — — a^y ^ \/ ~ a x 
— V — Æ “ -H A/(=—fl)^ = H----- a = — a'^ y el pro
ducto de v' ~ a x — A^ — ¿z — — a/-(—a^ =------- a 
— -H ¿?. Por donde se echa de ver que de ¿a mu^i^ipüea-- 
eion de dos caníidades imaginarias puede resuirar un pro^ 
dueto reai.

198 En la multiplicación de las imaginarias por otras 
cantidades de su misma especie no se desaparece el signo ra« 
dical, sino quando se multiplican de dos en dos las que tie
nen una misma cantidad debajo del signo 5 asi — aZ — a
x — A^ — 4i — — a ^ pero — aZ — a x — aZ —a x 
— \/ — a ^ — aZQ—c^y x — ^J — —‘ — '^'^ — 

'a zz ay/ — a : —aZ — a x —aZ — a x — aZ — a x 
-— AZ — a = v^ a"^ z:z aa^ pero — aZ — a x--- aZ — a x 
— aZ —■ a x — aZ — a x— AZ — a ~ — AZ(íi'4 x —- ¿zj 
=f — aa AZ —a Síc, Asimismo, \^a x V ax\/¿tz=\/a^b 
“ ay/ ¿; pero AZ a x aZ ax \/^ x V i^ — Va'^N — air ^ y 
y^ a x 'Z a x \/ a x x/ ¿f x /" ^ zzz / a^ i^^ zz:ai^\/a. De dónde 
hemos de inferir que una eantidad reai no puede repre^ 
sentar ei producto de cantidades imaginarias , sino en éi 
caso de ^ue se i>aya muitipiicado un número par de imagi^ 
narias»
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Si uno dé los términos de un polynomio fuese un ra
dical imaginario, podrá desaparecerse el radical con tal que 
se multiplique el polynomio por otro que no se diferencie 
de él sino en-que lleve su radical un signo contrario. Por 
egemplo, si multiplicamos a — V* —■ è por a -i- y/__  
resultará el producto a^ en que no hay ninguna can
tidad imaginaria, porque el producto de a por —v/__  
le destr-uye el producto de a por -i- ^/ —-^^ pero el pro
ducto (4 —aZ— í) x (d — ■/ — ¿) _ 2a\/'^^ _
lleva un radical imaginario. Por consiguiente el quadrado 
de un binomio que tenga un radical imaginario, será tam
bien imaginario, pues la suma, ó la diferencia de radica
les imaginarios ( 193 y-193 ) es una cantidad imagi
naria. Pero si ambos términos del' binomio fuesen imagi
narios, ei quadrado no tendrá imaginaria ninguna, porque 
la cantidad radical que lieváre será por precision positiva. 
Por egemplo {\Z — a—V-^1,^ =:~a -n ¿ x^a^ — ¿ 
como lo verificará fácilmente el que hiciere el cálculo en 
cuya expresión es positiva la cantidad que está debajo del 
radical, y debe serlo , porque el duplo del producto de 
V — ííx V' —¿ ha de ser sy/H-^i^ ó 2\^a¿f.

Tom, IL N3
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Fig. ^plieadon del Ægebra á la Geometria,

De la eonsfruecion 0' reso/ueton geomeirica de las equaeiones 
deienrdnadas de primero y segundo grado.

î^g Resolver ó construir geométricamente una equa- 
cion , es hallar en lineas los valores de la incógnita. Todo 
el artificio en que estriba este ramo de la aplicación del 
Algebra á la Geometría se reduce al conocimiento de cier
tas operaciones fundamentales, á las quales se refieren des
pués todas las otras. Daremos, pues, á conocer las prime
ras , y concluido esto, manifestaremos cómo nos pueden di
rigir en la práctica de las demas.

Para construir la expresion-jf ” a -H b_— c 5 tira- 
2. riamos una linea recta DC y desde uno de sus puntos 

A tomaríamos ^S zzza^ y SC“ b ácia el extremo C 
Finalmente tomaríamos desde C ácia D ó ^ la porción 
CE=: c,que sería negativa ( 127' ) respecto de ^S 
y BC j y sería ^E = ^B -i- BC — CE = a^b—■

aoo Si hubiéramos de construir la expresión x = 
3. ^ 5 en la qual a^ b ^ c representan lineas conocidas, tira

ríamos dos lineas indefinitas ^Z, ^X^ que formen un án
gulo qualquiera. Sobre la una AX de dichas lineas torna
ríamos una parte j^B igual á la linea que representa f, 
tomaríamos despues otra parte ^^D igual á qualquiera de 
las dos lineas a y b ^ á a j por egemplo, después sobre la 
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otra linea ^Z tomaríamos una parte ^0 igual á la línea 
b. Juntaríamos los estremos B y C de la primera y de la 
tercera tirando la linea BC. Tiraríamos por el estremo D de 
la segunda, la linea DE paralela á BC^ y la parte AE 
que determinaría sobre ^Z, seria el valor de ^ — ^ 5 por
que las paralelas DE y BC dan (1.451) esta proporción 
^5: ^P:: ^CzAE, esto es, c : a : : b : AE-^ lue
go ( L 183 ) AE z^ x =:^-^> Por consiguiente se redu
ce la Operación á hallar una quarta proporcional á las tres 
lineas dadas <7, íí, ^.

Se sigue , pues , que sí se ofreciera construír x. "~j 
seria este caso el mismo que el primero^ no habria mas di
ferencia sino la de ser iguales las lineas íí y b.

Para construir x=z^^~~.f repararémos que esta canti
dad es la misma que ^-^^3^. Considerando , pues , a -1- d 
como una sola linea, representada por w, y-c ^ d tam
bien como una sola linea « , se reducirá la equacíon á x 
= '^ , que ya sabemos como se construye.

Si fuese x zzz'^Z:^, consideraríamos que siendo aa-^bb 
lo mismo que (n -p ¿) x (íi — ¿) , pues (a -+- b} x Ça — b) 

aa — bb, podríamos dár á esta forma
Íizt^^^t^—^) j y buscaríamos una quarta proporcional á Cj 

b y a -—b.
Si la cantidad que se ha de construir fuere x zr: —^ 

la escribiríamos así x =^ >< v 5 y despues de construida 
Y 5 conforme hemos enseñado , llamaríamos m la línea que 
hubiese rebultado de esta construccion j con lo que — x ~

N4
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se reduciría á- , que ya hemos dicho corno se cons
truye.

Se echa, pues, de ver que para construir x :=z~ , es
cribiríamos ¿v —^ x Y construiríamos Ç , y representan
do su valor por í?z, construiríamos ^.

De lo dicho se echa de ver que. todo el artificio está 
en resolver la cantidad propuesta,en porciones que tengan 
cada una la formai ó i^., y apoque ocurren casos en 
que puede parecer dificultosa esta resolución, sin embar
go se llega á conseguir con facilidad haciendo uso de las 
transformaciones.

Por egemplo , si hubiese de construir ^J~4^ , supon
dría á arbitrio ¿3 —a^w ^ y c^ zzzan ; con esto se trans
formaría en , que se reduce á , ó 
“^^;^ , cuya cantidad es fácil de construir despues de 
Io dicho , siendo conocidas m y n^ cuyos valores sacaremos 
de las equaciones ¿3 z:za^m^_ y í?^ =^an^ que dán m ^^^ 
y «— Ç, que ya sabemos construir.

Por consiguiente siempre que la cantidad fuere racional, 
esto es, siempre que no tubieren radicales, quando el número' 
de Ias dimensiones del numerador no excediere sino de una 
unidad al número de las dimensiones del .denominador , se re
ducirá siempre su construcción á buscar una quarta pro-; 
porcionai á tres lineas dadas : se presentan,algunas veces las 
cantidades en una forma que inutiliza al parecer , el socor
ro de las transformaciones, esto sucede quando no: es Homo
génea la cantidad, esto es, quando cada upo de los térmi-
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nos del numerador, ó del denominador no se compone de 
un mismo número de factores: por egemplo, quando la can
tidad es ^^:^. Pero es de advertir, que jamas se llega á resul
tados de esta naturaleza, sino quando en el discurso de un 
cálculo se ha supuesto, con la mira de simpliñcarle, alguna de 
las cantidades igual á la unidad. Por egemplo, si en 
supongo “ i , resultará ^7^—.

Pero como el que se empeña en construir una cantidad 
ha de conocer indispensablemente los elementos de que se 
vale para la construcción, siempre sabrá quál es la can
tidad que habrá supuesto igual á la unidad , y podrá resti
tuiría á su lugar siempre que conviniere. En esto no pue
de haber tropiezo alguno^ porque debiendo ser siempre 
el mismo en cada término del numerador y del denomi
nador el número de las dimensiones , bien que puede no ser 
el mismo en el numerador que en el denominador^ se resti
tuirá en cada término una potencia de la línea que se hubie
se tomado por unidad del grado que fuese menester para com
pletar el número de las dimensiones. Así, si tuviera que cons
truir — ^12í^^ ^ supondría que d es la linea que se ha 
tomado por unidad , y escribiría , que cons
truiría haciendo ¿^ zz: dm^ e'^z=z dn , y a^ —d^p^ lo que 
la transformaría en -^círí^lr+’í!^, ¿, dp-^bd-^nd / (pn-^-i-»}d 
cantidad fácil de construir, una vez que esten construidos, 
por lo declarado antes , los valores de f«, «,p; es á saber

En todo lo dicho hemos supuesto que el número de

MCD 2022-L5



9.03 ELEMENTOS

los factores, ó el número de las dimensiones de cada tér
mino del numerador no exceda sino de una unidad aí de 
las dimensiones del denominador. Puede ser mayor de dos 
y aun de tres, pero no mas, á no ser que se haya supues
to alguna linea igual á la unidad, ó que alguno de los fac
tores represente números.

301 Quando el número de las dimensiones del nu
merador de la cantidad propuesta es mayor de dos unida
des que el número de las dimensiones del denominador, 
la cantidad expresa una superficie cuya construcción se 
puede reducir siempre á la de un paralelogramo, y tam
bien de un quadrado. Por egemplo, si tubieramos que cons
truir la cantidad , la consideraríamos como a x

pero ^^^ se construye con facilidad por lo dicho 
antes, considerándola como’a x ^\ Llamemos, pues, m la 
linea que sale de esta construcción: entonces ¿i x -^^ se
rá n x m^ pero si hacemos que represente ¿i la altura , y 
tfi la base de un paralelogramo, espresará a x m la superfi
cie de este paralelogramo luego reciprocamente esta su
perficie representará m x w, ó

A una construcción semejante reduciremos la cantidad 
haciendo be — am^ y d^ "an ^ porque estos 

supuestos la transformarán en que es lo mismo
Q^® ^ ( ‘*-^^p7^ ) en cuya cantidad el factor ^™"^ 
se refiere á las construcciones precedentes, del mismo modo 
que los valores de w, y de n. Si despues de hallado el va
lor de este factor, le represento por p, no habrá mas que
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construir a x p*^ esto es, hacer un paralelogramo cuya ai- Fig. 
tura sea íz y la base p,

203 Finalmente, si el número de las dimensiones del 
numerador fuese tres unidades mayor que las dimensiones 
del denominador, en tal caso la cantidad espresará un sóli
do cuya construcción siempre se puede reducir á la de un 
paralelipipedo. Por egemplo, si tubiera que construir .r~ 
—7^7 ^° ’ consideraría que esta cantidad es la misma que 
^^ ^ —^^í y ®^ despues de construida —^^S por lo di
cho antes , represento por w^ la linea que hubiere dado 
esta construcción , se reducirá la cuestión á construir a^ 
x w; pero a^ representa, según acabamos de ver, un para
lelogramo 5 luego si se concibe un paralelipipedo cuya base 
sea este paralelogramo, y cuya altura sea la linea m, la 
solidez de este paralelipipedo representará 4^ x »;, esto es,

303 Lo que acabamos de decir basta para cons
truir qualquiera cantidad racional, veamos ahora cómo se 
han de construir las cantidades radicales de segundo grado.

Para construir ^” Vzi^, se tirará una línea indefi- 4 
nita ^S en la qual se tomarán, á continuación la una de 
la otra, la parte C^ igual á la linea ^ , y la parte BC 
igual á la linea ^ 5 sobre toda la ^B como diámetro se tra
zará un semicírculo que corte en D la perpendicular CD 
levantada sobre AB en el punto C, será CD el valor de 
V^ a¿f 5 cuya construcción manifiesta que para conocer el 
valor de \/ab , se debe tomar (L 47 5) una media propor-
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cîonal entre Ias dos cantidades representadas por a y ^^ 
con efecto, sabemos (L 474) que AC: CD : : CD : CS , ó 
a: CDt: CD: è'^ luego multiplicando los estremos y los 
medios, tendremos CD^:z= aêf, y por consiguiente CD =

Esto manifiesta lo que deberíamos hacer para trans
formar en un quadrado una superficie qualquiera, un para
lelogramo , por egemplo, cuya altura sea a, y la base ¿. 
Llamarémos jr el lado del quadrado que se busca, y ten
dremos x^ zzzaéf, y por consiguiente jc — yaé : tornare
mos, pues, una media proporcional entre la base y la altu
ra. Si la superficie dada fuese un triángulo, que según he
mos visto (L 49 i ) es la mitad de un paralelogramo de la 
misma base y altura que él, tomaremos una medía pro
porcional entre Ia base y la mitad de la altura , ó entre 
la altura y la mitad de la base.

Si se tratase de un círculo , tomaremos una media 
proporcional entre el radio y la semicircunferencia; y si 
fuese la superficie una figura rectilínea qualquiera, como 
sabemos ( I. 900 ) que se puede reducír á un triángulo , la 
reduciremos fácilmente á quadrado, tomando una media 
proporcional entre la base y la mitad de la altura de di
cho triángulo.

Pero si no estubiese construida la figura, y solo tubié- 
ramos la espresion algebraica de su superficie por medio 
de alguna de sus dimensiones , en tal caso se construirá co
mo las cantidades que vamos á considerar.
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Si tubiéramos ¿f =: v^T^"^^^^ , consideraríamos que Fig. 
esta cantidad es la misma que V'(3« + ^)x^-5 tornaría
mos, pues, una media proporcional entre 3 a^ë y è.

Si fuese â? =: x/"^^^^-, consideraremos que el segun
do miembro es v'(tf + W'^(<¿^» Y tomaremos una media 
proporcional entre îï-h ^, ÿ if — ^' Si ¿v — v't? -^bc , se 
hará be’ zz am ^ y tendremo^s^V-if '̂-Hiw 6' V (a-^m) ^a 
tomarémos, pues, una media proporcional entre a-^-m y 
a, despues de habér hallado el valor de m por las reglas 
arriba dadas.

Para construir x — y¿f^ +¿^-5 podríamos hacer tam
bien b' = am ^ y construír v^Sw-am, por lo dicho f^oco 
há. Pero la propiedad del triángulo rectángulo (1.51^) 
nos suministra una -construcción mas sencilla, y es la si
guiente. Tírese una linea ^j^ igual á la linea a-, y en su 
estrenio ^ levántese una perpendicular \^C igual á la ii- 
nea b : tíresé después EC 5 esta linea será el valor de .., 
y'úz’ZiZéT. Con efecto yá que el triángulo C.^ÍB es rectán
gulo , tenemos (• I. 3 i y ) SC^=:^E^~í-^C^:zz: a^ -4- ¿2 . 
luego 5C—t/tf^+^^. ■

Tambien se puede construir y/a^ —b^ , por medio del 
triángulo rectángulo, siguiendo un rumbo distinto del de 
antes 5'á cuyo' fin'se tirará una linea ^B igual á a 5 sobre 6. 
'^B como diámetro se describirá el semicírculo ^BC : se 
tirará desde el punto A uná cuerda ^C=z:b: se tirará 
finalmente BC que será el valor de v/í2^ — ¿^ : porque sien
do rectángulo él triángulo ^BC '( L 's 1 8 )■ tenemos ^^
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Fig. = ^C^ -H EC'^ : luego BC^ = ^B^ — ^C^ — a^ —l,^i 
luego BCz:zy/^'^ —•

Tambien se podria construir V(^'*- +^r por un método 
distinto del. que propusimps antes. Se haría ¡^c =z m^, y 
se construiría Vú^ 4-^2 ,,como acabamos de decir. Pero 
primero se habría de determinar m tomando una media pro
porcional' entr^ ^ y ^^s según lo indica la equacion áe=.m^ 
que dá w -

Aunque hubiese mas de dos términos debajo del ra
dical 5 tambien se reduciría la construcción á algunos de 
los métodos precedentes?por.smedio de las transformacio
nes. Por egemplo , sí tuviera j?. =: A/aa -^¿rc-he/, haría ^c 

am ef—an , y tendría V^'- -^am-i-an . 6 . .
A/(¿i4-íB-h«^ x«, que construit;^- tqm^ndp-iuna media,pro
porcional entre ¿í y z7-Hw t+r» ) despues çje haber construi
do los valores de m y de » , es á saber w~ ^ y n —
Podria hacer tambien èa ~ m^ , ef zzz »* , y tendría enton
ces que construir v^íí^ -bw» +»*. Pero quando el radi
cal incluye asi una serie de quadrados po'sitivos, por egem
plo , \/^2'i^^4-n2 H-pagfc. se hará y ¿»2 = b-^ » • • •
^'/¡^TT^ñ^ “ /5 \/i^ -^p^ “Æ, -y así prosiguiendo, y como 
cada una de estas cantidades está determinada por la pre
cedente, la última dará el valor de -/a? -hwia +«1 4-p’.
Para construir estas cantidades por un método muy senci
llo , se considerará sucesivaraente cada hypotenusa como 

^. un lado : por egemplo, despues de tomado ^B z=z a , J 
levantada la perpendicular ./^C z= w, y tirada BC que será 
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by se levantará en el punto C, sobre BC la perpendicular 
CD=. n j y habiendo tirado BD que será /, en su estre- 
mo D se levantará sobre BD la perpendicular DE = py 
y BE será k ó y/^a^ n'^ ~¥- p^)»

Si fuesen negativos algunos de estos quadrados, se aña
dirá á lo que acabamos de decir, lo que hemos dicho para 
construir a/a^ —

Finalmente, si ocurriese construir una cantidad de esta 
forma'’-í^4r^-^ se la transformaría en t*ííí^^^^±lL> muí- 
tiplicando ambos términos por -/(d -+- e) 5 buscando enton
ces una media proporcional entre ^-H c y £/-+-e, y lla
mándola m, tendríamos que construir ~^>

Hemos de prevenir que quantas reglas hemos dado 
en esta materia no son mas que reglas generales: en mu
chas ocasiones se pueden construír las cantidades por mé
todos mas sencillos, que todos se fundan en los mismos 
principios que hemos sentado. Sácanse estos métodos mas 
sencillos de algunas consideraciones particulares y propias 
á cada cuestión , y por consiguiente no se pueden deter
minar sino á medida que las mismas cuestiones abren ca
mino para ello. Nos conténtarémos con observar , antes de 
pasar á otro asunto, qué aunque la construcción de las 
cantidades radicales de que acabamos de tratar, se redu
ce á tomar quartas proporcionales y medias proporciona
les, y á formar triángulos rectángulos, sin embargo se pue
den practicar en algunos Casos construcciones mas ó me
nos sencillas y elegantes, según el método por el qual se
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Fig. buscan estas medias proporcionaíes, por cuyo motivo ense- 
ñarémos aquí otros dos modos de hallar una media propor
cional entre dos lineas dadas.

El primero consiste en trazar sobre la mayor ^S de 
6. Ias dos lineas dadas un semicírculo ^CS^ y tomando una 

parte ^D igual á la segunda, se levantará la perpendicular 
CD , y se tirará la cuerda zíC que será media proporcio
nal entre ^S y ^D'^ porque tirando C5, el triángulo ^CB 
es rectángulo, ( L 5.^6 )..^ y por consiguiente ^C es me
dia proporcional entre la hypotenusa ^B y el segmento 
^D(í.463},

Para hallar por otro método una medía proporcional, 
8. e.ntre dos lineas dadas5.se tirará una linea AB igual á la ma

yor de las dos, enda qual se tomará una parte AC igual á 
la menor: se describirá sobre la parte restante BC un se
micírculo CDB ,■ al qual .se . tirará la tangente AD que se-, 
rá ( 1.4?"^ ) medía proporcional entre AB y AC. -j

Se echa-, pues , de ver- que las cantidades racionales- 
se pueden siempre construir por medio de lineas rectas, y. 
que las cantidades radicales de segundo grado se pueden 
construir siempre con el círculo, y ladinea recta juntos^ -

Por lo que mira á las;Gantidades radicales de grados 
superiores, estriba su construcción en la combinación de va
rias lineas curvas, sobre cuyo asunto diremos lo bastante en 
otro lugar. Por ahora nos deten4rémos en la resolución de 
cuestiones-,que paran en la^ construcción de. cantidades ra- . 
clonales ó de radicales del segundo grado.
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Resolution de algunas euestiones de Geometria, y considera
ciones importantes acerca de esta materia.

. 304 El principio que propusimos ( isó) para 
representar las cuestiones por una equacion, se aplica igual
mente á las .cuestiones de Geometría. En estas tambien con
viene representar lo que se busca por un. signo particular, y 
discurrir déspues por medio de este signo, y de los que re
presentan las demas cantidades, como si todo fuera cono
cido , y lo quisiéramos comprobar. Este método de resolver 
las cuestiones se llama ^nalysis ó método Analytico. Para 
discurrir conforme pide esta comprobación, es indispensa
ble conocer por lo menos algunas propiedades de la canti
dad que se busca. Es, pues, evidente que para poder tra
ducir las cuestiones de Geometría en.equacion, se han de 
tener presentes las proposiciones demostradas en la Geo
metría. En- la mayor parte de las cuestiones, numéricas 
basta Ias mas veces, para aplicar este principio, tradu
cir en lengua algebráica la proposición de la cuestión^ pero 
en la aplicación del Algebra à Ia Geometría es preciso mu
chas veçes socorrerse de.otrps medios que procuraremos 
dar á conocer á medida que nos fuésemos internando en 
el asunto..Pero podemos decir generalmente desde ahora, 
que no siempre es necesario , para verificar una cantidad, 
indagar si corresponde inmediatamente á las condiciones de 
la cuestión : esta verificación se hace muchas veces con ma
yor facilidad,.indagando si esta cantidad tiene ciertas pro-

Tom./L Q
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Fig. piedades que están necesariamente enlazadas con las condi
ciones de la cuestión. Hecha esta prevención, de la qual se 
nos ofrecerá hacer uso, pasamos a los egemplos que en esta 
materia siempre son mas perceptibles.' que los preceptos.ge
nerales.

ç. 205 Cuestión Ï. >T)ercr'i&ír- '^rt-■ quadrado-NBd)' en un 
triángido dado Em/'U.

Por tr¿dngüp dádo entendemos' un triánguld , del qual 
todo es conocido5’como los lados., los.>ángulos , la altu
ra &C.

Considerando la cuestión corf . algún-cuidado , se echa 
de ver,que se reduce á hallar en la altura'^F un punto G, 
por él qual tirando ^B paralela á 7/7, sea esca linea ^8 
= GF: mirada á esta luz la cuestión , se presenta natu
ralmente su resolución: no hay mas que determinar la és- 
presion algebráica de AB y la de GF ^ é igualarías despues.

Llamemos, pues , fí la altura•coflocida-KF5■¿', la base 
conocida 7/7, j^^, la linea incógnita GF=AB, EG será 
en estos ■supuestos ¿i —íf.

Pero ya que AB es patalela á HÍ^ serán semejantes' lós 
triángulos EHF^ EAG^ y tendremos (L 46 6 ) EF i^EG : r 
EH : EA j y por ser tambien semejantes EHI, EAB se
rá EH: EA:: HÍ : AB.^ luego EF:EG:: HI:ABi 
de donde sacaremos con substituir en lugar de las lineas sus 
valores literales a : a — x: : 7: -AB:^^^ “^j de donde 
sacaremos por las reglas dadas ( 1 16 y 120) jp “ -^qr^* 

Para construir esta cantidad , es menester, conforman- 
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dorios -con Io que digimós' (200), hallar una quarfa-Fig. 
proporcional á ^ y ^y Y 1^ conseguiremos por este 
camino. Llevaremos desde F á 0 una línea FOzzza
esro. es, igual á EF-i^ Hl,' y tiraremos-^Q: tomando des
pués FM=i HIz:=b, tiraremos-paralelamente á' EO la li- 
nea MG qúe encontrará EF en G , y determinará GF que 
es el valor de .v; porque los triángulos semejantes EFO^ 
GFM, dan F0>FM:: FE: FG ^ Ó a-i-¿>:^:: a: FG-^ 
será., pues ,> FG ir■;^. ■ ' ' f '

i ' -Quando tel ápgülo 'jB/f/Tuése agudo , será la resolu
ción qual la hemos sacado. Sí fuese recto, el lado SC del 
quadrado ^ se confundirá' Con .5/;'Finálfriéhté5 si fuere ob- 10. 
tuso, el quadrado ^2CD , no estar,á inscripto en el trián
gulo, porque estará en parte fuera de él. Lo mismo digo 
del ángulo EHE

2q6'' Question JÏ, Gf^fí^eí^íi'íío'' la 'ío'ñ^íi'üd ^e la linea 
BCf^ ló^ ángulos B j^- Q^^^- que forman 'eon ella las dos lE 11. 
neas BA jr.CA ^ delemilnar la aliara AD, á que se encuen-^ 
irán eslas doi- úlllmas lineas.

Sirven los ángulos en los cálculos algebráicos por me
dio de las‘mismas lineas de que se hace uso en la Trigono
metría,’ que son los senos ^ las tangentes, &c. Así quando 
decimos que es dado un ángulo G, por egemplo, queremos 
decir, que es dado ó conocido el valor de su seno ó de su 
tangente. Sentado esto, llamemos 2C =: a^ AD~zy <^ r 
el radio, y m la tangentef-del ángulo ^CD. En el triángulo 
^^^^^^g^lo -^DC^ tendremos ( I. 665) CD: D^^:: el

0 2
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Fig. radio es á la tangente del ángulo ^CD ^ 6 CD: y:: r : mt 
11. luego (I. 183) CD zrz ^. Por el mismo camino halla

remos, si llamamos n la tangente de ABD , BD :y:: r: n^ 
luego BD = ^L^^ pero BDDC =2 BC =: a j luego i^ -n 
^z= a. De donde salejr = .r^-

Podemos simplificar esta espresion, introduciendo en 
lugar de las tangentes m y n de los dos ángulos Cy B^ sus 
cotangentes, que llamaremosp Y ^^ para cuyo fin recor
daremos que (I. 65i)tang: Æ:: /Î: cot^ en .virtud, de 
esta proposición tendremos #M:-r::r: ^5 y n: r::r;y5 de 
donde se saca «=“, y » = 75 substituyendo en lugar 
de w y ?i 5 estos valores'en el de j', tendremos j^-zr .

«r*. gr*
____ p^_____ F'}  —fSi. v
r^ , r^ FCATI^C. Pi pr^-^qr^

207 Esto manifiesta que quando valiéndose de algu
nas de las cantidades que se pueden considerar como dadas, 
no sale un resultado tan sencillo como se desea, no es nece
sario volver á empezar de nuevo el cálculo para indagar, 
si valiéndose de otros datos , se podría llegar á un resulta
do menos complicado. Basta hallar equaciones que espresen 
las razones de los datos que sirvieron primero, con los 
que se quiere introducir. En la última cuestión nos hemos 
valido de las equaciones w—y, « — 7- P^^a espresar m 
y »5 y con solo egecutar algunas substituciones hemos sa
cado un resultado dependiente de p y ^»

208 Cuestión 111. Consciendo ¡os fres lados de un trián-^
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gulo ABC hallar los segmentos ÁDy DC formatos por la per Fig. 
pendicular BD, y hallar tamhien la misma perpendioular BD. i 2/

Esta cuestión nos abre camino para ensenar á un 
tiempo el modo de traducír en equacion las cuestiones de 
Geometría, y como egecutando diferentes preparaciones, 
se pueden inventar nuevas proposiciones.

Si conociera cada una de estas lineas las verificaría 
del modo siguiente. Sumaria el quadrado de SD con el 
quadrado de CD para ver si la suma era igual ai qua
drado de BC conforme debe ser, pues el triángulo BDC 
es rectángulo (L SiT"). Sumaria tambien el quadrado de 
^D con el quadrado de BD, para ver si la suma era 
igual ai quadrado de ^B,

Imitemos, pues, esta verificación, para cuyo fin lla
maremos BD, jrj CD, A?; BC=:a^ ^B “ h-, ^C z=z e. 
En virtud de estos supuestos ^D que es — ^40 — CD, 
será =:o — x. Tendremos, pues, xa; h- jrj’ ” 4í¿:, y cc — 
2ex xx H- j^jf zz hh.

Como xx é yy no tienen en cada equacion mas coe
ficiente que la unidad, resto la segunda equacion de la 
primera, y saco sobre la marcha 2ox — eoz=: aa — hh, ó 
x zz —^^“ — -H ^6’, que podemos escribir así
^ — i («-M) (4 —fe) . ^ ^^

1 C

Esta espresion de x da á entender, conforme digimos 
(^00)? que para hallar su valor se debe buscar una guar
ía proporcional ài;,d-i-.^y/z — ^^ y después de halla
da se sumará su mitad con ¿-r, esto es, con la mitad del

Tom,n. O3
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Fig. lado ^Cz cuya Operación concuerda enteramente con lo 
12. que digimos (L 674).

Pero se pueden inferir otras muchas consecuencias de 
estas equaciones, y nos detendremos en deducír algunas, 
á fin de que se acostumbren los principiantes á leer en una 
equacion todo lo que en ella está cifrado.

209 I. La equacion 2cx — ee :zzaa — ^^ j es lo mis
mo que c, (2X — e) r=: (an-^') {a — ^^ Y como el pro
ducto de los dos primeros factores es igual al producto de 
los dos últimos, podemos considerar los dos primeros como 
los estremos, y los dos últimos como los medios de una 
proporción, y tendremos c: íí-h¿: : a — ¿: 3^ —c, pero 
2X — c es x menos í^ — A;, luego si substituimos en lugar 
de estas letras las lineas que representan, sacaremos ^ÍC: 
LC-^ ^B :: BC— ^B : CD — ^D, cuya proporción es la 
misma que sacamos en otro lugar (L 674).

2 10 IL Si desde el punto C como centro, y con un 
radíorz: ^Cj trazamos el arco BOy y tiramos la cuerda BTO, 
tendremos (BD^ -H (W)" — (50/, pero D0z=C0^CD 
:::2 BC — CD = a — x'^ luego (BOy =yy -^aa — Qax-i-' 
xx‘̂ pero ya hallamos antes jyz n- .vx " íí^¿ : luego (50/ — 
Qaa— 2£tx= 2a (a—x). Substituyendo, pues, en lugar de 
¿v su valor ^^=^^^ sacaremos {BOy ~ 2a Qf^^^~) 
— 2a ^^^^zr^^::^-:^^ ~~ >< (¿-^— (¿^—^/) 5 porque 2aff 
,— aa — ec — — (aa — 2ac -v- ce} =2 — ( r — íí)’^ pero 
si consideramos e — a como una sola cantidad, bb—(í?—rx/ 
es lo mismo que (¿-f-c — íi) (¿ — íH-íí)^ luego (50/ =
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■~ Çè -H c — a) {¿f — e -+- a), á cuya espresîon se la pue- Fig. 
de dár estotra forma (50)® —— (^ “^ — a a) Ça -i- è 13,
H- a — 2Z?); luego si llamamos ^s la suma de los très la
dos, tendremos ÇBO'f Ç2s — 2a') Ç 2^— 2;*) = 4^ 
(j —■ iï) (j* — c). Si desde el punto C se baja á la OS la 
perpendicular CÍ^ tendremos (L 664) en el. triángulo rec
tángulo CIO ^ esta proporción CO: OI : : R : sen OCP^ 
esto es, a : -^ SO : : A : sen OC/^uego-^ 50—^^í^, 
6 SO = ^-^^ 5 y por consiguiente (BOy — i^L(is^oc^^ 
y si igualamos estos dos valores de ÇSOf , resultará ... ... 
^ (sen OCiy ^'^ Ç^ — íi} (í — ^) j ó dividiendo por 
4^, y eliminando los denominadores , ae (sen OCiy — 
5\j — íz) (j — c), de donde se infiere esta proporción-tíí?: 
(.? — a) (j — f) ; : R^ \ (sen OCiy, de esta resolución se 
podia sacar otro método para resolver una cuestión de Tri
gonometría que resolvimos en su lugar (L 675).

211 IIL La equacíonj/j/ -+- xx = da dájiy rz aa — 
xx z^Ça-^ x) Ça — jv), luego si substituimos en lugar de x 
su valor, tendremos j^y ™ ^¿z-j-^-íct—rfí^ x (^ -t-
— f ‘iac-i—aa-^ee—l’é \ f iac-^aa~~-cc—i—‘ib \ _ f í) 2 \ 
' \ i« / \ 2c ) k "*¿7 )
x ( ^^zzi'^zz^ ) __ (íCtLtí) Ítzlzízz^) x y
luego 4^4? jjy — (^ -n í? -i- ¿) (¿z H- r — ¿) (^ -+- c — a) 
Ç^ — <? H-a) ó 4i7i?j;j? = (tf -^ ^ -t-r) {íí -+-^ -j- ^ _ 2¿) 
Ça -+- b -+-^ — sa) Ça "i^ b -i- e — 2r). Luego si lla
mamos Sí la suma a •+- b h- c de los tres lados, tendre
mos 4í£‘J{y ”2^(3^---2^) (sj —- 3íz) (3J ----  2£'), Ó 
4íí?jjy^— i6j. (j — ¿z) (j — b) (í — e} ; dividiendo

04
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^^B' P®^ ^^5 reduciendo y sacando la raíz quadrada , - — 
y[^ _ ¿X^-c)]. Pero ^ Ó ^-^ es la su

perficie del triángulo ^BC: luego para sacar la superficie 
de un triángulo por medio de sus très lados , se restará suc- 
cesivamente de la semisuma cada uno de los tres lados , se 
multiplicarán una por otra Ias tres restas, y por la semi
suma, y se sacará finalmente la raíz quadrada del producto.

a i 3 IV. La equacion ^ex — ec = aa — ¿Z- , dá ¿A 
= aa~^ cc — ar-x^ pero si la perpendicular cayera fuera 
del triángulo, y representáramos las lineas por las mismas

i 3. letras que hasta aquí, tendríamosyy ■+• xxT^aa ^ éyy-i-ec 
^2ex ^xx:=zbb^ porque ^D que era c — 4?, es en este caso 
¿•-+-jp. Luego si restamos la primera equacion de la segunda 
tendremos cc 2cx z:=: bb — aa^ o í? (r -4- 3jc) = (^ -+- íí)
(^ — íx), de la qual sacaremos e: b ^ a:: bf — a: e '^2X'^ 
pero como ¿’4- ex es .v-4 c-4- x, será por lo mismo CP 
H-^P5 luego AC: AB -+- BC:: AB BC: CD 
AD'j que es la segunda parte de la proposición que de
mostramos en otro tratado ( L 674 ).

213 V. La misma equacion cc -+- 2cx z:^ ^^ — aa, 
13. dá ¿¿ “ flíí -H cc -H arjf, comparando esta equacion con 

estotra bb = aa-^ cc — 2cx que corresponde á la fig. 13, 
se echa de ver que el quadrado bb del lado AB opuesto al 
ángulo agudo C, vale menos que la suma aa 4- cc de los 
quadrados de los otros dos lados, pues vale dicha suma 
disminuida de scjf.

13, AI contrario, el quadrado bb del lado AB opuesto al
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ángulo obtuso vale aa ce -1- ac^, esto es, mas de la su- Fig. 
ma de los quadrados de los otros dos lados. Podrán pues 
servir estas dos observaciones para averiguar quando se 
hubieren de calcular los ángulos de un triángulo por me
dio de los lados, si el ángulo que se busca ha de ser agu
do ú obtuso.

314 VI. Las dos equaciones bb zz: aa -^ ec — 2cx^ 
y ^b — '^íi ~^ce -H 2cx , confirman lo que llevamos dicho 
acerca de las cantidades negativas. Es evidente que según 
cayga la perpendicular BD dentro ó fuera del triángulo, 12. 
coge el segmento CD de la derecha á la izquierda, ó de 13. 
la izquierda á la derecha: y que en dichas equaciones el 
término 2^^: tiene con efecto signos contrarios. Luego re
ciprocamente, qualesquiera cálculos que se egecuten con 
el uno de dichos triángulos, se sabrán los que se habrán 
de egecutar en los casos análogos con el segundo^ bastará 
dar signos contrarios á las partes que se hallaren en lados 
distintos, en una misma linea, pero en lo que digimos an
tes, asi respecto del cálculo del uno de los ángulos, como 
respecto del de la superficie , no se halla el segmento CD^ 
luego ambas proposiciones se aplican indistintamente a qua— 
lesquiera triángulos recíilineos.

215 Aunque son mas los recursos y mayor la faci
lidad para poner las cuestiones de Geometría en equacion, 
según se conocen mas propiedades de las lineas ^ sin em
bargo, como el Algebra por sí misma suministra los me
dios de hallar estas propiedades , el número de las pro-
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Fig. posiciones verdaderamente necesarias es bastante limita
do. Fstas dos proposiciones que los triángulos semejantes 
tienen sus ¡adas éomo7ogos proporeionaies y ^ ^ue en un trián-^ 
gula reetanguio ia suma de ios /cuadrados de ios dos iados 
del ángulo resto es igual al cuadrado de la hipotenusa, es
tas dos proposiciones, digo, son el fundamento de la apli
cación del Algebra á la Geometría. Pero se pueden aplicar 
de muy distintos modos estas proposiciones según varía la 
naturaleza de las cuestiones. En la última cuestión era fá
cil adivinar cómo se habían de aplicar. Pero en las con
secuencias que de su resolución hemos inferido para el cál
culo del ángulo por medio de los tres lados, no era fa-

i 3. cil que ocurriese al pensamiento trazar el arco SO con la 
mira de calcular la cuerda SOy y de valerse de su mitad 
01 para calcular el seno del ángulo OCI, Lo propio suce
de en otras muchas cuestiones. En algunas, todo consiste en 
prolongar algunas lineas hasta que encuentren otras : en 
otros casos estriba el acierto ó la elegancia ó limpieza de 
la resolución en tirar lineas paralelas á otra linea dada, ó 
que formen con ella un ángulo dado. En una palabra, la 
aplicación del Algebra á la Geometría , como otra qual- 
quier materia, pide en el Analysta cierto discernimiento 
en la elección y aplicación de los medios. Pero como este 
discernimiento se adquiere en gran parte con el uso, apli- 
carémos estas observaciones á diversos egemplos.

216 Cuestión IV. Desde un punto A, cuya situación 
14. conocemos respecto de las dos lineas HD y DI ^ue forman 
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una con otra un ángulo HDI, tirar una^ linea recta AEG, Fig. 
de modo que ^el .triángulo interceptado EDG tenga una su~ 14. 
perfide dada ^ esto es, una superficie igual á la de un qua-- 
drado cc.

Tirémos desde el punto ^ la linea ^B paralela á DH^ 
y la linea ^C perpendicular á DG prolongada : desde el 
punto E donde Ja linea ^EG ha de cortar la DH^ conci
bamos la perpendicular EF, Si conociéramas EF y DG, 
multiplicandolas una por otra , y tomando la mitad del 
producto , conociéramos la superficie del uiángulo EDG, 
que debería ser igual Á ce. .

Supongamos, pues , DG =: ¿a?, por lo que toca á EF, 
veamos si se puede determinar su valor así por medio de 
x, como por las circunstancias que espresa la cuestión.

Ya que, según suponemos, es conocida la situación 
del punto ^, ó es dado de posición el punto ^, debemos 
considerar como conocida la distancia BD á que pasa la 
paralela ^B, y la distancia AC que hay entre el punto 
A, y la linea DG prolongada. Si llamamos, pues, BD a, 
y AC, h, los triángulos ABG y EDG darán BG:DGtt 
AG : EG-, y los triángulos semejantes ACG , EFG darán 
AG : EG : : AC: EF', luego BG : DG : : AC: EF‘, esto 
estf-H^r : a:::¿: EF', luego EFz=. ¿^5 y como la super
ficie del triángulo EDG debe ser igual al quadrado ce, es 
preciso que EF x ó x — cc, esto es que 
=: ¿■r, ó quitando el denominador , hxx — 2£iri? -H 2 ccx.

Esta equacion resuelta por las reglas de las equaciones
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Fig. de segundo grado, dá estos valores x =: ^ — ^(í—^0’ 
de los guales el que lleva el signo —, no sirve para el 
caso propuesto.

Para construir el primero, le daremos esta forma... 
^ — ^^ y/^ 2 a^ ~» Sentado esto , en un pun
to qualquíera C de una linea indefinita PQ^ levanto la per-

1 5’ pendicular yíC=^, y tomo en C^^ y CP las lineas C0^ 
CM iguales, cada una al lado <? del quadrado dado: ti
rando yíM, la tiro por el punto 0 la paralela ON que de
termina CN'^ que es el valor de y, yá que los triángulos 
semejantes ^.-^CM ^ 0C¿^ dan MC‘. OC'Z CM t CN^ ^ esto 
es ¿: ¿- : : <?: CÆ, luego CN — y, en virtud de esto el va
lor de x llega á ser x — CN -t- v/(C7V-b 2íí) x CN ; pero 
V/(OV4-2¿) KÜÑ espresa ( 203 ) una media propor
cional entre CN' y CN' d- 2^ : luego todo está en deter
minar esta media proporcional, y juntaría con C/^. Para 
cuyo fin en la C/Z prolongada tomo CQ^ 2ci j y sobre 
toda la linea A^g, describo el semicírculo Nl^Q^ al qual 
la CA encuentra en A^: llevo la cuerda NP^ desde JV á. P, 
y será CP el valor de x; porque NP^ (Î.463) es me
dia proporcional entre NC y NQ^ esto es , entre CAT y 
CN -H 3íí : luego NP' ó PAT — v/iCAZ+Ti^x"(SV5 
luego CP ^CN -h' PI^ = C^ -¥- V(C^~+~2aY>rCÑ 

j^, „^ . se llevará, pues , CP desde D á G , y tendremos 
el punto G, y si por este punto y el punto ^ tiramos AG, 
tendremos el triángulo EDG igual al quadrado ec.
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3 17 ^^^^ averiguar qué cosa significa el segundo Fig.
valor de ¿^5 es á saber x =:y — V^(^~^ ^^)y^ ’’^P^“ 

rarémos que como no especifica la cuestión si se trata del án
gulo EDO , ó de su igual e’dg' formado por la prolon
gación de las lineas GD ^ ED‘̂ y como son unas mismas 14. 
las cantidades dadas para este y para el otro, esta segun
da resolución corresponderá á la cuestión en que se trata
se de hacer en el ángulo e'DG' lo mismo que hemos he
cho en el ángulo EDG. Con efecto , si llamamos DG\ 
x , y guardamos las demás denominaciones, los triángulos 
^BG' j E^DG^ j semejantes por razón de las paralelas ^B 
y DE\ dán BG^: DG':: AG': g'É'^ y bajando la perpen
dicular E' f\ los triángulos semejantes ACG\ e'f'g' da
rán ^G':G'E':: ^C: f'e'', Íü¿¿o BG': DG':: ^C: F' e'^. 
esto es a ~ x: x: : ¿f: f'e' luegÓ f'e' “ ;¿^ 5 y como 
la superficie del triángulo g' e'd debe ser igual al quadrado 
fí*, es menester que —— x -^ z= cc^ de donde sale bxx~ 2 aec 
— 2eex , y por consiguiente x = ^ =±: V^^y H- ■^, 

valores de x , que son precisamente los mismos que los del 
caso precedente , sin mas diferencia que la de llevar signos 
contrarios , y así debe ser por haberse tomado en el último 
caso la cantidad x al otro lado del punto 7), respecto de lo 
que se practicó en el caso primero. Cuyo resultado es una 
nueva confirmación de lo que hemos dicho varias veces, es 
á saber, que las cantidades negativas se han de tomar en 
una dirección contraria á la de las cantidades positivas.
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Fig. La construcción que hemos propuesto para el cáso pre- 
■cedente, sirve tambien para este, con sola la diferencia de 

i 5. llevar NV desde N á E acia Q: entonces el valor de x 
que en el caso precedente era CP ^ será CE en este. Con 
efecto , el valor de x^ que conviene al caso actual es x -^

Iz -4- 2n') x —, esto es x — —
l/^CA^-H 2£i) X CE.) y una vez que NE

y/ I^CN -+- 2£i) x CE ^ tenemos a^ =x — CE -+- 
EE — — CE -4- EEzz: CE ^ y por esto se llevará CE

14. desde D á g'j y estará determinado el punto G^^ por el 
qual , y por el punto’^, tirando EG' e' , tendremos el 
triángulo G^DE^ igual, al quadrado ce : esta es la segunda, 
resolución de la cuestión.

218 Hemos supuesto que el punto A estaba mas alto 
14. que la linea BG: sí estuviera debajo, la cantidad ¿, ó la linea 
1 6. ^‘íC seria negativa, y los dos primeros valores de .v serian por 

consiguiente .r ™ — ziz j/^^ — "-^S ó zv ^z: — ^ ± 

V^ (t— ^^) ^ 7 ’ *5^^ manifiestan que no es posible 
el problema, sino quando 2n es menor que —^ porque quan
do es mayor, la cantidad que está debajo del radical es ne
gativa, y por consiguiente ( i 50 ) los valores de x son 
imaginarios ó absurdos. Quando 2a es menor que j , los 
dos valores de ^ son negativos , y entonces es imposible 
el problema, respecto del ángulo EDI '^ pero tienen dos re-
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soluciones respecto de su igual E^ DG' . Para sacar estas dos Fig, 
resoluciones se deben construir los dos valores jpz^ — y =±z

^l/ QZ — 2flJ x — del modo siguiente. Despues de deter
minado, como arriba, el valor CN de y, tomaremos TVjQ iZ- 
rz 2¿r, y trazando sobre NQ como diámetro, el semicírculo 
^^Q se le tirará la tangente Cl^’. se llevará despúes Cl>^ 
desde C Á P ácia TV, y desde Cá E á la parte ópuesta: 
serán NP y NE losdós valores de x: se llevarán desde D í^- 
á G, y desde D á G\ y tirando por el punto ^^ y por los 
puntos G y d las dos restas EG^ dd ^ cada uno de los 
dos triángulos EDG^ E'Dd será igual al quadrado ec. En 
quanto á lo que hemos dicho que NP y NE serán los dos IZ* 
valores de x^ lo probarémos fácilmente , porque ( L4ZZ ) 
siendo CÍ^ media proporcional entre CN y CQ , es™ 
y/Cfí x CNy ó (poniendo en lugar de estas lineas sus va

lores) CP^ ó CP ó CE — 1/(t — T 5 luego

NP z= CN — CP =z ~ x y
NK= CN-i- CK =-y j/(^ — 2fl) x f , cuyas

dos cantidades son las mismas que los valores de a?, con 
mudarías los signos, luego estas mismas cantidades llevadas 1 6. 
desde D ^G serán los valores de x, '

219 Si el punto A estubiese dentro del mismo án
gulo HDI^ caeria entonces BD á la parte opuesta a Ia par- 18. 
te donde caía primitivamente: a seria negativa, y los dos 
valores primitivos de x vendrían á ser ^^ =: y ± ,. *.. .^
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^'^^' X^^___ ^? Q^^ ^0*^ ^Q® mismos que los que acabamos 
de construir, sin mas diferencia que' la de los signos. Se 
echa, pues, de ver que entonces se debe construir como 

i^. se hizo en la fig. 17, pero llevando los valores NP y NK
18. de x desde D ácia Í: y los dos triángulos V^Gy DE'g' re

solverán la cuestión.
220 Finalmente, si el punto A estubiese debajo de 

19. ED-j pero dentro del ángulo EDE', a y è serian ambas 

negativas , y tendríamos ¿r =—■ - zt JZ r^ — que 
llevan precisamente signos contrarios á los que llevan los 
valores que hemos hallado de jr. Se egecutará, pues, la mis- 

15. ma construcción. En este caso será CK el valor positivo 
de v, y CP su valor negativo; se llevará el primero des- 

19. de D á g ácia S, y el segundo á la parte opuesta, esto es, 
desde D á G^.

Nos hemos detenido en individualizar los diferentes 
casos de esta resolución para manifestar como los com
prehende todos una sola equacion; como de ella se infie
ren todos solo con mudar los signos, como de la contrarie
dad de los signos se indician las situaciones contrarias de 
las lineas, y reciprocamente. Nos falta todavia especificar 
algunos usos de esta misma resolución.

221 Si el asunto de la cuestión fuera desde un pun- 
20, tú dado A fuera de un triángulo d en un triángulo dado DHÍ, 

tirar una linea AF que divida este triángulo en dos partes 
DEF, EFIH que tengan una con otra una razón eonoeiday es-

MCD 2022-L5



DE ^EGEBR^. 225

presada por la razón de m á n , se sacaría su resolución de Fíg. 
Ía precedente. Porque una vez que el triángulo Z? AZZ es da
do, y sabemos qué parte debe ser del triángulo DHI el 
triángulo DEF^ sí buscamos el quarto término de esta pro
porción ;w H-«: w: : la superficie del triángulo DHI es á un 
quarto término, este quarto término será la superficie que^ 
corresponde al triángulo DEF, Pero siempre se puede hallar. 
un quadrado ee igual á esta superficie (203)5 reducese,, 
pues ,.la cuestión á tirar por el punto una linea ^EF^, 
que forme con los dos lados DH ^ DI un triángulo DEF 
igual al quadrado rr; quiero decir , que está reducida á la 
cuestión precedente.

323 También se echa de, ver que se reduciría á la 
misma cuestión la que se dirigiese à dividir una figura rec
tilínea qualquiera por una línea tirada desde un punto quaí- ^ 1. 
quiera ^^ en dos partes BCFE , EFDHE que fuesen en
tre sí én una razón dada. Con efecto , por ser conocida, 
según se supone, la figura BCDHEy se conocen todos sus 
ángulos y todos sus lados; se conocerá , pues , con facili
dad el triángulo BEC formado por los dos lados EB y DC 
prolongados , pues conocemos en este triángulo el lado BC 
y los dos ángulos BBC, ECB , suplementos de los ángulos 
conocidos CBE y BCF^ por lo que, hemos de considerar 
como conocida la superficie del triángulo EEC ^ y como 
la de EBCF debe ser una porción determinada de la su
perficie total, será tambien conocida : se reduce , pues, la 
cuestión á tirar una linea ^EF que forme en el ángulo

Tom.II. P
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Fig. ^ED uri triángulo- igual á un quadrado conocido. Finalmen
te, esto manifiesta tambien lo que se habría de egeCútaT' 
para dividir la misma figura en un número mayor de par
tes 5 cuyas razones fuesen dadas,

2 2 3 Es muy del caso prevenir , y lo probaremos coni 
algunos egemplos , que si algunas de las cantidades dadas 
que hay en la equacion que sirve para resolver la cuestión, 
son táles"' que mudando sus signos en signos contrarios, 
no varía la equáúion ; ó que sí de mudar la posición de la 
linea ó de las líneas que se buscan en la figura, no ré
sulta mudanza alguna de posición ni de cantidad en las li
neas dadas, entonces se hallará siempre-entre los diferentes 
valores de ;v uno que resolverá el caso al qual correspon
diere esta variación. Por egemplo, en la cuestión que aca
bamos de resolver hemos visto que el uno de los valores de

14. AT resolvía directamente el caso en-que la linea ^E<^ hubie
se de atravesar el ángulo HDI conforme se supuso al tiem
po de hacer el cálculo , petó tambien hemos visto que el 
segundo valor de a; resolvía el caso en que se tratase, no 
del ángulo HDÏ ^ sino de su opuesto al vértice. La razón 
de esto consiste en que siendo unas mismas en ambos casos 
Ias cantidades dadas 5 y habiendo de girar el discurso por los 
mismos rumbos, no puede dejar de salir la misma equacion: 
luego la misma equacion debe dar las dos resoluciones. Se 
verán egemplos de esto en la resolución de las cuestiones 
siguientes. ■ -

22. 224 Cuestión V, Desde un punto dado A fuera de 
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un ,e/reu¡o BDEC tirar una Im^a recta AE, de modo que cu fíg» 
p_arte^ DE interceptada dentro dsi círculos sea i^ua}, 4 i^nadi- 2 2. 
nea dada,

Yá que es dado el círculo BDEC, su diámetro sé pue
de considerar como conocido 5 y como el punto A es dado, 
tsi tiramos por el centro 0 la recta AOC, consideráfémós 
como conocida la linea ^By y por consiguiente, la Unea 
^C^ Para saber como debemos tirar laUinea i^E , solo 
falta saber quánto ha de coger yíD, para que su prolon
gación DE sea igual á la linea dada. Llamo, pujes> ^D^ 
^■5 la linea conocida ^B , a ; Jal linea’ conocida ^C, ¡¿g 
finalmente llamo^c la linea á la qpal debe ser igual DE, 
Sentado esto.

Por ser la figura BDEC un círculo, tas secantes y/C, 
zí^^’( li^^ó ^ deben ser recíptocamente propórcionales 
á sus partes-esteriores: tendremos, pues, y^C: ^E i : ^D: 
^B 3' esto es-j^eh virtud dé las denominaciones precedentes 
í : jf-H ¿^ : : ¿r : a , luego multiplicando los estremos y los 
fhe<fíbs’j'tendrémos xx -^ ex =± «A-, eqdaeion dé segundo 
grádOj cbya resolución dá ^ —-— r ¿’ ~ |/ 7 ce -i- a^, 
siendo él primer valor x :zz — L ^ '-i- aè el 
único que resuelve la cuestión como viene propuesta.

-Para acabar' la resolución es meneitér consírdir esta 
cantidad, cuyo ün se puede conseguir sin valetse de las 
transformaciones que propusimos ( 200 ). Con esta mi
ra ge tirará desde el punto ^ la tangente j^T que ( L 4,77 )

P a
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Fig. siendo medía proporcional entre ^E y ^C ^ dará {/4Ty 
-zÉz' àè : el valor de x será, pues, x —----- -- e n- ..
l/^t’i? -+- {^Ty : tirese el radio TO que será perpendi

cular á ^T (L 346 ) : si se toma , pues , Ti =:z e y 

sentira -íHf tendremos ^1 = 1/. -^fff -H (^Z)^ ; luego 

para sacar ¿p, no hay mas que llevar TI desde / á R^’y 
déscribír desde el punto A como centro, y con el radio 
:^R, el arco RD que determinará'el punto D que buscá- 
mos5 porque '^D ó ^R será igual á ^1— IR “; ^l — 
TI =:'y^'^r;í~(jT~y — ^e'=x. ’ ' ' ‘

Para averiguar qué cosa significa el segundo .valora 
ar,;zz — ~e — ^Z^í?^ H- nZ», hemos de considerar, que 
pues es todo negativo, se ha de dirigir ácia una direc
ción opuesta á la de ^D. Veamos , pues, qual será la 
cuestión en que esto se . verifique, siendo unas .tnismas las 
cantidades , y siguiendo el mismo rumbo. Reparo desde 
luego que el supuesto de ser ¿i y ^ negativas , , no causa 
mudanza alguna en la equacion xx -+> ex. =_a¿^ : lue
go yá que el círculo BDEC seria entonces R^ D^ E’ C\ 
que está á la izquierda en la misma situación que el otro 
á la derecha, se sigue que en esta misma equacion está 
tambien .cifr.ado,e$t^ caso , aj qual corresponde el segun
do' valor de x, esto es,- x =•— 4 í — V^Y^^ "+"^^5 Ç^^ 
resuelve la misma cuestión , y esta es la causa por que 
si en la construcción precedente llevamos It desde / á R

MCD 2022-L5



MCD 2022-L5



MCD 2022-L5



MCD 2022-L5



MCD 2022-L5



DÉ^LGEBR¿^. 229

sobre ^/ prolongada, y después desde el punto ^ como Fig. 
centro, y con un radio igual á ^R% describimos un arco 
que corte en E' la circunferencia B^d' E^C', el punto s' 
será tal que la parte interceptada E' D' será igual á r: 
con efecto, siendo igual ^E' á ^R^ = ^/ -H IR' ^ val
drá |/Y<?^-4-(z^r/ -4- yí-: quiero decir, que será igual 
al segundo valor de ;v, mudándole los s¡gnos5 pero ya que 
llevamos esta cantidad al lado opuesto á aquel, acia elqual 
se supuso que se dirigia x^ se sigue que ^E^ es verdadera
mente el segundo valor de x^

Es de notar, que como son iguales los dos círculos,' 
y están situados del mismo modo , las dos resoluciones pue
den pertenecer ambas á un mismo círculo, de suerte, que si 
se describe desde el punto A como centro, y con el radio 
^R^ ^ el arco R^E, la linea ^E resolverá también la cues
tión. Con efecto, se echa de ver que el punto E determi
nado de este modo, está en la prolongación de la linea ^D 
determinada por la primera construcción. Pero de las dos 
resoluciones distintas que suministra el Álgebra, la prime
ra cae á la derecha del punto ^, y pertenece al punto D 
de la circunferencia convexa; la segunda cae á la iz
quierda-, y pertenece al punto E^ de la circunferencia cón
cava.

335 CuestiónVLSupongamos ahora que se nos ofrez
ca baBar so^re ¡a diresi^íon de la linea dada AB un punía 
C, fal que su disfancia al punió A sea media proporeional 2 3. 
enfre su disfaneia al puntoBy la linea entera AB,

Tom,/!, P^
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Fig. Líamarémos a la linea dada ^B‘. x^ la distancia ^C 
que buscamos: en estos supuestos, BC será a — x'^ y como

23. ^Bt ^C:: ^'^C'. CB, óa'. x:t x'. a — x^ resultará des
pués de multiplicados los estremos y los medios que xx 
=zaa — ax^G xx-^ax xx aa, equacion de segundo gra
do , cuya resolución dá A? ~ — ~ azh: j/ -^ aa H- aa.

Para construir el primer valor jvzx— ^ a -+- 
"1/ ^aa -i-aa, es menester , según digimos (203), 
levantar en el punto B la perpendicular BD~~a^ y des
pués de tirada yíD tendremos ^D — |/(5Í))^ -f- ( ^BY 
rx "j/aa^aa', solo falta, pues, restar de esta linea la 

cantidad “ ^9 y ^^ egecutaremos con llevar DB desde D 
á 0: entonces ^0 valdrá 1/ — aa aa — esto es- 
será igual á az: llevaremos, pues, ^0 desde ^á C, ácía 
j5 , y el punto C donde rematare, será el punto que se 
busca.

Por lo que toca al segundo valor de at , es á saber 
---- La —j/ -^ aa -H aa ^ si llevamos BD desde D á O' 
sobre la prolongación de ^D-^ ^0^ valdrá ~ ¿t -t- .... 
"l/— aa H- aa-^ y como el valor de at es esta misma can-, 
tidad tomada negativamente, llevarémos AO' desde ^ á 
C' sobre ^B prolongada por el lado opuesto á aquel ácia 
el qual se supuso en la resolución , que at sé dirigía, y 
tendremos un segundo punto C' que será tambien tal que 
su distancia al punto A será media proporcional entre su
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distancia al punto B y la linea entera ^'^B. Fig.
Prevendremos de paso que el asunto de esta cuestión 

e^ cortar una Bnea dada AB en median extrema razon : la 
construcción que hemos dado es tambien la misma que di
mos (L 47'8 ). Es de reparar que por medió-del Álgebra se 
halla la construcción , siendo así que en la Geometría su
pusimos que estaba hallada, y no hicimos mas que domos- 
trarla.

226 Si paramos un poco la consideración en lo que 
hemos practicado para resolver las cuestiones precedentes, 
veremos que siempre se ha tomado por incógnita una li
nea , que una vez conocida , sirviera para determinar todas 
las demas , sin apartarse de las condiciones de la cuestión. 
Este cuidado es esencial ; pero pide algún pulso Ja elec
ción de esta linea : suelen ser muchas en bastantes casos 
las 'lineas en que concurre la circunstancia de que de su 
determinación penda la de todas las demas ; y entre ellas 
hay algunas que encaminan á equaciones mas complicadas 
las unas que las otras. La regla siguiente servirá de guia.

22J^ Sí entre Íat ííneac d cantidades ^ue tomdudoías 
cada una por incógnita, podrían servir para determinar to^ 
das Ías demás cantidades ^ se encuentran dos que sirvan iguaí^ 
inente^ de modo que se pueda presumir que Ía una 0' ¡a otra 
encaminaría d Ía misma equacion ( con la diferencia de ¡os 
signos-^ d — ), entontes será acertado no va/erse de ninga~ 
na de ¡as dos^ y tomar por incógnita otra cantidad que de^^ 
penda igualmente de ¡a una y de ¡a otra de dichas dos can-^

P4
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Fig. i^¡dades'^ por egemplo, será -bueno tornar por incógnita su 
semisuma ó su semidiferencia, ó una media proporcional 
entre ellas, ó &c. Por este medio se sacará siempre una 
equacion mas sencilla que si se buscára la una ó la otra.

En la cuestión que resolvimos (234) hallamos un 
egemplo de lo que decimos. No había en dicha cuestión 
circunstancia alguna que determinase si se había de tomar 

22. por incógnita ^D ó AL: tomando MD por la incógnita 
;v , ME hubiera sido ^-hí'; y tomando ME por la incóg
nita x ^ MD hubiera sido x — e^ y en quanto á lo demas 
el cálculo seria el mismo en ambos casos , de modo que la 
equacion no se diferenciaría sino en los signos. Por esta 
razón en lugar de tornar una de las dos por incógnita, 
tomo su semisuma y la llamo az : como, las condiciones 
de la cuestión determinan su diferencia DE que es r= ¿z, 
tendremos (I. 67'3 ) ME z^x -t- -^ ^^ T MD~x — --^ <7^ 
y fundados en el mismo principio que nos guió en la pri
mera resolución,sacaremos la equacion (¿v "^ -I-^)(^ ^ 4 ^) 

ab ó xx — Y ce=:ab^ que es mas sencilla, y da AZ — 
l/it^í; -í-rt¿. De donde es fácil inferir que '^í? que es

Y^-Lee-i-aby como arriba, (2 24).

La cuestión siguiente nos suministrará muchos egem- 
píos de la aplicación del mismo principio.

228 Cuestión VII. Desde un punió D, situado dentro 
24. de/ ángu/o recto IAE, e igua/mente distante de ¿os dos ¿a- 
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doí ÏA y AS , fírar una linea recta DB de modo que la par- Fig. 
te CB comprehendida en -el ángulo recto EAB sea igual á 
una^lineadada. '

Después de bajadas las perpendiculares DE^ Dl^ pue
do tomar indistintamente por incógnita CE ó ^7?, AC ó 
IB., CD ó BD. Si tomo, por egemplo, por incógnita CE, 
llamaré CE, x', y representan-do' pot á cada una de las 
dos lineas iguales DE, DI, que st:han de considerar co
mo conocidas; llamando ademas de esto t? la linea dada á la 
qual debe ser;> igual BC, tendré ^C -—z AE — CE — a 
— ^ 5 y los triángulos semejantes DFC, CAB me darán el 
valor de AB por medio de está proporción: CE : DE : í 
^C :'á^B5 esíó es, jc: /ï: : a — x: ^B*, de donde se saca 
^B := ^^C^, Pero por la propiedad del triángulo rectángu
lo ( L 5 1 7- ) tentemos ÇAC'f H- (^By z^z^BC^ : substitu
yendo en lugar de estas lineas sus valores algebráicos, ten- 
drémos Ça —> xy -H V e=z cc , ó aa 2ax -+- xx
^‘^.t'ALCA±AcC —ec, ó después de eliminado el denomi
nador, transponiendo y,reduciendo, x^ — 2ax^ -i- 2aaxx 
_ ce xx — 2a^ x -+- í3^ zno ; equacion de quarto grado, 
que no es, ni con mucho , la mas sencilla que se pueda sa
car para la resolución de la cuestión propuesta.

Si en vez de tornar CE por incógnita, tomásemos IB, 
en este supuesto llamaríamos IB, x, é imitando la resolu
ción precedente , sacaríamos una equacion que no se dife
renciaría de la que acabamos de hallar, sino en que en vez 
de- a —-x, tendríamos A’— a, quiero decir, que sería ab-
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Fig.soiutameníe la misma, pues estas cantidades están elevadas 
al quadrado en la equacion. La equacion que resultária si

24. se tomase AE por incógnita, no se diferenciaría sino en 
los signos de la que saldría tornando por incógnita ^C, Por 
lo que mira á DB y DC^ la equacion en que una de ellas 
fuese la incógnita, no se diferenciará, sino en. los signos de la 
equacion que tubiese por incógnita la otra : -luego no. se de
be tomar ninguna de estas líneas. ■ ■ -

Pero si tomamos por incógnita la suñia de las dos li
neas DB y DC^ y representamos esta suma; por 2;^, ten
dremos ( L 6^3 )\DB = x y DC=:ZX —Ar: 
pero las paralelas DI y C^ nos dán ,. para hallar. ^B y 
^C, las dos proporciones siguientes DC: CB. : ;. M ó DE: 
^B, y DB: CB:: DT: ^C^ esto es, x~~^: c.: ;. ^:

^B ------, y ~r:'r:: 4; ACz^———: luego

yá que el triángulo rectángulo C^B dá '(AB)- -+• (^C) ^z=z

(BCy^tendremos--------- -1- ^----------- =cc^ ó quitando

las fracciones, y dividiendo por rr , à^ ('c -H -^cy -h 
---- T^y — (jf H- 4"^)^ (*----- t^T o haciendo las ope

raciones indicadas , transponiendo y reduciendo, sacare
mos ;ï7^ — (-^fí? -+- 2íí¿i) x^ — 4"^^^^ “ IT^^*’ *^^ya equacion 
es á la verdad del quarto grado , pero es mas fácil de re
solver que la precedente, pues se resuelve ( 167 ) por 
el método de las de segundo grado.

Llegaríamos á equaciones todavía mas sencillas si ¡n-
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trodugéramos en el cálculo dos incógnitas, de las guales Fig. 
fuese la una la suma de las dos lineas ^B y ^C ^ y la 
otra su diferencia, esto es, si hiciéramos ^B -n ^Cz=: 2x^ 
j^ ^C:— 2y^ de cuyo supuesto resultaría ^B = 
y j^C — x —jp. El triángulo rectángulo ^^BC daría Ç^B^ 
~^Ç^C/ — {BCfj y los triángulos semejantes y^BC^ IBD 
darían (L459) ^B \ ^Cz: IB : W, de donde se sa
carían las dos equaciones necesarias para determinar x é^t 
de la una sacaríamos el valor de xx qué, substituido en la 
otra, daría para hallar jr una equacion de segundo grado.

Volvamos a nuestra equacion. En virtud de lo que se 
enseñó ( ló^r ) , tendremos x'^ — {'^(^^ •^.2aa) x^ -H 
(^¿.^ -H aa^^.i^^-^ec -+- tí¿í)V-H.^aaee — -j^c^ = aace -H 
fí45 sacando la raíz quádrada , x"" — (v^^ -F íí¿i) “ =t 
|/fldf?0'-Hfi4, y por consiguiente x^ z=i I¡^cc •^ aa-zíez .,, 

\Xaaec~i-a-^ ^ sacando dirá vez la raíz quadrada ten
dremos ,^nalmente at — ± X^T^^ “^ ^^ — \^ (a^e^ -1- d^), 

ó r.—: zL "|/ -^^Í* -H Íítí ± <3'\/(¿’¿’ H- a£^,

De los qúatro valores de x que dá la doble combina* 
clon de los dos signos zí= , solo hay uno que pertenezca á 
la cuestión, conforme viene propuesta, este valor es .v =: 

-H 1/ —ce-^ aa-^ aVicc^aa}, El valor x =............ 

H- iX^tfí- -H n¿i — tí V (í'í' -H tftf) resuelve la cuestión para 
el caso en que se pidiera que la linea CB estubiese en el 
mismo ángulo que el punto D (idease la fig, 25 ), en cuyo 25.
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Fig, caso no representa x la semisuma , sino la semidiferencia 
35. de las dos lineas BD y DC^ conforme lo probaremos fácil

mente, llamando 2;c esta diferencia, y resolviendo el pro
blema del mismo modo que arriba; porque tendremos DB 
;^ _'- c -H Xf CE = 4"^ — '^’ y -^^^ paralelas DI y C^Í 
darán DB \ CD ■ : DI : CA, y DC : CB-, AI: AB , ó 
^ç-^x: c:: a: CA^ y ¿-<?-—jí;:í':: a : AB-^ luego

CA =z --------- 3 y =:---------- : luego por causa del 
ií^-HX

, _ cí^^ A a^e^ 
triáng-uío rectángulo CAB tendremos H  

(lí^H-jf)’ (lí? — x)*
— í^ , ó practicando las mismas operaciones que arriba, 
x‘^ — (-^fí? -4- 2^^) x^ ::=2 -—aacc —- -^e^^ equacion de to
do punto la misma que la que acabamos de hallar para la 

24. suma de las dos lineas BD y CD : luego una vez que sir
ve la misma equacion para ambos casos., la una de las raí
ces debe dár la suma, y la otra debe dár la diferencia; pe
ro se echa de ver fácilmente, que las dos que se deben to
mar son las que acabamos de indicar; porque siendo total
mente negativas las otras dos raíces-, no pueden pertene
cer sino á casos del todo opuestos á los que hemos consi
derado en cada resolución.

Por lo que mira á estotras dos raíces, se hallarán los 
casos á que pertenecen , observando que no hay circuns
tancia alguna que determine éh la cuestión presente 5 ó a 

24. lo menos en la equacion, sVei punto P está , conforme su
pusimos al principio, debajo de AI y á la izquierda de AE^ 
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6si, al contrario, esta mas arriba de la primeralineay à la de-Fig. 
recha de la segunda, como se vé aquí respecto de A^ 1^ y de 
yi'E^ 5 pero.* como en este: caso estará» la cantidad ¿/en 
lados opuestos á aquellos en que testaba al principio, será 
negativa: luego sacaremos la resolución que corresponde â 
este caso con substituir — a en lugar- dé h- a- en la equa- 
ppn ^,—►(~<^<? Hr daayx^ &"c, ÍQH® Eá4^mQÍarriba 5 pe- . * 
-ro como no resulta,-de. e,sta substitution-.mudjanza alguna ; ? 
en la equacion, se sigue que esta misma equacion dc^e re
solver tambien estos dos nuevos casos. Luego los otj'os dos 
valoreó d^ X-SOu, ,el uno'la suma de las dos iineás DE^ 24. 
hi?, y^el estío, sil diferencia.‘Ÿ ebmefeCtô’^ëcbÿ 'á'¿. 

que-en eàa^ míe Va "posición' los puntos' R y C están á la--: * 
dos opuestos á aquellos en que estaban primero; y que por 
coinsigtiientiei así là< suma cómo da diferencia de las dos Ji- 
neas'ÍÍ.S^íi¿'í>C^'ten de seb negativas', yutáles las' dá con- 
efecta la* equacion. '

Para construir la resolución que acabamos de hallar, 
tomaremos sobr^-E^ prolongada la parte yíAT — e, y ti- 24. 
raudo.7.^,, Uevar.emps jçsta última sobre Di prolongada 2 g. 
desde f á Æà sobre D^como diámetro, describiremos el semi
círculo ELDj al qual encuentra' en L la ^1 prolongada. 
Desde el medio H de j^i>l tiraremos íH y la llevaremos 
desde l á M^ y será LMú primer valor de x: en la fig. 35 24. 
trazaremos desde el punto £ como centro, y con un radio 25. 
igual á IH ^ w arco pequeño que corte IK en M, y IM sera 
el segundo valor de x; y pues tenemos BDzzx-^-— ^5 *^^^“

MCD 2022-L5



2 3*8

Fig. dremos ■ËD'-±2-^:M-^^ -^^^^^^^ Bí) ¿^ /j¡^
24. -f- AJi en Ja: .Sg<; s^j■^f wnsiguipnie splQ restará tra- 
2 5. zar desde el' puñíofí^};cx>íx>0;rceíitro ^r.-^y ..eon.> qí- radió;- ï^j) 

que acabamos de dótermifiar^.'jua^ arco que corte’,Z>^ pro- 
longada-en algún .punto-- B -, i¿ recta ÜS será la que se pi
de. Con efecto, el triángulo rectángulo dá /¿Vô./Æ-

24- "jX (f^^ÿ^ ^- (3íh^^fc*?|Xaí¿’'^- i^ír^, y por ser-il-medíá

25. propórcionál entré £>/ y /jr; teneihos (Z¿)^ ~ D/x ZJ^ 
= a |Xz?^j-K^'^ó értriánguío rectángulo 7^77 da

3.4 * guJo.;r^c0ngulo z/M, dá^.zX^^'J^ CW'^-bT^^
-S- — jX ^¿t ^ ^ ^^ -^.4 y/^^^ -H:£^r) ;^ ¿v',y..7.<-. v-. -^^ 

=.1Z {^^r —m =!/««+y^í^^»*;^) =x.

Acerca: de este últjmp valor hemos]de^z prev^en^ 'qtnt
2 5. da -có^truccion iqpe .acabamos de ¿dár, csupotíév qne¿ZZ/ sea 

mayor que ZZ, ó por lo menos igual. ,&:fuere> menor sc^ 
ria imponible la'cuestion en este caso 5-.y tambien W dá á 
conocer el Álgebra: porquera el valQ^£qkí¿4í,-, -

■ - IX- ¿d*i4^'^^;^ qu'èes^k^)* 

es menor que a |zX(^^ ”^X 9^^ es(72)^., Íá cantidad que 
coge el primer radical, será negativa, y por cónsigpienr 
te será imaginario el valor de at. ' ‘

Con tornar por incógnita la suma de las dos lineas 
24. DB y DC en la fig. 24, ó su diferencia fíg. 25 , hemos Jle- 
25. gado á una equac¡on mas sencilla que si hubiéramos con-
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siácrado conio Ihcógnita C-S5 ^ ‘̂ Gÿ - o .^B ^ ó IS porque Figi 
la: relación de ias lineas E>s y DC con las lineas IB y ^B 
es semejante a ta que las mismas- líneas DB' y DC tienen 
con’ las-lineas ¿IC y CE ; ,qàiero decir que pueden determi- 
narse por operaciones semejantes j valiéndose de IB y ^B^ 
ó ^C Y CE. En general^ como la equacion debe incluir 
todas las diferentes relaciones que la cantidad que se bus
ca puede tener con aquellas de quienes pende , esta equa
cion será'siempre tanto mas sencilla, quantas menos rela
ciones diferentes tübiere con Ias demás la cantidad que se 
eligiere por incógnita. Lo haremos patente en estotra solu
ción de lá misma cuestión.

2^29 Ya- qué el ángulo C^i^S és recto, si imaginamos ’2 6. 
que sóbre CB cómo diámetro se describe un círculo, pasa
rá por el punto ^: tírese la lihea D^ que prolongada en
cuentra la circunferencia' en M; "sé echará de vér entónces 
que pues son 'iguales las lineas DI y DE ^ él ángulo DAI 
ó su igual BAM será'- dé-'45 grados, y por ser la medi
da de este último la mitad del arco MB, este arcó ÜIB se
rá dé 90®^ luego si se tira el radio-ZM, el triángulo DLM 
será rectángulo, y por cónbiguient¿'bajandó‘isobreDM là 
perpendictilar BU^ ef lado ZM (L 463 ) será medio pro-' 
porcioñal entre DM y- MII-^ ô entre DM y AII^ porque 
la perpendicular LU hace-qpe scs, AU — 7VM.(I.-349 )ï 
De aquí es facil sacar una résolucion muy sencilla, toman
do AN por incógnita. ■ -

Liamémos x esta linea AN^ y ¿ la linéa DA que
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Fig. consideramos como conocida. Eníonces DM será, d n- 2x^ 
y pues tenemos, según hemos visto poco há, DM: LMr,
LMt M^ y tendremos d2xt x^Y por con
siguiente dx -^..2xx ¿2 y cc^ ó xx -i- — dx ^-^ ^í? cuya 
equacion dá x = —^y íZziú'l/ ,̂ 

Para construir esta cantidad la doy esta forma: ár™
i j -1—Tomo en los lados ^0^

MI del ángulo recto /40,Tas partes Mm , Mu iguales ca
da una á y^5 y concluyendo el quadrado Mmpn^ tiro la 
diagonal Mp que será perpendicular á DA é igual á 1/ -1—^í^í^ : tomo en la AD la parte Ar igual á yí¿^
ó á.-EAD '<¡ Y tirando ^r^-s^co pf = V^ C^f)^
I/' Z^¿7L¡7 J^TZ^T'-^rrí no hay, pues, mas que hacer, pa* 
ra sacar el primer valor de jv, sino restar de pr la,cantidad 
Ed, Ío que se egecutará trazando desde el punto, r como cen
tro’, y con el radio rp un arco que corte DM en N^ y será 
ALI el primer valor de az : de modo que si levantamos en el 
punto IV la perpendicular LIL^ y la cortamos en L por un 
arco trazado desde el punto A como centro, y. con el radío 
i^^ determinarémos el punto Z^ y si por este punto, y el 
punto D se tira DCB, estará concluida la resolución.

Por lo que toca al segundo valor de ir, es á saber x — 
» j , le sacaremos con llevar

rp desde r á. Ñ', porque siendo entonces ^7V igual a 
^ rN', valdrá^rf -H v'(M‘^ * -^cc -t- -^e^:, esto es, 
será igual al segundo valor de x mudando los signos; y co- 
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mo cae á un lado opuesto al primero, será , atendiéndolo Fig. 
todo j él verdadero valor de ¿v eh esté segúndí) ’caso. Leván- 
taretnos, pues, tambien eñ el púnto-TV^ la perpendicular 
N^l\ y haremos que la corte en Z^ un arco trazado igual
mente desde el punto ^ como centro, y con un radio = ~^c\ 
tirando entórices por el punto Z-,' y por él punto D la recta 
B^ B' £>,tendíemos ¿a segunda résólució^ que-ádmite la cues
tión. Lo probaremos con suma facilidad aplicando; al pie 
de la letra á la fig. ajr lo que digimos de la fig. 26 al prin- sir. 
éipio dé eStáT-esolucíon 5 se Vérà que Uamandó^TVó jî/A^ÿ 26. 
^-!,‘ sirf- niCidai l^s Sfemas- deribminafcióbé^*',-tendremos b/i^í 
Jí^B:: J^L: ■^N'j esto' es,-’23^■--^‘ :‘■^^1: -Lfl jí, y' ^j^ 
consiguiente 2xx — ííxz:z~~cc\ de donde se saca -r—■ ^ d 
— ^{^^^ "^ ¿ú ^"^ cífyos' dos valores el uno es, '
précisaVnente élmíámo 'de q^b-lrátarnoé mó hay- nías dife-- 
rencia qUé la precisa de'Íoá'Sigríó^.'' = ■ -

Pero sobre esto tenemos que prevenir uná cosa muy 
importante; Puede suceder que el arco que se quiera trazar 
desdé'erpuhlo-^'cü-mó'écntrc)--, yícbn'él radio ^¿'^, no eh- 
cuéntre la ‘peipendicular'^K^, í)brqúéla'cantidad^í7 pue- 2 6. 
de ser meriof que ^N'\ HéáióS' dicho á la verdad que quan
do las equaciones de segundo' grado son imposibles , lo dá 
á- cobbeer eT Álgebra^ pérh ^h la éi^uaciom at — -__ W 
“^^^'^ ^^“^'^ ^^“^ 1^^^' ^^^a manifíestá los casos en 
que paédé'haber' esfá. impoèibiîidàd; porque es necesaria
mente positivo todo lo que está debajo’del radical.
•--¡Es'prééiso'ápeár esta- difíchltád. No hay duda en que

Tom. TI, 0
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Fig. quando una .cuestión espresada algebráicamente fuere impo
sible , el Álgebra manifestará su imposibilidad 5 pero papa es* 
to es indispensable que espiase; el Algebra todo lo que supo-, 
ue la cuestión, ,sea explícita ó implícitamente, cuya cir
cunstancia no concurre.en el caso actual. Con efecto, la 
cuestión supone táqUamente \que los* tres puntos V^. A^-E 
no esten en una misma ibaea-recta , cuya, condición np pie
mos :espresado algebráicamente : solo hemos espresado que 
LM era inedia proporcional entre DM y Esta pro- 
p'ledad perteneqq,¡pp realidadj^l tt^ngulq.rectángulo ; pero 
ppede .también yerifi^^f quqndq^sq; han supuesto en,linea 
recta los tres puntos'/)-, ^5. 4*.Con efecto es evidente que 
s,e puede proponer un calculador esta cuestión : j^veriguar

28. ^gg .¿nfervalo se debería T^gja^ en la direeeion DL -entre-las 
d¿>^\f¡eelaS’j; DAíj^oMI^-; d^;•gonoçida , ÿaf_a 
sea media proporcional enpJ^ ■ D^ y MN, estando el pufito 
N en medio de ‘AWÍ.

De esta cuestión resultará cabalmente, como es fácil 
comprobarlo, la misma equacioq. que arriba,,^ya xqua^. 
cion da dos resolucipnes., la una para el ca^o ¡en querloS: 
dos puntos A y Jf estan entre D y D ‘̂ y la otra para el 
caso contrario. No es, pues, de estrañar, que quando es 
imposible la primera cuestión (en uno. de .sus. casos.por lo 
menos) no lo manifieste el Algebra'^ pues debe dar la reso
lución de esta segunda cuestión que siempre es posibíe,

230 Esto nos obliga á distinguir las cuestiones en. 
concretas y alfstractas. Por cuestiones concretas entende-
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mos- las cuestiones de la.naturaleza de la penúltima y en las Fig, 
guales lo- qoe- .se busca está : especificado.-ó partículanzado,. 
por alguna condición, alguna propiedad Ó 'alguna construc
ción particular que la equacion no espresa. Las cuestiones, 
abstractasy al contrario ^ serán aquellas en que se conside
ran las cantidades únicamente;corno cantidades, y espresa. 
la equacion todo lo que incluye la cuestión, .como en la ul
tima que hemos propuesto.- Estas pueden tener siempre 
tantas, reso luciones .positivas ó. negativas, guantas résolu-!-. 
Clones reales -tiene Ia.{equacion ; ,pero .:el. número ^de las - 
resoluciones, de tina, cuestión- concreta es muchas - veces.) 
menor que el número de las resoluciones,.aun positivas, 
de la equacion., conforme lo evidenciará la cuestión si-, 
guiente./ ,

2¿i Cuestión! V}ll.:,^Sup()hgaíJ^/},r ^us_ ABED repre- ag, 
sent0 'una esfera engendrada por ¿a rotación dei semicírcuió 
ABE ai rededor dei diánjetro AE. Ei sector ABC engendra 
en este movitniento un sector esférico que se compone de un 
segmento esférico engendrado por ia potación dei semisegmen^ 
to- ABP, y de un cono engendrado por ei tridngui& rectdngu^ 
io BPC. Supongamos que se pregunte donde serán iguaies 
entre si ei- segmento esférico y ei cono» .

Para resolver esta cuestión es menester tener presen
te (L 6 1 3 y 603 ) que el sector esférico es igual ai produc
to de la superficie del casquete B^D por el tercio del radio 
^C. Pero la superficie del casquete (L 581) se saca mul
tiplicando la circunferencia ^BED por la altura ^P del

Q3
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Fig. mismo casquete. Luego si representamos por la razón r: c 
la razón del radio de un círculo á su circubferencia,' y lía-» 
mamos ^C, íj, AP , Xy sacaremos la circunferencia rS^SiSD 
por medio de la proporción siguiente r: e:: a: ASDE^ 
qué será por consiguiente -^: luego la superficie 'del cas
quete será -^5 y por lo mismo la solidez del sector será

r33r
La solidez del cono se sacará multiplicando la super

ficie del círculo que le sirve de base , esto es, la- superfi
cie del círculo cuyo radio es BP^ por el tercio de la al
tura CP pero ya que CP zti CA ~ AP ±=: a—x , y: 
que CB = a^ tendremos en el triángulo rectángulo BPC^ 
EP=z\/ Ç(CBY — ( PC)^ ) — ^/(^aa~aa ~'\~ 2ax - ^jp) 
“\/(2 4jp — x^^^T como para sacar la superficie del circu- ' 

:-lo, cuyo radío es BP^ se debe' multiplicar'su circunferen
cia por la mitad del radio, y para sacar esta circunferen
cia es menester calcular el quarto término de esta pro
porción r: <?:: \/(24¿r — ¿r¿r): á un quarto término que 
será "-^^^^~=tíi}• multiplicando, pues , por la mitad del ra
dio t/( 2ax — xx)^ sacaremos- que *"-..^775^1. es la su
perficie de la base del cono^ multiplicando esta superficie 
por el tercio de la altura CP^ esto es por -^^, tendremos
e.2ax~-xx a — x' ' -

x —-— que sera la solidez del cono. Como pa

ra que sea el cono igual al segmento, es preciso que el sec
tor que es la suma de los dos, sea duplo del uno ú del

> caa» Zi2X——XX A caaxotro, se sigue eue -— = x ? o —■ =
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J________ '-----suprimiendo 3 , factor común del nu- Fig.
S'*

merador y del denominador. Esta es la equacion que re
solverá la cuestión, y la podemos simplificar suprimiendo 
3r que es divisor común, y ex que es multiplicador co
mún de los dos miembros, tendremos entonces aa — 2a^x,

ó xx — 3íí¿v = —aa‘j de donde se saca, por las 
reglas dadas (igi y iSí^)> ^ = yííí:v^7^«5 pero 
de estas dos resoluciones solo sirve x = ^ ^ — ^-^aa^ por 
ser evidente que si íf = f a -HV'4“ ^^ valiere mas que 
za^ esto es mas que el diámetro, no podrá convenir á la 
esfera la resolución que espresa.

Si quisiésemos construir el valor x=z:-|"^ —^"7 '’^* 
le daremos esta forma A?=~^ — ^^ ("F^^ — '^^)’ ^^^ 
mando AMz=z^a, describiremos sobre ^M como díá- 29. 
metro el semicírculo AOJ^, y tirando la cuerda ^0 = a, 
tiraremos 0/^ para llevaría desde M á P acia ^5 el pun
to P donde rematare , determinará la altura ^P ó x. 
Con efecto, por causa del triángulo rectángulo ^0/^ , te
nemos OM qPM-=:zV ÇÇ^My — (^0)’) = \/(-^ aa — aa)^ 
luego AP = ^M— PM =z~~a — v/ (—¿2^ —aa) = x.

Por lo que mira ai segundo valor xzze -^íi -4- t/ -^a^, 
de ningún modo pertenece, según acabamos de decir, á la 
cuestión presente^ pero corresponde igualmente que el pri
mero, á estotra cuestión abstracta que está cifrada en la 
equacion xx — ^ax — — aa^ 6 '¿ax — xx aa. Es^ 
tando dividida la linea conocida AN en tree j^artee iguales 30, 

Tois.íI, 93
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en ¡os puntos B y D, baüar en ¡a direoeion de esta Unea 
un punto P, tal que la parte AD sea media proporcional en^ 
tre las distancias del punto P d los estremos A jp N, Porque 
si llamamos a el tercio ^D de la linea conocida ^N , y 
^P y x^ tendremos PN z=z ^a — x '^ y las condiciones de 
la cuestión darán esta proporción xt a:: a: ^a —‘ x y de 
donde se sacará esta equacion ^ax — xx ::zc aa^ cuyas dos 
raíces son x ~^a ^V — aa. como arriba; se sacarán 
tambien ambas de la misma construcción , solo que para 
la segunda, quiero decir , para xz:^ -1^- a -^ \/ -^ aa, lleva
remos MO desde M á p' acia TV, y entonces NP y ^F‘ 
serán los dos valores de at.

Otras aplicaciones del álgebra á varios asuntos,

232 Para resolver la última cuestión nos ha sido 
preciso calcular la espresion algebráica de un sector esfé
rico, y del cono que es parte de él. Los cuerpos que he
mos considerado en la Geometría, ocurren frecuentemen
te en muchas cuestiones, y particularmente en las cuestiones 
Físico-Matemáticas, cuyo asunto es aplicar las Matemáticas 
á la Física. Es, pues, del caso hácerse familiares las espresio- 
nes algebráicas que los representan ya en todo ya en parte.

No solo nos será muy provechoso en adelante este 
conocimiento 5 sino que tambien hará patente quan socor* 
rida es el Álgebra para la comparación de dichos cuerpos 
unos con otros, y la medida de todos los que con ellos se 
puedan comparar.
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Si representamos en general por r : i? la razón del ra
dio a la circunferencia de un círculo (I. 504)5 la cir
cunferencia de otro círculo qualquiera cuyo radio sea ^, 
será y su superficie-^ x — 6 ,

Se infiere de esta espresion que las superficies de los 
círculos crecen como los quadrados de sus radiosj porque 
siendo siempre ^ del mismo valor, no crece la cantidad 
-^ sino á proporcion de lo que crece

Si fuere H la altura de un cilindro de cuya base re
presente zí el radio, espresará (L 600) ^ x El su soli- 
dez5 por la misma razón será, -^ x ¿ la espresion de la so
lidez de otro cilindro, en el supuesto de que sea b su altu
ra, y a el radio de su base: de suerte que las solideces de 
estos dos cilindros serán entre sí:: — x H: — x b , ó:: 
,-^^H,: a'^b^f con suprimír el factor común —5 quiero decir 
que las solideces de los cilindros son como los productos 
de sus alturas por los quadrados de los radios de sus bases, 
Si las alturas fueren proporcionales á los radios de las ba
ses, entonces fí: b:: ^: a, y por consiguiente b =^^^ 
y la razón ^^H: a'^b será ^^H: ^^^ -ó despues de supri
mido el factor común H, multiplicado por A^ y elimi
nado el denominador A^ será ^3: «s 5 quiero decir que 
en semejante caso las solideces son como los cubos de los 
radios de las bases.

En general , las superficies, según vimos en la Geome
tría, penden del producto de dos dimensiones, y los sóli
dos del-producto de tres, dimensiones 5 por lo que , si cada

Q4
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dimension del uno de dos sólidos, ó de la una de dos su
perficies que se comparan, fuere á cada dimension de la 
otra en la misma razón, las dos superficies serán entre sí 
como los quadrados, y los sólidos serán como los cubos de 
dos dimensiones homólogas. Poniendo la proposición en 
términos mas generales todavía, podremos decir que si dos 
cantidades qualesquiera de la misma naturaleza están es- 
presadas por el producto de quantos factores se quisiere, 
y si cada factor de la una fuere á cada factor de la otra, 
en una misma razón, las dos cantidades serán entre sí 
como un factor homólogo de cada una , elevado á una 
potencia de un grado igual al número de los factores. Por 
egemplo, si una cantidad está espresada por jíBOD^ y otra 
por aMy en cuyo caso las dos cantidades son la una á la 
otra:: ^BCD: aècd^ si fuere ^: a:: B\b:t Ciet:
de las proporciones que dan estas razones se sacara = ^, 
¿. — ^^ íZ — —, y por consiguiente la razón ^BCD : abed 
será ^BCD: ó ó

Lo mismo sucedería aun quahdo no fuesen monomias 
las espresiones de estas dos cantidades 5 si fuesen espresa- 
das, por egemplo, la una por ^B-^CD^ y la otra por 
a^^cdj en el caso de ser las dimensiones de la primera 
proporcionales á las dimensiones de la segunda, serian es
tas cantidades la una á la otra:: ^^: ^^5 porque como su
ponemos que ^: a:: Btb:'. C‘.ei‘. D- íZ, tendremos b
— e:=.~-> dz=z—^ y por consiguiente la razón ^B -H 
CD \ ab-i- ed se transformara en ^B^ CD^ — —Az^"^
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Ô ^S CD : e£^^ , 6 A^ ÇAS CD): 
ii^AB -+■ CD}^ ó finalmente A^ : 4\

La Última observación demuestra de un modo géné
ral que las superficies de las figuras semejantes son como 
los quadrados de dos de sus dimensiones homólogas, y las 
solideces de los sólidos semejantes como los cubos de las 
mismas dimensiones^ porque sean Ias que fueren dichas fi
guras, ó dichos sólidos, las primeras pueden siempre con
siderarse como compuestas de triángulos semejantes, cuyas 
alturas y bases son proporcionales en cada figura, y los só
lidos pueden considerarse como compuestos de pirámides se
mejantes, cuyas tres dimensiones son tambien proporcio
nales.

Esto manifiesta quan fácil es comparar las cantidades 
una vez que se ha sacado su espresion algebráica, no solo 
guando estas cantidades son de la misma especie, sino tam
bien quando son de especie diferente, como un cono y una 
esfera, un prisma y un cilindro ^ la única circunstancia pre
cisa es que sean de la misma naturaleza, esto es, ó ambas 
sólidos, ó ambas superficies, &c.

333 Propusimos (L 6oj^ ) lo que se debía egecu- 
tar para hallar la solidez de una pirámide truncada ó de 
un cono truncado. Si llamamos H la altura de la pirámi
de éntéra, y b la altura de la pirámide quitada: S la su
perficie de la base inferior, y j la de la base superior, ten
dremos ( 1.554 ) 5: j:: H": b^ ^ y por consiguiente 
b* = ^ï, ó )&= HZ-^- Si llamamos k la altura del trozo,
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tendremos k=, fí— ^, y por consiguiente k=zH—]^\/^^
6 k donde sacaremos H
pero la solidez de la pirámide total es 5 x, , y la de la 
pirámide quitada es y x — 5 d (poniendo en lugar de-¿ su 
valor que hallamos poco há) j x-^ v^^lluego la solidez 
del trozo será ~ -— j^^, ó -^, ÇS — ^:^)? ó finalmen
te -^. (—-^J^):-pongamos, pues, en lugar de./Z-'su valor 
recien hallado, y tendremos -^4—"^ 5 Q^^ 
se reduce á-|-(-^^^^^) , ó dividiendo-por VS— V^îSe 
reduce á -|’(5 -+■ \/5j -4- í) , cuya espresion nos está di
ciendo, que ; todæ pirámide, ó todo cono truncado se com
pone de tres pirámides de la misma altura, y de las quaíes 
la una tiene por base la base inferior del trozo, la otra la 
base superior j, y la- tercera una media proporcional, v/^j 
entre la basefinferior^ y la aperior r, porque para sacar 
la solidez de estas tres pirámides, bastaria ^ una .vez que son 
de la misma altura, tomar la suma 5 -n iZ^Sr -i- r de las tres 
bases, y multiplicaría por el tercio^-^de la altura común, y 
sacaríamos la misma:cantidad que acabamos 'de^haliar, > 

234 Si a representa el radkxde.una- esfera'^ será -^ 
la superficie de su círcdlo máximo ; /^^ ó -^‘scrá la su
perficie de la misma esfera, y por consiguiente'— x -—;/, 
ó — x — será su solidez ( L gjrS y .608.'-)., . .

■ Si llamamos x- la altura de un segmento qualquiera, 
será , según vimos en la resolución de la última cuestión, 
íííí la solidez del sector , y — >< 1^ del 
cono que es parte de él : luego la 4eÍ segmento^ ( I. ó 1 6)
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será "y — “. 2ax — ^x. ^^ = — (^ax — x a-^x )
c Zaax—-iaax—axx—i^Zaxxr— c

ÍZZ — Xj Sr * 2

(fl^ -p)5 de donde inferirémos que la solidez del seg
mento es igual al círculo cuyo radio fuere la altura de dir 
cho segmento, müítiplicadó por el radio menos el tercio 
de la misma altura.

Una vez conocidas Ias- espresiones algebraicas de las 
cantidades, es fácil resolver muchas cuestiones que se pue
den proponer acerca de las mismas cantidades. Por egem- 
plo, si se preguntase qu'ál habria de ser la altura de un co
no para que fuese igual en solidez á una esfera dada, sien
do el radio de su base igual al radio de la esfera, llamaría
mos b dicha altura, y ^ el radio de su base, y espresaría 
-C x — la solidez de dicho cono 5 y como debe ser igual 
á la esfera cuyo radío es tambien a^ tendrémos — x ^ — 
J _ x —, de donde Se' saca b = 4^11, despues de borrado 
en cada miembro el factor común v*

Este valor de <6mâ'nîfiesta que là' altura ha de ser du
pla del diámetro de la esfera, y con efecto debe ser así^ 
porque como es la esfera (L 610 ) los-y- del cilindro cir
cunscripto debe ser el duplo de un cono de una misma ba
se y altura que el cilindro, esto es, igual á un cono de la 
misma base y de una altura dupla.

De la resolución de las equaciones superiores^
235 La resolución de las equaciones de un grado 

superior al segundo ha dado á la verdad mucho que hacer

MCD 2022-L5



£ LEME NT0S^352

á los Calculadores 5 pero no han' dejado de ocurrirles acer
ca de ellas algunas consideraciones generales, que pueden 
manifestar su naturaleza, y facilitar en muchos casos par
ticulares su resolución.

Como hablan reparado que las equaciones del primer 
grado no tenían mas que una raíz, que las del segundo te
nían dos, se inclinaron á creer que Ias equaciones del ter
cer grado tendrían tres raíces, y así de las demás. Y para 
confirmar esta sospecha, ó por mejor decir para averiguar 
con evidencia si era cierto que tubiese una equacion tan
tas raíces como grados, se empeñaron en resolver las cues
tiones al reveso quiero decir que en vez de buscar las raí
ces de una equacion, buscaron quál sería la equacion cuyas 
raíces fuesen cantidades dadas. Se viene á los ojos que esta 
cuestión es mucho mas fácil de resolver que la primera.

236 Antes que enseñemos el camino que en esto 
han seguido los mas diestros Analystas, hemos de preve
nir que se destruirán mutuamente los términos de una equa
cion si se pasan todos á un solo miembro, con lo que se 
la puede dar tal forma á una equacion qualquiera, que 
será cero su segundo miembro. Sí tubiéramos, por egem- 
plo, Ai— 3¿zjf, podríamos inferír que x^ H- d^ — 
2zí¿e = 0. Estando escrita de este modo la equacion, pode
mos considerar el primer miembro como el producto de 
x — a por A? — <35 y como este primer miembro se re
duce á cero, es preciso que x z::a, ó, lo que es lo pro
pio, que A?—4 — 0.
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2^^ Pero como la cantidad x^ —— ^ax -+- aa es un 
quadrado perfecto, no. puede el uno: de sus factores ser igual 
á cero, sin que ló sea tambien el otro: en lugar de que si 
laeantidad propuesta hubiera sido x^ — ax -^ bx ~¥~ al^ =1 o, 
hubiera bastado que xl uno de sus factores x —a, ó x-~b 
hubiese sido cero para que lo fuera el primer miembro. 
Suponerlos' ambos iguales á cero, sería un supuesto contra
rio á la exactitud, pues sería lo propio que mirar a y b 
como indispensabíemente iguales.

23.8 Es pues el primer miembro de una equacion 
/ra^ladada el producto de muchos factores iguales ú desigua
les entré sí: quando son todos iguales, todos se reducen 
á cero, y quando son desiguales basta que solo el uno de 
ellos sea igual á cero.

339 Sentado todo esto, supongamos que se nos pre
gunte, por egemplo, ¿qual será la equacion en que él va
lor de x podrá ser ó 2,0 3,0 5? Bastará para respon
der á esta pregunta formar estas tres equáciones lineares 
jx: — 3=:zo,;v — 3 zzzo,x — g = 0 , y multiplican
do la' primera por la segunda, y su producto por la ter
cera, saldrá x® — lox^ -H 3 ix — 30 = 0 , en la qual 
podemos suponer indístintamente re — 2 , ó — 3 , ó = 5. 
Es patente que con substituir en la equacion x3 — iox^‘ 
-H 3 ire — 30 = 0, cada uno de estos valores en Iu-! 
gar de x ■, quedará resuelta dicha equacion, ó lo que 
viene á ser lo mismo, se desvanecerán todos sus términos^ 
porque como la espresada equacion se puede reducir á es- 
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ta forma (x — 2). (x ^ 3 ). (xA-r 5 )■= o, el supuesto 
de hacer igual a cero qualquiefa de sus partes, ha de cau
sar que se desaparezcan , jorqué las multiplica todas. Es así 
que el supuesto de x = 2 , ó~ 3 ,ó=: 5, hade que sea 
cero la una de las tres partes x — 2 ^ x — ^ y x —- 5^ 
luego &c.

240 Manifiesta todo esto como puede.una equacion 
tener tantas raíces como grados : para tratar este punto 
con mas generalidad, supondremos quesean a , ^^ c, d las 
raíces de una eqUacion, y por consiguiente que x a ^0, 
x ^¿f =2 0^ X — ¿“zzOjAT — d=o sean las equaciones li
neares que forman la equacion, cuyas raíces son dichas can
tidades. Si multiplicamos unas por otras todas estas equacio
nes, resultará el producto siguiente, que ya sacamos en otro 
lugar ( 94 ), bien que con una mira algo distinta de la 
que llevamos ahora.

^4 — ax^ -H a^x^ — alfcx -4- a¿fcd = o
—• ¿fx^ -H aex'^ —— a^dx
•— cx^ -t- ¿fex^ — aedx
— dx^ -4- adx^ —■ ¿^cdx

—H ¿fdx*
-F edx'^

que representa la equacion en la qual puede tener x á un 
tiempo los valores dados a^b^c^d,

241 Acerca de esta equacion haremos las conside
raciones siguientes, que pueden aplicarse generalmente á las 
equaciones de todos los grados.
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El primer término dç la equacion es la incógnita sin 
coeficiente levantada á la potencia cuyo grado es igual al 
número de las raíces.

El segundo término contiene la incógnita levantada á 
una potencia inferior de un grado con un coeficiente igual 
á la suma de las raíces.

En el tercer término está la incógnita levantada á una 
potencia inferior de dos grados, y lleva por coeficiente la 
suma de todos los productos que se pueden formar con to
das las raíces, multiplicándolas de dos en dos.

En el quarto término está la incógnita levantada á una 
potencia inferior de tres grados, con un coeficiente igual 
á la suma de los productos que se pueden formar con to- 
das las raíces multiplicándolas de tres.en tres.

Lo mismo sucederá respectivamente en los demás tér
minos hasta el último, en que no habrá potencia alguna 
de jv, y solo se compondrá del producto de todas las raí
ces multiplicadas las pnas por las otras. Estas son las co
sas que en muchos casos han guiado á los calculadores, sea 
para hallar las ralees de las equaciones, en cuya resolución 
se hallaban empeñados, sea para conocer á lo menos algut 
ñas de sus propiedades.

24a. De estas consideraciones han inferido, por egeni- 
plo, i.® que quando una .equacion carece de segundo tér
mino, como la equacion ;v5 — gx^ -4- 4^^ — 7Jcr — 3 
=:o, ha de tener por precision raíces positivas y raíces 
negativas, y que la suma de las unas ha de ser igual á la
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suma de las otras 5 porque á no ser así, no se hubieran des
truido mutuamente para hacer que se desapareciese el se
gundo término. Por consiguiente, una equacion de tercer 
grado, que careciese de segundo término, tendrá indispensa
blemente ó una raiz negativa igual á las dos positivas, ó 
una raiz positiva igual á las dos negativas.

243 2.® Que guando entre los factores de una equa
cion trasladada no hubiere ninguno imaginario , * y tuvie
sen sus términos aitemativamente signos diferentes, todas las 
raíces de dicha éqUación serán positivas. Si todos los térmi
nos llevaren el signo -+-, todas las raíces serán negativas. 
En general, habrá tantas raíces positivas, guantas mudanzas 
de signo haya de un término al siguiente^ y tantas raíces ne
gativas guantas veces de seguida se hallare un mismo signo. 
Pero esta regla no se verifica guando tiene la equacion raí
ces imaginarias.

244 3‘® Qtie una eguacion que careciere de último 
término, tendrá por lo menos una raiz igual á cero.
- Supondrémos en todas las consideraciones que hiciére- 
mós acerca de las equaciones, que no llevan ninguna canti
dad irracional.

34s Pero se echa de ver que no se verificarán en 
ninguna equacion las propiedades espresadas si no estúbieren 
todos sus términos en un mismo miembro, á cuya condi
ción deberá juntarse la de estár ordenados todos los térmi
nos por la incógnita, y de no llevar esta cantidad en el 
primer término otro coeficiente que la Unidad.
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Si faltáre en la equacion alguna de las potencias de x 
se considerarán los demás términos en el mismo lugar que 
ocuparian si no faltase potencia alguna de x^ Por egemplo, 
en la equacion ;c5 — 3;c3 -+- 4^7 — 3 z= o , el término 
3;<r3 es el tercer término, aunque falta el segundo 5 y el tér
mino 4jf es el quinto, bien,que falta el quarto. Si quisié
ramos, pues, aplicar á esta equacion las consideraciones de 
antes •( -241 y 243 ), diríamos que la süma de las cinco 
raíces es nula^ esto es , que tiene indefectiblemente raíces 
positivas, y raíces negativas, y que la suma de las unas es 
igual á la suma de las otras. Diríamos tambien que la suma 
de todos los productos que se pueden formar con multipli
car todas las raíces de dos en dos es igual á — 3: que la 
suma de todos los productos, que se pueden formar con muí* 
tiplicar todas las raíces de tres en tres, es o: que la suma 
de todos los productos que resultan de multiplicar todas las 
raíces de quatro en quatro, esn- 4 ; y finalmente que el 
producto de todas las raíces es— g.

Método para transformar las equaeiones , y quitarías su 
segundo termino.

246 Del modo con que hemos visto que se forman 
las equaciones se pueden sacar, y sacaremos muy en br,eve 
algunos métodos para conseguir su resolución, Y como para 
lograr con menos fatiga este intento suele conducir en mu
chas ocasiones transformar una equacion propuesta en otra 
en que concurran ciertas circunstancias determinadas, es del 
caso declarar, antes de pasar adelante, el modo de egecutar

Tom. IR R
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algunas de estas transformaciones, y concluirémos manifes
tando como se elimina ó quita el segundo término de 
una equacion , que es una de las preparaciones mas impor
tantes que conducen para su resolución.

24Z Quando lleva alguna equacion coeficientes frac
cionarios como esta x^ -+- 4 ^^ “^ T ^ "^ Í ~ ^■’ ®®'^^y 
Util hacer que se desaparezcan todos^ para cuyo fin se su
pone ^ =: £ , siendo jz una nueva incógnita, y w una can
tidad que determinarán las mismas condiciones de la cues
tión, Si se substituye 4 ^u lugar de x en la equacion pro- 
puesta , se transformará ^ -+- *¿ -H 7^- -+- ^ = ° ■> ° 
y3 ¡ ^^ 1 fí^ -h- —o, en cuya última equacion 
no habrá coerciente alguno fraccionario si m fuere divisible 
por íí,por d^y por>. Pero el producto de las tres cantidades 
a^d^ges siempre divisible por cada una de ellas: luego con 
substituir en lugar de m, y’ lás diferentes potencias de m que 
hay en la equacion despues de transformada, el producto adg^ 
y sus potencias semejantes, se eliminaran facihsimaménte sus 
coercientes fraccionarios. Egecutando estas substituciones 
sacarémosj;3 -H ^ ::= o , que se 
reduce á j3 -i- hdgy^ -+- ea'^dg^ -+- fíí^d^g^ =^ ^ j en la 
qual no hay ningún coeficiente fraccionario. Una vez ha
lladas las raíces de esta equacion, se sacarán fácilmente las 
de y? 1 — — x ~ dividiendo las raíces de 
la primera por m cuyo valor ya estara determinado.

248 Con la mira de manifestar como se elimina el 
segundo término de una equacion, supondremos que la pro
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puesta sea la equacion general x'^ z±=:ax'”~^ ± ^x’^~''^ ± &c. 
....P zzr o. Supondremos despues x ” j^ “*“/'? siendo ^ otra 
incógnita, y / una. indeterminada, cuyo valor determina- 
rémos como conviene para el fin que llevamos. De este úl
timo supuesto resultará substituyendo en la equacion gene
ral, en lugar de az , la cantidad j; -1-/*

De cuya equacion se desaparecerá el segundo término si fue
se fny”‘~^ f ziz ay’^^^ zz:: o. Eor ,consiguiente^ es preciso 
que despues de haber dividido por jp’”~’',, y traspasado 
tengamos/— z^ A De donde sacamos , que en general, 
para eliminar el segundo término de una equacion qualquie- 
ra, todo el artificio se reduce á suponer siji incógnita igual 
á otra incógnita menos ó mas el coeficiente-del segundo tér
mino de la misma equacion, dividido por el número que es- 
presa su grado. Si el segundo término de la propuesta fuese 
positivo-, el valor de / será — -^5 y si fuese negativo, el 
valor de / será

Por el mismo camino averiguaríamos lo que se ha de 
practicar para eliminar el tercer término de la propuesta. 
Para cuyo fin igualaríamos á cero la cantidad ~¿=í
ct w—i. ay”'~'^ f ± lty’^~^ que es el tercer término, de 
la transformada general rt mj;’”“^/=t &g. Dividien
do todo por resultará -~c£ /2
multiplicando por a , y trasladando el último término , sal-

R a

MCD 2022-L5



3 6o ■'E L E ME'NT 0 S

drá m. œ—i • T =!= 2'»-2- "/= “ 2^ = si dividimos 
todo por m. Iñ^ , y consideramos que 2m — a dividido 
-bor m — i — 2 , sacaremos f^ =±= ^f=zz^ :—Cu- 

va equacion , resuelta conforme ensenamos ( i5^ )? dara

/==5=
Pero;cbmo la substitución- de este valor de f en Ia 

equation x z=y ~^ f introduciría radicales eri la transfor
mada, mejor será no eliminar mas que el segundo término. 
Saldría todavía mas complicado él cálculo si se intentase 
’eliminar por este método el térmín'-o^uarto, quinto, &c.

Resolueion de- las Equacidnes por ehmétodo de los- divisores.
249 De la propiedad que tiene el último término de 

qualquiera equacion de ser el producto de todas sus raíces, 
se ha sacado un método para hallar las que son comensu- 
rablçs. Con efetto, si despues de hallados todos los divi
sores del último término, se egecuta la division de la equa
cion por la incógnita H-j ó — alguno de dichos diviso
res, y sale exacta la division , se consigue un factor de la 
equacion , y por consiguiente una de sus raíces. Si divi- 
diéramos,poregemplo, la equacion x-^-ax^ -i-&c. (240) 
por jf — a, saldría el cociente x3 — bx^ -+- &c. el qual 
dividido después por x — b , dará el cociente x^ ■ — &c. 
y así prosiguiendo' hasta hallar todos los divisores de la 

ecuación x^ — íix^ &c.
Si quisiésemos hallar los de la equacion x^ -+- 3^'

31 =;=o, empezaríamos buscando por el método 
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que daremos dentro de poco , todos los divisores de 2 i que 
son i , 3 , 7 5 2 i. Dividiríamos después Ja equacion por

i • y como esta division no se puede egecutar, es se
ñal de que x -f- i no es uno de los factores de la equa
cion propuesta. Probaríamos despues la division por x^ I5 
sacaríamos que x — i es uno de los factores que busca
mos , porque divide la equacion sin resta alguna. Calcu
lando así á tientas, hallaríamos que x—3 y xson 
los otros dos factores, de donde inferiríamos que las raíces 
son i , 3 y— 7: de suerte que con substituir qualquiera 
de estos tres valores en la equacion , se conseguiría que su 
primer miembro fuese cero.

La práctica de este método no ha sido muy penosa en 
este egemplo, porque como tiene 2 1 pocos divisores, he
mos tenido pocas pruebas que hacer. Pero quando son mu
chos los divisores del último término, es muy cansado este 
método, por lo que han buscadoycon mucho empeño los 
calculadores un espediente para escusar las divisiones inúti
les. -Vamos á declarar el que han hallado luego que haya- 
mos: enseñado el modo de sacar todos los divisores de una 
cantidad, sea numérica, sea algebraica. .

350 Rara haBar todos los divisores de una cantidad 
numérica , se la dividirá por todos los números primeros 
mientras saliere un cociente cabal :.se procurará dividir to-^ 
davia este primer cociente por alguno de los números, pri^ 
meros, mientras saliere un cociente cabal ó sin resta^ el qual 
se procurará dividir por los mismos números^ basta bailar un 

TomJE R3
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cociente que sea la unidad’̂ esto es basta que no se baile final
mente otro divisor mas pequeño que el último cociente. Des
pués de escritos todos los divisores que bul^ieren servido , se 
multiplicarán de dos en dos ^ después de tres en tres, de qua
tre en qí/atro &c. y los productos que salieren formarán con 
dichos divisores todos los divisores del número propuesto.

Busquemos, con el fin de dár un egemplo, todos los di
visores del número 630: le divido por 35 sale el cocien
te 3153 Qtie no puedo dividir cabalmente por 2: puedo 
dividirle por 3 , y saco el segundo cociente 105. Este se 
puede dividir todavía por 35 y sale el tercer cociente 35 
que no se puede dividir ni por 35 ni por 3* puede divi
dirse por 5, y sale el quarto cociente 5^, que no se puede 
dividir ni por 3 , ni por 3, ni por 5, sino por ^5 y sale 
el último cociente 1. Son, pues, los divisores qüe han ser- 
Vido 2 5 3 , 3 , 3 ,

Multiplicados

de cinco en cinco
3 x 3 x 3 x s x 7 = 630

de dos en dos de tres en tres de quatro en quatro
2x3 = 6 3x3x3=18 2x3x3x5=90
2x5 = 10 2x3x5 = 3^ 2x3*^3>^Z = t26
2x7=14 2x3x7 = 4^ 2x3x5x7 = 210

3x3 = 9 2 x 5 x 7 = 70 3x3x5x7 = 315
3x5=15 3x3x5=45
3x7 = 31 3x3x7 = 63
5x7 = 35 3 x 5 x 7 ~ i')5
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Luego todos los divisores que buscamos son 1 , s 5 3.5 
5, ó, 7, 9, lo, 14, 13, 18 , 21, 30,35, 
43? 40 5 63, ^0, 90, 105 , 126 , 210, 315, 
630.

Una vez que el número propuesto es igual al pro
ducto de los cinco divisores 2x3% 3x5 x^ , es evi
dente que en dicho número están comprehendidos todos los 
productos posibles, de dos, tres ó quatro &c. de dichos di
visores.

. Lo mismo se practica para hallar todos los divisores de 
una cantidad literal. Supongamos que se me pidan todos los 
divisores de é^d -t- ¿f^ád. Divido desde luego por ^3 y sa
co el primer cociente Iféd n- bddz vuelvo á dividir por ^, 
y saco- el «egundo cociente éd -+- d¿f : divídole por b -h- d^ 
y saco el tercer cociente dt divídole por d^ y saco el úl
timo cociente 1. Los divisores que me han servido son b^ b^ 
b-^ dfd, Multiplícolos de dos en dos, y saco

bb bb -H bd bdj bd dd
de tres en tres ¿3 4- bbd, bbd -+- bdd ^ bbd 
de.quatro, eq.quatro b^d bbdd»
L^ego todos los divisores de la cantidad propuesta son 1,^^ 
b d^ d f bb^ bbd bd bb -+- bd , bd -H dd , b^ H^ bbdf 
bbd -+- bddy b^d —H bbdd.
- -3,5.7 , Jnsertar^rnos tambien en este lugar el método 

de hallar la cantidad menor que puedan dividir dos can* 
tidades propuestas a. j b.

6i fuesen primeras estas cantidades la una respecto de 
R4
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la otra, su producto a¿f será la cantidad menor que se pue
da dividir por a y b.

Porque no puede haber otra cantidad, c por egemplo, 
menor que ab cuyos divisores sean a y b. Sea L — m^ y 
y“n^ será am zzz e zzz bn de donde sale -^ z:^~- pero 
'como a y ¿ son primeros según suponemos, será ~ un que
brado reducido á sus menores términos. Luego sera a un 
"divisor de «, y menor que «5 por lo mismo será ¿ menor 
que m. Por consiguiente, si en am^bíizzie ponemos b en 
lugar de mÇ y a en lugar de r, resultará aby ba^ cada uno 
menor que am y bn^ esto es, menor quec. Luego será c ma
yor que ab contra él supuesto.

Eri esto se funda el método de hallar la cantidad-mé- 
nor que puedan dividir dos cantidades dadas ^ y 5. Si A 
y B fuesen cantidades primeras la una respecto de la otra, 
su producto será, según acabamos de probar, la cantidad 
menor que y B ‘puedan dividir.

252 Si ^ y B no fuesen primeras , se buscará su 
mayor divisor común , que llamarémos m^ se las partira ca
da una por este mayor común divisor 5 y supónieudú qué 
sea - = = b. tendremos \/í=am, B z=zbm^ y sa- 
earemos — =z- z=z Finalmente multiplicarémós N pot 
b y B por tí, saldra ^b zzzaB^ y cada uno de estos dos 
productos iguales será la menor cantidad que ^y B pue
dan dividir.-

Si quisiésemos aplicar la regla para averiguar qual es 
él número menor que se pueda partir por 30 y 36, bus-
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cariamos su mayor común divisor — 6 5 dividiríamos por 
6 cada uno de los dos números propuestos: sacaríamos los 
cocientes 576,7 escribiríamos de este modo los dos 
quebrados iguales |§ = -J"* Finalmente, multiplicaríamos en 
cruz 30 por 6,7 36 por 5,7 cada uno de los dos produc
tos iguales 1807 180 seria el número que buscábamos.

Para hallar la menor cantidad que se pueda dividir 
por a^è y ad^ divídolas por su ma7or común divisor ^ 5 saco 
los cocientes.iï^ 7 d^ escribo.^" "r • oiukipilco en cruz 
7 saco que a^bd es la cantidad que busco.

Si se me pregunta qual es la menor cantidad que 
"a^ -H 2a¿f -+- ¿^ , 7 (tí-^-T») x ( ¿z —^) z;^^® 

—¿^ puedan dividir 5 las dividiría , pbr su mayor divisor 
común « H- ^5 y despues de hallados los cocientes a-i-b 
y a — ¿f escribiria ■""^?^^— = ^"é 9 Y egocutando, la 
multiplicación”em eruz, sacaría que «3 -+- a^¿f — a¿>^ — ¿?3 
es la- cantidad 'que 'busco. ■

Para manifestar da razón de esta práctica ', líamaré- 
mos Ay B las dos cantidades'propuestas, d su mayor co
mún- divisor ; y supondremos^ “¿j ,..~-—¿ : todo esto su- . 
puesto^'¡probarémos facilísimamente que Ab 6 su igual aB es 
la menor cantidad que A y B puedan dividir. Porque si 
Otra cantidad, C por egemplo, menor que las espresadas, fue- 
ád.divisible por A y B^ sea -^ “ w, t|- zzz n , seria C™ 
Am^zz Bfit lueffo -á- = — =z4. Pero, como la razón - es- 
tá reducida á sus menores términos, kí será un divisor de 
n^y blo será de w; luego íí es menor que n^ y b menor
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que m. Por consiguiente si en Cz=: ^m — Sn^ escribimos 
a en lugar de n y & en lugar de m , resultará C mayor 
que ^b y que aB. Luego &c.

253 Sentado esto, declaremos el espediente que han 
discurrido los Calculadores para abreviar el método de re
solver las equacíones por medio de los factores del último tér
mino.

Supongamos que uno de los divisores del último tér
mino.sea ¿2, el qual añadido á ;c forme el factor zv -n a 
de una equacion qualquiera. Es constante que si en dicha 
cquacion suponemos succesivamente x ~ 1, x z=: 0^ x " 
__  1 grc. las cantidades en que estas diferentes substitucio
nes transformarán el primer miembro, serán succesivamen
te divisibles por 1 -í-íí, por í2, por — 1 -4-4 &c. en las 
quales se transformará el factor à: -H/z.

Pero I — i están- en- progresión aris- 
mética, luego ninguno de los divisores¿del^último lérmi- 
no, al qual queda reducida la equacion por el supuesto 
de x~o, puede ser el número que buscamos-4, á no ser 
que sea medio proporcional -arismética«entre otros-diviso
res de los números que resultaren , el uno del supuesto 
¿c = i , el otro del supuesto x^ — Y como Kdife^ 
rencia de esta progresión es 1 , es preciso que él divisor 
correspondiente .al supuesto -x = 0 , sea de una unidad 
mayor que el divisor ^correspondiente al supuesto ^r= — 1, 
Y menor de una unidad que el divisor ^correspondiente al 

supuesto x= i*
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Si entre los divisores del número en que transforma 
la equacion el supuesto de x — 0 , hubiere muchos en que 
concurran las condiciones que acabamos de espresar, será 
menester hacer x~~ 2^ y. se buscarán entre los divisores 
del número que dá este supuesto, los que fuesen una uni
dad mayores que los que resultaron del supuesto A? :zr 15 
y así prosiguiendo. En virtud de esta condición será fácil 
distinguír los factores que dividirán exáctamente Ia equa
cion. Se. percibe, sin que lo prevengamos, que cada uno de 
los divisores del último termino se ha de probar succesi- 
vamente con el signo -4- y con el signo__ .

Aplicaremos este método para buscar los divisores co- 
mensurables de la equacion/xS h- gx® — 8x n- 10 = 0. 
Supondremos desde luego x ™ 1 , cuyo supuesto reduce el 
primer ^miembro á 6^ el supuesto de x =: o le reduce á 
■1'0 ; y el supuesto de x = — 1 le reduce.á 20. Busca
remos todos los divisores-de. 6, 10 y 20. Miraremos, des- 
pues si. entre los divisores de 10 hay algunos que toma
dos con -4- ó con sean una unidad mayores que algu
no de los divisores del número 20, y una únidad meno- 
res que alguno de los divisores;-del número 6. Concurren 
estas condiciones en n- 2 y-n 5 , porque 3 y 6 diviso
res del número 6 son una unidad mayores que 2 y 5 di
visores de 10, y estos son una unidad mayor-es que 1 y 4 
divisores de 20. Para mayor claridad podremos escriba- 
como sigue, los supuestos', los resultados, los divisores y las 
progresiones. .
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Sup. Result. Divisores. Progr.
x =: i ) 6 J i . 2 . 3 . 6 \316

_ oA lO L .2.5-10
20 .2 .4. 5 .io.2o)j)4

Manifiestan estas dos progresiones que sena inútil pro
bar la division de la equacion propuesta por otro factor 
q^g _(_ 2 ó x-t- 5i pero no declaran si estos dos fac
tores harán cabal la division. Solo probándolos se podrá 
conóCer, ó, por mejor decir,' se averiguará haciendu.un 
nuevo supuesto, por sgemplo, rf=; 2 del qual resulta 14. 
De aquí infiero que como 4 habria de, ser uno de los. tér-c 
minos de laiprogresion r , a , 3,si la prosiguiéramos, se
ria preciso- qué fuese- 4 un0.de.loa divisores de 14; y co
mo esto no puede ser, tampoco puede ser x-^ 2 uno de 
los factores de la equacion propuesta. Como y seria uno de 
los términos de la progresión 4, -5, 6, si la continuaras 
mos,- y -14 es divisijileípor ZS estoy seguro de que si tie
ne la equacion propuesta algún factor comensurable, no es 
otro que rr-t- 5- Di^dola, pues,-por ,.y sale cabal 
la division. El cociente x^ — 2X 2 no-es mas que del 
seo-undo grado y sus dos factores imaginarios x=^ 1 
se^sacan sobre la marcha con resolver la equacion x^

Con la mira de hacer aun mas perceptible-el méto
do, le aplicarémos á la equacion x^^ — x^— 1 ó.^ -t- SS^ 
___^5 — o. Supondremos x = i , x — O, x i ^J

escribirémos como antes todos los divisores de los resul-
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tados 365 ^5 y 144 que dán estos supuestos.

Supuest.

.T^ZZ —

Result 
i 36 
o 7Î 
I «44

Divisores.
i . 2.3.4 . C. 9. lí . 18.36
t .3 . í . ij . íj .7j
i. 2 . } . 4.6.8.9.12 . 16.18.14.36.48.72.144

—4
—5 
—6

Buscarémos despues entre los divisores de ^^5 los que"son 
una unidad mayores que alguno de los divisores de 144, 
y una unidad menores que alguno de los divisores de 36. 
Esta circunstancia se halla en los números 3 y 5 tomán
dolos así con -H como con — , de donde resultan quatro 
progresiones.

Como el último término de la equacion propuesta no 
pasa de — ^3 , no puede ser el producto de los quatro nú
meros hallados, por consiguiente no todos pueden servir, 
y conviene averiguar quales son los que se han de des
echar. A cuyo fin supondremos ^<7=2 : y por no ser divi
sible el resultado a 1 por 5, conforme pediría la primera 
progresión, inferirémos que ;ffH- 3 no es uno de los fac
tores que busco.

Para comprobar las otras tres progresiones, supondre
mos — 2, y saldrá el resultado 225, Pero 225 no 
es divisible por J^, como sería preciso para proseguir la 
quarta progresión — 4, — 5 , — 6 : luego tampoco sir
ve .v — 5, Pero 2 2 5 es divisible por 5 y por 3 , con
forme requieren la segunda y tercera progresión 5 luego 
los únicos factores que se pueden probar son x — 3 y 
^-+-5-

Pruebo el primero, sale bien la division, y dá el co-
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ciente x^ H- 2x^ — lox H- 25. Le divido por el segun
do : sale tambien cabal la division , y el cociente x"^ — 
^x -+- $ no tiene mas factores comensurabíes.

Por estos egemplos se echa de ver con qué facilidad 
se hallan los factores lineares de una equacion numérica 
quando los tiene. El método es fácil, y aunque se practica 
algo á tientas, no deja de ser apreciable por las pruebas 
inútiles que ahorra.

254 Contra este método puede ofrecerse un reparo 
que es muy del caso satisfacer. Si la raiz de la equacion, 
ó el segundo término de su factor linear fuese un quebra
do, y no un número entero, parece que seria casi impo
sible hallar así á tientas su valor, porque el último térmi
no puede ser dividido por una infinidad de fracciones.

Pero quando en una equacion no hay quebrado algu
no, no hay tampoco fracción alguna que pueda ser el va
lor de la incógnita. Sea, por egemplo, la equacion ¿rje f 
ziAí-í-^ — o, en la qual suponemos que ni a ni 5 son 
quebrados. Supongamos que sea ^ el valor de 4?5 substitu
yéndole en lugar de x en la equacion , tendremos ^ -+-

-t-^ — o 5 luego — -H ^ =:— ^ 5 por consiguiente 
riZ -^ ^^ ó Ç~ •+- <3)* «7 ha de ser un número entero, pues 
suponemos que ¿ lo es^ luego -^ n- í2 ha de ser «, ó múl
tiplo de «. Si fuese, pongo por caso, fn ., tendremos, practi
cando la substitución correspondiente , -^ —/« — ¿/5 pero 
esta última cantidad es un número entero; luego lo será 
también ^, contra lo que hemos; supuesto. Se puede apíí- 
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car este razonamiento á qualquiera equacion, sea el qué 
fuere su grado.

255 Como puede suceder que una equacion propues
ta, si pasare del segundo grado^ no se pueda resolver sino 
en factores del segundo, diremos de paso como se pueden 
hallar.

Si representamos por xx -+- ^x -H c “ o el divisor de 
dos dimensiones de una cantidad dada , es evidente que 
con hacer succesivamente at — 2 , at — 1 , 'v — 0 , x —- 
— I, AT”— 2 en la equacion, las cantidades en que 
se transformará , serán divisibles succesivamente por 4 -n 
2¿ -H r, por i H- H- r, por c, por i — ¿ -t- r, y por 
4— 2^-i-c, en que se transforma entonces el divisor 
x^ -H bx -+- c. Habrá, pues, entre los divisores del resul
tado que proviniere dei supuesto x = 2 , un número que 
representará 4 -t- 2b -+- f, y si de cada uno de estos divi
sores tomándolos con n- y con — se resta 4, alguna de 
las restas representará 2b -t- c.

Habra tambien entre los divisores del resultado que 
diere ^ =2 1, un número que representará 1 h-^-hí?. Lue
go si de todos estos divisores, tomándolos con -+- y con__, 
se restáre la unidad, se hallará entre las restas la cantidad

Entre los divisores del último término de la equacion, 
al qual la reduce el supuesto ¿vzrzo, habrá un número que 
representará c.

Entre los divisores del resultado que diere el supues-
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to X =z — i. se hallará — ^ -i- e-^ despues de restada 
la unidad de cada uno de dichos divisores. Finalmente 
se hallará 4 — 2^ -n ¿^ en la serie de los divisores del 
resultado procedente del supuesto x = — 23 y si de 
cada uno de estos divisores , tomándoios con -+- y con 
— se restare 4, alguna de las restas representará —ai

Es de observar que 2^ -H e, ^ -^ ^ j ^j —r, 
— 2^ -H e forman una progresión arismétiea , y que por 
consiguiente en las series de los números que representan 
2(^_H£?, á-i-ey ¿^y —¿ H-í? 5 — 2â -h e no se debe
rán tomar sino proporcionales arisméticos. El que corres
pondiere al supuesto x — 0, representará r: el que corres
pondiere á ¿c “ i 5 será ^-hí^: luego si se restare el que 
representa e del que representa ^ -4- z?, saldrá el valor de 
¿ 5 y por lo mismo quedará determinado el factor xx •+- 
¿>XC.

En la aplicación de este método podrán tambien ocur
rir progresiones inútiles. Pero luego se conocerán con ha
cer un nuevo supuesto de ^; zz: 3 ó — 3 porque si de to
dos los divisores positivos y negativos del nuevo resultado 
se restare 9 , habrá de haber entre las restas números á pro
posito para proseguir las progresiones que se hubieren de 
admitir.

Es del caso prevenir, que la cantidad que se ha de res
tar cada vez de los divisores es el quadrado del valor cor
respondiente de x. Despues de todo lo dicho queda bastan-

MCD 2022-L5



DE ^EGEER^. ^.^ 3

te declarado eï método 5 pero le harán aun mas percepti* 
ble los dos egemplos siguientes.

Supongamos que se me pregunte si la equacion-x^ — 
^x^ — i2x H- 5 rr: o tiene factores comensur^bles del 
segundo grado?

Escribo los supuestos en una primera columna : los re^ 
sultados en la que se la sigue , en la tercera los-divisores 
en la quarta los quadrados , en la quinta.las, restas, en la úl
tima las progresiones. , ■

Q. 
4, 
i 
0- 
I'
4

Progrès.
11 
8
J 
a

La columna de las restas se forma, según llevamos dicho, 
restando de todos los divisores correspondientes, tomándolos 
con -p y con—,, el quadrado del valor correspondiente 
de AZ. La primera línea, por egemplo, se forma con decir, 
— 15 — 4“— 19 j — 5
— 1 —4 = — 5. Estas son todas las restas de los divi
sores de i^ tomándolos con —. Para sacarías quando se 
toman dichos divisores con H-,. basta decir -1-1  4 =

3? H- 3 — 4—— 15 -4-5 — 4™-Hi5 -4-15 — 
4““^ ^^* ^^® líneas siguientes se forman del -mismo 
modo.: no hay mas cantidad que varíe,, en cada una sino la 
que se ha de restar. , .

Comparemos ahora las restas de la tercera línea, que 
corresponde á æ =: o, con las restas de las líneas superior 

S
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é inferior, con el fíri de hallar progresiones. Veo desde lue^ 
go que — g es medio proporcional entre — 4 y — 3, 
que están arriba,'y'-^ 6 y — ¿^ Q^^ están en las dos 
últimas líneas. Escribo la primera progresión , y comparo 
sucesivamente 5 con todos los demas numéros superio~ 
res é inferiores, para ver si hay otra progresión , y no ha
lló ninguna mas.—

Comparo ^' ï ,■ ^ne tampoco dá mas de una progre
sión , cuya diferencia es 1. Comparo despues n- 1 , que dá 
otra, cuya diferencia es 3. Comparo finalmente ■+■ 5 que 
da la quarta. Pero se viene á los ojos , que no sirven todas 
estas quatro progresiones, pues no es mas que 5 ( 241 ) 
el último término de la equacion.

Para ver si puedo desechar alguna, supongo ^ = 3, 
y saco el resultado 2 3 , cuyos divisores son 1 y 23- Si res
to de estos divisores, tomándolos con -1— y con , el qua- 
drado de 3 , hallo: estas quatro restas—■ 32, — 10, — 3, 
-+- i 4, entre las quales faltan — 2 y -1-2 , que son in
dispensables para continuar las dos primeras progresiones, 
que por lo mismo se han de desechar.

Por lo que toca á las dos últimas, se echa de ver que 
se pueden proseguir con — 8, y con -+- 14. Por cuyo 
motivo tomo en la penúltima el término -t- 1 , que corres
ponde á x o, para que represente r, y el término — 2, 
que corresponde á x :=. I5 pnta que represente
De donde infiero que ¿——3 , 1 que por consiguien
te el primer factor que he de probar es x^ 3»-*" ^'
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Pruébole con efecto: sale cabal la division , y saco el co
ciente x" -H 3^ 5' Son, pues , los dos factores de la 
equacion propuesta x^ — ^xi y X^ ■+- 3^ -+- SíQue 
se podrán resolver, si se quisiere, por el método de las equa- 
ciones del segundo grado.

Si se me pidieran los factores' comensurables de segun
do grado de la equacion iis — o.x'^ r^ x^ — ^x^ — 8x 
_ a 2=3 o, supondría desde luego x=2 a^x i, xxra,

__  I5 x — — 2 , y buscaría todos los divisores de 
los resultados 30, 1 S , a , 3 y 78 : lo demas lo dará á 
entender la esplicacion siguiente.

Sup. Res. 
30 i 

5-—1 15 1 
ac:zz;o 

«=—1 ?i 
X= --- 2 78 1

.2.3. 5. 6. 10.15.304 

.3.5.15-
i

. 6 . 13 • «íi . 39 . 4
Restas.--------------------------------------------------------- z z

54._ljj.—14.--- lO.----  y.---- 7.----6.  í.--- 5.—i- I.-HI'.M-Z.-K ó.-i-H.-l-ío 
Ií.__ 6.— 4-— a — o.-^».^4.’4-i4.

4.— j. 0,—1— 1.
82. 45.—.30. —17.—10.—7.-—6.—r 5.—3'—^-—i--H2 -H9.-+“2i.H-3í.-H74 

6
4
2 
O

Si supongo A?= 3 , veré que de las tres progresiones, 
que .da este egemplo , he de desechar las dos últimas 5 por-: 
que como el resultado 3^ no.tiene mas divisores que, 1 y 
3¡7', hallaré que restando 9 de dichos divisores, tomándo
los positiva y negativamente, las restas — 46 , — 10, 
— 8 , -H 28, no permiten que se prosiga mas progresión 
que la primera , de la quai será — 8 un término.

Saco, pues, que — 2 representarán, y— 4 repre
sentará é H-c: luego ¿“— 2. Por consiguiente, sí tie
ne la equacion propuesta algún divisor comensurable de dos

Sa
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dimensiones , no puede ser otro que jv* — 2;v — 2; prue* 
bó la division, y sale el cociente cabal ;v3 -h 3x-+- n

256 Con igual facilidad se aplicad las equaciones lite
rales el método que hemos declarado para hallar los factores 
racionales de las equaciones numéricas. Para cuya aplica
ción supondrémos primero que no contiene la equacion 
propuesta mas letras que x y ír 5 pero de conformidad que 
en cada término sea una misma la suma de los esponentes 
de a y x.

Supondrémos despues a:=z 1 , y buscarémos los fac
tores racionales de la equacion que de este supuesto resul
tare. Si fueren lineares, se multiplicará su segundo térmi
no por a: si fueren del segundo grado, se multiplicará su 
segundo término por ít, el tercero por aa^ y resultarán los 
factores que se buscan.

Sea la equacion propuesta ^3-4- ¿^ax^ — i^a^x — 
13^8 — o. Si suponemos a :=r 1 , resultará la equacion 
numérica â:3 -i- ^x^ — i^^ — 12 — 0, de la qual ha- 
Harémos por el método de los divisores que x— 3 es un 
factor linear; luego será x — ^a un factor linear de la 
equacion literal propuesta.

Si la propuesta fuese 3x3 -n ^ax-^ — ^a'^x^ — SíH^x’ 
— 3Oú4;e -H i 3^5 — 0, del supuesto a — 1 sacarémos 
2x3 -4- 5x4 — 2^3 — Sx^ — 20X-4- 12 “ o, de la 
qual 2x^ -1-5.57 — 3 es un factor de dos dimensiones 5 y 
por consiguiente será 2x2 -1- ^ax — ^^^ ^^ factor de dos 
dimensiones de la equacion propuesta.

MCD 2022-L5



DE j^íGEBR^.

2^^ Aunque se podrían hallar por el mismo cami
no los factores lineares y de dos dimensiones de las equa- 
ciones que ademas de x tienen las cantidades a y b, se 
puede no obstante seguir respecto de estas equaciones un 
camino mucho mas breve.

Se indagará primero si la equacion tiene factores en 
que no haya mas cantidades que a y x^ Y como en este 
supuesto ^ no ha de estar en el .factor ,- se podrá ege- 
cutar igualmente la division, aunque ¿ ~ o, la equacion 
que quedare tendrá el mismo factor, el qual será tambien 
un divisor así de la resta, como de toda la cantidad , es
to es , de los términos borrados. Por lo que, si se buscare 
el mayor común divisor de las dos cantidades, se hallará 
el factor que se busca compuesto de dos letras , sea el que 
fuere su grado. ■

Propongámonos buscar por este caniíno un factor de la 
equacion x"^ ax^ 2íí^A;^ -+- ^^3^ -n a^^x -i~ a^ 
a^lf^ ™ o, cuyo factor no ha de tener mas cantidades que 
5(7 y a. La quitarémos todos los términos en que está ^, 
e.sto es, al^éx -+• a'^é^ ^ y quedarán los términos x^ -H ax^ 
-H 2a^x^ -t- 3¿i3je H- ú'*. Buscarémos un divisor común 
de las dos cantidades: saldrá a: h- tí, que será por consi
guiente un factor de la propuesta.

Si se buscase un factor de ;r5 — 4iïjf4 _{_ Saax^ — 
abx^ -H abhx'^ -t- 2a^èx^ — 4fl3¿c2 — 2a'^¿j'^x — 2à^bx 
-f- 2a^b^z:z o, se separarían los términos en que está ^, 
y quedaría dividida la propuesta en las dos cantidades . ^ .

Tom, ID S3
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(^)— abx^ -H- aif^x^ -H 2a^/^x^ — 2a^b^x — 2a^hx •+- 
i^a^b^ y ÇBy^ — 4ax'^ -H 6a^x^ — 4a^x'' de las quales 
se buscaría el divisor común. ' Despues de dividida la 
cantidad (^) por ¿, sc separarán los términos en que que
dare b ^ y estará dividida en las dos partes (C) abx^ — 
2a^bx 2a^b y ( D^ÿ— ázvS aaV — 2a^x. El mis
mo divisor coínun de las- cantidades ^ y B^ lo será tam
bién de las dos C f DV e^’di^isor común de estas es x^ — 
Qax -H 2aa^ prüeBó si divide tambien la-c'antidad ^5 y 
como la divide cabalmente, es con efecto x^ ~~' 2ax -H 
aaa un factor de h équacion propuesta.

258 Consideremos ahora una équacion en que es
tén las tres letras :v, a\ b^ tal que no tenga factor algu
no de solas dos letras, sea porque nunca le tuvo , ó por 
habérsele quitado ya. Representaré su factor linear cOm'^ 
puesto de tres letras' por mx -H w¿/'-^ pb 5 en cuya canti
dad si hacemos sucesivámente ■ ai Xy b z=. ó el factor se 
transformará en estos tres mx -4— pb^ níí -+- pb^ mx -t- na. 
Reparo que en estos factores sé hállá dos veces un mismo 
término; porque si atiendo al primero, él término mx se ha
lla tambien en el tercero , y pb en el Segundo, y que su su
ma es dupla de todo el divisor. Se viene por otra parte á los 
ojos que las tres cantidades mx -+- pb^ na -i- pb ^ mx -h na 
dividen la équacion propuesta, con tai que en ella se supon
gan sucesivaraente iguales á cero a^ x y b. Por lo que se sa
carán los divisores lineares de dicha équacion, haciendo 
sucesivamente aj Xy b iguales á cero, escribiendo las tres 
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cantidades distintas compuestas de solas dos letras, que re
sultaren de estos tres supuestos. Entre, estas se escogerán 
dos en que concurra la condición espresada, de que cada 
uno de sus términos se halle en las otras dos. En hallando 
divisores en que concurran estas .circunstancias, la mitad 
de su suma será el factor linear de la equacion propuesta. 
Si para hallar tres divisores de dos letras en que se verlfí* 
quen las, condiciones mencionadas, fuere menester mudar 
los sig|nos de ambos términos de alguno de ellos,.será indis
pensable.qgecutarlo , porque una cantidad que divide otra, 
la dividirá tambien aunque se la muden los signos.

Apliquemos todo lo que vá declarado para hallar un 
divisor linear de tres letras de la equacion ax? -i- ^ax^ 

:— 3^Ji^^ H^ Sfi^^ —\ ^i^.^x •+• 4^^x -H íoa¿^ — 6¿3 ™ o.
■ Result. . . Divis. Divis,

X=zo ioaéf^ — 6ê^^ gíí — 3¿, lOí? — 6¿ ><? — 3^
(l=.() ^x^ —3^jc^ -t- 4¿^jf — 6^3 2X — ^è 2X -----  ^^

3x^.-í—,^<^* -+- 5a2j? 2X . ^^ 5íí
En la primera columna escribo los supuestos, en la se-

gunda los resultados, en la tercera todos sus divisores de 
.dos letras, y en la.última los tres divisores en que con
curre la condición espresada de. que loa términos de cada 
uno se hallen en los otros dos. Sumo unos con otros estos 
tres divisores: tomo la mitad de la suma, y saco 2a; -h 
5íj — g^^ que es el factor de la propuesta, pues la divi
de cabalmente, y sale de la division el cociente x^ -i-ax

S 4
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Si fuese la propuesta 8^4 _ Q^ax^ — lo^^s — 3¿^x® 
— ^abx^ — i 2ab^x -H t^a^h^ -i- i S^^^ —

Escribiré en la primera columna los supuestos, en la 
segunda los resultados, en la tercera todos sus divisores de 
dos dimensiones, conforme sigue

Sup. Result. Divis. Div. bueno;
¿r ~ o 9£i®¿^-+- i Sab3 3a -+■ S^j 9^ ^S^ ----  Sú-í
a — o 8.^4 — lo^zfS 4:v— S^5 8jv — lob 4X-5Í
b “0 8;(;4 — 2íZJc3 ---  gO^Jf^ 4^— 3^5 2x-^a

Si al primero de los divisores de dos letras e mudo
los signos, resultarán tres en que concurren las condicio
nes necesarias, y los escribo en la quarta columna. La can
tidad 4^ -— ^a — 5¿ que es la mitad de la suma de es
tos tres divisores, es un factor de la equacion propuesta, 
y egecutando la division saldra el cociente 2X^ -i- üx

2^g Para hallar los divisores de dos dimensiones, 
se practicará con muy poca diferencia lo propio que aca
bamos de declarar acerca de los divisores de una dimension. 
Supongamos que él factor que busco sea -H nax-^ 
pbx -t- qa^ ■+• rab , el qual si suponemos- sucesi
vamente Xy íi y se convertirá en estos tres

ga^ H- rab HH sb^
mx^ -H pbx -1H sb^
njX^ -•H nax ~1- ga^

que sin duda alguna dividirán la propuesta, si en ella su
pusiéremos sucesivamente x^ a , b — o- Acerca de estos
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■divisores conviene considerar que los que contienen los 
quadrados de Ias letras jr, ái , ¿ están repetidos, y que no 
se hallan mas de una vez los que contienen un rectángulo 
de dos de dichas letras. Por cuyo motivo en los tres divi
sores de dos letras que se escogieren, será preciso que se 
verifique la condición de que esten repetidos los quadrados 
y que nunca lo esten los rectángulos. En hallándolos con 
esta circunstancia, se tomará la mitad de la suma de los 
quadrados, y la suma entera de los rectángulos, y la canti
dad que resultare será el factor que se busca.

Supongamos que se me pida un factor de dos letras y 
de dos dimensiones de la equacion a;^ -— ^ax^----  a^x^ 
H- a¿?x^ — l>^x^ -+- Síi^jf — Sa¿>^x — a^¿f — ab^ “ o.
Sup. Result. Divis. de dos dim* Divis. buenos. 
xz= 0| ■—a'ib—^abs ab, aa~i— bb \ai | — a’ — b* 
a^xol x* x^ ¿a x * | 
b^^ o| «+—3ax3 — a’x’H—Sí3x x*~^^ax , x^ -^a'^ 1x2 .^.^ax ! x'^ —a*

En la primera columna escribo los supuestos, en la se
gunda los resultados, en la tercera sus divisores de dos di-* 
mensiones, en la quarta y quinta columna los divisores en 
que concurren Ias condiciones espresadas. Si de estos se to
ma la mitad de la suma de los quadrados, y la suma en
tera de los rectángulos, resultaran los dos factores xx— ^ax 
•^ ab^ xx — aa — bb^ que si se multiplican uno por otro 
darán la equacion propuesta.

Es de advertir que el rectángulo ab que es el uno de 
los tres primeros factores, puede ser positivo y negativo, 
y solo con probar la division se podrá averiguar qué signo 
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ha de llevar. Si se dividiera la equacion propuesta por xjf- 
3¿íjP — a^, no se podría egecutar la division : luego no 
puede ser esta cantidad un factor de la propuesta. Como se 
puede egecutar por xx ^ ^ax -t- a^ infiero -que este es el 
factor que se buscaba.

Resolución de las ecuaciones por cualescuiera factores,
360 Hemos dado hasta aquí métodos para resolver 

las equaciones en sus factores racionales : resta enseñar aho
ra el camino que se debe seguir para hallar sus factores, sea 
la que fuere su naturaleza. Tiene á la verdad el método que 
vamos áproponer el mismo.vicio, que los antecedentes, de 
practicarse á tientas 5 pero no podemos omitirle atendida su 
generalidad, porque se aplica á las equaciones de qqales- 
quiera grados, bien que nosotros nos ceñirémos á muy po
cos egemplos.

Supongamos que la equacion , cuyos factores he de 
buscar, sea ^4 4- ax^ ^ aax^ — a^bx - a^b = o.

— abx^
Como es del quarto grado, supondré que resulta de la mul
tiplicación de estas dos equaciones xx -+- mx -i- p =: 0^ 
XX nx C ^Oy que llamamos equaciones indetermi
nadas, por serio « , p^m^q , que hemos de determinar pa
ra substituir después sus valores en su lugar. El producto 
de las dos equaciones indeterminadas es

;v4 4- m^3 4- p.x- -i- npX •+-PC =^ ^
4- Z2¿r3 4-wff;iï^ -+- niqx

4“ c^^
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que por el supuesto que hago de resultar tambien la pro
puesta de la multiplicación de las dos equaciones indeter
minadas, ha de ser la misma que la propuesta, y habrá por 
consiguiente igualdad entre cada término de la propuesta 
y su correspondiente en el producto que acabo de sacar.

Comparo, pues, estos términos correspondientes, y de 
la comparación de los segundos saco-^^z— a —m: de la de 
los últimos sale ^ “ — ^ , y la comparación de los quar
tos me dá mq -^ np -^ — a^â. Substituyo en esta los va
lores de « y í, con la mira de sacár la siguiente equacion 
enS» y ^, La equacion ^ — — ^ me está di
ciendo que p es un divisor del término a^h. Buscaré, pues, 
todos los divisores de dos dimensiones de esta cantidad, des
preciando los de una ó^tres dimensiones, porque son del 
segundo grado las equaciones indeterminadas. Estos diviso
res son zi± a^ ^ ziz ¿t^ , dz a\/a¿^. Pruebo el primero, y ha
go /j zz ¿/^ , cuyo valor dará m zz ™. Así una de las dos 
equaciones indeterminadas será xx -1- ^ n- /7^ — 0, 
qué no divide cabalmente la propuesta; de donde infiero, 
que es inútil el divisor que he escogido. Pruebo, pues, otro, 
pongo por caso —^ ab ^ haciendo p zz — ab ^ de, lo que 
resulta m — o: luego la equacion indeterminada será xx 
— ab — o. Esta divide con efecto la equacion propues- 
^^5 y sale el cociente xx -í- ax h~ aa ^ de lo que infiero 
que se resuelve la propuesta en estas dos xx — ab z=^ 0, 
y ^x -v- ax ^ aa ~ a. Si hubiera tomado p ~ aa ^ hu
biera hallado mz^a ^y se hubiera transformado la equa- 
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cion indeterminada en ¿«^^ -H iïjp H- í2¿í rz: o , y dividiendo 
por eila la propuesta, hubiera sacado xx — abz=zo.

Si despues de probados todos los divisores no se pu
diese egecutar por ninguno de ellos la division , sería señal 
de que no sería reducüé^le la propuesta , á lo menos por este 
método.

Hay un camino para ahorrar divisiones inútiles en la 
práctica de este método, y se reduce á buscar los valores 
de m, n, q por medio del valor de íí 5 cuyos valores se 
substituirán en las dos indeterminadas, se multiplicarán es
tas una por otra, y si resultáre la propuesta, se habrá logrado 
el intento5 sino, será indispensable probar otros divisores.

De la comparación de los terceros términos resulta la 
equacion p^ = aa — ab, de la qual no hemos 
hecho uso alguno , y podrá servir para hacer con mas bre
vedad esta comparación. Si de substituir en esta equacion 
los valores de p, m, n, q resultáre una equacion idéntica; 
esto es, cuyos dos miembros se compongan de unos mis
mos términos con los mismos signos, conducirán para la re
solución de la propuesta; sino, no.

Busquemos los factores de la equacion jc^ -t- 2^jf3 d-
___a,'^if — o. Compararemos todos sus términos con los 

del producto de las dos equaciones indeterminadas de arriba, 
cada uno con el que le corresponde en la propuesta, y sal
drán quatro equaciones m-^nz= 2b ^ pmn-i-q =: bb, 
rnq-^np — o.p^ — — De la primera sale n = 2b 
— de la última , ÿ =: =~. Substitúyanse estos valo
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res de n y ^ en la tercera5 saldrá ^^ m ^ 2âp ~ mp 
^o'^ esto es, m = ^j^í^. Como la equacion q — ~^1 
nos está diciendo que p es un divisor de — a^b^ buscare
mos todos los divisores de segunda orden de esta cantidad, 
que son :±z a'^ ^ zt ab, ± a\/ba. Con hacer la prueba de 
los dos primeros se saca que ambos son inútiles , porque no 
sale idéntica la segunda equacion. Haciendo la prueba con 
aVab‘̂ y suponiendo p ™ a\/ab, sale m^b. La equacion 
q “ — — será q —x qa3b 
— _ v/nS^ — —. a\/ab 5 substituyendo este valor en la 
equacion p-¥-mn-i-q zzi bb^ y tambien en lugar de mn I3 
cantidad que den Jos valores hallados de m y «, resultará 
finalmente ay/ab -i- bb — a\^ab “ bbz luego estos valores 
dan la resolución de la propuesta. Por consiguiente las equa* 
clones indeterminadas serán xx -n bx-i- aVab = 0, xx 

bx — a\/ab ™ 05 y se hubieran sacado las mismas con 
hacer p — — ax/ab. Con efecto la multiplicación de estas 
dos equaciones dá la propuesta.

261 Aunque se puede aplicar este método á las 
equaciones de grados superiores, es no obstante respecto 
de estas mucho mas dificultosa su aplicación, por ser mu
cho mayor el número de los términos. Si quisiéramos pro
barle en una equacion de octavo grado , para resolvería 
en dos de quarto grado, habria quatro indeterminadas en 
cada equacion indeterminada, y sería indispensable resol
ver , para llegar al fin propuesto , equaciones del tercer gra
do que en algunas ocasiones no se manejan con facilidad.
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Haremos no obstante, antes de pasar á otro asunto , una 
prevención que podrá dirigír á los que tubieren deseos de 
egercitarse en esta investigación.

Así como para hallar los factores de las equaciones de 
quarto grado hemos tomado dos equaciones indetermina
das del segundo grado, si se nos ofreciere buscar los de una 
equacion de quinto grado , tomaríamos dos indetermina-r 
das, la una del segundo y la otra del tercer grado, por
que el producto de estas dos siempre dará una equacion 
de quinto grado.

Si fuese la propuesta de sesto grado , no hay duda 
en que se podrían tomar tres indeterminadas , cada una del 
segundo grado; porque puede resolverse en ciertos casos 
una equacion de sesto grado en tres del segundo. Sin em
bargo, mejor será tomar dos indeterminadas la una del se
gundo grado y la otra del quarto, y despues se podrá re
solver esta última en dos factores de segundo grado.

Método para resolver las Equaciones quando no se pueden 
bailar sus factores.

362 Ocurren muchas equaciones que por ninguno 
de los métodos hasta aquí declarados se pueden resolveren 
sus factores así lineares como de grados superiores; por lo 
que se han hallado los Analystas en la precision de bus
car otro camino por donde llegar á la resolución de las 
equaciones en que paran por lo común todos sus cálculos. 
Como no es ni puede ser mi ánimo escribir un tratado de 
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propósito de Anáiysis, me-ceñiré á Ia resolución de las 
equaciones de tercero y quarto grado, enseñando primero, 
como es razón,,el camino por donde se llega á la resolu
ción de las primeras, ya por ser menos elevado su grado, 
ya porque han puesto los- Analystas las cosas en términos 
de que se reduce á resolver una equacion de tercer grado la 
tarea en que empeña la resolución de las del quarto grado.

Resoheio/i 'de ¿as Ecuaciones de tercer grado,

363 Es sumamente sencillo el principio en que se 
funda el método que vamos á declarar : consiste en su
poner que una raíz qualquiera de una cantidad propues
ta está multiplicada por una raíz semejante de la unidad, 
pues la cantidad misma está siempre multiplicada por la 
misma unidad. Por consiguiente, si tubiere la unidad tres 
raillés cúbicas, por..egemplo, la raíz cúbica de una can
tidad propuesta tendrá tres, espresiones., cada una de las 
q-ales .será la raiz cúbica de dicha- cantidad muHipHea^a 
por una de las tres, raíces cúbicas de la unidad. Pero pro- 
barémos 'con muchísima -facilidad que son .tres .Con efecto 
las raíces cúbicas de la unidad, y que la una es real, sien
do imaginarias las otras dos. Porque si'suponemos a; zz 1, 
y levantamos ambos miembros al cubo, resaltará a?3 — 1, 
ó x3 — 1 “ 0, cuyas raíces espresarán las tres- raíces 
cúbicas de la unidad. Sé desde luegoque 1 es una raiz de 
^^ — i zz 0 , y que. por lo mismo puedo dividir ( 249 ) 
^■■^ — 1 ~ o por ¿v — ^ • y egecutando la division, sa
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le el cociente íc^ H- x H- i = o , de cuya resoLución sa
co los dos valores x = '^■"~^^~-, x = ~^"^^ ^ que lue 
están diciendo que las otras raíces cubicas de . la .unidad 
son imaginarias. . .

264 Sentado este principio /vamos á resolver una 
equacion de tercer grados y para que sea mas manejable, 
supondrémos que carezca de segundo término, pues si,.aca- 
so le tuviere, se podrá eliminar practicando lo dicho arri
ba ( 248 ). Kepresentarémos toda equacion de tercer gra
do destituida de segundo término por esta equacion gene
ral ¿fS -4- px -p ^;“ 0, en la qual pueden ser p y ^ can
tidades dadas, positivas ó negativas. .Supongo tambien a: - 
jK ^ «.5 levántolo todo á da tercera potencia,. y.saco.x3=: 
/3 H- 3 Jfí^n H- ¿mn^ -t- «3 — ^^^S —|^ .gí^j^ -^y?? H- «) ^ n^. 
En lugar del binomio m -1- « substituyo-su igual x ^ paso 
todos los términos á. hn lado ,’ y saco jfS ^--^r^nx —«? 
;— «3 :z: o que es, como se ve, mna equacion de ; tercer 
grado destituida de segundo término.’Campara la\ equacion 
hallada con la propuesta, y sale — ^mn ^py — wí^ —/¡3 

- “ ^. De là primera saco —■ n “ -^ , y\^ «3 — ^A. Subs
tituyendo este valor de — «3 en la segunda', saldrá'—^3 
_4_ ^^ — ^. Multiplícolo todo por m^ , sale — w^ -H ^ 
— m^j': traslado — m^ ^ y saco m'^ -H ^m^ zzz ^. Resuelvo 
finalmente esta equacion por el método ( 16/ ) de.las 
dei segundo grado, y saco ^3—— ^ ^-^\/{ -J- 
y w — ^(—I-Í 1^(1 r -^ T7P^ ))’ y P®*^ ^^ "^^®^^ 
camino hallaríamos « “ ^Ç — -/ ^ — y/^ J. ^\h- 77?^))*
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Como toda raíz tercera puede tener tres valores (2 6 3} 
nos valdremos para espresarlos de las tres raíces .cúbicas de 
la unidad, con cuyo artificio sacaremos los siguientes va-, 
lores de

lZC-i?H- 1/(1 ?= -Hip*)"

Valores de «

—I H-y — ?

2

—1 — y—?

2

— i-p-y — ?

2

— r—- y^SJ

zí-VC^e-^r.P^') 
i ?- V(|- i^ -H i f>f

Aunque estos valores se pueden combinar de nueve 
maneras, no se han de admitír sino aquellos que, multipli
cados unos por otros, dan la cantidad p que, según hemos 
visto,zz— gwn. Siguiendo este camino hallaremos que las 
raíces de la equacion general propuesta d;3 -H íj; -+- ^ =: o 
son

1 ? -H V/(^?‘ -HiP3)] -4- ^ i- i ? -ï/(7 ?' -f .>3q
4 7-^/(i?»H-ip3)^

VÍ -^ V^Cj ?" -4--¿p3) ^r-i^-V(i/HHÍp3/

—i—y—3

2 
■^1-1-^—3

2

No le quedará duda alguna acerca de esto al que con
siderare que las nueve raíces que pueden resultar de Ias nue
ve combinaciones de los valores de m y n^ pertenecen á una 
equacion del grado noveno; y como esta se puede resolver 
ep tres del tercer grado (,261 ), se sigue, que tres de

tojn.n. T
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Ias nueve combínacicnes han de ser las raíces de la eqna- 
cion propuesta de tercer grado. Entre las nueve eombina- 
ciones- hemos escogido aquellas en que los valores de 'm y «' 
multiplicados unos por otros, producen la cantidad7?, por
que el término -t- px de la propuesta corresponde ai tér
mino — ^mn» de la equacion general, de donde resulta 
__ 2mn :—py y que los valores que cumplen con ésta con
dición, son los que dán las raíces de la equacion propuesta.

265 Si consideramos con cuidado los tres valores de 
x que acabamos de hallar, sacaremos i? que si p fuere 
positiva, la cantidad'^?= H- {- P^ será siempre positiva, 
porque -- ^^ que es el quadrado de ~^5 ha de ser positivo, 
aun quando fuese q negativa. 2.® que en el supuesto de 
ser p negativa, será igualmente positiva la cantidad -^7® 
H- ^p3, si fuese -~ q^ mayor;que ^^p^. En estos dos casos 
las dos últimos valores de jt serán imaginarios, porque los 
dos radicales cúbicos serán cantidades reales y desiguales; 
cuyos productos por las cantidades \/ — 3 y — V^— 3 Q^^^ 
llevan signos contrarios, no se destruirán mútuamentCg por 
lo que habrá, de quedar alguna cantidad imaginaria en ca
da uno de los espresados. valores de jc. Por consiguiente, 
no habrá en los dos casos mencionados mas valor real de x 
que eí primero.

3.° Pero en el caso de ser p negativa, y y^pá mayor 
que ~q^y será indispensablemente negativa la cantidad ^v’ 
^J_p3 j y será por consiguiente imaginaria la cantidad 
Y/^i ^2 __''Lp3^ , en que transforma V (-ÿ* -H 4^P^) ^^
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sppûesEo de ser p negativa. No obstante, siempre, setán rea
les en este; caso los tres valores de x. '

Para: demostrarJo nos valdremos de lo dicho; f 99 )j 
y á fin de que sea menos embarazoso el cálculo, y supondré-* 
mos; {.<!.:= fi -^.í’':— ■■í^^=-g- Será-, pues.<-ra sui. . . .Íi 
^{- /-+- V^ ái) — (—•/■■-+- y s)i-> Y n -='^{-^f<—Vg} 
será (—/— v/^)g^Sí levantamos estas cantidades álas po- 
teneiaScíquié! m^ifiastaa-sus-esponentesy -teniirenïos (‘bnf e 
iB=W3Íi*-,7/~W'g-í^'f./~^4r"‘ éi^W»--tî rS/*‘’' e"' -+-&C- 
OÍ=ir?<^Í-*r-|/ríy-¿ —IV^P^-Hí^yTTí^VÍj? H-:^/~ V^-* &C. 
. . . En cuyas- dos series es de reparar- que los términos en 
que está \/áf, llevan signos contrarios, llevando*todos los ¡den 
más .únosTOsmo^-signoSá Por consiguiente -,, su ¿urna siempre 
será : ' ■ '

---  sfi —g■ 
enuque no hay .cantidad alguna imag¡n.ariá:.seaA^npQsÍíiva. ó 
negativa^ por haber^e desaparecido V^r- Por consiguiente 
es isíempreiireal la primenauxáiz & la-s equaejones de tercer 
grado, cuya espresion es m -h n. •

. Pór lo que ;mira a la segunda.irai? ,. cuya- -espresion 
es wi. =i±^;z4).-^-.íA. ^^:dcz^ûz4) que, despüeada ege- 
cutadas,las multiplicaciones , indicadas ,■ se ; transforma .en

mera de las dos cantidades de que consta, esto es —~’, e? 
siempre real, según acabamos de probari Para sacar la otra 
cantidad ^.^=:qóy~3 ¡ serestará la áegunda serie de la primera, 
se:partira por 2. la diferencia/y resultaráVá^>

T3
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___“/“^ gV^g ^^- en cuya cantidad no hay término algu
no de los que no llevan \/g , y están todos aquellos en que 
está. Luego (•^^) V'— 3 será real ó imaginaria, confor
me el producto de \/g por 1/ — 3 fuere real ó imagina
rio^ cuyo producto será imaginario si ¿^ fuere positiva, y 
será-real, si fuere^ negativa. Por consiguiente, la segunda 
raiz w. -+- n ( —será también real 
quando ^'fuese negativa, esto.es^ quando -^p^ fuese mayor 
que -^VJ y será imaginaria quando- fuere >, positiva , ó 
L^^^ mayor que .-^/î^^Con igual facilidad probaríamos lo 
mismo respecto de la tercera raiz, cuya espresion es ....

266 El caso en que son reales las tres raíces de una 
equacion de tercer grado, ha dado muchísimo que hacera 
todos los calculadores, entre los quales se ha hecho famoso 
con el nombre de caso írreductiHe^ por no haber podido 
hallar hasta ahora, á pesar de todos sus> esfuerzos, otro 
modo de espresarias algebráicamente sin imaginarias sino 
es por aproximación.

Supongamos ahora que se nos ofrezca sacar ías tres 
raíces de la equacion ^3 — 3 j^^ n-' 1 2> —- 4 =z: o. Ein- 
pezaremos eliminando el segundo término, substituyendo en 
la propuesta x -»- 1 y sus potencias en lugar de y y sus 
potencias, y resultará la transformada x3 -1- 9X-H6 = o 
que carece de segundo término.

La comparación de la transformada con la equacion 
general ^3-H p^-Ir-? ™ t>'dá /j r:: 9 5 S'— 6 5 yp 3
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■3 ¿?3 ” Ajr^ -i ÿ “ 3 5 -^ Í"^ ” 9. Por ser positiva la can
tidad que “p, se infiere que de las tres raices de la equa- 
cion sola una es real ( 265 ), y se sacará con egecutar en 

ITE- T? *Cd^^ -H^Í^)] -H Í?'E- i? - C(|?’ -H i Í 3)] 
las substituciones correspondientes que danx r=:v^(3 — ^ 9) 
= A^Cs (1—-^ 3))- Luegox-t- I ój/= i-ir-y^ 3(1—■^3)j 
este es el valor real de y^ seria fácil sacar los dos valores 
imaginarios.

Si la equacion cuyas raices se han de sacar , fuese ;c3 
— 3^ — i8'=: o , seria p — —3 5: ? =— 185^^ 
= — ^i ^^3 ~— 1 j 7 ? = — 9 5 ví* = 8i- Aun- 
-que p es negativa, es tal ,no obstante que — p^ es menor 
QUe I^^i por consiguiente, tiene la propuesta una raiz real 
y dqs imaginarias (265 ), ,La rçal se halla ser, despues 
de egecutadas las substituciones correspondientes, j^ ;::::: 
•^(9--t-4V< S)-i-\^(9 — 4 ✓ s).

ResQÍueton de las Ecuaciones de' quart^o grado»

26^ Quando ocurriere resolver una equacion de 
quarto ¡grado, se la despojará de su segundo término, con 
,quy-a .preparación podremos suponer que æ-^ -+- px^ -n ex 

r ==fO representa generalmente qualquiera equacion de 
quarto grado. Podremos tambien considerar la propuesta co
mo formada de la multiplicación de estas dos equaciones 
■de. segundo grado x" -H.^jc rí- w = 0, x"^ — ^^ -n «— 0, 
xuyo segundo término es uno mismo sin mas diferencia que 
la de los signos que suponemos contrarios, á fin de que com*

Tom,Il, T^ 
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ponga su producto una equacion de quarto grado despo
jada de segundo término. Multiplicando-, pues , una-por 
otra estas dos equaciones , sale

!£^ H- nx^ -H gf^^ H- mn zx o
g^X^ --- mgx ■ 

H- tnx^
cuyos términos comparados con los de x^ -t- px^ h-^jch- 
r =: o dán p =: « — g^ m , ? =: (w — m}g ^ rz=:mn. 
De la primera de estas tres equaciones sacaremos n -+- m 
^ p _^ ^2 y de la segunda n —- m — y , luego sumando 
estas dos últimas saldrá 2« :=::p -^ g' -^ ^ ■> Y n = ^-^^ 
^^J restando la segunda de la primera sacaremos 2Wí= 
p ^g^___ íj y w.=e^^^ — Multiplicando el, valor 
de m por el de n, sacaremos el último término de la trans
formada que ha de ser igual al último término de la equacion

— (p’+'s'^y__ ^^“f, de cuya ,espresion sacaremos
* g^ ^2pg^ H- p^g^ --- = 0

equacion de sexto grado al parecer, pero que en la reali
dad no es mas que del tercer grado, como áe puede veri
ficar haciendo ^^ = n. Esta equacion se llama Ia'y?¿«w- 
da^ porque á la resolución de esta se reduce la de la equa
cion jc^ -+- px'^ qx -i~ r .— o.

368 Una vez que el último término ÿ’ de esta equa
cion lleva el signo —, es indispensable que g^ tenga por 
lo menos un valor positivo^ porque en este caso no puede 
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provenir, la equacion sino de la multiplicación de très fac
tores como (à-" — /) . (^’ —m) . (g^ —«), ó de très 
factores como (^g^ -4- Z) , Çg^ -+- /») , ^ g^ -— fî'^ porque 
solo en uno de estos dos supuestos podrá llevar el último 
término el signo —. Habrá, pues, por lo menos un factor 
de esta forma g'^ -—n ; luego g^ — «, quiero decir que g 
tendrá por do menos un valor positivo* Luego ya que esta 
última equacion dá-^ = tt: v/«, tendrá g por lo menos 
dos valores reales. .

Con efecto , s¡ en las equacione? ¿e’ ^ gx -+- tn “ o, 
y —■ ¿y^-H- n — o substituimós en lugar de w y « sus 
valores antes hallados, .y‘ résblvemos después las transfor
madas que resultaren, dará la primera ¿r 'z^ — í-g -4- 
^(— 7 ^* — Tf 2^)5 y i^ segunda dará jr — |-g =t: 
V^( — r^^— rP ig^ Juntando estas dos fórmulas 
tendremos .^, = =±z i^zt t/(.^ i,^’ _ L p— x) , de 
cuya espresion sacaremos los quatro valores de x que bus
camos., en los quales no habrá mas que substituir el va
lor -de; g 4ue diere da reducida.

* = ^<-+-K-7«*--^í’-^)

209 bupongamos ahora para abreviar íi ~ ^ g, 5 — 

y tendremos íf = a-(-¿,:v = fl—Vr, 
ar =:.— a — c, ó trasladando x — a — ¿ = 0, x — a

T4
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è = o , x -i- a — C — O , x-^a-ir-c^o. Sí mnl- 
tiplicamos unas por otras estas equaciones sacaremos

^4 — 2a^x'^ -t- 2ae^ x -+- <1^ z=: O' •

cuya equacion es cabalmente la misma que ^4 .4- p^í + 
r = o , y dá p = - 

aaè^, ríz^a-^ — a^^^ — ®^ substituimos es
tos vilotes de p , ?v t en la reducida, se transformará en 

g6 _ 4fl*¿4 -H- San^g^ -^- Sa^è^^ ^o \ 
_ ^I,2g4 ^ 8a^^g" — 4a'i‘’ ' 
— 2fy l,4g^ — 40=^4

Los très factores de esta equacion son 'g^ — 4«% g’' — ^' — 
al^c ~e^ ,g^ 5 y manifiestan que /

= C^-^)’- ^® ‘^°"‘^® inferiremos 
I? Que quando alguna de las dos cantidades b ô e 

fuese imaginaria, será imaginaria la cantidad b -it 3^(?-í- 
í-’ , porque contiene el producto be que ha de ser imagina- 
rió ( 189 ). Luego en este caso no tendrá la reduci
da, considerada como equacion de tercer grado, mas ra.s 
real que 4«’. Pero en el caso de ser imaginaria sola una de 
las dos cantidades b ó e, tiene la propuesta v4 -¥-fx ■+■ 
gx-+-r = o dos ralees imaginarias, es á saber ai, 7 
a — i, si fuete é imaginaria, y dos raices reales que si» 
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__ -íí-i-í?, y — a — í^j y al reves si fuese c la sola ima
ginaria 5 por consiguiente quando la reducida considerada 
como equacion de tercer grado no tubiere mas que una 
raiz real, la propuesta tendrá dos raices reales y dos ima
ginarias.

2^0 2.°Sièyr fuesen ambas reales, lo serán tam
bién las tres raices de la reducida, porque no puede me
nos de ser (.^ ± ¿?)® una cantidad real quando lo son ^ y c. 
Tambien serán reales las tres raices de la reducida, conside
rada como del tercer grado aun quando ^ j e fuesen ambas 
imaginarias, porque Q? y/— 1 ±e V — 1/ es una can
tidad real ( 198 ), y por consiguiente se hallará la re
ducida en el caso irreductible en ambos supuestos. Y co
mo en el supuesta de ser b y c ambas reales, son reales las 
quatro raices de la propuesta, y son todas quatro imagi
narias en el supuesto de serio è y e, resulta que quando 
las tres raíces de la reducida fuesen todas reales, pueden 
las quatro de la propuesta ser ó todas reales ó todas ima
ginarias.

Serán todas reales si fuesen todas positivas las tres 
raices de la reducida. Porque si 4^1®, ¿® -t- 2èe -H e^^ è^ 
— 2hc -H c^ fuesen cantidades positivas, serán reales sus rai
ces quadradas 2í?, ^-Hz?, ^ — c. Sea, pues, Zaz^M'^ è-i-e 
zzz TV; b — c :=z P^ la suma de las dos últimas equaciones 
es 2¿ :=r TV -H P , su diferencia es 2e^N—P^ luego 2á 
H- 2b ~ M ~¥- N -i~ Pj 2a— 2bz=zM—N—P; —2a 

—H Sí? TV — M—P‘̂ — 2a — 2c — P — M—-TV, y co
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mo eî primer miembro de cada una de Ias quatro últimas 
equaciones es igual á 2x ( 269 ), será tambien 3^,y 
por consiguiente x una cantidad real 5 y serán reales las 
quatro raices de la propuesta.

Pero quando sola una de las raices de la reducida es 
positiva, las quatro raices de la propuesta son todas ima
ginarias. Supongamos que la única raiz positiva de la re
ducida sea g^ — 4«® 5 las raices quadradas ¿ -t- r, b — e 
de las cantidades a^ -H 2be -v- e* a^ — zbe -4- ^® que 
suponemos negativas, serán por lo mismo imaginarias, y 
será b e = b^ ]/— 1 , b — c=.PV— 1 ; tendre- ; 
mos, pues, en el caso actual 2a " M, b -+- r™ bb\/— 1, 
b — e — P \/ — 1; la suma de las dos últimas equacio
nes nos dá b — ^ P V — 1 H- ^ TV \/— 15 y restan
do la tercera de la segunda, sacaremos e — ^ N V — 1 • 
— "ïï ^^— ^ 5 luego una vez que en cada una de las 
raices de la propuesta está ó ^ ó c ( 269 ), los qua
tro valores de x serán imaginarios ( 189 ).

Si supusiéramos que la raiz positiva de la reducida es 
qualquiera de las otras dos , la cantidad 2îï seria imagi
naria, y por consiguiente los quatro valores de x que 
todos llevan la cantidad a , serian todos quatro imagina
rios. Luego en el caso de ser reales las tres raíces de la 
reducida, la resolución de la equacion del quarto grado 
tiene el mismo tropiezo que la del tercer grado en el ca
so irreductible.

Apliquemos el método que acabamos de declarar á la 
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resolución de algunas equaciones, y supongamos que se 
nos ofrezca sacar las raíces de esta equacion x'^ — ^x^ 
— 42jf — 40 “ o. Sera, pues, p~— 3, zr — 425 
r — — 40 5 y substituyendo estos valores en la redu
cida quedará transformada en g^ — óg"^ -H 169^^ — 
1^64 zz: o. Considerando esta equacion como si fuese 
del tercer grado, y resolviéndola en este supuesto , ha
remos ^® zz w -t- 2 para eliminar su segundo término 
( 248 ) 5 y la equacion que nos tocará resolver será u^

í5Z" — 1442 — 05 y como esta no tiene mas que 
una raíz real, inferiremos que tiene la propuesta dos raí
ces reales y dos imaginarias. Para hallarías, empiezo resol
viendo la equacion u^ -1- 157« — ^442 ~ o, y sa
co « zz 7. Luego ztz\/«^2 ó ¿^ zz ziz 3. La substi
tución del uno de estos dos valores en la fórmula general

— V ^ — V^ (------  g" — -pz^j-} dá los qua- 
tro valores siguientes zv = 4 , — 1 , ¿v zz -L 
V —31.

Si hubiéramos de sacar las raíces de x^^ -t- 3^^® -n aje 
— 5-=05 seria p zz 3 5 5'“ 2 5 r zz— 5 , y la redu
cida se transformaría en g^ -4- óg^^ -4- 2 9^^ __  4 zz: o, 
y la suposición de ¿' zz u — 2 la transformaría en u^ -+- 
i’̂ u — 46 zz o, cuya equacion no tiene mas que una 
raíz real, y me está diciendo por lo mismo que la pro
puesta no tiene sino dos raíces reales, siendo imaginarias 
Ias otras dos.

Busco , pues , estas raíces resolviendo esta equacion 
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u^ -^ 12' u — 46 ”o por medio de la fórmula general del 
tercer grado, cuya fórmula da » = 1?'( 23 -+-— V^^) 
■+-^( 33 — 7 V^)- Luego =!= tZ «—2 , ó g =

Si substituimos este valor de g en la fórmula generala-" 
:d=-{ ^ ±i/(— |ár* — rP^ i^^ sacaremos que las quatre 
raíces de la propuesta son

= ± i V^E- ^ -- va 3 - - iZ^f )-HA^(3 3 - A tZ^ ) ] 

d=VZC- ’

^-_„3^-v-(2 3 ^;VZ<)H-^("3 -+-rl/^’)]

Se me pregunta ¿quáles son las quatro raíces reales de 
la equacion ¿v^ — ^3^^ -^ ^^^-^ — 36 sr o. La com
paro, para responder á la pregunta, con la equacion gene- 
ral A''’ -H ^.v’ í/A- H- r = o , y saco que ^ = — aS?.

, y substituyendo se transforma la 
reducida en g^— So^"^ -^ T^QS^ — 3600 =.o.. Hago 
^^ “j±:12^ y no ^^ — M -H Y para huir de los quebra
dos. Resuelvo esta transformada, y saco que sus raíces son 
K=: 35, a = —2,« = —23: luegozi=v/(’!^^)ó¿=: 
z±z 5 , ó±4 ,'ó±: 3. Despues de substituido qualquiera 
de estos tres valores de g en la fórmula j? rx =t — ^ — 
^^^ A ^2 _ ^ p^j¿} , hallo que las quatro raíces de la 
propuesta son x ™ 3 5 2, .v = 1 j ¿i? = ^*
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En este egemplo hay una circunstancia particular, en 
la quai hemos de parar un rato la consideración, y es que 
g tiene seis valores distintos. Esto proviene de que pudien
do considerar una equacion del quarto grado como el pro
ducto de quatro factores del primero (^ -Hít) , (¿r -4- ¿), 
Çx H- c), (j^ -H d) es divisible por seis factores del segun
do grado , que son (¿v-+-¿?) ('’^“’“^)5 (jph-íí) (-^^H-c); 
(¿PM- «) (JC -t- í/) 5 (j? -H é) (á? -1- ^) 5 (x_ H-.¿) (VH-Í^y^ 
(4. -H c) (x -P rf). Y como tienen un segundo término cuyo 
coeficiente está generalmente representado por ^, es evi
dente que g ha de tener seis valores diferentes.

Pero como la propuesta carece de segundo término, es 
indispensable que si el uno de los valores de g es ím,,. el otro 
sea — m. Luego g^- ^— m.^ ha de .ser uno de los factores 
de la reducida: luego sí los otros quatro valores^^e.¿- son 
hj rr^ky.J j — 2, serán g^ — ^^ ^ y g'^ — i^ factores de la 
reducida. Por consigniente no solo ha de-ser dçl sexto gra-r 
doi, sino que no puede tener y no tiene, con. ¡efecto sino 
potencias: pares. ■

Si. quisiéramos hallar las quatro raíces de la equacion 
.^4 ^ ,^Qjf2 _ j 2jf i 3 = 0 5 seria p — ,2oj

— I..2 jir-œ.1-3 , y la.reducidja-^’— 40^-^ 343^,=^ 
— 144 — 0. Haríamos ^^ z^^^'^^, y resultaría la trans
formada «3 — 1668 u—■ 6608 — o, cuyas raíces son 
w — — 4 5 y— 2--t 6^/46. Substituyendo estos valores 
de u en la .equacion ^¿- -== ±✓(ï::^), saldrá^ zz: ^ 21/3, 
ê ^^ ^/ {14 zL: 2 -/46)3 y substituyendo qualqinera de 
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estos valores deÿ, pongo por caso el primero ,æn la fórmula 
áp = ±:-¿--¿ ± &c.'sacaremosPv zr \/ g -H 1/(7 ^ V 3), 
^ = ✓3 — v/(Z -H Vs). V 3 "H v'í? — V' 3)5

Resolución de^ las Ecuaciones por aproxitnadot}.

271 Todo calculador que se empeña en.la resolu
ción de, una equacion ha de llevar la mira He sacar cabales 
ios‘ Valores de la incógnita, y si acaso'tropieaacpn/alguna 
equáción* que deje burlados, los- nietodos directos' que.'hemos 
declarado para cóhseguirlo , es preciso que se contente con 
hallaflos por aproximación.- Esy 'pues y del caso-dár un re- 
feárso'para'saUrdeesíé-ápuró. - ;‘i''i<ri;rj.¡L ■
r 2^'3 ¿»ÉlWf»aá-4ué -cod este-fin yamosKS preponer 
SnpóHé'que se ‘haya sacado primero un valor de la incógni
ta, que no discrepe , del verdadero sino de una decena par
re. Pará-¿a'eár este primer' valor conviene considerar', que 
si de ■su'fe»titü¡r' des riâmdrôs distintos-eitlia equacion en ,lu» 
gar de x , resultan dos cantidades tales que lampa sea po^t 
feitiva y la otra negativa, habrá indispensablemente una de 
las raices-íde la equacion entre los-dos-númerós, de «o^a 
substitución hubieren salido'Iós dós resultados-de:signo enn- 
trarío'. Si suponémos-, por egemplo, que teniendo y distin
tos'valores, a represente el menor valor de y,- y ¿ el valor 
inmediatamente mayor, dé suerte que x — a', y x—é sean 
dos factores de la -equacion , se 'Viene ádos ojnsq que ai en 
lugar dé-Ü-substituiinóS'un número positivo menor que .'n,.
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^ — a^ será negativa, y si substituimos un número positi
vo mayor que a^ pero menor que by x — a será positiva, y 
el producto de los demás factores llevará el mismo signo que 
en el primer caso : luego yá que solo el factor x — a muda 
entonces de signo, el producto total mudará sin duda al
guna yde signo. Lo: propio probaríamos.si el factor menor en 
vez de; ser -^-—.a fuese ¿<; -4-íí j, en ..cuyo caso se deberían 
substituir números negativos.,. -

2j^3 Sentado esto, propongámonos hallar por apro
ximación las raices de. la equacion .x:3 —- g j^ -i-,6 =z: o. 
Substituiremos sucesivamente, en lugar de ^ -muchosmúrne- 
ros positivos:y. negativos,; hasta,encontrarocon das , cuya 
substitución sucesiva dé dos resultados de signos contra
rios, entre. los qualesánferiremos que ha de e.star el valor 
de^az: de 'suerte.^'que si dichos dos números-tro-discreparen 
el- uno. del otro, sino de da. décima parue ,- ó de metí os. de la 
décima parte del uno de ellos, té’ndremos.el valor aproxi
mado que buscamos con tomar e! upa de los dos, ó ,un-nú
mero intermedio. Si acaso,discreparen masy practicaríamos 
lo siguiente.-0 p

Substituiremos' en la xquacioñ .x^ -—■ 5 az ^ 6 — 0 
los números o , i , 3 , 3,4 &c. Y como al instante ha^ 
liaremos .que todosdán .resultados; positivos y Jos-darán- al 
infinito, substituiremos los nómeros-o^.^ i ,-^' 2 , _  3,

4 ^c. y sacaremos los resultados'SÍguientí3S) .q p-^r ,.
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Subst.
o

— i
--- 3
— 3

Result.
6

8
6

Paro la consideración en los dos últimos, é infiero que la 
una de las raices está entre — a y — 3* Pero como la 
diferencia 1 de estos dos números es mayor que la décima 
parte de cada uno de ellos , tomo un medio entre los dos; 
quiero decir; que tomo la mitad —^ a , g de su suma — 5. 
Substituyo— 2 , 5 en lugar de x en la equacion, y saco 
-1-3, 8ZS3 esto es, una cantidad positiva, infiero, pues, 
que está la raíz entre — 2 , S y — 3-

Torao un número medio entre — 2, 3 y—3; esto es, 
__ 2, ^, despreciando las cantidades menores que las déci
mas. Substituyo —3, f en la equacion en lugar de ^; sa
co el resultado — o, 183, que es una cantidad negativa. 
Luego ya que — a, 5 dió un resultado positivo, y leda 
negativo-—a , 7, está el valor de x entre— 2, sy ^^3,7» 
cuyos números no discrepan mas que de 0, 3 que es 
una cantidad menor que la décima parte de cada uno de ellos: 
luego el valor de x será (tomando un número medio entre 
gllQS^__ 3 j 6 con diferencia de menos de una décima.

■ -Después de hallado un .número que no discrepa de ^ 
de una décima del valor:de dicha-cantidad, supongo x igual 
á dicho número mas una nueva incógnita 2: : quiero decir, 
que en el caso actual supongo 2, 6 y sub-

MCD 2022-L5



DE ^ZGEBR^, 305

tituyo esta cantidad en lugar de x en‘Ia équacion. Pero 
como 2 es quando mas una décima de la cantidad — 2,6, 
será por lo mismo su quadrado la centésima parte del qua- 
drado de dicho número: su cubo la milesima parte, quan
do mas, del cubo del mismo número^ y así prosiguiendo. 
Omitiré en esta substitución todas las potencias de 2 supe
riores á la primera ( 182 ); y por escusar cálculos in
útiles, desecharé, al tiempo de escribir el cubo de — 2, 
6. -H 2, y sus demas potencias, si las hubiere, todos los tér
minos que diere la regla dada (99), excepto los dos 
primeros.

Para substituir con órdeny escribo como se sigue:
x^ = {~2, 6-H2y=(_3, 6/-+-3 (—2,6/25 

— 5^^='— S (“2, á 2) — — 5 (—2,6 ) — 52; 
-H 6 ~-t-6.

Junto todas las cantidades, y saco que el resultado de 
la substitución es ( — 2, 6/-n 3 (—2, 6/2 —5 (—2, 6) 
---- 52-1-6 33=05 de donde saco con egecutar las opera
ciones indicadas y las-reducciones correspondientes, 15,28s 
-+•1,43-4=0, y después 23=— .J^, cuyo valor re
ducido á decimales dá 2= — 0,095 en cuya reducción 
no prosigo el cálculo sino hasta un guarismo significativo 
no mas. En general, basta proseguirle hasta tantos guaris
mos significativos, entrando en estos el primero que se ha- 
Ha, quantos lugares hay eritre este, y el primer guarismo 
del primer valor aproximado de x. En el caso actual entre 
9 , que es el primer guarismo significativo del cociente 0,00

Toril, IZ V
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y 3 5 que es el primer guarismo de 3 , 6 que es eî primer 
valor aproximado de Xy no hay mas que un lugar : quiero 
decir 5 que entre el lugar de las centésimas que ocupa ^ en 
OîOÇi y el lugar de los enteros que ocupa a en 3 , 6 , no 
hay mas que un lugar intermedio, que es el de las décimas: 
por este motivo no paso del primer guarismo significativo 9.

El valor de Xy es á saber x = — 25 6 -t- 5í, será por 
consiguiente a; zz— 2 , 6---- 0,09 , esto es x ”----- 2,69.

Para acercarme todavia mas al valor de Xy hago xz=. 
— 2,69 y tendré

Æ® =Z (---- 2,69)’-»- 3 (----- 2,69/í,
— S.^=---- 5 (^----- 2,69)------Sí
-+- 6=-h6

de donde sacaré, despues de egecutadas todas las operado- 
nes,—0,015 109-+-16, J-083Í =0, y í = ^^^’, 
cuyo valor se reduce á rzxo, 000904.

Luego el valor de Xy esto es, x=:----- 2,69 r, 
viene á ser je =---- 3,6 9 n-o,000904 — 3,6 8 909 6.

Si quisiéramos llevar mas adelante la aproximación, 
supondríamos ¿v =---- 2, 689096-i-u, y se practicaría 
lo propio que hasta aquí.

Si se me ofreciese practicar el método que estoy de
clarando con la equacion jf* 4^^ 3^7-4- 37 = 0, se
guiría el mismo rumbo que en el primer egemplo, y halla
ría que el valor de x aproximado con diferencia de menos 
de una décima es 2 , 3. Supondría , pues , x ^ 2, 3 -i- ^t 
y por medio de la substitución sacaría
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»4—(2,3)4^4(3,3)3.2,

---- 4^3 =------4(2,3)3 __ 12 (3,3)\ a,
---- 3ÎC =------3(2,3)----- 3«,
-(-27 =-+-27.

De cuya espresion sacaré, despues de egecutadas todas Ias 
reducciones,---- o» 5839 ------ 17, 8 i 22 — 0, y por con
siguiente a = —r-, ^ji^ = -—0, 0 3 5 y no paso de las cen
tésimas por la misma razón que antes. Es, pues, el valor de 
.vz=2,3---- 0,03 = 2,27.

Con la mira de acercarme todavía mas al valor de x, 
supondré a: = 2, 27 -+- í, y ,con substituir sacaré

^^ =(a>a?)* -t- 4(2,a7)3.r,
— 4jc3 = _4(2,2J^)3 — i 2 (2,27)’.?,
— 3« = —3 (3,27) —3«-j

Egecutaré todas las reducciones, y sacaré—0,04595359
1 8,04646 8 r o, de donde sale r —— —

—-0,0025, y por consiguiente :v:z: 2,2675.
Hay sin embargo algunos casos en que no hay valor 

alguno real, sea positivo, sea negativo , que substituido en 
lugar de x dé dos resultados de signo contrario. Esto puede 
suceder i.® quando son imaginarias todas las ralees de la 
equacion. 2.® Quando estas raíces son iguales de dos en dos, 
de quatro en quatro &c. 3.® Quando son en parte imagi
narías, y en parte iguales de dos en dos &c.

Por egemplo, una equacion cuyos quatro factores fue
sen x — a,x — a^x—^, x — ¿, esto es, la equacion

V 2
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(^_£ïy x (at —^7 —o, jatnás mudará de signo, aun
que se ponga en lugar de x el valor que se quisiere , sea 
positivo, sea negativos Porque el quadrado á^ x — a- será 
siempre positivo, ora sea :v — a positivo<ora sea'negativo* 
Lo propio digo de ;v—^. ‘

Por lo que mira al caso en que son imaginarias todas 
las raices, es evidente‘<que ño^hay ningunos números rea
les que substituidos-en lugar de‘ x, puedan dár dos resulta-' 
dos de signos contrarios. Porque si hubiera. doS números con 
esta circunstancia, sehaUaria el valor de k entre dichos dos 
números reales, y seria por consiguiente real contra lo que 
suponemos. . • •

De las Raíces imaginarias de las Equaciones^,

3^4 De lo que digimos (198) acerca de las 
cantidades imaginarias resulta i? que las raíces imagina
rias, que puede haber en una equacion , son siempre en nú
mero par.

a? Que las raíces imaginarias que resultan de la re
solución de una equacion tienen de dos en dos la misma can
tidad debajo del signo radical, y solo se diferencian en los 
signos -H y---- -

3 .® Que toda equacion de grado impar tiene por lo 
menos una raíz real.

4 .° Que toda equacion de grado par, cuyo último tér
mino es negativo, tiene por lo menos dos raíces reales ; por
que el producto real de los radicales imaginarios, que en 
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este caso son términos de los dos polynomios multiplicados 
uno por otro, no puede menos de ser una cantidad positi
va (198),

Lo deniás que sobre este asunto falta declarar, se ha
llará en el tomo quarto de este Curso.

De ¡as Raíces iguales de ¡as Ecuaciones,

2^^ Para sacar ¡as raíces iguales que puede ¡falser 
en una equadon se ha de multiplicar cada término por 
el esponente que en él llevare ¿v: se disminuirá este espo- 
nente de una unidad, y resultará otra equacion : se busca
rá despues el mayor divisor común de esta última equacion 
y de la propuesta.: contendrá este divisor las raíces iguales 
de la propuesta ^ pero levantadas á un grado una unidad 
menor. ■ .

Por egemplo , la equacion
^■* -----  2fl!^3 _p ^3^2 ----- Za^lfX -H 0^^ '— o

----- 2¿fX^ H- 44¿Je*----- 2aè*X

es el producto de (x---- a} por (¿f----- ^y,
Si se multiplica cada término por el esponente de ;v, y 

se le quita á este esponente una unidad, y se tiene presente 
que el esponente de x en el último término'‘es cero (31) 
saldrá

4áp’---- 6ax^ -f- 2a^x----- 2a^lj — 0
---- 6^x^^ da^x----- 2aè^

Tofth IR V3
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de cuya equacion y de la propuesta el mayor divisor común 
es ab, que es ---- i/). (:v-----cuyo pro-

----- bx 
ducto consta de los mismos factores que(j? "í2) x(^ Z*), 
pero con la diferencia de que en el divisor común son de 
una potencia inferior de un grado.

Para percibir la razón de esta regla conviene tener 
presente, que según hemos probado en otro lugar ( 99 )

Si imaginamos que se ha multiplicado cada término del 
segundo miembro por el esponente de x , y que á este espo-, 
nente se le ha quitado una unidad, resultará

X"—^ h «.”-=■’ . m-2 Í=

cuya cantidad es la misma que w (jp"'^’ a- «— 1 . á?"** b 

esto es la misma cabalmente (-'99 ) que m {x-^b)’ . 
Por consiguiente , quando se multiplica cada uno de los tér
minos que componen la potencia m del binomio ¿v s-¿, por 
el esponente que lleva ¿c en cada uno de ellos, el producto 
que resulta es cabalmente la potencia inmediatamente infe
rior, multiplicada por el esponente de la potencia actual. 
Luego queda probada la regla para el caso en que son igua
les todas las raíces.

Supongamos ahora que después de elevado cada uno de 
los factores del producto (jp -+- b^ x Çx-^dy á la potencia 
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que señala su esponente, multipliquemos uno por otro los 
dos resultados: si se multiplica después cada térmiño'por el 
esponente que en él llevase at , dará el cálculo un resultado 
que será lo propio que m (x-4-x (x -^df -^ n^x ¿>y 
x. (x -+- 4^^^ ^ de cuya cantidad y de (x~^ ¿)'” x (x -+- d/ 
el común divisor es (aí h- x (.r 4- dy^'^ ; y asi pro
siguiendo sea el que fuere el número de los factores x -i- ^y 
x d ‘

Mefodo para sacar las ralees de las cantidades que son en 
parte raclonales j^ en parte Incomensuralfles.

2^6 En la práctica de los métodos que llevamos 
declarados -para resolver las equaciones hemos encontrado 

resultados de esta forma ^/[^---- -' ^ d= '^( i^^ -i- i p3)^ 
qué nada manifiestan á no ser que se reduzcan , quando se 
puede conseguir , á otra espresion mas senoiUa que no lle
ve mas que una cantidad racional con un radical de se
gundo grado. Es, pues , indispensable declarar cómo se ha 
de egecutar esta reducción.

Consideraremos primero el caso en que ?» — 2 , quie
ro decir que buscaremos la raíz quadrada de las cantida
des que son en parte racionales y en parte radicales.

Representaremos por P -H v^Q dichas cantidades y por 
"l/í» -d-V» su raíz. Si no hubiese mas que un radical en 
la raíz que buscamos, la una de las dos cantidades v^/« -h 
Vn será por precision comensurable.

Tendremos, pues, en virtud de lo supuesto y/ÇP-i-V^Q)

V4
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— y„2 _}_ y/n^ de donde sacarémos, elevando ambos miem
bros al quadrado j #» -t- » -H 2 V^n =: P -^ VQ. Es muy 
natural suponer la parte racional del primer miembro igual 
á la parte racional del segundo , y egecutándolo sacare- 
jpos m-^n= Pj y de la comparación de las dos canti
dades irracionales una con otra saldrá 2^/^« — Vfíi ele
vando al quadrado ím-hk — P, y 2\/mn~ \/Q , saco 
,„2 2 ;^„ H- n® P" y 4w» “ á^ resto la segunda de 
estas equaciones de la primera y sale m^ 2}nn n^ = 
p2 Q: de cuya espresion infíero que serán m y n co- 
mensurables si el valor P^ fí fuese un quadrado , pues 
j72^ — zf/m ~+— fi^ es un quadrado* Saco ^ pues ^ la raíz qua— 
drada y hallo m n = V^P" Q^ Ya hallamos poco 
háw2-t-rt=:P: si sumo una con otra las dos últimas 
equaciones, sacaré aw —Pn- aZ (P’ Q)y^ = y P 
-1 * V(P^ fí); sí ^^^ ’̂^ Í^® mismas equaciones la una 
de la otra, sacaré zn^z^P — V{P^—Q^Y^—T^ ; 
-I. y/Çp^ —Q), Luego v/(P-í“V/ó)=V'(7P-H^5/(P*—fi)) | 
4-v"^—P — V^P^ 0))’ E^***^ aunque en cada uno 
de los dos términos del segundo miembro haya dos radica- j 

les, no habrá en la realidad sino uno quando V^P-^VQ} 
fuese reductible, porque en este caso P" fí será un qua
drado, por lo que hemos visto poco há.

Supongamos que se me pregunte quál es el valor de 
yV^v/48). Consideraré que en este caso P = ^^ J 
1/Q“ ^/48 , y por consiguiente g“48 : luego P^ ■ Q 
-49---- 48=1, yv"(P'----- fí)-V/ i= I. Egecu- ■ 
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tando las substituciones correspondientes en la fórmula que 
hemos hallado, sacaremos V(7 -n V*48) — y'(^ -|_ i)^- 
V{i— j) — -/4-H vZ 3 “ 3 H-A/3.

Si la cantidad cuya raíz se me pide fuese 4 -t- 2 V 3, 
pasaría 2 debajo del signo ( 62 ), y saldría 4-^- y" i 2, 
en cuyo supuesto 4 —P, y'1.2 z= VQ^ y por consiguien
te Qz=: 12. Egecutando las substituciones , hallaré que 
vZ(iP-<-i^(p’-fí))=v/3 ylZ(í p-u/(P’-fí)) 

— i 5 de donde infiero que ■\/(4h-2v/3)z= 1 -f- ■v/3 
ó —1—v/3.

Si-hubiese desacar la raiz.de S.H-'áVi g, sería P— 8, 
Û“ 6o , y .por consiguiente ij/[^|.p 1 \/{P^ — g)] 
^‘^5 , y iZCiP —iU(P^- ñ)] = Vs- Luego 
•1/(8 -H 2 u I 5) —V3-+-V/3 , ó—1/3—\/5. De donde 
se sigue que V(4 — avZ 3),= 1 — v/3 , ó ^/3 — i ; y quç 
v/(8-2v/ is) = v/3 —US, ó v'g_v/3. En general, 
\7{p — vq} = |Z[iP -4- iU(p“ — ó)j _ 
1Z[i p- iU(p=—à)], ó v/[4P _ xv/(P>_ eq 
— y [iP-^iu<p’—fíq.

2?^^ , La misma fórmula-podrá servirpara sacaría raíz 
de una cantidad en parte real, y en parte imaginaria, quai 
sería — i -1-2 ✓ — 2. Porque comparándola con P-^VQ 
sacaremos P ~— i , g = — 8 , y haciendo las substi
tuciones saldrá ]/(! P -H 4 V^P^ —g)) — |/(— j -+-| ) 
y lZ(iP~ iU(P' —fí))z=:l/(— i — l), y pb 

consiguiente U(— i n-av'—2)rz !-+-;/—a,ó-i -
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378 Suelen encontrarse cantidades imaginarias mo 
nomias, que tienen raíces binomias: esta singularidad se bai
lla en la cantidad 'i v/ — 15 cuya raíz es i -+- V— 1. 
Para sacar ésta especie de raíces, se practicará Io propio que 
en los egemplos antecedentes. Supongamos que en el su
puesto de ser P'una cantidad real qualquiera, hayamos de 
sacar la raíz dé p\/ — K' Supohdrémos Vp^ — 1 =zm-i- 
nV—15 Y quadrando , será pi/—i z:z m'^ —«^ -H 2mn\/— 1. 
Como el primer.miembro de est-a equacion es todo imagina
rio, será m^ —n^= 0 , que dá m^n. Será pues , pv^^' 
^ -zmuy^—i , que dividiendó todo por V—1 dá pz=z'‘2mn. 
y como hemos hallado poco 'ha' m ±¿íi -)"s&tá'-{p‘±2- 2mi^. 
y «”1/-. ' Substituyendo este valor de «calugár-dé m ea- 
rn-t-wt/^^ que suponemos Ser la. raíz de\p\/—i -, será 
Ví/ — I = Vf ■'M-i v'.'f“X V— Í- =X"(’T-d- v—i)-x' Vf.

279 Busquemos- ahora la raíz cubica de P -h Vú, 
que representaremos por (.rM-Vj/) V «• Toldamos ;v n- v> 
y no y/x-^ Vy ) porque en el cubo del último binomio no 
habría término alguno comensurable,' y tómameé también 
(¿^'H- Vj’) V 2:5 porque el cubo détesté binomio tiene Una 
cantidad comensurable, igualmente qué él cubo-de x -Hyb^j 
y porque será de mucha utilidad la indeterminada.-

Tendremos , pues , (x -+* Vj^Jí^^ = ^( P -+- VÚ)) 
y por lo mismo (jc — Vj')Vz ” VOf* — Vifí)* Si mul
tiplicamos una por otra estas dos equaciones , resultará

^^(p^—Q)
(^^"—j}^ zz = ^ÇP'' — Q) ^ o x^ — j/:r= ——-^^^----
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Si multiplicamos el numerador -y el denominador del úl
timo miembro cada uno por a^ 2: ^ se transformará en

I :— que se reduce a--------------------- : lue-

iZpp—0)^1 ” .
go ¿v^---- JP ::±: ——- ----------------

Z
Por consiguiente si ¿v®-----y fuese comensurable , en 

cuyo caso se, podrá sacar la raíz cúbica cabal de la cantidad 
propuesta P -1- V^Ó , será preciso que sea tambien comen-

surable la cantidad -— --------------Para que esto se ve-
sí

fifique es indispensable que (P®---- Q)¡^ sea. un cubo perfecto;
será, pues, préciso que 2:— 1 quando P^—Q fuere un cubo 
perfecto, y si (P^—Q') no fuere un cubo perfecto, haremos 
que lo sea, dándole á z el valor que para esto fuere menester.

Supongamos para abreviar 1^
Z

= ^5 ten-

drémos ;ç® —j^^erz; y como elevando al cubo la equacion 
(x-t-v<y) ^^ = ^{P -H <3) dá ^’« -H 3jcjpz -H 35P*«V> -+- 
j^zvír ~ P ~v- VQj y de la equacion x^ —y — a sacamos 
y “ x®— a , se echa de ver i.° que x^z -+- gxjz — P, 
y x^-H 3xj; ” ~. 2.® que sí en la última equacion subs
tituimos en lugar de y su valor sacado de y — x®----a^ 
saldrá qx’ — g^x “ y , y 4x^— 4ízx — — =zz 0,

Queda, pues, reducida la dificultad á buscar los divi
sores comensurables de esta última equacion, y los tendrá
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por precision si tuviese P-^VQ ^^^ ^^i^i cúbica cabal. Con 
esto se sabrá el valor de x^ el qua! determinará ai instante 
el dejr, y como s es conocida, lo será tambien la raíz cu
bica que se busca.

Busquemos en vista de todo esto la raíz cúbica de 
lo-H 6v^3. En este caso tenemos P z=: 10, Q~ 108. 
Luego P^ — Qz=: — 8 , que es un cubo perfecto : luego 
2: =: i , fl — —2 , y la equacion 4^3—3¿í^^—^ será 
^^3-{_ C^__ - 10 x=: o. Pero como x----  1 es un divisor 
comensurable de esta equacion, por consiguiente x z=: 1,
Yy=zx=---- «=3, y ^ 10 + 6/3= I -+-V3.

Si se nos pidiera la raiz cúbica de 8 -t- 4/5 , sería 
P= 8 , Ú=8o: luego P^—Q =----  1 6 , que no es 
un cubo. Harémos que lo sea suponiendo «=4, de cuyo 

supuesto sacaremos que - -------------------  —  i ——

_y. En este caso la equacion 4^-3—3 ¿^j?---- ^—0 se 
transforma en esta 4A^-t-3^---- ^“o, cuyo divisor 2Ar—1 
dá x= í , y por consiguiente jí* = ^ , y la raiz que se 

pidió será

380 Por el mismo camino hallaríamos las raíces cú
bicas de las cantidades que son en parte comensurables, y 
en parte imaginarias. Sea, por egemplo , la cantidad - 10

-----3 que dá P=z----- 10, Q:=z-----343, y Q 
= 3435 Q^e ^® “*^ *^^^® perfecto: luego g— i , y <» = 
1^343 = Z —  7 5 y 4 ‘̂^'—iQ =®*
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De esta última equacion sacamos ¿c z= 2 , et :zz ~-, x z:3 
---- ( 263 ), y por consiguiente jp :=--------- 3 5 J^ ™ 
---- ^, y=.----- Luego las tres raices cúbicas de--------- 10 
t- 9 V^--- 3 son 2 -+-v'------3 , l-H-lt/Z^a, ------X 
•^-vV--- 3-

Si la cantidad cuya raíz cúbica se busca fuese -----  11 
----- i 5 en cuyo supuesto Pzz----- 11, Q —----- 4, 

P"" Q =125, z=z i , a= s , y 4*^’  i 5x -+- n 
= o. De la última equacion sacaremos a; := i , ^ —---- i 
=t= v/3. Luego jz =^ 4, jz —— 1 zn^/g. Luego 
^{----  U---- 21/-----  I)z= I -1-21/----  1,0---- í^VS 

V/(_2™v/3).

De las Señes,
281 Es tal la naturaleza de algunas cantidades que 

no es posible hallar espresion alguna finita que represente su 
valor, y solo podemos espresarie por una infinidad ó serie 
de términos, que van saliendo de la operación misma en 
que nos empeña el intento de averiguarle. En la Arismé- 
tica tropezamos con estas espresiones infinitas, y tales son 
los números que resultan guando sacamos por aproxima
ción ( L 125 ) el cociente de una division que no 
puede salir cabal, ó la raíz de una potencia imperfec
ta ( L 145 y 161 )5 tales son tambien algunas espre
siones algebraicas ( 37 , 99 , 107 &c. ) que se han ori
ginado de algunos cálculos que se nos ha ofrecido egeemav 
en este mismo tratado. Antes que nos empeñemos en dechi -
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rar los principios mas fundamentales de la doctrina de las 
series, hemos de esplicar algunas voces de que haremos mu
chísimo uso en adelante.

282 Llamamos funeion de una cantidad variable :v 
toda espresion analytica, sea la que fuere, compuesta de di
cha cantidad y de constantes. Por consiguiente toda es- 
presion analytica en que hubiere muchas cantidades cons
tantes , y sola la variable se, será una función de esta varia-' 
ble. Así a H- sxt a^e---- 4^¿v son funciones de x- Y como 
puede una variable hallarse mezclada con constantes por 
adición, sustracción, multiplicación &c. es mucha la varie
dad de funciones que puede haber de una misma variable.

Es evidente que si en lugar de la variable se substi
tuyesen en su función valores determinados, tendrá suce
sivamente la misma función diferentes valores. De donde 
sacamos una regla indefectible para distinguir las funciones 
verdaderas de las que no son mas que aparentes. Si una es- 
presion analytica, compuesta de constantes, y de sola una 
variable AZ, no muda de valor con darle diferentes valores á 
las variables , no será función de dicha variable, y será en 
realidad una cantidad constante. Así x° 9 i*í vZr "° 
son funciones de x sino en la apariencia, porque guardan 
siempre un mismo valor, qualquiera cantidad que se substi

tuya en lugar de x.
383 En la materia que vamos á tratar se hace tam

bien mención con frecuencia de diferencias primeras , se
gundas, terceras &c. de algunas progresiones que en ella se
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consideran. Importa , pues , saber sacar estas diferencias, 
cuya Operación es sumamente sencílía.

Supongamos que sean ^^ B^C^D, E, &:c. los térmi
nos de una progresión ó serie. Para hallar sus diferencias 
primeras, resto el primer término ^ del segundo B^ el se
gundo B del tercero C, el tercero C del quarto D Síc. y 
las restas 5 — ^, C— Bj D — C^ E — D serán las di
ferencias primeras.

Si resto la primera diferencia B — ^ de la segunda 
C — B^ la segunda C — 5 de la tercera D — C &c. las 
restas serán las segundas diferencias. Si restamos la prime
ra de las segundas diferencias de la segunda , la segunda de 
la tercera &c. las restas serán las diferencias terceras, y pro
siguiendo á este tenor se sacarán las diferencias de grado su
perior, conforme representa la tabla siguiente.

Serie.

^

B

C

D

E

Seg. dif.
------------—, Tere. dif.
C—2B-^A - "'1
------------------ ' D—3 C-H3 B—A '
D—2 C-^B '---------------------------- i
------------------ ’ E—327-4-3 C—B 1
■£—~ 2 .^ .^.. CíI

Quart, dif.

£—427-+-6C—^B^A

^^4 Quando van siendo menores los términos de una 
sene á medida que crece su número, se acerca mas y mas 
al valor de la cantidad que representa; pues los términos 
que restaría sacar para proseguir la serie, serán mas des
preciables, Así quando buscamos por aproximación el va- 
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lor de este quebrado y por egempio, van saliendo conti
nuamente guarismos decimales de orden siempre menor , y 
podemos parar lá aproximación , que se podría proseguír 
eternamente, en una clase de decimales tan pequeña, que 
las que quedan por sacar se pueden reputar como de nin
gún valor, ó se pueden omitir sin error substancial en el 
resultado.

Las series cuyos términos van menguando, conforme 
acabamos de decir,son Ias verdaderas, y se llaman convert 
gentes^ porque nos van encaminando ácia el verdadero va
lor que buscamos. Las series cuyos términos van crecien
do al infinito se llaman Mvergenisi porque nos van apar
tando' mas y mas del verdadero valor de la cantidad en 
cuyo lugar deseamos substituirías.

285 Hay series que guardan tal ley en su forma
ción que es siempre una misma la razón que hay entre un 
término qualquiera y el que se le sigue inmediatamente, 
por cuyo motivo se llaman series geo:?ie¿ricaí. Tal es la 
serie — — -P H &c. que sacamos 
quando buscábamos ( 3Z ) ^^ cociente de a partida por 
f gz^ en cuya serie se echa de ver que qualquiera tér
mino es al inmediato que se le sigue: : i ’ y-

286 Pero aunque se pueden formar las series , se
gún llevamos dicho, por medio de una division continua
da, es muy cansado este camino, por lo que han discur
rido los Analystas un método sumamente ingenioso que 
ahorra muchísimo trabajo. Suponen la cantidad propuesta, 
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sea fracción ó radical, igual á una serie cuyos términos 
llevan todos coeficientes indeterminados^ eliminan por me
dio dé la multiplicación el denominador 5 y comparando 
después los términos homólogos unos con otros , forman
tantas equaciones quantos son los coeficientes de los térmi
nos dé la serie indeterminada, y sacando su valor, queda 
averiguado el de la serie propuesta. Si buscamos por este 
camino el valor de la fracción ó la serie que puede 
representarle',' supondremos -4-
Dz^. &c^ tendrérnós, pues, a=z:(f^gz') (^-4- Ez -1- Cs:* 
H- Dz^ &c.), y egecutando la multiplicación indicada, sa
caremos

a =:f^.^ fBz -H fCz^ -F fDz^ &c. ,
’^S^z-h'^^Ez^ -i- ¿-0:3. Síc*

ó fEz H- yc^:^ H- fDzS^ &c. 7
““^"^ ê-^^ -i-^gEz^ -4- gCz^ H- &c. j ^

de cuya éspresion sacarémos las equaciones siguientes a :zz 
f A. b Á= j-, fB ~^g^=o,fC-i-'gÉ z=o, fD -^ 
gCz=: o, que nos están enseñando el camino que se ha de 
seguir para sacar el valor de los coeficientes indetermina
dos de Ia serie que, según suponemos, representa el que
brado propuesto. Porque una vez que es conocido el primer 
termino ^^ con substituirle en la equacion/S n- g^ =: 0 
saldrá el valor de 5, el qual substituido en fC ~^gB 
dara el valor de C. Prosiguiendo á este tenor sacaríamos 
para espresar el valor de ^- la misma serie que por me
dio de la division.

Tofn, lE X
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387 Acerca del modo con que se forman por este 
método los coeficientes de los términos de la serie, es muy 
importante considerar como se originan los unos de los- 
otros. Para cuyo fin atiendo á las equaciones fS gA 
=:o,^ fC-^ gBz=20, fD-i- gC —o, y veo que £ — 
-^ , Cz^^'Y^^^ ^ ^'^’ ^^ manera que si llamo P el coe
ficiente de un término qualquiera, y Q el del término sir 
guiente siempre será fí “*

288 Si hubiéramos de valuar la cantidad f^^^íj^- 
supondríamos j^^^^J^ ~ A l^^i Cz^ -+- Dz^ &c, y 
multiplicando ambos miembros por el denominador del pri
mero , saldría

a-^bn^fA-^fEiií-^^fC»^-^'fl)^^-^-^''
Hr ¿^3H- gSz^ -^ gGz^ H- &C.

de donde sacaríamos fA = a^ fS-^g^^b'^ 6^4 ^^, 
p —-^____ ^ j y los demás coeficientes, se sacarían de las 
equaciones siguientes

fC-}~gB-^b2^=zo,fD-^gC~i~bB = o
fE-^ gD-¥- bC =^ o j fE ¿E -^ bD = Q. , •

Por las quales se echa de ver que en conociendo dos 
coeficientes consecutivos, al instante se sacará el inmedia-* 
to que se les siguiese. Si ios dos coeficientes consecutivos 
fueren P y Q^ y G^ inmediato fuere R , será fP -^gQ 

bP^o^ ó R^^^^^- Como ya sacamos antes los 
valores de ^ y B, sacarémos facilisimamente los de C 5 Pj 
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E Bzc. y por consiguiente serán determinados los coeficieni 
tes de la serie supuesta.

Para -hacer alguna aplicación de lo que acabamos de 
decir, supongamos que f^^ “ A H- Ez -n Cz^ n-Dz^ 

&c, en cuyo supuesto ¿z^ 1, ^<z: 2 , fz=2 t^ —
i , Z>=:=— I5 y.será ^ — i ^ E= 3 , y tendremos 

C z=: B j Dz:=:C-{-B^E—D-i- C Sic. y substi
tuyendo donde fuese menester los valores conocidos de yf 
y By hallaremos que ¿^- —: 1 n- 35 H- 4«’ -n i^^i 
-+- i i«*-+- iSa^j cuyos coefícientes son cada uno la su
ma de los dos que le preteden inmediatamente.

2-8;9-- Toda serie cuyos' cO'efíciéntes se forman de al
gunos de losíque los preceden, guardando siempre una ley 
constante, se llaman series reburréni-es , porque se debe re
currir á los términos antecedentes para formar los que se 
siguen. El denominador mismo de la fracción cuyo valor 
ha de espresar la serie , manifiesta por sí qué ley siguen en 
SU''fomiiacion los coefícientes de sus respectivos términósj 
P^^Q^e guando dicho denominador es binomio, pende eF 
valor del coeficiente de un-término qUalquiera de solo un 
coeficiente antecedente 5 si fuese trinomio el denominador, 
dependerá quaiquiera coeficiente dé dos de' los anteceden
tes.fe.

290 Para la formación dé "estas series 'es indíspen-' 
sable que no sea cero el primer termino constante f deí 
denominador ^ porque uña Véé; que^ según hérnós visto-, el 
primer término dé la serié es ^^ y así esté , como- ïo-'

X 2
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dos los demás serian infinitos en el supuesto de /=0. 
En todos los casos, excepto este que luego considerare
mos 5 la fracción que se ha de convertir en serie , tendrá 
esta forma j-^^^^l^-^ér > Y suponemos que sea i el 
primer término del denominador, porque todo quebrado se 
puede reducir á que sea ,1a unidad .el primer término de su 
denominador 5 ™ por egemplose transforma en —. Supo
nemos tambien que son negativos todos los demás térmi
nos del denominador,: á fin de que sean positivos todos los 
de la serie ,que ha-de resultar.

Si suponemos que, sea-;/^ -+- 5:2 -H Cz^ -+■ Dz^ &c.' la 
serie recurrente que es igual ai-quebrado propuesto , y sa
camos los valores de los coeficientes , hallarémos

^ = a, B — f^ -H &

D i=L fCgB
E =:fD gC -+- ^B e

cgyas equaciones nos están diciendo que cada coeficiente 
es igual á la suma de los múltiplos de algunos de los an
tecedentes, y de un coeficiente de alguno de los términos 
del numerador. A no ser que se prosiga á lo infinito el nu
merador , faltarán por precision muy en breve términos 
que añadir á dichos múltiplos, y cada término se podrá 
determinar en virtud de una ley constante por medio de 
Jos que le preceden. Para que se forme luego la serie re
currente, es preciso que la fracción de que ha de resul
tar sea una^/rüecíon genuina , esto es, que el esponente de2 
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en el numerador sea menor que en el denominador, por
que sí fuese igual ó mayor, en cuyo caso la fracción se 
llamaría e^ípuria^ la serie recurrente no será continua, sino 
después del término que tubiere el mismo esponente que eí 
numerador.

Todo esto se verifica en la fracción espuria -^^íiLl -—
-i- Sz H- Cz^-^Dz^ H- Ez^ -+- &c. que después de multi

plicado todo por £ï — Sí, se transforma en 
flS -+- a3 — a^ -+- aEz -n aCz^ n- aDz^ -t. aEz^ &c.

— Az — Rz^ — Cz^ _ j)^4 ^ç, 
que se reduce á

íizí -+- aEz H- aCz^ -n aDz 3 -+- aEz^ &€.}
— «3 — ^g. — s^2 — ^^3 — j^^^ ^^ j—o

— 23
de cuya equacion sacamos zí— a^, S = -^y c= ^ Has
ta aquí todo vá ajustado á una misma ley, pero en el térmi
no siguiente, en el qual ha de ser aD ~ C =z 1 sale 
^—,’‘^’ y se interrumpe la ley; pero después de este 
término proseguirá la serie sin interrupción.

291 Las series que merecen una atención particular 
son las que proceden de una fracción, cuyo denominador

’’g""^ potencia. De esta clase es la fracción 
~{i^fx}í 5 Que reducida á serie será

2fax H- Zfax^ -H 4/3,u’3 &C.

^’,^x^* ^’ coeficiente de la potencia a^’ será («H-iy"^ 
* < 'b. Será recurrente esta serie, porque cada uno

Tom.II. X3
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de sus términos se determinara por dos de los antecedentes, 
siguiendo una ley que se manifestará reduciendo el’denomi
nador á i —- 2fx -i~ffxx^ que es la potencia que señala 
su esponente.

Si supusiéramos/zr: 1, y ^ = 1, se transformaría la 
serie en la progresión arismécica general a -i- ( 2a -1- ¿) 4- 
(3í/ -4- 2^) -H (4¿í -+- 3^)5 cuyas diferencias son constantes^ 
porque por la naturaleza de la progresión arismética cadi tér
mino lleva á su antecedente un mismo excésoque aquí es d-i-h.

Luego toda progresión arismética es una serie recurren
te; porque si fuese &c. una progre
sión arismética, será C “ 2B — ^ ^ L^ :=z 2C — B, 
E — 2D — C&c. (L 3 1 3

293 Si fuese la fracción propuesta ^^7?=^“ z: 
Ça H- èx -^ exx) x (qz^ == (^ -Hâx-i-exx) x (i — A)“^i 
por ser (íLiy^yr — ( ^ -~fi^T~^ = 1 -n 3fx -4- 6f^x^ -+- 
lof^x^ H- i Sf'^x'^ H- &c. se transformará en esta sene 
infinita

^-H ^fax -F óf^ax^ -+- lo/s^í^s ^ i^f^ax^S^c.

en la qual el coeficiente de x’' será
t«j±21L±21 f^a i - -í^^^/"“'¿ -+- -'4^"- f'^^c.
Si en esta serie suponemos /“ i, x =:'i , resultara 

una serie general de segunda orden, porque serán constan
tes sus diferencias segundas. Sea ^4 -+- /? -n- C -v- D -4- &c. 
esta serie 5 será tambien recurrente, porque cada uno de sus 
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términos se forma por medio de très de los antecedentes^ 
de mènera que D = ^C — 3¿? -+- ^, E = ^D ^c 
-H 5. Y como las diferencias segundas de los términos de 
«na progresión a-rismética son constantes, pues cada una 
de ellas ™ o, convendrá también la propiedad menciona- 
da á qualquiera progresión arismética.

293 Por el mismo camino hallaríamos que de la 
fracción resuJtaria una serie .infinita , en la 
qual el coeficiente de yf seria I^r^^) c«-t-^j ^”~‘~P t f'' a-h-

Si en la espresada serie suponemos / = i , y ^ — j 
representará todas las series algebráicas que llamarémos de 
tercera, orden, por ser constantes sus diferencias terceras. 
Todas las progresiones de esta orden procedentes del de
nominador i — 4^ 6xx — 4x^ -H serán tambien 
recurrentes , y será £ — 4D — óC-n 45 _ 
^E — 6D -^ 40 — B &c. cuya propiedad se verificará 
también'en todas las progresiones de clase inferior.
...,„ PisG,urriendo.á este.tenor se sacará que todas las pro- 

gresiones:;'algebráicas de qualquiera orden que paran en di-- 
fereneias constantes,,son series recurrentes,.cuya ley se de- 
termina por medio del denominador (r — x^ , en el su
puesto de ser. n un número mayor que el- que espresa la or
den de la progresión.

294 , Tambien se regula la orden de lasseries recurren
ces por el número de los términos antecedentes que se nece-

^4
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sitan para formar un término qualquiera: de manera que 
llamarémos serie recurrente de primera orden toda serie, de 
la qual un término qualquiera sea igual al producto de un 
término antecedente multiplicado por alguna constante; si 
para determinar un termino qualquiera se necesitan dos, 
tres ó quatro &c. de los antecedentes, Ias series se llaman 
recurrentes de segunda , tercera , quarta &c. orden ; y asi 
prosiguiendo. La serie

i, 1, 3 > r» ir, 41 » 99» «39 *«.
es serie recurrente de segunda orden, porque tomando á 
arbitrio los dos primeros términos , cada término de la se-, 
rie es igual á la suma de los dos que le preceden multiplica" 
dos el primero por 1 , y el otro por 3. Pero la serie

® ? ® ? ^ 5 ^ ? i 5 4 ’ 4 ’ 4 ’ 16’ 16’ 32’64

es recurrente de tercera orden, porque cada término es la 
suma de los tres que le preceden multiplicados, el prime
ro por L, el segundo por — -L, y el último por 1. Los 
tres primeros términos se tomarán á arbitrio.

295 Veamos ahora qué serie resultará quando fue
re cero el término constante del denominador. En este caso 
la función fraccionaria tendrá esta forma -^,
Para conseguir el intento , no atenderemos ai factor x del
denominador, y reduciremos lo restante^

^aa^ £ ¡2
.gX^----  &C.)

serie recurrente Dx^ H- &c. de don

de inferiremos que a(i —f»—é>f ' —‘’^^ —^^‘^

^ j)x^ _^_ Ex^ H- &c. Tambien sacaríamos que
g^^bx-i^-cx ’ -H 8cc.

•»U—’A^í* *—&c.j ax
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&c«5 y Q^^ ^^ general
a-^bx^-cx^ -{-iix3 Sic. _ ^ 
(1 “"/^—S^^ *—^’ ^c-) ^"^

BCD
1, sea el esponente m el

número que se quisiere. -

Del Método inverso de las Series»

296 Llamamos método inverso de las seríes el artifi
cio á que apelamos quando en el supuesto de ser, por egem- 
plo, AZ — íy'’” -4- &C. queremos espre* 
sar el valor dejz por otra serie que en cada uno de sus tér
minos lleve una potencia distinta de A?, y por coeficiente 
alguno de los coeficientes de la primera serie que se supone

Para manifestar como se consigue esto, considerare
mos el caso mas sencillo en que m = nz=: 1, en cuyo su
puesto la equacion general propuesta se transforma en ;c— 
/{y -+- 4»^® -+- ry -H dy^ H- &C. de la quál hemos de sacar 
el valor de y en x.
Supondremos y ^x ^ Bx^ -^ Cx -+- Dx^ n- &c.

iy^= ̂ Vct.^Bx^-i~ B^x‘^ 
y tendremos ) , -i- '2^Cx‘>

Multiplicando, pues, respectivamente estos valores de ¿y, 
•^ ^J'\j>^ por los coeficientes de la serie ay -t- íy* -+- cy^ 

dy^ -t- &c. Sacaremos
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'^ax H- ûBx^ -+- aCx^ H- aDx^ H- &c.

¿Ç ZZ* —{“ (Zjr^O^

Si pasamos at al segundo miembro, sacaremos i.° Âax 
— a; = o , 'ó ^a— i 5 de donde sale 2? aS 
H- ^^¿^ = 0 5 substituyendo en esta última el valor halla
do de ^, sacaréraos S z= — ;;^. Por el mismo camino ha
llaríamos C=^-^^- •} y así prosiguiendo.

De donde inferiremos que si at = ¿{y -+- <^j^^ -H ¿?y* 
&c. tendremos en todos los casos semejantes y — ^ x — 
^ H-. ^-^' »3, -4- «¡iíS^Jil ^4 , .. 
i4Hri*íí^^^^í^^í^=^^ x5 -4- &C. cuyo valor podrá- 
servir como de fórmula general en todos los casos pareci
dos á este. . *

. Si fuese por egemplo, at —rj'-—jíf M-j»3.-^j4,-|-jí5& 
y quisiéramos sacar el valor de j^. en-^,, tendríamos tz= 1, 

— i i =— I5 e=: i &c. Luego se- 
ria ^c.

Si fuesen ^ô^.-^Ç.-^'r^^t -H^ &c..seria a = r,

Z- = ^ 5 =
■ J' =

d
X —

y resultaría

0 24*
4- ~^5 &C.

120

y si z. ::z
X ---

X 
a

2

2a*

273 a-3'4

3a3

2.3.4.Î

h^Harémofi que ^ “ 2: H- ^ -H ^ H- ¿^ -+- &c.
297 Supongamos ahora m zzz i, y «—2, la sene
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propuesta no contendrá sino potencias impares de y^ y la. 
equacion general se transformará en x — ay -n n- ry’ 
^ ^y^ -H &c. Para-sacátfda fórmula correspondiente á este 
caso, supondremos

y zzz^x~¥~ Bx^ H- Cx^ H- Dx ‘-+- &c.

y tendremos ^ 3^5<-t- &c.

fe.
Practicando respectivamente lo mismo que antes ( 296 )
Sacaremos i -

Xr = ^ax ^ aBxS aCx^- aDx^ Síc» 
^■y^ =■+■ 3A^Bi -+- 3^^Cé &c.

* = 1 -h 3^B^é
’íy5i= .iíii'j'.ci /r/.- Vï-; ^ié '-+- s^‘^Bí &c.

De cuya equacion iüferírémós « =^«^-, ó ^¿= ^ • aB
= ó C= : D — ” ’ ■

SaJe—* 
— : &c. de ' suerte- qüe la formula Será y ~^x

En virtud de esto meserá. fácil hallar el valor de t en 
r , en el supuesto de que sea r = í

^X77X7^ Porque-en estécaso será d/zs,ri 

egeéutando las substituciones correspondientes, saldrá t zz 
’ — i'-ip^y "^ CX '^y^) ^^ "^ &c- cuya espre- 
ion pue e reducirse á otra mas sencilla ^ si - egecutamos
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Ïa substracción. A cuyo fin reducirémos^íos dos quebrados 
que incluye el paréntesis á un mismo denominador, y lo 
conseguiremos con multiplicar los dos términos del primero 
por 2x^0 por lO, en cuyo supuesto la-cantidad que en- 
cierra el paréntesis se transformará en ¿~’- = ^¿57=^

á-Í-í-ÍP*
que dividiendo ambos términos,por 3 , se reduce

Luego el valor hallado de t será r H-.-^
¿ &C.3 vS . 3’5

De ¡a sutnadon de lar Series,

298 El punto mas importante y mas dificultoso á un 
tiempo que acerca de las. Series conviene averiguar, consis
te en hallar la suma de todos sus términos, esto es, en re
ducír á una sola espresion finita todos los términos de una 
serie propuesta. Le esta reducción pende .comúnmente el 
resolver las cuestiones cuya resolución viene á parar en 
una serie. Qualquiera percibirá, sin que sea menester pre
venirlo , que será imposible lograr este intento si fuese siem
pre divergente la-serie; pero que si fuese convergente po
drá superarse en muchos casos la dificultad de esta opera
ción, conforme vamos á declarar.

299 Hay en toda serie una espresion algebraica muy 
reparable, llamada, el í^ermino générai de la serie, por me- 
dio de la qual se pueden formar todos sus términos, subs
titi; yendo succesivamente en lugar de la indeterminada » 
que lleva , y espresa el número de los términos, los núme
ros naturales i, 3, 3,4, S &c, Poregemplo,eltérmi-
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no general de esta serie i , Z, i 3 5 i 9 <3 s 3 i, 3^ S^c. 
es 6«— ^5 porque si en esta espresionqsufestStuirnos -su* 
cesivamente en lugar de w todos los'uúmeros naturales-, re
sultarán. succesivamente todos.los términos' de la Serie.

300 Llamamos suma genera? ó término tumatorio de 
una serie una función de n tal, que -si en ella se-substitu
ye.un número entero enjugar de « sale la suma de tan
tos términos de la serie, quantas unidades hay en «. Así 
Ia suma general de la serie (299) es ¡^ — 3», porque 
qualquiera número entero que se substituya en lugar de », 
saldrá la suma de tantos términos i quantas unidades hay 
en B. Si quisiéramos sacar la suma de los siete primeros 
términos, haríamos n 32x J^, y saldría 133,

301 La suma de una serie continuada ai infinito es 
la suma' de un número infinita'de sus términos ,.cuya su
ma se halla muchas veces aun sin conocer la suma gene
ral. Quando esta es conocida, se saca la suma de Ia serie 
continuada ai infinita con. hacer co. Sirva de egern 
pío esta scrimp, ^,-^v^ ^ &c. c.yo termino geZ 
neral y ]¿ suma general a: ,^-^. Para sacar la 
suma de un número infinito de sus términos , haremos « 
= » , y 0 183 ) sera -^.¡s^z-— j.

302 1 Una vez conocida lansúma general, que llama
remos 5'., .dé una serie , se saca fácilmente su -término gene
ral. Porque si en'dicha suma se'. Substituye n — i en la- 
gar de n, resultará da suma de todos los términos hasta el 
termino < «í^i.i-.^.'ilLincJusive. Si; restamos • esta suma que 
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llamarémos s^ de la suma general 5, resultará por preci
sion el término general T yr será T — 5 —

, Pero el término .general dei la serie solo, será z=zS 
— í- quando...fnQfe. S la verdadera suma de la serie. A-ün-i 
que 5 y j sean.tales que substituyendo en la primera «— i 
en lugar de. n resulte la segunda , 00 por esto se podrá infe
rir que sea 5 la suma cabal de la serie. Porque puede so- 
ceder-que á* discrepe de la verdadera suma de una canti
dad dada y constante , independiente de w. Así aunque 
^2zz3 — 5"2*rJ — lí2;::rílíxJ no obstante la verdadera su- 
ma de la serie cuyo téririino general fuere —y^ no es 
^^^^ que discrepa’ de la verdadera suma de la canti-

303 Hay sin embargo una señal infalible pára conocer 
si, 5 es la ^verdadera . suma: so) supondrá » = 1, y st en este 
supuesto el -término general rr:5, será 5 la verdadera suma. 
La razón es muy clara, porque de substituir 1 en lugar derf 
en el término general, ha de resultar ( 299 ) el primer 
término de la serie; .y de substituir i‘ en lugar de a en Ia 
suma generar ha de. resultar ( 300 ). Ia suma de toctos 
los términos hasta el'primero, esto es el primer término. 
Luego si 5 contubiere algo mas de Ia suma , será, despues 
de la espresada substitución, mayor que el primer térmi
no, y mayor que Z ; lo propio digo respectivamente si' 
contubiere algo menos. Quando el término general fuere 
mayor que 5, deberá añadírsele á 5 la diferencia que hu
biere entre los dos para sacar la verdadera suma : si >5 
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fuese ai contrario mayor que T y se sacará la suma cabal, 
quitándole á S el exceso que le llevare á T, Así en el 
cgemplo propuesto, el supuesto de « “ i transforma el 
término general ^^^'en -^ , y y-^ !2i^ se transforma 
en i ; luego T es mayor que S de la cantidad ^ : luego, 
para que sea 5 la suma xabal se le debe añadir , y sera 
dicha suma——zz:

De io dicho se infiere con evidencia que por medio 
del término general se podría hallar la suma de una serie, 
con tal que se conociera una función de « tal, que con 
restar de ella la misma función de » — i , resultára el 
mismo término general. Pero esto es muy dificultoso y cast 
imposible de conseguir, pór mas sencillas que Vengan pro
puestas las fórmulas de los términos generales. Por este 
motivo tomarémos otro rumbo , y buscarémos el término 
general por medio de las sumas, á fin de sacar muchas fór- 
muías-p y estas muy generales , en las quales el término ge
neral nos dé á conocer la suma de las 'Seríes. Quiero de
cir , que propondrémos muchas fórmulas que representen 
sumas generales de series, y por ellas determinarémos.las 
condiciones que* se repararán en los ̂ términos generales que 
por su medio- sacarémos; porque así se nos hará fácil de
terminar después la suma de una serie propuesta , según 
tubiésemos - averiguado por este camino las condiciones que 
han de-'concurrír en su término-general.

304 Pero para lograr el fin que llevamos, es preciso to
memos fórmulas que puedan ser las ,sumas cabales de las se

MCD 2022-L5



3 3Â ELE ME NEOS

ríes: ya dimos antes ( 3.03 ) una señar para distinguir 
las sumas cabales dé las que no lo son. Hemos de consi
derar tambien que no sirve el método que vamos á propo
ner, mientras fuere 5.— r la fórmula del término gene-, 
ral. Porque toda serie cuyo término general es S^s coins-' 
ta de dos series, siendo ó* el término general de la prime-: 
ra y J el de la segunda. Si por medio de estos dos tér
minos generales sacamos las dos, series, al instante halla- 
rémos que él primer término de la primera destruirá el,se
gundo de la segunda , que el segundó de la primera des
truirá el tercero de la segunda &c. de modo que no que
dará sino el último término de la primera serie, del qual 
se habrá de restar el primero de la segunda.

Para darnos mejor á entender con un egemplo, supon
gamos que sea la suma 5=;= , y que substituyendo en 
ella »„— I en lugar de n. salga -r =^'5 Y ^^rá por_ 
consiguiente el término general T =z S — j z;: ¿¿; “^íS’- 
Formemos sin mudar la forma de este término general, las- 
dos series, es á saber, la serie A que nace del término ge-
neral ¿^ y la serie .^ que sale del término general ^^.

J_ 
6
3

2
7’ jí 

2

T n—I J^
y » • • • • i-4-.a’ íH* 
4 .«—«

Se viene á los ojos que todos los términos de estas dos 
series se destruyen mutuamente por tener signos contrarios, 
á excepción del último de ^ y del primero de B. Por con
siguiente será la suma ^^ — - , ó ,-4:; :-luego, mien
tras tubiere el término general la forma de arriba, no po-
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drá ser este método de utilidad alguna.

305 Es, pues, preciso valerse de alguno de los ar
tificios de la Análysis para darle al término general 5 —. 
otra forma, de manera, que la fórmula que de él nazca no 
tenga términos que se destruyan los unos á los otros. Quan
do esto se pudiere conseguir, y se consigue las mas veces, 
servirá el método, y no será de ningún provecho parados- 
casos en que no se pudiere efectuar la mencionada trans
formación del término general. Por egemplo, si reducimos 
á un mismo denominador los dos quebrados de arriba, sal- 
drá J , cuya fórmula no tiene el in- 
conveniente de la primera, y dá la serie

’■3’ 3.4’ 4-j’ m
la suma de la qual será Por consiguiente la suma 
de esta serie continuada infinitamente será 2= ~z=z 1.

Aunque las consideraciones que hemos hecho parece 
que limitan los usos del método que vamos á manifestar 
no obstante haremos patente que es inmenso el número de 
las series, cuya suma se puede hallar por medio de su apli
cación.

306 Empecemos por las series cuya suma general está -, 
representada por una función del número de términos n, Qn- 
cuyo divisor no esté ». Ya que las fórmulas que' tienen un 
termino constante é independiente de », no pueden repre
sentar las verdaderas sumas ( 302 ) de las series , solo 
considerarémos aquellas cuyos términos contienen todos »; 
esto es, el número de los términos. Y para obrar con mas

Tom, ÍR V 

MCD 2022-L5



33» ELEJITENTOS

seguridad en esta investigación, buscaremos primero qué 
serie será aquella cuya suma general tiene por espresíon 
la fórmula zf», siendo A una cantidad qualquiera. Quando 
S zz: ^n si se substituye « — i en lugar de «, sale 
j —^^-^S luego 5— Se percibe fá
cilmente que del término general hallado ^, en el qual 
no entra «, resultará la serie de los términos iguales ^,^^A 
&C. cuya suma es evidentemente nA,

gQ^ Consideremos ahora las series, cuya suma general 
S:=iAn-+-Bn^, Substituyo n — i en lugar de « , y sale

C An 
iSn^

luego 5 — í =

Formemos por medio de este término general la serie 
^, A, X, A, A, A &c.
B , 3^5 5^ 5 7^5 9^\i ^^ ^^• 

que se compone de dos, siendo la primera la serie de los 
términos iguales, y la segunda la serie de los términos que 
van creciendo en la misma progresión que los números im
pares. Toda la serie se compone de términos que forman 
una progresión arismética, en la qual restando cada térmi
no del que se le sigue, sale la misma diferencia 2B. Son, 
pues, constantes las primeras diferencias de esta serie, y 
podrá servir de fórmula general respecto de todas Ias senes 
en que concurriese la misma circunstancia. El termino ge
neral de la serien A

— B 2Bn 
y la suma ” An -+- Bn^-
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No hay duda en que es esta la verdadera suma, por

que suponiendo n^ i en el término general y en la su
ma, sale Ia misma cantidad. Por lo que, si el término ge
neral de la serie no llevare mas que la primera potencia 
de «, se sacará facilísimamente su suma.

Para cuya operación se supondrá — A— B el tér
mino que no lleva la letra « en el término general dado de 
la serie propuesta ; se supondrán iguales á 2B los coefi
cientes de n, y por medio de estas dos equacíones se de
terminarán los valores de ^y B, que substituidos en la fór
mula de la suma darán con efecto la suma de la serie. Sea, 
por egemplo, el término general iS-+-3«j haremos ^ — 
^— 15 , 2B=: 3 ; luego .^Í— “ ig ó ^z:::^, y 
B = " ; luego la suma de la serie será 322^22’,

308 De aquí se infiere que por este método se po
drá hallar así el término general, como la suma general 
de lasseries, cuyas primeras diferencias fueren constantes. Se 
reducirá la operación á ¡gualarlos dos primeros términos de 
la serie con los primeros de la fórmula de la serie, ó á su
poner el primer término de la serie igual al término general 
—B-+.iBn ’ suponiendo en este n — 1 , después se igua
lará el segundo término de la serie propuesta con el mis
mo término general, suponiendo en este w zz: 2. De estas 
dos equacíones se sacarán los valores de ^y B, que ser
virán para hallar el término general y la suma de la se
rie propuesta.

Apliquemos esta regla á la serie 3 , y ^ 11 , 1 5, 
Ya
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ig &c., cuya primera diferencia ré 4. Hago

restando la primera equacion de la segunda sale 4 = 25, 
S~2 , y substituyendo este valor de B en qualquierà 
de las dos equaciones, saldrá ^~ 1. Substituyendo<estos 
valores en las formulas del término general , y de la suma 
general, hallaremos que el término general de la serie 
es ~ — i -h 4«, y que la suma rr n H- 2n^,

309 Consideremos las series cuya suma indefinita y 
general sea S:zz ^n-^ Bn^ Cn^- Substituyo en esta es- 
presión « — 1 en lugar de « y sale

—- ^ -4” yin
j =: 7-1- B — ^Bn Bn^

— C-i~sCn-— ^Cn^-^ Cn^ 
restando s de 5 resultará el término general

S — J = T = J—B -H 2Bn 
( c — 3C/2-H 3c»* 

este término general nos dará la serie ■ 
.^ , yi , yi-, ^5 ^ &C.

5,3^5 S^‘5 Z^. 9^ &C.
C, ZC, i9e,37C,6iC &c. 

que consta de tres; la primera contiene los términos igua
les; la segunda, los términos que forman la progresión de 
los números impares; la tercera es de tal calidad, que sus 
segundas diferencias son constantes é ~ ÓC, cuya pro
piedad se ha de verificar en toda la serie , que por con

MCD 2022-L5



DE AEGESR^. 341

siguiente podrá servír de fórmula general respecto de to
das las series cuyas segundas diferencias fueren constantes. 
Comparo cada término de la serie dada con cada término 
de la fórmula general, y formo tres equaciones, de la úl
tima saldrá el valor de C, de la segunda el de S, y de la 
primera el de X Sea el término general dado de la serie 
“ i -—n -H «®, el qual comparándole con el universal 
da tres equaciones, es á saber i — -----B -1- C,— i
= 2B — 3C, I = 3C5 de la última saco C=: y: subs
tituyendo este valor de C en las otras dos saco 1 — ^-__ B

3" ’ - ' “ — ^' ^^ última da 5 — 05 y será 
por consiguiente la primera i ~^-+-~ ó ^=^; Subs
tituyendo estos valores en la fórmula de la suma, saldrá

3 ro Todo esto nos enseña el modo de hallar el tér
mino general y la suma general de una serie cuyas segun
das diferencias son constantes. Porque de la comparación 
de tres términos sacaremos los valores de zí, B^ Cy y co
nocidos estos, quedarán determinados el término general y 
la suma general.

Sirva de egemplo la serie 9 , i 3,3 i, 3 3,49,69 &c. 
cuyas diferencias segundas — 4. Si comparamos los tres pri- 
meros términos de esta serie con los tres primeros de la serie 
universal, ó, con el término general, substituyendo sucesiva
mente en este en lugar de «,los números 1,2,3 > resultaran 
tres equaciones que llamaremos de primera onien. Restare
mos la primera de la segunda, la segunda de la tercera, y re-

Tom, íl, Yg
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sultarán dos equacíones que llamaremos de segunda orden. 
Restaremos Tá segunda de estás de la primera , y resulta
rá una sola equacion de tercera orden^ que nos dará el va
lor de C, el qual substituido en alguna de las de segunda 
orden, dará el valor de B. Con substituir en una equacion 
de primera orden los valores de Cy B ^ saldrá el valor de 
yí, y hallados todos estos valores quedarán determinados 
el término general de la serie, y su suma. Haciendo el 
cálculo sacaremos las siguientes equacíones
De i.^ orden. Dé 2.^ orden. De g.^órd.

c^ —B-¥- C\4=z: 2B -H 6C\ 4= 6C \ Luego 
3 — H- 3 B -1- ZcU — 25 H- 12CÍ = 1 
i =/<^ 55 -+- 19c) • ) )

Substituyendo | valor de C en la primera de segun
da orden, sale B “ 0. Los valores de 5 y C substituidos 
en la primera de primera orden dan ^=z 8 -Hy. Por 
consiguiente el término general de la serie será = 9 — 
2»-í-2w^ 5 y la suma — ( 8 -+-y) n-P — ñ®-

311 Si aplicásemos el método á una serie cuya suma 
fuese ^n -4- Bn^ -4- Cn^ H- Dn"^ hallaríamos que su término 
general sería ^

— B 2 Bn
-H C— 3C» H- 3Cn^
— D -1- 4Dw — 6Vn^ -H 4D»’ 

del qual nacería una serie que tendría constantes las terce
ras diferencias.

Por el mismo camino hallaríamos que la serie cuya 
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suma fuere ^n -+- Bn^ -+- Cn^ -n Dn‘^ H- En^ tendría por 
término, general.

•^ E — ^Bn.-i- loEn^ — ioEn^ -p En^ 
del qual nacería una serie cuyas diferencias quartas serian 
constantes

312 De todo lo dicho hasta aquí podemos inferir 
que toda serie cuyas diferencias fueren constantes, 
tendrá por término general una fórmula, en la qual su
birá « á la potencia m, y que toda serie.en cuyo término 
general llevare «..el .esponente m, tendrá por suma una 
fórmula en que estará el término, y no habrá térmi
no alguno sin n, .

Esta observación es de muchísimo alivio en la prác
tica. Supongamos que tropecemos con una serie que ten
ga constantes algunas diferencias, y nos convenga hallar 
su término general. Tomaremos la fórmula ^^ Brí -h 
Cn^ &C. tal que su último término tenga un esponente de 
igual grado que el de las diferencias constantes. Haremos 
sucesivamente «— 1,2,3 &c. en el espresado térmi
no general, y le igualaremos con los primeros términos de 
la sene para formar tantas equaciones guantas fueren las 
indeterminadas ^, B, C, D &c. Se determinará el valor 
de estas, y saldrá el .término general de la serie propuesta.

Y4
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313 Pero si fuese dado el término general y quisiéra
mos averiguar la suma , tomaríamos ^n -i- Bn^ -f- Cn^ Sec, 
de modo que haya un término en que el mayor esponente de 
« sea mayor de una unidad que el mayor esponente del 
término general. Substituiremos en Ia fórmula n---- i en 
lugar de w 5 y restaremos de la fórmula indeterminada la 
que resultare de esta substitución. Igualaremos los térmi
nos de la fórmula que resultare, con los términos homó
logos del término general, y resultarán tantas equaciones 
guantas fueren las indeterminadas ^, 5, C, D &lc, y de
terminadas estas, estará determinada la suma de la serie.

Supongamos, por egemplo, que la serie propuesta sea 
3, 9, 34, 50, 90, 147, 224, 324 &C. cuyas dife- 
rencias terceras son constantes. Para hallar su término ge
neral tomo la fórmula de tercer grado Bn Cn^
-H En^, Hago « sucesivamente — 1 , 2, 3, 45 comparo 
los quatro resultados con los quatro primeros términos de 
la serie, y salen las equaciones de primer grado: resto las 
inferiores de las superiores, y saco las equaciones de se
gunda, tercera &c. orden, como sigue

Prim, orden. Seg. órd. jTerc. órd. Quart, órd.

de cuyas equaciones saco yí — o, B— — 3 ^— ? ^ 
ízz — ^ luego el término general de la serie sera -^ w -t- »

3 14 Si en el supuesto de ser dado el término general
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-^ « -t- »® -H -^ »3 quisiéremos hallar la suma general, re
presentaremos esta por ^n -+- Bn^ -4- C«3 -i- Dn^^ en cuya 
fórmula substituiremos » — i en lugar de « , y saldrá

^ -H ^«

H- B---- 2Bn -^ Bn^
---- C 3Cn------3C«= -H Cn^
-4- D ——^Dfi -+* óDfi^ ——■ ^Dü^ -+- Dn^ 

Restando esta cantidad de la primera ^n -H Bn^ -e Cn^ 
Dn"^^ saldrá él término general

-----B H- 2Bn
-H C-----3Cn -i- 3Cn^
---- D -+- ^.Dn----- 6Dn^ -+- 42)«3.

Compárolo con el término general dado , y de esta com
paración saco las quatro equaciones ^---- s -^ C----- D 
= 0, 2B— 30 ^ 40=4, 3C---- 6D =1,40 
= i, que me dan2?=-|., C= ^, S = -j., ^ = ;^. 
Por consiguiente la suma de la serie será -^ -+- -^ -1- ^ 
-F -Ç. Se podrá , pues , determinar.el término general, y 
por medio de este la suma de todas las series que tubieren 
constantes algunas diferencias, que suelen llamarse serien 
a/geifráicas,

315 Consideremos ahora las series cuya suma gene
ral tiene por espresion un quebrado compuesto de funcio
nes racionales de n, y empezaremos por las series que con
tinuadas infinitamente dan una suma finita. Para que esto 
se verifique , es preciso que en. la fórmula de la suma ge- 
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neral el mayor esponente de u sea uno mismo.en el nu
merador y el denominador del- quebrado, porque de otro 
modo ho se desvanecería n en ambos términos del que
brado* Esto supuesto, iremos por grados en esta investiga
ción, y buscaremos primero qué serie será aquella cuya 
suma general sea =: j^-. Escribiremos en esta n ---- i 
en lugar de n ^ á fin de sacar el término, general T —

-^^^ ---------- que, despues de reducidos ambos tér-

minos á un mismo denominador, sera..- -------------

Si por medio de este término general formamos la serie, 
su suma será por manera que la suma de la serie 

, continuada infinitamente será = -jJ- = -j-.
' EÍ numerador del término general es una cantidad 
constante independiente de «, en el denominador hay dos 
factores de primer grado que no se diferencian uno de 
otro sino en que B está multiplicado en el uno por « — i, 
y en el otro por n. Por lo que si consideramos cada uno 
de estos factores como término general, cada uno dará 
una misma serie, cuya diferencia =5, pero la segunda 
empezará por el segundo término de la primer^porque 
la serie cuyo término general = ^ -H B. n—i es J, 
^^B, 35, 3S &C., y la serié cuyo término 
general = ^-»- Bn es ^ ^ B ,- ^ -i- 2B , ^-+■ ¡B &c. 
que empieza por el segundo término de la primera. Por 
consiguiente , del término general hallado résulta esta serié
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AL■^^ AL AL. ílT/^

AçA-t-B} ’ (^H- Bf^A-híB) 5 (A-^.íB){A^^^') ^^‘ 
cuya suma = ^^Bn^ Y suponiendo « Jnfinita — L 

£
316 Apliquemos toda esta doctrina á Ia serie 

7175 ¿^ 5 i¿? -¿-r ^c.- Las dos sériés .
12 , irs aá

7 í I 2 3 I Z 5 2 2 , 2 J" 
que componen los divisores, son ambas de primera-orden, 
porque la diferencia de cada uná — 5 ,.y la segunda em
pieza por el segundo terminó de la primera. Por consi
guiente la serie propuesta está cifrada en nuestra fórmula, 
y tiene una suma algebráica general.

Para sacar la expresión de su término geñeraí, y por 
consiguiente los valores de-^ y 5, se ’han de comparar 
los divisores de là propuesta con los de la serie universal 
Zc¿é5j ^c. De este cotejo sacaremos que ^=: 2 , ^ = 5, 
y zí -^B “ 7', de -dondeinferiremos que el término gene- 

ral de la iserip ser a 7-------- - - ------ ?----------- --------

Para determinar L hemos de atender á que AE — 6 ,. lue-n 
go A 2- 3, y la suma general de la serie =x-¿^, quemen 
él supuesto de ser n infinita'nS ^.-

31Z Veamos lo que pasa en las series cuya suma 

fuere —-------- ----- ---- - ------- - Si en ella escribo n___ _ t

por «, saldrá la fracción ____ jj^"^.^ ^^ («“i)"__  
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que tiene del mismo modo que la que espresa la suma , el 
divisor ^-i- B . ñ^. Bastará, pues, para reducir los 
dos quebrados á un mismo denominador , con la mira de 
restar el segundo del primero , -multiplicar el numerador 
del primero por ^ n- iS . n —2 , y el numerador del se
gundo por ^-i-Bn. Después de egecutada la sustracción , 
saldrá el término general

- BLn 
-----AM BMn

[M-^B.n---- 'Z)- (M-t- B .n— l'i-ÇM-^ Bn)
El numerador de esta fórmula es el término general de una 
serie de primera orden,, con tal que no sea cero el coefi
ciente de la cantidad n, porque en este caso la serie será 
de.cantidades iguales. De ,cada factor del divisor sale una 
serie de primera orden, y de todos sale la misma, pero de 
tal forma qué la segunda empieza por el segundo térmi
no de la primera, y la tercera por el tercero. Esto nos está 
diciendo que condiciones han de concurrir en las series de 
los quebrados para que tengan una suma de la forma so- 

bredicha.
Sirva de egemplo la serie

».5.4’ 3-4-5 ’ 4-5'6’ 5.6.7 ’ 6.7.8 •

la serie de los numeradores tiene por término general 
I 1 3«. Los primeros factores del divisor engendran la 
misma serie que los demás; pero el segundo término de la
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primera es el primero de la segunda, y el tercer término 
de la primera es el primer término de la tercera. El tér
mino general de la tercera — 3 -H « : haciendo un cote
jo con el tercer factor .^ -+- Bn de la serie universal, cu
yo factor representa el término general de la tercera serie, 
y debe ser igual á 3 -4- « , que'es el término general halla- 
do de la misma serie, sale ^=: 3, B~ 1.

Si comparamos el numerador del término general de la 
fórmula universal, con el termino general de la serie que 
forman los numeradores de la serie propuesta , sacaremos 
3Z----3^^—I,------E------M-¥^ 6 Mz=s^ Si substi
tuimos en la segunda equacion el valor de Z en Asacado 
de la primera, saldrá Mez: ^ , cuyo valor substituido en 
lugar de M en qualquiera de las dos equaciones , dará E j^ 
^ , y por consiguiente la suma de la serie propuesta viéné'

á ser----------------------------------- »

que siendo n infinita =4 /conforme verá el que egecu- 
táre las multiplicaciones que representa el denominador, y 
no dejare en el resultado mas que los términos'en que es
tuviere la mayor potencia de « (184).

.318 Si el numerador del término general fuese di
visible por uno de los factores estremos,.después de egecu- 
tada la division, correspondería al caso que consideramos 
a^fes (3 15). Si en el denominador faltára él factor medio, 
seria preciso multiplicar así el numerador como el denomó 
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nador de! término general, por el factor que faltare, á fin 
de que correspondiese la-serie al caso actual.

319 Consideremos las seríes cuya suma es...........

Ln H* Mn‘*‘ -t- Nn^
-----   —— — ;---------------- . Si substitui- 

(^-4-5.»—2.) .------------------1) . (^-+-2?«) 
mos en esta fórmula « — i en lugar de n saldrá

---Z -H Z« 
H- M— ^Mn -1- Mn^ 
—- N 3Nn— 3Nn^ -H Níi^

(^^^B . n—3} • (,^-^^- - {^-^^ • "—^) 

Para reducir ambas fórmulas á un mismo denominador, 
bastará multiplicar la priníera por

— ^B-^Buy y la segunda por ^‘^Bn. 
Después de egecutada esta multiplicación, y restado el se
gundo quebrado del primero, sale el término general

— 2BLn 3^Nn*
__ ^M2/íMn— ^BNn* 
^MN— BMn —BMn'*' 

— ^^Nn 
H- BNn

La serie que resulta del numerador de este término ge
neral, es una serie de segunda órden , y será de la primeríi 
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si «^ llevare un coeficiente =z o , ó de cantidades iguales 
si fuere tambien ^ o el coeficiente de «. El divisor se 
compone de quatro factores, cada uno de los quales es el 
término general de una serie de primera órden^ pero la se
gunda empieza por el segundo término de la primera, la ter
cera por el tercero, la quarta por el quarto.

Sirva de egemplo la serie
___ ?___ ____ ÍZ.___ ___ 31____ <^p 
^.7.10.13 5 7.10.13.16 ^ 10.13.16.19 ? i3.16.i9.2a

Será fácil sacar que J = 10 , y E = ^ ^ porque 
si consideramos el último factor ^ -h- En del divisor co
mo término general, resultará la serie que forma los últi
mos factores de cada divisor de la propuesta, de cuya se
rie son constantes las priméras diferencias. Substituyendo, 
pues, en .^ -t- En sucesivamente 1,2 saldrán dos valo
res, tales que si comparamos el primero con 1 3 , el segun
do con 16 , y restamos el primero del segundo, sale con 
efecto — 10, 15—3.

El término general del numerador zzz — 1-4- 2«®.
Por consiguiente para determinar Z, M^ N^ se for

marán estas equaciones io¿ — loM -+- io7V — --  1, 
— 6¿-+- 1^M--  2^7^= o, ---  ^M -H 2lAr — 2, 
de las quales se sacará L = .=12., ytf— at — '°' 
ûera, pues, la suma general de la serie —.............. 

(4-t-3»).(7’-(-3»).(io-t-3») que suponiendo » infinita

^_Í<H_ ___ 101
¿■^¿.Z.fi "^ 22680*
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320 Si el numerador del término general fuese di- 
■visibíe por alguno de los factores estremos, este caso se 
reduciría al de antes (31^)5 porque el divisor de la su
ma se compondría de solos dos factores. Si faltaren ambos 
factores medios, el divisor engendrará dos series, de las 
quales la una empezará por el quarto término de la otra. 
Si faltare solo el primero de los factores medios, resulta
rán tres series, tales que la segunda empezará por el tercer 
término,.y la tercera por el quarto término de la primera. 
Finalmente, si faltase el segundo de los factores medios, la 
segunda serie empezará por el segundo término , y la terce
ra por el quarto término-de la primera. En todos estos ca
sos bastará multiplicar el numerador y el denominador del 
término general por. los factores que faltaren, procurando 
que en el divisor sean quatro los factores, que engendren 
quatro series de tal calidad, que la segunda empiece por 
el segundo término de la primera, la tercera por el terce
ro, y la quarta por el quarto. Con esto quedará reduci
da la fórmula al caso actual.

321 Todo lo dicho hasta aquí hace patentes las 
condiciones que deben concurrir en el término general para 
que tenga la serie una suma algebráica, y que continuada 
al infinito tenga una suma finita. Para esto es preciso que 
conste el denominador de muchos factores , de los quales 
resulten series arisméticas, tales que la segunda empiece 
por el segundo término de lá primera , la tercera por el se- 
g-undo término de la segunda, y prosiguiendo á este tenor.
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Es tambien preciso que en el numerador la mayor potestad 
de n no pase dei número de los factores menos a. Si en el 
denominador faltaren algunos de los factores medios, semuk 
tiplicarán por ellos el numerador y el denominador, á fin de 
que se verifiquen las condiciones espresadas. Todas las ve-' 
ces que éstas concurrieren en el término general, se halla
rá la suma egecutando la operación que vamos á proponer.

Se fingirá una fórmula .en cuyo numerador no esté el 
término que no lleva «, y tal que el mayor esponente de n 
sea igual al número de los factores menos i j se tomarán in
determinados los coeficientes Z, M, zr&c..de todos los 
términos, se le dará á esta fórmula el mismoí'denominador 
del término general, á excepción del primer factor.: Todas • 
estas son circunstancias que ha de tener indefectiblemente 
la fórmula. Substituyase en ella n—. i en lugar de h, y des-í 
pues de reducidas ambas fórmulas á un mismo denominádor, • 
se restará la segunda de la primera. La qué resultare se com
parará con el término general dado : de esta comparación 
se sacarán los coeficientes L,~ M, N &c. y substituyendo 
sus valores .en la formula dada^. saldrá la suma de, la serie. ’ 
Basta esto para dar á;enténder el método. , , .

322 Hemos supuesto que en la fórmula de la suma el'' 
mayor esponente decaen elnumerador era igual ai número de 
los Actoras del dcnaroinádor , ó al mayor esponente que en 
este tiene n. Si fuese así j w procurará que el mayor espo
nente de « sea menor en el numerador que en el denommá- 
dori, Jo que se conseguirá con suponer iguales á cero los coe-
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ficientes de las dimensiones superiores , y borrarlos en Ía 
fórmula del término general, para que resulte este. Pero 
aún en este caso, el mayor esponente de n en el numerador 
del término general es menor por lo menos de dos unidades 
que el número de los factores, ó que el esponente del de
nominador. Y así queda comprehendido este caso en el que 
declaramos antes (321:).

3 3.3 . Si el esponente de w en el numerador de la suma 
fuese mayor que el número de los factores del denominador, . 
es constante que multiplicando unos por otros los factores, 
se podrá egecutar la division ^ se deberá egecutar con efec
to hasta llegar á un .esponente de » que sea igual al nú
mero de los factores5 y conseguido.esto, se dejará de pro
seguir la division. Concluida esta operación, estará dividida 
la fórmula en dos, siendo la primera un entero , y la otra 
una fracción. Se buscará primero el término general de la 
serie, cuya suma fuere el entero, .en cuyo término^ general 
el esponente de « sera menor de una unidad, que en la for
mula de la suma, según hemos visto. Se buscará despues el 
término general'de la serie, cuya suma fuere.la fórmula 
quebrada. Se añadirá otro factor á. los. que lleváre el de
nominador, y eú el numerador se hara el esponente de 
dos unidades menor por lo menos, que el número de los 
factores del denominador después de 'añadírlé timo mas.

324 Por lo que, si en el numerador del término gene
ral dado de una serie fuese el esponente de n igual ó mayor 
que el número de los factores, se multiplicarán unos por otros
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los, factores, y se hará la division, hasta qué el esponente 
del numerador sea menor que el esponente del denomina
dor. Se partirá el término general en dos fórmulas, la una 
entera y la otra quebrada. La serie que resultare de la par
te entera será siempre sumable algebráicamente. Lo será 
tambien la que resultare de la parte quebrada, si el espo
nente de zj en el numerador fuere menor dos unidades por 
lo menos que el número de los factores, pero no lo será, si 
solo fuese menor de una unidad. . .

Sea por egemplo, el término general..........................

'^IT^M^n) :^^^^)----- > ^^y° ^^''^^^^ '’^ ^^^«e ^í^o 

tres factores, y el mayor esponente de « en el numerador 
— 5- De la multiplicación de los factores saldrá 6 -+- 
i i« -+- 6n^ -4- «3. Hágase la division, hasta que el espo
nente del numerador sea menor que el del denominador, y 
saldrá -4- „^ H- ,,^:^2^. Por lo. que mira 
á la serie cuyo termino general ^ — n -i- «*, tiene una 
suma algebráica: la que tiene por término general.... 
(x^íLnyrciqL;;?^;)-? tendrá también una -suma algebráica si 
ú —o. Si r no fuese cero, no se conoce método,alguno que 
pueda dar su suma. El mismo método se podría aplicar á 
las series, cuya suma general tiene en el denominador facto
res de segundo, tercero, y mas alto gr^do. Pero nos basta 
lo dicho para lo que necesitamos. Pasemos á-las seríes cu
ya suma es una fórmula esponencial multiplicada por una 
fórmula algebráica entera.

Z 2
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'3 2 3- Líamamos fonnida espGneneíá^ aquella ên que h 
hace oficios de esponente. La primera que ocurre considerar 
es una cantidad constante levantada á la potencia «, y así 
buscaremos el térmiño general de-una serié, cuya suma sea 
xz: ^K'^ — ^. Resto la cantidad y^, porque sirí esto no po
dría ser dicha cantidad la verdadera suma. Substituyendo 
w—T-1 en lugar de «, saldrá otra fórmula, que será la su
ma de los términos , cuyo número es « — 1 : restando 
esta fórmula de la primera , Saldrá el término general

r.------ * ^^ suponemos « 1, 
así el término general como la suma serán =
cuya espresion evidencia que la fórmula propuesta no po
día representar la verdadera suma (303) sín restar 
del término esponencial ^K” la cantidad A, Ya se ve que 
el término general hallado engendrará una serie geométrica 
qualquiera cuya suma, por lo mismo, será fácil hallar. Mien
tras fuere Æ mayor que la unidad, la serie irá siempre cre
ciendo, y los términos ván siendo siempre mayores, de 
conformidad que siendo n infinita, será tambien Æ" infi
nita. Si A'“ i, todos los términos de la serie, y su suma 
“ o. Finalmente si Æfuere menor que la unidad, la se
rie irá siempre decreciendo, de forma que siendo n infi
nita, Æ” será infinitamente pequeña ( 182). Pero en 
este caso así la fórmula del término general, como la de
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la suma serian negativas. Para que sean positivas, se debe 
dar esta forma ^ —- ^. Æ” á la suma, y estotra , ., . 

‘ K ' ^^ ^^ término general. Pero como en el supuesto 
de ser «.infinita y K menor que i, Æ" viene á ser infini- 
tamente pequéña, la suma de la serie infinitamente con
tinuada será

^26 Quando viene propuesto el término general, se 
debe distinguir la cantidad que lleva el esponente « de la 
que no le lleva- Se supondrá la primera = E^, y la otra 

-------------K 9 0 según fuere Æ mayor ó menor que 
la unidad: hecho esto, se determinarán Kj^^y una vez 
determinadas estas dos cantidades, se conocerá la suma. 
Sea, por egemplo, el término general — . 3”. Hágase 

zi —2 0 A=; 25 como este valor es mayor que la
unidad, se tomará la primera formula haciendo ^^^

~ i'^eg^ ^z=z~. Substituyendo estos valores
en la fórmula ^K^ - de, la suma general, sacaremos 
que la -suma de ta serie cuyo término general — — a* es

327 Si en el término general propuesto hubiere dos ó 
muchas cantidades multiplicadas ó divididas unas por otras, 
afectas de diversos esponentes, en los que no hay sin embar
go mas potestad de « que la linear, despues de reducidas 
por artificios analyticos ai mismo esponente », se deberán 
considerar todas como una misma cantidad, levantada á

^testad ». Si fuese, por egemplo, el término general
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3“-' ’
se le dará esta forma 2. 3. ^ — a. 3. 0^. Sa- 

0 
le Æ— — 5 que por ser menor que la unidad, manifiesta que 

se debe escoger la segunda fórmula 5 luego —^— = 

-^=z: 2 . 3. Luego ^= 2®. 3, y por consiguiente la'
4 2'. 3-2’ _suma es 2 .3— 2 

poniendo n. infinita, la cantidad —^

3

, es infinitamente pe^

quena (182), y la suma de la serie “ 2“. 3 — 12.
328 Se aplica también este método á los casos en que 

el esponente n está multiplicado por unacantidad constante.
-53/1-4-1

Sea, por egeraplo, el término general . Se le deberá

dár esta forma 3. 2 . I^-. = 3^2," (^)’. Es„ pues, Æ =

' gî ^ 2'2 Í

— 3- 2 , ó ^3337^2? Luego si substituimos estos

valores de Æ y ^ en ^E" — y^que es la fórmula de la suma,

sacaremos que la serie cuyo término general ~ es

*35^"2“'2»“' 3' ■--> - ^. —aCá^^-^ 3' —2» , 
Esto es tan fácil que no necesita de mas esplicacion.
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329 Quando ocurriere sumar unaserie geométrica,se 
deberá considerar primero sí es creciente, ó decreciente^ si 
fuere creciente, se usará de la primera fórmula , y de la se
gunda , si fuere la serie decreciente. Haciendo » = i , se 
igualará el término general con el primer término de la se- 
^^®> y con el segundo, haciendo n=z 2 5 se dividirá la se
gunda equacion por la primera, saldrá el valor de A', que 
puesto en la primera equacion dará el valor de ^. Con 
estos dos valores saldrá la suma , igualmente que el térmi
no general. Sirva de egemplo la serie

3 5 1 8 |, i 3 A &c.
ya que esta serie vá creciendo, servirá la primera fórmula

‘ jÿ • ^^ del término general. Suponiendo « sucesiva-

~ ^’ ^ ^5 y comparando respectivamente los dos 
resultados con los dos primeros términos de la serie , for- 
marémos las dos equaciones

_ ^^.(AT— 1)— 35 y X(Æ----- i).Ar=5. ,
Dividiendo la segunda por la primera , sale Æ — — 5 cuyo 
valor substituido en la primera sale A. -^ — 3,0^" ^^

Por consiguiente el término general será = ^ ^ €1
1 3*

2 '5 *.3 ’ 3’ ’ ^^^ borrando 3 y 3 enelnumerador y el 
denominador, y practicando lo dicho(9 1 y 93),se reduce á

suma será -p x , A
'^ * '3'’ ' ’ ® 3” ^/^

Z 4
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que despues de reducido á quebrado todo lo que encierra el 
paréntesis , y pasado 3^ al denominador (92) se

transforma en .

330 Consideremos ahora las series cuya suma es
Bn). A'" — ^, ó -+- nBN" — X Para sacar el 

término general,en lugar de « substituiré^— 1, y resultará 
^E;’’~^ H- nBN'''~' — BN”^^— ^i restando esta espresion 
de la primera, sacaré que el término general de la serie es

en cuya espresion es de reparar que ^Æ" ~ -^ j-

; y SK»-’ - ;^5:pot

consiguiente el término general hallado será
— i^X" -+- nEE^"^^ — inBN'^ -H BIV

El término general de la serie cuya suma fuese 
5zí -+- W). K'' — será.
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AE H- BEn -i- CE,e

x E"

Sirven estas fórmulas guando E es mayor que la uni
dad: si fuese menor, se han de mudar en ambas los signos. 
Todo esto hace patente que una serie cuya suma tiene por 
espresion una fórmula algebraica multiplicada por otra es- 
pon.ençial, de la qual se .reste u,n término, constante, tie
ne por .término general una 'fórmuÚ algebráica del mismo 
grado, multiplicada por la misma esponencial.

3 3 t Asi, para hallar la suma de una serie cuyo térmi
no igenqral gs una fórmula algebráica multiplicada por otra 
esponencial,' sq fingirá mria fórmula de coeficientes indeter
minados A-^ Bn -+- Cn^ &c. del mismo grado; se la mul
tiplicará fior la cantidad esponencial, y después se restará 
A. Se supondrá que la cantidad que resultare es la suma
se • substituirá en ella 1 • en lugar de „ , y se restará 
de la pnmefa -fórmula la que resultare de esta substitución. 
Comparando el término general que resultare con el dado 
se determinarán los coeficientes, y se sacará la suma que 
se busca. A todas las cantidades se las darán signos con
trarios, si fuese la esponencial menor que la unidad. Ha
remos una ó dos aplicaciones de todo esto.

Sea el término general (i n- « -n »*). 3-. Torno por
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suma En^ Cn^) 2” Poniendo en esta n - r 
en lugar de y restando de la primera formula la que re- 
sultâre, saldrá

mino -5h-iC

comparando, cada uno con el suyo, los términos de este tér
mino general con los del término general suppesto 
( i )' . ^’V sale ’;^:^^;^^ -= *
J- ' C -   ” —' ^ " 1^6 cuyas equaciónes resultan los va- 
i7res C= 3 ,'‘ñ = - 2 ;'-4 = 6 ; luego será la suma... 
— (6 --- 2» -*" :®"’) • \"7--- /' •

gi el término generaTfuese (-j- -^ v ") • ’'’ 
como la esponencial es menor que la unidad , fórmese la

suma de este modo A-----Cn^'j. ( ^, ). R«- 

tando de esta la fórmula que resulta de la.substitución de 
^^___ I en lugar de «, saldrá el término general

— En Cn'^
-+- 2^~¥- 2Bn -^ 2Cn^
— iB— 4C/1

Hágase el cotejo correspondiente para formar las equacio- 
nes A — 2B-{- 2C=~, B — 4C = -^, C= i >
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las quales se sacará 5 =: ^, A= 2; luego la suma de' 
i • / 22 I /22 0« »la serie sera = ^ -+- »=>). Como en el 

supuesto de ser « infinita, será ^ infinitamente pequeña, 

se viene á los ojos que la suma de la serie infinitamente 
continuada será ~ —.5

Estas series suelen llamarse -^/^s^fráico—geomeíríc^ísy 
porque se forman multiplicando todos los términos de una 
serie algebraica por los términos de una serie geométrica.

333 Si resultare una serie de la suma ó de la diferen
cia de series geométrieas^algebráico^-^geométricas, ës evi
dente que se podrá sacar su suma. Porque por el método de
clarado se hallará la sunia de cada una de las series que se 
han de sumar ó restar, por medio de su término general. 
Y así como el término general de la serie compuesta se 
compone de la suma o de la diferencia de los términos ge
nerales de' las'dos generátrices , ló mismo súcederá con la 
suma que por consiguiente será conocida. Es sumamente 
difictl conocer si una serie propuesta se compone de la su
ma ó de la diferencia de series geométricas ó algebráico- 
geométneasj peró son de esta clase todas las series recur- 
rentes, que según llevamos dicho ( 289 ) son aquellas 
en las quales un término qualquiera se determina por al
gunos de los antecedentes miiltiplicádos por constantes dadas.

3'33 Para demostrar'qüetodasestas sériés recurrentes 
se ptíedeh' formar de la adición ó sustracion de series geo-
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inétricas., ó algcbraicQ-geométricas,- cpnsideraremos. primero 
el término general mas sencillo, esto es, ^^'’, del qua!na
ce la serie ^E, ^E^^^3, ^ÍK-^ &cc, que es una serie 
geométrica recurrente de primera orden j porque cada tér
mino- se forma del antecedente inmediato mukiplícado por' 
E. Por lo que,- si llamamos /-.la cantidad que multiplicada 
por cada término dá el siguiente , tendremos E=zt^ y 
así E no será otra cosa que la raíz de esta equacion jc — 
í “ o. Por- consiguiente dada/ se haUarájel término ge
neral de la serie-, propuesta., -suponiendo Ap ó /iEigual al 
primer término de la serie, de cuya equacion se sacará el 
valor de ^. Apliquemos esto.á la^erie,., .

que es recurrente de primera orden, porque siendo 6 su 
primer término, se forma multiplicando cada término por 
—. Luego, el término general .detesta se;çiç-_tendrá esta for
ma A. (-j*)’ y ^^E^ = Tj^- P^r^ iiaHar^í hágase »•==.!) 
y fórmese una equacipu con çl pr¡ine,iílérmino:de la serie, 
y saldrá ^=6, ó -4 ~ 95 luego el término general de

ta serie = 9 •. (D” =,

334 Consideremos.el término g¡e(ieraV.^.S^-b^^’ 
del quai sale la serie

^K, ^X^ , ^AS Síc. ,
SH , BH‘^ ’BHS &c. . . 

que se forma de la suma de dos ,series geométricas y es 
serie recurrente de segunda órden, porque cada uno de 
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sus términos se forma de los dos que le preceden. Pero se de
be multiplicar el segundo, esto es el mas próximo al que 
se busca , por K -t- H , y el primero por — Efj, p^, 
ra percibir la verdad de esta proposición bastará multiplicar 
^A'“~‘ -+- SH"~' por E -+■ H y jíK"—* SH"—^ 
por — KH: tomando la suma, sale ^Æ” -+- Sfí- que es 
el término siguiente. Llamemos r la cantidad que en la 
formación de la serie multiplica el segundo de los dos tér
minos, y í la que multiplica el primero, ¿crá r — E-t-fí 
y/ — — ^^= Luego tt = E^-i- 2Efí^fí^^ y a;5a2 
diendo al primer miembro de la equacion 4^, y al segun
do — 4^1//, saldrá « -t- 4r =: — 2EH -t- „ 
cando la raíz sale ^/(íí -t- 4^) = EH. Si añadi
mos á esta equacion estotra t = E-t~ ff , sacaremos 
í-H t/(»-i- 4f)— ^E , y E = '’:±^¿¿!:±:M g-

LcScHlDOS

—a Los valores de E y fí no son otra cosa 
que las ralees de la equacion xx — tx — j — o. Porque 
de la naturaleza de una equacion de segundo grado résul
ta ( 241 ) que la suma de sus ralees es igual al coefi
ciente del segundo término tomado con signo contrario 
y su producto es igual al tercer término , cuyas circuns
tancias concurren en las cantidades A' y H ; porque debe 
.. . 7 —luego Ey físon las rai- 
nadaÍÍ ^ = 0. Despues de determi-

« A,«,se determinarán A y A,suponiendo ^E-^BH 
«gual al primer término de la serie, y ^A"-kAZ/’ igual al
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segundo, y estas dos equaciones darán los valores de ^y B.
Supongamos por egemplo, j=;— i , f 3= 3,1 sean 

3 , 2 los primeros términos de la serie, á fin de que naz
ca la serie recurrente de segunda órden

3 , 2 , 3 , 7. 18,47., i_^3 &C. 
por el método declarado saldrá K — ^—— ’ ’ 
que son las raices de la equacion xx — Síf-t-^^o. Pa
ra hallar á y B haremos B. (i-^) = 3,

^u—6V;^ — 2 , que dividiendo por 2 ambos tér
minos de cada quebrado se reduce á A . ^—^'

'-3<C, — 2

Réstese esta equacion de la primera multiplicada por 
y saldrá A-^B^T, que puesto en la primera dá 

_í_ v/ ^ . {^ — 3} = 35 luego mirando ÇÂ-B} 
si fuese la incógnita sacaremos yí — B =z ^^ ^

3 5

como
zrJ-íS^: y si reflexionamos que 5 = \/ 3 xv 5 l ^9 ‘^^“

__ ~Wíxv$ — - 3 1/ q , v finalmen- 
caremos que— vs

___5 —3 ■/ 5- Sumando esta equacion con estotra 
^^B = T hallada poco ha , y restando despues la pri

mera de la segunda hallarémos A = '’— —) B— ; ’ 8°' 
lo que, el término general de la serie será

7-3^5 (3+ y 5)’ . 2±31ÍS . (2=.pO.

aqe Sirve siempre este método, escepto quando 4 
en cuyo caso son iguales ^y /7, y la equacion

tiene dos raices iguales. Porque quando 4
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= — it y la equacion ijf -F 4j “ Æ® — 2Rfí -+- fí^ ha
llada antes ( 334 ) se reduce á í?— tt =z R^ — 2RH~^ 
H^ ó á R^ — 2A'/J -H H^~0j que dá Æ— — o
y /í H‘̂ y como son R y H las raíces de la equacion 
ATA? — /X — j = O , serán iguales las raíces de esta equa
cion siempre que 4^ — — tt ó que R z=: H. En este ca
so jamas se podrán determinar A y B^ y se sacará aplican
do el método declarado una equacion ó idéntica ó absurda.

Sea por egemplo t= g, s =-----^ y los primeros 
términos de la serie 1, 1, à fin de que nazca la serie i, 
19 7> O5 ~¡~ j ^- &c. en la qual se hallará Æzr Æ— ¿-. 
Por lo que , sí tubiese la serie un término general de la for
ma supuesta, este sería ^. ( ’-)" -t- 5. Ç-|-y— ( B'), 
(4-)'5 e^ q^^h si despues de hecho « = x , le igualamos 
con el primer término de la serie , y con el segundo despues 
de hecho » = 2 , saldrá-f-. (A^B)= i , -^. (^-4-^)=; i 
de los quales se sacará -^ zz -^, ó i 2= | que es un absurdo.

Por consiguiente quando se halla Æz=: H^ ó quando 
la equacion xx — tx —- ^ — o tiene dos raíces iguales,' 
no está hallado todavía el término general de la serie. 
Bolveremos á considerar este caso dentro de poco.

336 Si el término general fuese ^R" -+- BH'' CE^ 
se originará una serie que se formará multiplicando respec
tivamente los tres antecedentes inmediatos por R h
^ Í RH — RI— ///j RHíy empezando por el úl
timo que está mas inmediato ai término que se busca. Esto 
se evidenciará multiplicando

MCD 2022-L5



36 8 ELEMENTOS

^K"~' SH’'~^ -4- cr~" por N-^ H I
^^—^ H- BH’—^ H- Cr-^ por - NH - NI - HI 
^g—i _H SH—^ -t- Cr-^ por EN^

pues saldrá NK"-i- B H" -i- CI".
Si al término general se le añadiese un quarto térmi

no DL" , se formaría la serie multiplicando respectiva
mente los quatro términos antecedentes , empezando por el
último, por

KTl-í- IL
— KH — KI — KL — Hl — HL — H.

KHI ■+■ KHL-i-NIL
— KHIL

cuya verdad se demuestra del mismo modo que en el ca
so anterior. Lo mismo diríamos y demostraríamos por el 
mismo camino, si el término general fuese la suma de cin
co, seis ó mas términos de la misma forma. De donde 
sacaremos la regla universal siguiente. Toda serie cuyo 
término general consta de muchos términos juntos cuya 
forma sea NK", resulta de la multiplicación, de tantos tér
minos antecedentes de la serie, quántos términos hay en 
el término general, cuyos términos antecedentes se han de 
multiplicar respectivamente, empezando por el último, por 

la suma de todas las K, H, Sic.
por sus productos de dos en dos , tomados negativa- 

mente;
por sus productos de tres en tres;
por sus productos de quatro en quatro, negativamente,
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y asi prosiguiendo. Cuya regla manifiesta con eyidencia 
que todas las series que tienen un término general de la 
forma espresada, son series recurrentes. ' ■

^Z7 Resta declarar como dada la ley de una serie 
recurrente, que se forma multiplicando respéctivamente al- 
gunos de los términos antecedentes, empezando'por el ól- 
timo, por r 5 -f, r , ^ , p &c. se halla su término general. 
Es evidente que será E -i- &c. =: r, — EH — &c. =32: 
j, EHI -H &c. —r , — EHIE — Sic, =: q, EHTEM 
-4- ,&c. = p, y así prosiguiendo. Estó supuesto, reparo que 
las raíces de la equacion
x’^—Ex” -'^EHx’^^ — EHlx^-^^^EHlEx’^^^&íc.^o

— fe. -H fe. • —- fe. -1- &c.
son E fe; Éor consiguiente practicando las substituciones 
correspondientes, la equacion se transformará en estotra
X”—.<<~' — &c. — 0
Cuya resolución dará los valores' de las ¿ahtidades É^ il^ 
fe. que buscamos. Es preciso que en la esprésada" e'qua- 
cion el esponente /« sea ,igual ál número de los términos 
antecedentes, que son necesarios para formar la serie , ó 
al número de las cantidades r, x, r, fe: halladas ias raí
ces de la equacion, el termino genefárténdrá eStí forma 
AE'' H- BH'' H- &c. Para determinar los Valdrés* de’^ 
y .5 fe. se igualarán los primeros términos de la serie, 
cuyo número sea m^ con el término general, haciendo en 
este sucesivamente « - ^ t , - .2 fe ^: y de estas equa- 
Clones se sacarán los valores que se buscan ' ' " e : i''í ’='

Torn, if. Aa
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3 3 8 . Aunque es muy general este método , padece una 
excepción quando en la equacion x'^— íx"”’ — &c. = o 
ha.y dos ó mas raíces iguales, porque entonces no se pue
den determinar los valores de ^ y B. Pero dentro de po 
ço diremos por qué camino se halla en este caso el tér
mino general.

339 Para acabar de declarar todo lo dicho, supon
dremos que se busque el término general de la serie

° &c.
que en el supuesto de ser o, o, i sus tres primeros tér
minos , cada uno de los demás se forma multiplicando los 
tres antecedentes, empezando por el último, por i ,p 
^ , y sumando los tres productos. Por consiguiente la 
equacion que dá las raíces Á, H^ I sera .

cuyas raíces íon i , -¿-, =^\j luego el término general de 
la serie tendrá esta forma

Para determinar ^ y B^ supondré sucesivamente « =: b 
2 9 3 3 y formaré ^equaciones con los tres primeros tér
minos de la serie

B 
a 
B

b

1 = o
7 - 0

Restando la primera de la segunda y de Ia tercera, 
taran estas dos   -+- — — 0, —g H  

resul-
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— B -H 3(7=0 5 ’— 35-Í- 3C = 8. Resto la primera 
multípUcada por 3 , de la segunda, y sale— 6(?= 8 , ó 
C= ~*, luego B = — 4, 7 ^-= -^§ luego eí téruiiuo 
general que se busca será

A A ~ 
7 a® 3* 2.” . rS 2"—’ 3.2®“*^*
considerando que 4=2^ y teniendo presente lo dícho(9 3).

340 Hasta aquí hemos considerado las raíces geomé
tricas, y determinado las series recurrentes que de ellas se 
originan. Pararemos ahora la consideración en las series al- 
gebráico-geométricas, y consideraremos primero el término 
general (^ -+- Bn), E'' del qual sale esta serie (^-í- 5) TV, 
(^-h25) X* 9 (■^■^3^') Ç^-^4.B) R^ &c. cuya serie 
se forma multiplicando los dos términos antecedentes, el úl
timo por 3Æ, y el primero por — A'^j como se verifica si 
se multiplica (y^-n A. «"777) por 2A^ y (^ H- 5. 
0—2). por — K^ ; y se suman los productos , cu
ya suma será (^ -4- Bn). /¿\ Si. suponemos iK = r, 
—ÁX= j, será evidentemente 4.? = —..n • y la equa- 
cion xx — íx — r = o tendrá dos raíces iguales. Este es 
el caso en que según diximos poco há, no puede tener el 
término general la forma^r n- SH”, pero ahora queda 
determinada la forma que debe tener. Por consiguiente I3 
raíz de la equacion xx - rx ^ s = o que tiene dos raíces 
iguales, será E^z -7, Lo demás se hará como arriba.

Sea por egemplo la serie
O5 I, 4, 12, 32, 80, 192 &C.

Aa 2

MCD 2022-L5



EZ E ME ^ TO 53Z3

que tomando por primeros términos o , i se forma multi
plicando los dos términos antecedentes >; el último por 4, 
el primero por.— 4. Ya que / — 4 , iy ——• 4 , saldrá 
^j- — ----- íí, ó la equacion xx-^— tx —— s — o tendrá 
dos raíces iguales, y hallaremos K^2.. Tendrá, pues el tér
mino general esta forma (^-+- En}, a” . Si hacemos' sucesi- 
vamente w“ i ^ n z^ 2 y formamos' equaciones con los 
primeros términos de la serie ,. saldrá, ,^yí -4- 25=0, 
4^-H 85 = i. Si multiplicamos la primera de estas dos 
equaciones por 3 y restamos de la segunda el producto, 
sacaremos 45 =5:14 y sacaremos—4^ “ 1, si después 
de multiplicada la misma primera equacion por 8 , la resta
remos de la primera; luego 5 zz: y , A — ^ 3 Y ^^ ^^^" 
mino generál sera

341 Si fuese el término general (yí-t-Sn-l-Cn’). K' 
será recurrente de tercera orden la serie que engendrare, y se 
formará de la suma de los tres-términos antecedentes después 
de multiplicados , empezando por el último respectiva
mente, por 3^, — 3^^, ÆS. Asimismo la serie cuyo tér
mino general fuere (^4-5nH-C»=-Hr«3). ^'^ será recurren
te de quarta orden, y se formará multiplicando los quatro 
términos antecedentes, empezando por el último respecti
vamente, por 4^3 — ^^^^ 4^^ — ^^- Ï^e d««^^ ^^’""' 
mos la regla general siguiente. Si el término general fuese 
(^^ Sn -H ce -H En'^ 4- Ee &C.) A"’, en cuya fórmula 
el número de los términos de. que se, compone la cantidad al-
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gebráica que multiplica Æ", es w, y el mayor esponente 
« — f» — i ; la serie recurrente que de ella naciere , se 
formará multiplicando el último de los términos antece
dentes por w Æ, el que le precede, por — —^— /¿^^ el

que precede á este, por tn.m—i .m^2
2.3

K^^ el otro por

m , m—i . m—3 . m—3
2-3-4

K^^ y asi prosiguiendo.

342 Si formo la equacion

2 2.3
K^ x”' ® &c. = 0 es evidente que tendrá tantas raíces 
iguales á X quantas unidades hubiere en el esponente w. 
Sean ahora las cantidades que deben multiplicar los térmi
nos antecedentes , empezando por el último, f, r, r, ?5&c.

sera z=: r $---------zr: j- ;--------------------------------Xs2 ’2.3

— 2.3 4 ---- cuyos valores 

substituidos en la propuesta equacion dan ¿c” — fx’”^^__  
SX — rx’^ — qx”" * &c. zz: 0 la misma que ha
llamos arriba. Así todas las veces que esta equacion tubie- 
re raíces iguales, el término general tendrá la forma su
puesta, y las cantidades ^, B Síc. se hallarán por el mis
mo camino.

Sea, por egemplo, la serie
o > 0 , o

Tom. 11,
9 ^3253--, 2

Aa 3
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en la quai cada término, tomando á arbitrio los quatro pri
meros 5 es la suma de los quatro antecedentes despues de 
multiplicados respectivamente, empezando por el último, 
por 3 , ^ ,4-/^5 fórmese la equacion

que tiene quatro raíces, todas — “5 luego el término ge
neral de la serie , tendrá esta forma {^-i-Sn-^Cn^ -+-

Dn^} —. Para determinar los valores de ^ ^ B &c. Su- 

pondremos en el término general sucesivamente n=z i, 
— 3 , « “ 3 5 w = 45 y formarémos con los quatro 

primeros términos de la serie, estas equaciones
(^-H 5-4- CH- i»)r = o 
(^ -+-35-+-4C -+- 8P)i = -o 
(^H-S^-i-çC -*-.3?'D)iz=O 
(^ H- 45-4-160-4- 640)^ = I

0

\^H- B-^ 0-4- 79 = 0 

^-1-35-+- 40-+- 879 = 0 
^4-3 5-H 9 0-4-3 7 77=0 

45 -H I 60-1-640 = I 6 
Réstese la primera de la segunda, la segunda de la tercera, 
la tercera de la quarta, y saldrán estas tres equaciones 

^^30-4- 70 = 0
5-H sO-H 190 = 0 

70h- 37P= 16
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Restando la primera de estas de la segunda, y la segunda de 
la tercera, resultarán estas dos

2C-4- 1.2D — 0
2 C i 8 P — i 6

Restando la primera de las dos últimas de la segunda, sale, 
6D :z3 16. Por consiguiente D “ -|- , C~ — ló, 
Bzzz— ^ A—— 16 5 luego el término general es ....

343 Si se considerare el término general como forma
do de muchos términos, de los guales unos pertenezcan á la 
forma actual, otros a la antecedente, se hallará la misma 
equacion que tendrá algunas de sus ralees iguales , y las 
otras desiguales. Por cuyo motivo se compondrá el término 
general de un conjunto de fórmulas, de las guales las unas 
darán series geométricas, y las otras las darán algebráico- 
geométricas. Bien que lo dicho basta para manifestar el 
método, no obstante añadiremos un egemplo. Sea la serie

Oj 35—3, 23,— 14, 2^,---- 90, 303 &C.
que se forma multiplicando Ios\ cinco términos anteceden
tes empezando por el último, por 0, 4,— 2, — 3,2, 
y sumando los productos. Para hallar el término, general; 
es preciso hallar las raíces de esta equacion x5 — 4;v3 •+ 
2:Jí^ 3X — 2 z=o que son x = 1 , A? ;= 1 , -x = r 
AT — — i , x =z — 2, de las guales tres son iguales, y las 
otras dos desiguales. Asi el término general tendrá esta for
ma ÇA -^ Bn-i^ Cn^} . ^ ^ D Ç .-^ 1 )« E .. (^—2 )".-

Aa 4
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Para determinar los coeficientes A, Sj C^ D^ E^ supo
niendo sucesivamente n =z i ^, n = 2 ^ n zz 3,« —4, 
« = 5 , se formarán equaciones con los cinco primeros tér
minos de la serie, de las quales se sacara Azz i ^ B z: 
__ 3 , c= 1 y Vzzz — 3 , 75=3 i 5 por consiguiente el 
término general será i — 2n -i- n^ — 2 . (—i)” -b

AÍplicacton de ¿as Seríes al cálculo de los 
Logaritmos,

344 Quando quisimos dár (L 227 ysig.) una idea 
del modo con que se han podido formar las tablas de los lo
garitmos, prevenimos que no era el mas breve el método 
que íbamos á proponer, por fundarse en principios distin
tos de los que hasta entonces habíamos sentado, los métodos 
de calcular con brevedad estos números artificiales. Como 
ya tenemos todos los datos en que se funda uno de estos 
métodos compendiosos, nos parece del caso darle aquí lu
gar á continuación de las series, porque se reduce su prac
tica al cálculo de una serie.

343 Para tratar este punto con toda la generalidad 
posible, y demostrar de camino algunas fórmulas que son 
muy socorridas en algunos tratados , será del caso tomar 
el asunto desde sus primeros elementos, recordando el prin
cipio fundamental que acerca de los logaritmos dejamos sen
tado en la Arismética ( I. 226 ). De lo que allí digimos 
se percibe, que si fuese a un número mayor que la uní-
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dad, y nt el esponente de la potencia á que hemos de ele
var £ï para que sea igual á un número dado ¿, de suerte 
que sea n™ zz: ¿ , será m el logaritmo de ^ , y tendremos 
í« log ^ , ó wí zr L.^^ 6 m^ Z^.

Si fuese a " lo , y b = 100 , sería preciso que 
w— 3 para que a’" — b^ pues (10)2 ~ 100, en cuyo 
supuesto sería 2 el logaritmo de 100, y lo es con efecto 
en el supuesto ó sistema, por el qual se han calculado las 
tablas ordinarias de los logaritmos ( L aaó ).

346 Supongamos a”" = b : será, pues, Zí?” — Z^, 
y si a" = e, tambien será Z¿" z= Rc^ pues siendo iguales 
dos cantidades, tambien Io serán sus logaritmos. Si mul
tiplicamos ordenadamente una por otra las dos equaciones 
iï” = ¿*, íj" — ¡?, sacaremos a”’~^’' zzz be , y Ebe — 
Por consiguiente ya que m es el logaritmo de b^ y « el de e, 
tendremos m -h- » z=: Rb -^ De , y significa que el bogarif- 
tno de un producto qua/^utera ce compone de ¡a cuma de loe 
logarttmoc de cus factorec ; con esto quedan transformadas 
las multiplicaciones en reglas de sumar. ’

Sea, por egemplo, P un producto y P , G sus dos fac
tores, tendremos en general LP “ LF -i- LG , y LF zs 
LP — LG, cuya equacion nos está diciendo , que « co* 
nocíésemoc un producto ^ el uno de cus dos factores , re ba~ 
liará el valor del otro con restar del logaritmo del produc
to el logaritmo del factor conocido , cuya regla reduce to
das las divisiones á reglas de restar,

34^ Por ser L.P =2 L,F-^ L,G , si F = G , será
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F >< G ^ P ~ F^ ■) Y P'^P “ P-P^ = 2P.F: tambien sería 
L.F^ =. ^P'Fj P.F^ “ 4L.F , y en general L.F" = 
mZ.F. Luego para elevar un número qual^uiera ú una po^- 
teneia determinada , ¿fasta multipliear el logaritmo del es» 
presado número por el esponente de la potencia ^ d la qual 
se le quiere elevar. El logaritmo que resultare será el de la 
potencia que se busca»

Como las raíces son potencias fraccionarias (8 3) es evi
dente que con multiplicar el logaritmo de un número por un 
quebrado determinado^ dlo que es lo mismo con dividirle por el 
esponente de la ràia^ resultará el logaritmo de dicba raíz.

348 De todo lo dicho hasta aquí inferiremos que
F.^S — £í.Á»^'L,B 

= L.A—E.B
Et^FGD zz^ F,^ —H F»B-¥»FtO-^ F.D, 
E.-~' = E.A -+- E.B-+-L.C—E.D—L.E
L.^’^B^ C^=zmL,A »}-pL.B~h qL.C.

•^nFx— siFr.

j:.a" -^E.A t/-^^ = EB ^¿{A-i-C) — L{»,+«\

¿;,^ T—■ — — F,^ considerando que AB -+- BCz=: BÇA'^C),

L — L(a—x).
I^a^ — x^) =t L{a-¥-x) ^ LÇa..—^) porque a^ -r- ^^ =

L^^a' -^x-}-L{a^ —x^'ji =iL{a^—x^}='-L{a^x)-^-^L{a--4
Lz3-i-^Lx='-^Lx=Lx"^'—L^x'¡=Lzi</xi. .
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L^/ÇaS — x^T = ^"^ — xsy =^ L{a-----x) -H 
^ £(íz“-t-tíAr-H^"), porque fíS—jfS ■— (a—x^Ça^ -4- tfx-Háf’X 
¿^^7^ê^“ =7 LÇa — x}^^^- LÇa-^x)— 2L(a-^x} 

z=^L(a — x^ — | LÇa-^-x).
349 Supongamos ahora que queramos sacar el lo

garitmo de un número representado por i -H x. Hare
mos ( i ,-f-x)" = i -H 2, y L{i -+-x}-=;AX‘^Bx^-^Cx^ 
^ Dx^^-í-^^c. por consiguiente tambien será L{ i -+- ^y=:^z 
-+- Bz^ -+- C^s -1- Dz"^ -H &c. De la equacion ( i-i-^)’"=s 
1-1-2 sale (i -HAz)’”— i rz: 2 5 y i -H w/jf

fíi.m—i
2 X^ &C. ( loo ) que ( por destruirse — r y

H- i ) se reduce a 2 — h------------ ^-h---------------------x »2 2^3
-H &c. Una vez que según suponemos ( 1 -í- jv )" zzx 
1 -+- 2, serán tambien iguales los logaritmos de los dos 
miembros de esta equacion, y .por ser (.347 } L (iH-.^)” 
= mL (i-H.x), y porque hemos supuesto L( 1 -i-x^ozz^x 
-H Bx^ H- Cx^ &Lc. tendremos mL (1 -Hâ?) — (Ax -ir. Bx' 
-+- CxS -i- &c. ) x ff/ “ m^x -H mBx^ -4- jbC.v3 -+- &c. 
Por consiguiente ya que tambien hemos supuesto L{i ^2) 
— ^2 -i- Bz^ H- C23 -i- &c. será lo mismo raZ(i -i-jc) 
zzz Z(i -4-2) que m^x -+- mBx^ -t- íñC.x3 _)- ^c. czz ^z -t- 
Bz^ -}- Cz^ &c. Si en el segundo miembro de esta equa
cion substituimos en lugar de 2 su valor que hallamos poqo

ha , es á saber 2 ;zz mx -H ^^-—~ x^ -1- &c. resultará2
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ni^X^niEx^-^mCx^-¥~S£C. = ! -i-Bm^x^ » —i Bx^ +

De cuya equacion sacaremos, despues de egecutadas las re
ducciones y comparaciones correspondientes, i.® ^ ^ — 
i ^5 C= Y-^í D =---- Y -^5 y ^5^ prosiguiendo: de 
modo que después de todas las reducciones saldrá L(i-i-x)

350 En esta espresion es indeterminada , conforme 
se echa de ver, la cantidad A, por cuyo motivo dándola 
sucesivamente diferentes valores, saldrán distintos logarit
mos de la misma cantidad 1 -i- x. Por consiguiente puede 
un mismo número tener una infinidad de logaritmos dife
rentes, ó puede haber diferentes systemas de logaritmos^ 
según variare el valor de ^. El mas sencillo y natural de 
todos los systemas logarítmicos es el que resulta del su
puesto 24=1, por cuyo motivo los logaritmos calcula
dos en este supuesto , se llaman Íogaritmos naturales^ J 
tambien bypsrbo'Bcos por la razón que declararemos en otro 
lugar,

351 Todos los systemas posibles de logaritmos se 
pueden reducir al de los logaritmos naturales, porque sea 
el que fuere el systema, no es otra cosa el logaritmo de 
i ^ x , que el producto de su logaritmo natural por 13 
cantidad constante ^ que se llama el modulo del systema, y 
que determinaremos dentro de poco. Por lo que, toda la di- 
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fcultad que se encuentra en el cálculo de los logaritmos, 
se reduce á la que ocurre en el cálculo de los logaritmos 
naturales. Veamos , pues, cómo se pueden calcular estos 
con facilidad.

353 Para cuyo fin volvamos á considerar la equa- 
cion L(i -H -v) — A(x— y^^ -4- Y ^^ — ^ ^‘^ “^ ^^*) 
que en el supuesto de^zr; 1 se.transforma en ^(i -hat) 
— ;v — — a;2 -H j ;v3 — 7^"^ ^c. Si á cada miembro 
le añadimos La^ el primero será La~^L(i -^-x^^ (346)
L{a x i + ^) = L^a-i-ax'), y la equaoion será L^a~^ax)

Si hacemos ax’zzz, será x — Lt si substituimos este 
valor de x en la equacion L^a -H ax') — Ea ^ x —■ Lx^ 
-t- 4 ---- —x"^ &c. tendrémos L( a x) Ea n- —
— 577 &c. Si hiciéramos s negativa , sacaríamos
L(a — a) zr Ea L ^ ^ &C, y restando 
esta última equacion de L(a-h-z) =2Ea -n -I-1- 
^;&c. tendremos LÇa-^z) — L{a — «) óE (~^)^ 
^(i -^-¡-^’^^ "^ 4^ “*" ^C‘) cuya serie no puede 
menos de ser convergente, pues z ha de ser menor que 
íí á fin de que sea ^^J una cantidad positiva.

353 Para aplicar esta serie al cálculo de los loga
ritmos supondremos í¿í ™ , de donde sacaremos i
== ¿TZZÍ- Por consiguiente -si en el segundo miembro de 
^^^ — “J (i -+- — ”^ '^ “^ ^ "^ ^c.) substituimos 
¿^zz; en lugar de |, sacaremos, en el supuesto de ser —^ 
^m^\^ que L(J^^ = L{-^) = E^n ----  L(m ----  1).
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— *«—I (^ "^ 3Gm—ir ^ 5t-*"—ij* "^ 7(1»—O® ^^' ^^^“ 

go Lm rz £{m----  j) -H ( H- i -f~ ¿-^^ -4-

__î—^ -i— &C. ) Pero quando se busca el logaritmo del 
número w, se supone conocido el de ra — 15 luego sal
drá el de m por medio de una serie muy convergente, par
ticularmente guando fuere m algo crecida.

Si buscáramos, por egemplo, el logaritmo natural de 
a , sería w — 3 , cuyo número substituido en la fórmula 
últimamente hallada , daría Zs — ~ (1 -1- 
^^ -4- &C. ) = 0,69314^18 &C.

Pero si quisiéramos hallar el logaritmo de 5 , substi
tuiríamos en la misma fórmula 5 en lugar de m, y re- 
sultariaZ5=^4-t-Hi -*■ *^ ■*■ s":^* "^ ^> ^ P" 
ser X4 = L2^ zr: 2L2 , será L^ “ 2L2 -n tx 
(1 -í-i^í-+-Í^-*-7^-+• *‘’-) = i»6o943?'9i-

Halladas por este camino los logaritmos de los nú
meros primeros, será muy fácil sacar los de los demás 
números. Porque el log. de ■ 6 será la suma ( 346 ) 
del log. de 3 , y del log. de 3 : el log. de 4 será el 
duplo del log. de a 5 y el duplo del log. de 3 será el log. 
de 9.

354 Determinemos ahora el valor del módulo ^en 
otro sistema-, en el de las tablas por egemplo, en el qual 
a:=: 10 5 y -¿^io := 1. Tornaremos primero el log. natu
ral de 10, que será la suma del log. de 3 y del log. de 5 
0 2, 302 5 8 509. Y como ( 3 50 ) el log. ordina
rio de 10 ó i ^(2 , 302 5 8 509 ), tendremos X =
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—^-^ = 0,43429448 &c. que es el valor del mó
dulo de las tablas. Por consiguiente para transformar los 
logg. naturales en los de las tablas, se han de multiplicar 
los primeros por el quebrado 0,43429448 &c.

Y reciprocamente, para transformar los logg. de las 
tablas en logg. naturales, se han de dividir los primeros 
p®'’ Ti^sí^ 5 multiplicar por 2,302 5 8 509. Porque si 
en i = -^(25302 5 8 509) que es el log. tabular de 10, 
substituimos en lugar de A su valor a^^oasajoy ? ®^^^ P*^’^ ^^® 
tablas L. ío — (^^~'y.-) (2,302 5 8 509), y dividiendo 
este log. tabular de 10 por -5-"s7^í saldrá 2,303 5 8 509 
leg. natural de 10.

355 El numero determinado ¿r se llama base loga-- 
rifmiea del sistema ; 10 es la base del sistema vulgar lla
mado el sisteifia de Briggs, porque fue este calculador el pri
mero que calculó los logg. ordinarios. En general, se lla
ma base de un sistema logarítmico qualquiera, el número 
cuyo log. zz: i.

356 Si dado un logaritmo quisiéramos hallar el nú
mero que le corresponde, tendríamos que acudir al méto
do inverso de las series, practicando lo que sigue.

Si el log. dado fuese de los vulgares , se le debería 
reducir primero á log. natural, y se reduciría la operación 
ú averiguar qué número corresponde al log. natural pro
puesto.

Supongamos , pues , que sea « este log. y 1 n- ^^ el 
número que le correspondej en virtud de lo que precede 
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tendremos a — íí — ¿ ■+- '-xS — -+- &c. ; el em- 
pello está en sacar el valor ( 296 .) de ^ en «.

Para conseguirlo, supongo x ^^^ "H QS-j- 
&c. de donde saco

f^« H- Bz^ -H C«:3 H- Pz4 H- &C.

Trasladando z al segundo miembro, y suponiendo iguales 
con cero todos los coeficientes , hallaremos que ^ = 1, 
5 = Í , C= h ^ = 4 ^^’ ^^^^^ x = « -Hr ? -H 5 

&c. Luego finalmente 1 -H x 5 ó. el 
número que buscamos — i -+- ^ 1,3 "+*^ 5,3,4 '
En general un número qualquiera » = i -+• ira -+-v 

&c. cuya serie es siempre convergente 
sea el que fuere el numero ».

g ^^ Si quisiéramos hacer uso de esta serie para ha
llar la base de los logg. naturales, ó saber á qué núme
ro'pertenece el log. natural 1 5 sería » “ 1 -H 1 -^ a

1 ■ luego »= 3,71838183. Este nú
mero es d^muchisimo uso en el ramo mas dificultoso deí 

cálculo infinitesimal.
358 Sirven los logg. en muchas ocasiones , parti- 

cularmente para resolver algunas equaciones cuya résolu- 
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cion no es posible conseguír por otro camino.
Supongamos que de la equacion rt'* " ¿ queramos sa

car el valor de x. Tendremos (346) La"" ó xLa 2=2 Lb^

mismo (91) que a

b'^’'^ — r, tendremos mxLa -+- ( 1 ‘-mx) Lb = Le^ luego mxLa

— nxLb Lo'^Lb^ que da x r —

Sea rt* = —^^^—que no se distingue ( 9 1 ) de a*

^rnx n ^ 7«, tendremos xLa “ mxLUf — nL^ — qxLc^ 
traSspUsando — wZ^ al primer miembro j y xZa al segun
do ,:sale> wi^ = mxLb — xLa ^ ^xLe , y despejando x '

resultà X — ^'' ^------ ---  =

Sea ' finalmente - ------«

• ‘ i ¿ono? 20Î
go nZi^

/* 'j tendremos desde lue-

(«SiT H-Z/) X^

Tom.

:)q OH; ? ;

xZf^ír-^ ii/'después
-^(nLb -H pZf) x =: — aLè , ó x'^ Lo’^f 

, equación de segundo grado de
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cuya resolución sacaremos ( isa’) x

3^9 Ahora cumpliremos lo prometido ( IT'S), 
quiero decír que declararemos como se puede sacar el va
lor de « de la espresion « z= aq"~^. Una vez que siendo 
iguales las cantidades lo han de ser. también sus logarit
mos, de u zz: aq''^' sacaremos Z^u = 7.a -^ Z?”“^5 ó por 
lo dicho (34^), 7u — 7a -H (k—1) Lq 5 luego 
traspasando, ( n — 1) Lq z^ Lu — La^y dividiendo por 
•^^^ « — I — ^^^y^3 y finalmente n x: ^^^ -H 1.

y^pHcadon de¿ álgebra al cálculo de las lineas 
trigonométricas,

3Ó0 Para que se haga mas perceptible la verdad de 
algunas de las proposiciones que vamos á sentar , hemos 

Fig. de prevenir que tambien se pueden distinguir en la circun-
3 i. ferencia del círculo areas' positivos y negativos.,. SL consi- 

deramos , como positivos los arcos que cogieren desde 
acia TV, S Síc, serán negativos ( isjr ) los que cogie
ren desde -rí ácia D^\ 717 &c. De la misma contraposición 
que hay entre las líneas positivas y* negativas , se infiere 
que si miramos como positivos los senos que como D'e' es
tuvieren del lado de los arcos positivos y y los cosenos que 
desde el centro- C cogieren ácia A, habrémos dé conside
rar como negativos los senos que como -D'^E^' cayefen ^ 
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otro lado del diámetro AB y y los cosenos que desde CKíg. 
cogiesen ácia B. 3^*
• 361 Sentado esto , una vez que según ínsinua-
mós(I; 644) al paso que crece un arco, crece su seno, 
tambien menguara el seno á medida que menguare el arco: 
de manera que sí llegase á ser cero el arco AD', por egem- 
ploy será iamèien cero su seno T)^ E*, positivo su cose~ 
no CA,' ^ue será igual al radio ^ue llamaremos 1. Pero si 
el arco ^d' fuere menór que el quadrante , su seno d' E^ 
y su coseno CE'^ serán ambos positivos : quando el arco 
AÙ fuese igual al quadrante AZ^y su seno igual al radio 
CN' será positivo, y el coseno = o : si creciere todavía 
mas el arco sin llegar al valor de la semicircunferencia, su 
seno DE será todavía positivo , pero será negativo su co
seno CE : en llegando á valer el arco la semicircunferencia 
ANB, su seno será — o, y su coseno negativo CB será 
igual al radío. Quando fuese el arcó mayor que la semi
circunferencia , pero menor que los tres quadrantes, quan
do fuese , por egemplo, ANBD"', su seno D'''E"' , y su 
coseno CE"' serán ambos negativos : én llegando á valer 
el arco los tres quadrantes como ANBM^ su seno Cllí es 
igual al radio y negativo, y el coseno es otra vez — 0: 
si creciere todavía mas el arco sin llegar á valer toda la 
circunferencia , su seno d"e" seria negativo, pero su co
seno CE" sería positivo. Finalmente , en llegando el arco á 
valer la circunferencia, su seno será z= o, y su coseno CA 
positivo será igual al radio lo mismo que en el arco nulo,

Bb 2

MCD 2022-L5



388 ELEMENTOS

Fig. 363 Si el arco fuese mayor que la circunferencia 
3 i. qual sería el arco A^SMAD^ que es la suma de toda la 

circunferencia y del arco AD' , tendría el mismo seno d'e' 
y el mismo coseno CE' que el arco ^ü':- de . manera que 
no muda de seno ^ ni de coseno un arco por añadir/e la circun
ferencia 5 y así ha de ser, pues un arco nulo y la circun
ferencia tienen un mismo seno — 0, y un mismo coseno 
rz 1. Lo propio sería aun quando se le añadiesen al arco 
AV' dos, tres ó mas circunferencias.

363 Si tomáramos un arco negativo AD'^ menor 
que un quadrante, su seno D'^E^^ sería negativo y positi
vo su coseno CE^', Por donde se echa de ver que un mis
mo seno negativo , y un mismo coseno positivo pertenecen 
á dos arcos distintosj es a saber, á un arco positivo mayor 
que tres quadrantes, y á un arco negativo menor que.un 
quadrante. Quando el arco negativo fuere mayor que un 
quadrante, pero menor que la semicircunferencia, quai es 
ci arco AMD^\ eî seno D'^^E"\ y el coseno CE'^' serán 
ambos negativos: por consiguiente un mismo seno y cose
no ambos negativos pertenecen á dos arcos distintos, es 
á saber a un arco positivo mayor que la semicircunferen
cia, pero menor que tres quadrantes, y á un arco nega
tivo mayor que un quadrante, pero menor que la semicir
cunferencia. Si el arco negativo fuere mayor que dos qua
drantes , pero menor que tres, qual es el arco AMED será 
positivo su seno DE^ y negativo su coseno CE , los mis
mos que corresponden 4 un arco positivo mayor que el qua- 
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drante, y el menor que la semicircunferencia. Finalmente, píg. 
si el arco negativo fuese mayor que tres quadrantes ; pero g j, 
menor que la circunferencia, qual sería el arco AMSND'^ 
serán su seno DE\ y su coseno^ C£\ambos positivos, y 
los mismos que corresponden á un arco positivo que no lle
ga ai quadrante.

Si el rarco negativo llegarí a- valer toda la circun
ferencia, tendria el mismo seno y coseno que la cir
cunferencia positiva, de donde sacaremos que se.quedan 
unos mismos el seno y coseno de un arco, aunque se le aña
da la circunferencia tomada negativamente una vez, dos ye- 
ces &c. . sjH ■

364 De todo lo dicho resulta, queel seno de un ar
co nulo, es nqlo, esto es, que sen 0 — 0. Si llamamos 
* Ig semicircunferencia, y suponemos el .radio —? t - tejí- 
drémos sen ^?t= 1, eos - senior,— o ,. cos ^f—

s^n |- 'ír zs—-? Ir, eos d- ttzzzo, sen a-r z:z o, eos a ^r 
= 1 , cuyas fórmulas nos están diciendo que todos los 

■retíos oy cienos e^tán^eompreheníjidojS eijjre^tH- i ^y__ 1. 
¿Tan^yen-^s evidente,por la ftaturajeza .delcomplemento que 
^G03^ s^n.{.J,;w.frr.^)i Vilque sea A eos (A v — 
pu^sí eh^eo ^ añadido al arco’___________ ~ -^ z=: 90®, 

-■:y -eli3rg0rx/;.wajdíí ifc .7 ’^rf* -r^fe;? | ■*- = 9Q®-
-8^^ i'oÇQU?.l4idïiU^Ï^ aguardar, uniformidad y de sa- 

"Car s^s.sepciHosíios re^lt4dos de los ^cálculos en que nos 
vamos-á empeñar, supondremos constantemente el radio del 
circulo — I. Ep virtud de. e§to, y teniendo presentes to- 

TonulL Bbg'
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Tig. das las definiciones que dimos en la Trigonometría (I. 640), 
-32,4 y llamando ^ el arco ^M, tendremos esta prôporcion 

cos zi: sen zii : 1 f lang
Sácase esta-ánaltígíá de la semejanza de los triángulos 

CTM, C^T que dán CPï 'PM: : C^í ^T. ■
366 Los triángulos CQM^ CST' tambien semejan

tes darán 'Cfí: QM: :CL : ET^-ó -W >Í’: eos 1: 
cot Æ '

367 Luego tang A z='í^, y ^-^ —ssb^y “^ •* 
^ J—j y sen tang ^ x eos y eos A =cot 
■se sen^^? ' '

368 Prueba la última consecuencia que las e^oídn- 
~¿éñt^/' ilé 'd&s^ í^cá^-^.^i/ales^ulera ¿stán -én''ra¿:¿n ¿reversa de 
-sus' tangenles. Y si en cot ^=z J^, substituimos .en lugar 
•xié su va'lo’r sacado poco ha 4 sacaremos col 
:—^ ■ y- cot z^ >é'táhg ^^'z^ ï , cuya ésprésion no5 está-dv- 
'^iendo, que el radío es 'fnedío proporeroraí entre la fatigent 
<1^ de un arco ^y la de su complemento, ■ - < ’ “

“3^9 De'-To que démostramós' en laTr-igononié- 
-tría’ (1. é54')'5' es- á sáber'''qúé - Jorcos-íí: t-á sen z/í sen 

. 2z^y sacaremos eon multiplicar rcspectiV'amçnte- fe estrés 
mos, y los medios que Lsen 2/^^ eos zí x sén A^) en 
el supuesto de ser' el radio R —’ í/^ 'subétituimos-ëb-csia 
equación en lugáS'de co¿ A ^ Valér•••«feri-zf í< ¿ot Jÿ^g^T') 
sacaremos —sen 2 À z= (sen- z^y-V-cét^z^ y y ••sí*‘en esta 
substituimos en lugaV de cot A su valor ^^^ ( 3 ^^ ) 

-resultará finalmente ^'Sen'a ^—^^a^^^"*
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370 Los triángulo,^ semejantes CPM, C<ÍT, PET. Fig. 
dan iS PlUi .-/7 : : CM: CT, esto, es, sen A: tang Aw 32. 
I : see A — iP CP: CA : : CM: CT , ó eos .V: 
li: i : see A. .^,°- PM tC^^t • <^^ • (^^ r ó .sen A: 
.r : : i. : .posee ^-^ cuyas.dos. últimas analogías manifiestan 
-i.® que el radío es medio proporeipnal et^íre el coseno de un 
arco, y su socante. 2,° que el radio es medio propo.t:cional 
^ntre el seno de u^ arco y- ^u cosecante.

-Xuego Gos-.^ x see _^ — i r— sen.yí x cosec^, por 
consiguiente sçç .yi = ¿^ , y cosec yí — —, y j =

, cuyo valor substituido en tang darácosec A ~ J ■ c> cOh A ■
tang A — P^. Fuego sec A = coseç Ati^i y como 
( 3^Z) ¿S^ “ *^^^^ -^1 ^^’^^ ®^^ ^ “ cosec A x tang.^ 
“ '^^T-y despues, de-substituido ¿^ en.lugar de tang ^^.

3-^1 Luego tambien los senos de dos arcos A j» B 
cerán reciprocamente proporciojiales d las secantes de sus 
compl^ementos^- jy los cosenos de dichos arcos serán recíprocos 
á sus secantes. <

Porque de lo probado antes (-3?^o) se saca 
cosec ^ — y sec ¿^ r luego también se proba
ría que .qo§ec;5^ ^, y sec B^ ^^. Podremos-,- pues, • 
formar las dos analogías siguientes

cosec ^- cosec B :: -¿-:,— : : sen B ; sen ^;
p: B^rsec ^: seo B: : .¿¿^: ^^ ; * eos 2? : eos ^.

'3.7-^.-. Si disidimos el.arco ^Hd'y y. su poippiemento 33. 
JS M, cada uno en doa partes iguales en los puntos D y Ey 
y.tiramos las líneas CDG ^ CEE hasía. que encuentren res-

Bb4
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Fig.pectivamente las tangentes.^ly 5^'f>rblong-adas , si fuere 
33. menester, en G y F, tendrémos n® sec A — cot ~ 

comp A — fang A. a.® cosec A—icôf A A — caf A. ■
Porque los triáhgulos CFâT ■ C^^Fson semejantes por 

razón dé las paralelas , y^ sérá 'por consiguiente'eí ángulo 
^FC— al ángulo BCF'^ pero en virtud del supuesto que 
hacemos de estar dividido el arco BM por el medio en el 
punto E, el ángulo EOF = al ángulo KCMi¡ luego'el 
triángulo C7:F es isôsëeles : luego CZ rz ¿F; pero LF- 
^F_ ^F ^ y es AF la tangente del arco yíF cómple- 
mento. de BE =2'-BM^ ó d comp ^ , y .4L es la tan
gente del arco '^Mt luego CL Ó sec >Í zx cor — comp A 
— tang ^.

Los triángulos rectángulos C^T/CBG son semejan
tes por razón de las paralelas C^, BG^ luego el ángulo 
BGC = ^CI'^ pero por la construcción .401 — MCF 
luego el triángulo CHG es isósceles , y CH =z fíG^^ e& 
tambien patente que HG = BG ■— B^ zzr cot L 
cot ^. Luego tambien la cosecante CH del arco ^M es 
igual á la misma cantidád-

34«' '373 r>¿sde el punto JÍ tírense á los estremos F^G 
de los dos diámetros BE , ^G, las líneas-MF, MG que 
cortan los radios C^ ^ CB en los puntos H ^ I‘. tirese 
tambien por el puntó M la tangente DME que remata en 
los radios C.4, CB prolongados quanto fuere menester, 
en los quales determinen las líneas CE^ CP respectivamen
te iguales á la secante y á la cosecante del arco ^^4,
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Todo esto supuesto tendremos i.° se¿^ A tang xA.H^ Fig. 
fíf ^ camp A, 2.” eossc A zzeotA. •+-fang-^ A. 34,

Una vez que el ángulo EME resulta del concurso de 
la tangente ME ^ y dé la cuerda MF, tiene por medida 
la mitad del arco MAE que sus lados abrazan; y el án
gulo MMÉ cuyo vértice está dentro de la circunferencia 
tiene por medida la mitad de la suma ( I. 380) de los 
arcos ^M y FG que abrazan sus dos lados prolongados. 
Pero el arco FG = al arco ^F ; luego el ángulo MME es 
igual á HME, luego el triángulo MM'S es isósceles, y 
por consiguiente HE = ME = tang H. Fuera de esto, 
como el ángulo CFH está en la circunferencia , no vale 
mas que la mitad del ángulo BCM, cuyo vértice está en 
el centro, y abraza el mismo arco (L 3^3)» Luego sí 
miramos el radio CF como seno total, CH será la tan
gente (L óój?-) de la mitad del complemento del arco' 
HM-^ luego la secante CEz=:CH n-HEzztang -E comp H 
-H tang ^.

s.® Del mismo modo probaríamos que ID ~ MD — 
cot H, y CI z=z tang — ^. Por otra parte se viene á los 
ojos que CD — cosec H‘̂ luego quedará probado que 
cosec ~ cot H tang -U

3^4 Si comparamos respectivamente los dos valores 
que acabamos de hallar de la secante y de la cosecan
te (SJ^a y 3^3) hallaremos i® que cot | comp H 
— tang ^— A comp zí tang H. 2.° que'cot f H 

cot H — cot H -H tang ~ ^. De la primera de estas

MCD 2022-L5



3 94 ELE JkíENTO S

Fíg. dos equaciones/ sacaremos a tang A ~ cot -^ comp^ — 
34. tang 7 comp ^: de la segunda 2 cot ^ =’ cot -^ /Í 

tang i zf. Sí en el último miembro de la primara de las dos 
últimas equaciones, substituimos en lugar de cot ^ comp-^f

su valor -—j ( 368), y en el último mlein- tang 4 comp

bro de la segunda en lugar de cot ~ sacare- tang^^ *
i—(tang i-comp

mos tang A = ~^tangT^0mpA- y cot A = .. .

í__í^^jííL. De donde sacaremos las dos analogías si- 
2 tang 4 xí ■ 
,guientes - 

2 fang ^ eomp A: 1^ tang '- comp A:: i^tang -~ comp A-. tang K, 
y 2 tang-Ai i -^-tang^A-, i — í<3«? '-A : roí A. 

Y si atendemos á que el complemento del ángulo 
A = 90° — ^, y que por lo mismo — comp A = 45® 
___ i_ ^, la primera de estas dos analogías se podrá trans
formar en 2 tang (45° 7 A): i-ntang (45® v^
:: i —tang (45^ — 4-^): tang ^.

35. 375 ^^ llamamos siempre A un arco AH^, tendre-

mos I? i H- eos A z=z 2 (eos — A) " — iangT^'

2° 1 — eos A = 2 (sen -^ A)* = sen A x tang -^ A.
Por los estremos 5Mdel diámetro AB , y de la cuer

da z^M, tírese Ia cuerda BMG que remata en un punto G 
,de la tangente dei arco AM^ y tírense por el centro G
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Ias rectas CF y CI respectivamente paralelas á las rectas Fíg. 
BM y ^M'^ es evidente que de los triángulos yíGM^ 35. 
^FD semejantes por causa de las paralelas, podremos in
ferir , que así como ^M es dupla de ^D ( L 349 ) se
rá tambien ^G dupla de ^F tangente de la mitad del 
arco Æ^5 que CI partirá por el medio la cuerda BM (L 3 49),. 
y que CD ó MI ó IB serán el coseno de la mitad del 
mismo arco.

Sentado esto, los triángulos semejantes BIC ^ BHM 
darán BC: BI:: BM: BH:: 2BI: BH^^ luego BH =:

5 esto es, 1 -+- eos ^—3 (eos ^'^y.
Los triángulos 0/55 ^/ZM tambien semejantes (1.460) 

darán CB : CI : : MM : MH: luego MH — ^^^- j por ser 
^M ~ 2^1) ó 2DM ó 2CI‘̂ luego i ----- - eos A —
-2 (sen -y Ay, ^- qn-c'' ' * -

3® De los triángulos ‘semejantes AHM ^ BAG y 
BAM sacaremos BH : HM : : BA: HG 5 esto es 1 -4- 
cos A : sen A: : 2 : 3 tang-L A'^ y tambien HM: AFI:: 
AB : AG:, esto es, sen^: 1 — eos A:: 3 : 3 tang L^. 

luego i -f- eos ^ = --^íL , y i------ eos A = 
tangán’’'

sen y^ x tang Y X
_ 3Z6 Luego 1^ = (tang X.f)* 5 y I^^

'tang kA-^' sen ^ tang i ^’'^ 49 ? (tangía*
Si tubiéremos presente ( 368 ) que siendo tang Azz
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Fig-
3S-

¿4 ’“^ (‘“g r ^^ = (73^5?’ y «“bstituyeremos

sacaremos qu ,̂—^, = (cot -- COS^*

3^^ Si llamamos/^ el unseno verso ^H del arco AM, 
y l^ el otro seno verso SH^ inferiremos que pues ( 3^5 ) 
^H = i^ y BH= ^.que ^ = .3 (sen } ^/ y l^zz 

3 (cos-i 4)*} luego -Ç =: (sen ^ 4)’ y ^ = (cos i 4.

Si llamamos A el arco MK complemento de AM, 
los triángulos semejantes AHM, MHS y AMS (1*4^3) 
datan AS : SM : : SM : SH: esto es a : 2 cos -^com A::

, , afcosi comp^)®
2 eos — corny/: 1 -n sen ^ =:z............ . ........... ...... .........

2 (cos Ÿ comp ^)"- Y como cos ~ comp 4 — ........ 
cos (45“ - i4) = sen (45“ -i- ^ 4) ; sacaremos fi
nalmente que i -H sen 4=2 sen® (45° ■+■ v ^i compa
rando el triángulo ^H¡H con el triángulo ^MB sacaríamos 
que i ,— sen 4= 3 sen’ (48*’—4 ^)- I^C do"’^* ®^'

dria que

378

l-t-senzl _ seo’ (45° + - ^), 

r—sen2r ’ sen^ (45°—i A)* "
Hemos demostrado en otro lugar (L 655 y.65^)

gue si fuesen Ay B dos arcos y él radio -z 1..
i ? sen ( ^ -H 5 ) = sen A x eos S H- sen S x cos/j 
3 Asen {A — B } =: sen A x eos B — sen'5x cos4i 
3? eos ( A -1- B) zz eos A x eos B — senA x sen 5j 
4.° eos ( 4 — 5 ) = eos 4 x eos Zf -t- sen 4 X sen B-
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Si sumamos la segunda equacion con la primera, y resta- Fig- 
mos despues la segunda de la primera , sacaremos 35.

por adición sen x cos 5z=-^ sen(^í-Hff)-HYsen(^— 5)
por sustracción sen B x cos ^= i senÇ^-i-B)— ¿sen(^—5), 

Si sumamos una con otra las dos equaciones eos Ç^-^-B) 
“ eos zZ eos B — sen ^ sen B , y eos Ç^^B) — eos A 
eos B -1- sen ^^ sen B^ y restamos después la primera de la 
segunda5 sacaremos

por adicción eos A x eos B=z {-cos(A-^B')-i^^co&(A—B} 
por sustracción sen ^ x sen ff =:icos(z/—5)- i\os(zí-}-5), 

379 ^e las mismas fórmulas podremos inferir que
si conociésemos los senos y cosenos de todos los arcos me
nores que 30'*, conoceremos tambien los senos y cosenos 
de todos los arcos mayores que 30° hasta 60°.

Porque si en la formula que representa el seno de 
^+ 5 suponemos ^=5, sen B) será sen 3^ 
— 2 cos zi sen ^ ■, y si suponemos lo mismo en la fór
mula que espresa el coseno de x/^ g, tendremos eos 2zr ,a 
- (eos zí/ — (sen zí/ = a (eos .í)’ — i , substituyen
do en Ugar de (sen ^ su valor i - (eos ^^ sacado del 
triangulo rectángulo CPM en el quai (CAíY — _
(P^)’, esto es i —(coszí)" ' 
de ser i

— C®®® ^)’ en el supuesto 
el radio CM^ y ^ d arco ^^,

380 Sentado esto , supongamos que sea A — 90“ 
». ... (,.• ^„= .„ ^. „, ^^ - 3 . 
^ „„ ,..=4 (,. « )_ ^ ^^, 3 _ ; qq 

5 pues 1 ---- ’ --- 3 __ 
4------- 4 T * 3- Luego sen
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Fig. (30°-+-®) = 4®®“ ^^3 -t-r^^®®®’ y ®®'’(30 ^)
gg’ _ i cos B _ i sensv^ 3. Si restamos la segunda de las 

’ dos “últimas eqáciones de la primera, resultará sen (30“ 
-H B) — sen (30° — B) = sen B V 3 , y por oonsi-

• guiente sen (30° -w B) = sen (30“ — sen B ✓ 3.
381 Si hiciéramos ahora ^ = 60°, sería sen (00 

H- B} = sen 60°. eos B H- sen B eos úo“. Para darla á 
esta espresion la transformación que corresponde , consi
deraremos primero que siendo 60° = a x 30“, la equa- 
cion ( 3Z9 ) sen 2^ z= 2 eos ^ sen ^ nos data 
sen 60“ = a x i v" 3 * t= fv^S , Y por'consiguiente 
sen 60° x eos B = 1 eos B v" 3 5 Despues sacaremos el 
valor de eos 60’ de la equacion ( 3Z9J' c°® ^^- 

afeos — 15 y tendremos sen B x (2 x ^ x 3 1) =
sen B x C|- ^) “ “^ ®( í) =< ““ Z 
(60°-i- B} = y eos B V 3 ’ y ^^'^ (^° "y
— ^ eos sen B. Restando la segunda equacion 
de la primera sacaremos sen (60° -+- B) - sen ¡
— sea B , y finalmente sen (60"-H B) _ sen (60 - J 
-H sen B. Si quisiéramos aplicar esta fórmula para saca el 
seno de 66“, por egemplo, seria sen 66° = sen 54° * 
sen 6° Por este camino se pueden hallar los senos e 
dos los arcos desde 60° á 90° una vez que se conozcan 
los senos de los arcos que están entre 30° y ° ' 
consiguiente calculados los senos desde 0° hasta 30 > 
sacarán sobre la marcha los de todos los demás arcos.

383 Las mismas fórmulas nos servirán para nal
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los senos y cosenos de arcos duplos, triplos, &c. de ar- Fig, 
eos dados. Supongamos, por egemplo, que conozcamos el 36. 
coseno que llamaremos c del arco ^M: suponiendo siem
pre el radio CM ::z i , el triángulo rectángulo CPM nos 
manifestará que el seno s del mismo arco~\/(CM’ — CP''') 
= ✓(! —ee).

Para sacar el valor del coseno del arco ^D duplo de 
^M, repararemos que pues DM=^My el coseno del pri
mer arco será tambien í? y su seno será igualmente i/(i—í:r). 
Llamando .^ el arco MM, el arco MD será 2^, la fórmu
la eos (^h-5) = eos M. eos 5 — sen M. sen E se trans
formará en eos 2x^ =: eos M. eos ^ — sen M. sen M = 
(eos M)^ — (sen ^)"5 substituyendo, pues , en lugar de 
(eos My su valor <?<;, y en lugar de (sen M^ su valor 
i rff, resultará que el coseno del arco MD=::z 2Mserá

Hallaremos el seno del mismo arco AD ~ 2^ con 
hacer las substituciones correspondientes en la fórmula sen 
(^ r+- S) — sea A. eos B -t- sen B. eos A y sacaremos 
que sen 2^= 2e 1/(1 — ce).

En virtud de esto sé hace sumamente fácil hallar el 
coseno y el seno del arco quadruplo de ó del arco 
— '4^. Porque esto es lo mismo que buscar el coseno y 
el seno deí arco duplo, de 2^, cuyo supuesto transforma 
a fórmula que dá el coseno de la suma de dos arcos, en 

cos(2M-^ 2M) = eos 2M. COS 2M — sen 2M, sen 
y egecutando las substituciones correspondientes saldrá
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Fig. cos 4yí “ Sí?^ — Srr -4- i ; y haciendo tambien las 
36. substituciones correspondientes en la fórmula del seno de 

la suma de dos arcos, hallaremos que sen 4.^=z{2c^ — 4^) 
^(i__ ■^^) : y así de los demás arcos que crecen en pro
porción dupla.

383 El mismo método nos dirigirá para hallar los se
nos y cosenos de arcos triplos, quíntuplos &c. de arcos dados. 
Porque si buscásemos el coseno de un arco triplo del arco A, 
la fórmula que espresa el coseno de la suma de dos arcos 
se transformará en eos (2.íí -+- ) ^= eos 2^. eos ^ — 
sen 2^. sen.^^ cuya espresion se transforma, despues de 
egecutadas las substituciones correspondientes en eos ^J 

( 2¿T — i ) x c-— [26' vX 1 — cí^)] x V^Í I — ec) = 
4^3 — 3f.

Practicando las substituciones que hacen ai caso en 
la espresion del seno de la suma de dos arco^, sacare
mos sen 3^ = (2£^\/i—<?<?) x r -H (Vi—rr) x (srr 
__ j ^ ::z:(4£'¿‘__ 1 ) V'( 1 — f'^)* Esto nos está diciendo 
lo que habría que hacer para sacar el seno y -coseno del 

arco quíntuplo &c.
384 Si llamásemos j el seno del arco ^y csu coseno, 

sería sen ^=r, y eos ^=✓(1-^4 Siguiendo el misino 
rumbo que seguimos poco há ( 380 y 383 ) hallaríamos 
que eos 3zí= 1 — 2.«', y sen 2^= arV^i — ")i 
eos 4^ = 8r-í _ 8r^ H- i , y sen 4^ = ( 4# — .8/*) 
yj-1 _ „)■; eos 3/í = (1 —4w)/(i — «)» Y 5®" 3^ 

= 3^ — 4-^^ ^^* ‘ '
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385 Heinos pues probado que los senos de arcos Fig, 
inúltiplos se pueden espresar por cosenos y senos del arco 
simple ó.primitivo , y que los cosenos de arcos múltiplos 
se pueden espresar por cosenos del arco simple. Por consi
guiente podremos formar con las espresiones de los senos 
de arcos múltiplos de un arco dado-4< las dos tablas si
guientes

386 Sen — £•£•) - 
sen 3í?i/(i — ee) 
sen 3z^—(4í?í— i)v/(i_ ¿.£.)
sen 4^zz:(8^3 —4^) v^(i—¿.¿.)
sen 5A=z(i6c^— i i)\/(i—ec) 
sen 6^—(3 26'5 — 3 2c^ -t-ôe^Çï — ce') 
s^^_ ^^^¡^64c^-^ 8o^‘*;+-24tfV?|V<(i-^c) 

&C. ' '

ó
38^ Sen ^—j

. . seú 2;í“ itJl^ii — w)
sen 3^— 3j-—4^3
sen 4^=(4j_ 8^3) y^(i _ jj)
sen s^zx-gx—aojS-n 16^5 ■ - . . ,

. sên 6^=(.6j— 3 2^5-h 3 aíS)^^! i-
sen ^^= Zs—s 6^3 n- 113^5_ 64^7

388 Con la mira de dar á estas fórmulas toda la 
generalidad posible, pondremos aquí una serie que repre- 

Tow, H, Q^
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Fig. senta todas las que pueda haber en cada tabla; pero para 
da segunda tabla se necesitan dos series , porque el factor 
y"(i — jj) que se halla en todas las fórmulas de núme
ro par, no se halla en las de número impar. Estas series ge
nerales Ias inferiremos considerando los coeficientes y espo- 
nentes de cada término de las formulas de las tablas.

Fo'rmuh d serie general correspondiente a la primera tabla.

Sen n^- (a"”’ tT^^ — ^^ x a’—^*;'’-’ -H

_____ 1.2.3,4 . 
¿jc.) v^i — cc 5 siendo n un número qualquiera.

389 Formula general correspondiente d la segunda 
taNa , siendo n un número impar qualquiera.

Sen nAzzns — '‘^^'^i r
Bn-^ I X nn—9 X nn—2; ^7 ^^ 

X.2.3.4‘5-6.7

^I2Í2~9 j5 ^„ x
1.a.3.4*5

390 Formula general correspondiente d la segunda ta- 
. lila , siendo n un número- par qualquiera.

Sen nAz::[ns — H 
aX»» 4 X nn —iS X nn 3^ ^7 ^ ,,,.^, 2"“^ Z ’ ) V^ { ^  )* 

¡rm ,4'S«6-7 '
391 Si juntamos tambien las fórmulas que hemos 53' 
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cado de los cosenos de arcos múltiplos espresados por cose- Fig. 
nos y senos del arco simple, formaremos las dos tablas si
guientes ;

eos
eos 2A = 2cc — i
eos zA=4c^ — ^e
eos 4A — 8í?4 — 8í?" -H i
eos ^Azz: i6c^ — 2Óe^ -H Sc.
eos 6A= ^2e^—48^4H- i8í7^— I
COS ^A = 64^^ — i i 3í:5-H 5 Óí-S — '^c

Szc.
ó

■392 COS Az=.V{i — Jj)
eos 2A ZX — 2SS—l- I
eos ^A — (— 4x^-1- i )V(r— jj)
eos 4A=3s^— 8í»-Hi
eos sA=z(i6s^— —jj)
eos 6^=— 32/ 48H¿^ i 8j» -
eos ^A :z:(— 64A -t- 80x4—241’-!-i)\/(i—yj-)

393 Formula genera! eorrespondiente á ¡a pr/mera fa- 
^!a , siendo n un número ^naiquiera.

eos nA ZZ2 2” * í” ---  i 2"—3 ^«—a _^ « x n—3 ^""’'^ *_ ■#

394 Quando es obtuso el arco queespresa zí; su cose- 
CC3
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Fig. no es negativo, y entónces mudan de signo todas Ía,s fórmulas 
en que -está elevada la letra e á potencias impares5 lo mismo 
sucederá tambien en la fórmula general quando « es impar.

395 Fórmula general de la segunda serie , siendo n un 
número impar cualquiera,

Cos nA — (=t 2”-’ =í= x 2”--^ j”-’ ± . ...
~~~1^ g~- /“^ ^ &C.) A/(I ------ ríj).

3^6 Formula general de la segunda serie , siendo n un 
número par qualqúlera.

zpcos nA = 2"-^ Z- 4- ^^ £-* j-”4^? a—^Z-»- 

«X ^^4X^^í «—7 «—6 . «XB—¿íxa—6xn—7 . ^n—9 ^n—8 ^^^
1.2.3 ‘ 1.2.3"4

En la primera fórmula sirven Jos signos superiores, 
guando el número impar es uno de los números impares 
i , 5,9, 13 &c; y los signos inferiores guando n es uno 
de los números impares 3, 7, 11 &c.

Del mismo modo en la segunda fórmula sirven los sig
nos superiores guando el número es duplo de un número 
par^ y el signo inferior sirve para los números pares que 
no son duplos de un número par.

39*r De las tablas (38/ y 392) sacaremos las 
fórmulas que espresan las potencias de los senos. Porque si 
consideramos con algún cuidado los términos de lás lí
neas impares de la tabla ( 387), veremos que de ellas 
se pueden sacar los valores de las potencias de la letra s que 
representa el seno del arco simple, y de los términos de las 
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líneas pares de la tabla (392)5 se sacarán los valores Fig. 
de Ias potencias pares del misino seno. Así, de sen ^ — j, 
sacamos sen yfxx sen

La equacion (392 ) eos 3 ^— — ají -+- 1 dá 
a sen^ i — eos 3 X En la tabla (382^) halla
mos sen 3 ^" gf — 4'y^5 de donde sacamos 4'sens'^ — 
3 sen ^ — sen 3^^. Finalmente de la tabla (392 ) sa
camos eos 4zí —: 8j4— Sí^-h i, de cuya espresion in
feriremos 8 sen4 — eos á^A— 4 eos zA-i- 3 , después 
de substituido en lugar de j^ su valor ín-í^tHrí sacado de 3 
sen® A= i —eos 2A. Por este camino formaríamos la ta
bla siguiente.

Sen A = sén A
2 sen^^ = i :— eos 2A
4 sen3 A “ 3 sen A — sen 3^?
8 sen4 A =z 3 — 4 eos 3 A-^ eos 4^^

i 6 sen’' A =: 10 sen A — $ sen 3 A -n sen ^A
33 sen^ A =. 10— 1 3 eos 2A-Í-6 eos 4 A— eos 6A 
64 sen7 A “33 seny^ — 31 sen 3^-H7sen 3^—sen^X

Es muy fácil hacerse cargo de la ley que guardan los coe
ficientes de esta tablas por decontado, las potencias impa
res del seno de A están todas espresadas por senos de ar
cos múltiplos del mismo arco, siendo así que todas las po
tencias pares del seno de A están espresadas por cose
nos. Los coeficientes son evidentemente los mismos que 
los del binomio elevado á una potencia quaiquiera, con la 
diferencia de que en las potencias pares el número abstrac-

Tom, ÍL Ce 3
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Fig. to que no está multiplicado por coseno de A, no es mas 
que la mitad de lo que sería el coeficiente que ocuparía 
el mismo lugar en la misma potencia del binomio. Por 
égemplo, el coeficiente del tercer término de la quarta po
tencia dei binomio a -H ¿es 6, y en la tabla no es mas 
qúe''3 5 pues 8 sen'^ .4" 3 — 4 eos 2 z? 4- eos 4 A^ De 
todo esto se sigue que se necesitan dos formulas generales 
para representar estas series de potencias, previniendo que 
¿e representan en la fórmula general al revés de lo que 
están puestas en la tabla.

Primefa formiíla gensj^ul para representar las potencias de 
sen A siendo n nn número impar»

2"“' sen"^— =hz sen nA n sen n — 2.- A z±z
nXn—1 X n — 2 —, 

sen n—4. A = ®®" ”~ ^ ^±&c ±

Segunda fonnula general para representar las potencias de 
sen A 5 siendo n un número par cualquiera.

2” sen A=: ±: eos nA zp n eos n—2. A--i= —-~ 
cos»^. zp ""-^T^^r^ eos n—6 A.^ 
A <"2Lí—:ílL“^_É£c x cos 0 A. 
a \ i . 2.3 &c. 7 -

Cada una de estas dos fórmulas generales lleva aos 
signos 5 quando fuere n un número impar, servirá él signo 
superior, siendo « — 4 m -i- 1, y mun número qualquiera; 
y servirá el signo inferior guando fuere /; zz: 41» ^íY 
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m un número quaÍquiera. Si n fuese par , servirán los signos Fig. 
superiores siendo /¿^=4 m, y m un número qualquiera, y 
servirán los signos inferiores quando fuere »= 2/7? , y m 
un número quaIquiera. .•

398 Para hallar una fórmula general que esprese las 
potencias sucesivas del coseno de un ángulo, acudiremos 
á las tablas (386 y 391 ) haciendo acerca- de.ellas 
las mismas consideraciones que hicimos acerca de las otras 
(S^Z y 3^2)y formaremos fácilmente la tabla siguiente 

cos’ ^“ eos ^,
3 cos^ zZzx i -neos 2^,
4 cos’ -í^ :z: 3 eos A -h-cos ^ ^,
8 cos'* — 3 H- 4 eos 3 ^ H- eos 4yí,

16 cos^ ^ — 10 eos 5 eos 3 ^ n- eos 5^,
3 2 cos^ A— 10-+-13 003 2^-^6 cos4^-4-cos 6 A,
64 cos’ ^ — 35 COS ^-H3 I C0S3^-b^C0S5z/-HC.0S^xí 

&C,
Si tomamos todas estas equacíones ai revés, sacaremos fá
cilmente la siguiente

Fórmula general» 
2"“"’ cos“ A — eos n^ — eos ñ—2 ^-4- 12tz‘=i 
COS n-^4 X -^-^i’í^- eos » — 6 A,.., -h

v i - a. 3 8íc7—) ^^5 ” — ^*^9 ® COS Ay según que n 
es un número par, ó impar.

399 Ya que según probamos ( 190) aa n- ^^_ 
z=:(a-i~é\/—i'^ x (4 — ^V—1), y (eos Ay -4- (sen ^)*

Ce 4
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Fig. = I 5 también tendrémos ( cos ^ -4- sen ^5/—1) x 
(cos A — sen AV'^i') = i r:3(cos 5 -t- sen 5 v'^) x 
(cos B — sen B v/^ ).

Si multiplicamos cos A -4- sen AV i por cos 5 
-H sen B V— i , el producto será cos B, cos A— sen 5. 
sen ^-F(cos B. sen A -+- sen B, cos ^ ✓ — 1. Pero 
hemos visto (I. 656) que cos A, cos B sen A 
sen B =z cos {A ■+• 5), y (1.655 ) que sen A. cos B 
-i- sen B. cos A= sen {A -1- B^ Luego (cos A -+- sen ^ 
V— 1) x (cos B H- sen BV— 1) = cos (A-^B} V — 1 
x j^sen (A -H 5)2'

Tambien sacaríamos que el producto de (eos A— sen A 
V-----1) x (eos 2? — sen B V — 1) — eos (A ^ B)
V----- i x [^sen {A B)J.

Calculando por el mismo método inferiríamos que 
(eos ^^sen A V — 1) ^ (eos B ± sen 5 ✓—1) x 
(eos Crt sen CV •— 1) ^ eos ÇA -4- /? H- C) zt v^ - 1 x 
[sen (^ -H 5 H- C)3.

400 Luego' si suponemos A z=zB tendrémos (cós A 
H- sen AV — ly = COS 2A =t: sen 2AV — 15 y si su
pusiéramos tambien C^A , sacaríamos que (eos A^ 
sen AV— i)3 —eos 3 yí:±:sen 3AV —15 y en general 
(eos A:±z sen AV— i? = eos nAz±= sen nAV —1.

401 De la última equacion inferirémos estotras dos 
sen nA V---- 1 =: ( eos -4 n- sen ^\/------ 1 )"----- cos nA, y 
sen nAV----- I = cos nA-----(cos A----- sen AV 1)’ 
St sumamos uno con otro estos dos valores, y partimos la
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suma por ajZ—1 , sacaremos la equacion siguiente Fig. 
g^^ ^^ ( eos ^-Hsen A\/— i (cos^^—sen z/v/— i )",

y por el mismo camino hallaríamos 
eos nA = ^^^^ ®^” ^^ — i / (eos A — sen A\/ — i

402 Si elevamos' cada binomio á su potencia n por 
lo dicho ( 99 ) , sacaremos Ias dos fórmulas siguien
tes sin imaginarias:
Sen nA z= ”- (cós Ay'^^ >c sen A — "A^^Jzrz^ (eos Ay~‘^ 
x (sen^)3 -H íSíz^’.fe-a^» (eos ^)'—’ x ¿sen xí)5 _ &c.

Cos n^=z (eos A)'' — ^■('‘—‘) (eos Ay—* x sen ( A^

—7^^^'^V^^’ (eos A)—^ x (sen A'f &c.
403 Si suponemos que el arco A es infinitamente 

pequeño , será sen A^ A ^ pues un arco infinitamente 
pequeño se confunde con su cuerda, y con su seno, y eos 
■^— 1 5 y para que el arco A sea de una cantidad fini
ta , será preciso que sea n infinitamente grande, en cuyo 
supuesto los productos n, («—1), n(n—j) (/.’—2), (//—1) 
(n—2) («—3) &c. -serán «;, «®, «3 &c. ( 183 ).

Luego sí hacemos: el Jabeo finito 2? — nz^, será — 
sen Ay '^ tz: (sen A)^ y (sen A)^ &c. eos A zz ly 

por consiguiente todas las potencias de eos A serán igua
les á la unidad, y substituyendo estos valores en las dos 
fórmulas ( 402 ) sacaremos
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Fig.,

ben U —. U I 2.3 “^1.3.3 4.s X.l-M-íA? •I.a.}.4.r.<>.7-M *

.Vos D I ^"^171 “^1.2.3 4- x-a-J^-í-ó "^ I.2.3.4.5.(5.7‘.8

404 Hagamos ^ n- S — P, ^~ B = Q-. sumando 
ordenadamente una con otra estas dos equaciones, sacaremos 

y restando 'Ia segunda de la.primera saldrá 5 
Luego egecutando las substituciones correspondien

tes en las quatro equaciones que sacamos ( 378 ■) tendremos, 
sen P H- sçn fí — 2 sen (¿-P h- ¿-.Q) x eos (yP — vS) 
sen P — sen fí = 2 sen (-Vp — ^ a) x eos (|P -4- -Lfi) 
CoS P. -+- eos Q^ 2 eos (^P H- y ú) X;C0»(Lp i.g) 
COS Q — COS P = 2 sen.(-Lp -4- ¿ g) x seh (|P — -LQ)

4'05 Supongamos que en las dos primeras fórmulas 
P—90®, que en las dos últimas 0.= o-, y tengamos 
presenté ( 3<^2 ) que el seno de 90“ — 1 , que el co
seno de un arco’-nulo es tambien =: 1 >- que 45°— ^S ^^ 
el complemento de 45*^ “^ tQ’ pues 45 Qh- 45 
___^0 ^ go° ^ y que el coseno del cpmpleniento de un 
arco es el seno del. mismo, arco ^ sacaremos -
.j sen Q“ 2 sen’(4'5'^ ~fí) ^cs (45 ~^Q)^
2 sen^(4S°-H 4"á)- ■ ' -
I .__ _ sen Q, que es Io mismo qué f^QS.,^,Q
— 2 sen (45° —-^áy/H coS :(45;' ’¡rt’’
(4^0 ^Q) - 3 cos\4-5"'^ fú) ^xosr-á ’ -
I eos P — 2 cos’ 4" P
I — cos P, que es lo mismo que sen P\P.^ -
2 sen^ j P—sen
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406 Si dividimos unas por otras' las fórmulas dadas Fig.í 

aptes ( 404 ) tendremos te^:-b.siíL£
' * • senP— sen^

teniendo presente que siendo un arco tang-^-^

( 368 ) será cót ^ —,-j^ , y egecutando la substitu- 
cien correspondiente/-
sen P sen P P_i_Ocurpi^r-cor^ tang
í21/r±L?f«£__ - 
CO3^- corpcot -- --- ,

J — tang
cosO—^Tp --- cot —

■ ^|i,^? = C0t cot 
407 81 dividimos unas por otras algunas de las fór

mulas ( 405 ) , sacaremos ttíStS — $21145° 4-ÍJ3) 
’ sen’ (43^-1^) 

— (45° +4 0)- ‘ 
“ «5' (45’ ^) = ‘”’S’(4S‘-4- í ÚO ■ 

COS’ T p
-,sen^P = ^^^' -1 ^-

H-eosP —’' cos
i'-SíL^_ eosF. p sen""- (4^° —10} ,
-g - ¿ST-J = •---- sen’iP~-
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Fig, 408 Si-dividimos unas por otras las .fórmulas que 
según hallamos arriba ( 378 ) espresan sen {^-^E}^ 
sen {^4—B) , eos (^-^5) , eos (^—B) , sacaremos

sen (X-f-a) __ sen A. co^ .g^sen s. eos a __  
señ^Tí^^ ) ”“ sen,4. eos -«—sen B. eos A "^

sen x^cosjl 
sen A- seo B
sen A eos « 
sen A. sen B 

sen B. eos A 
sen A. sen B 
sen 3. eos 
sen A. sen ^

cosa cosa 
seng senx 
cosa coijí 
sena sen/

_ cotS-4-cot^ _ tangí tang ^ _ tang^-4-> tang 3 
__ ______________________________________W 

tang B ‘ ta.'g-X
sen(^-H3) ___ ^^._cos_3-+;2ea»:cos^ dividiendo ambos
COS {A—B) COS A. COS 3-^sen A. senB '

cos.,<

términos por sen zí. sen // — —
scn-4. sen

cofg-i-co^ _ - con substituir en lugar de
r+;^^rs7coU --- 1-t-tang A. tang 3 ’
cot ^ y cot 5 , sus valores 4- y -^, y egecutar las
reducciones correspondientes.
SenM — 3) sen A. eos 3 — sen 3. eos A _ cot B — cor£ _ t^^^í

--  c^s -d- COS 3^ sen -í/$cn3 cotU, cot .4 — i 1—tangX tai 
cuya espresion se saca tambien con dividir primero todo 
como antes por sen ^ . sen B , y substituir en lugar de

cot &C. su valor \
COS {A-^B}__cús_^. COS B — -B que dividiendo ambos tér-

• A sen B — —.«ng A substituyendo minos por eos sen zs cot B -i^tsngA
- j . n 1 — 4<-Mng3 — cot A — tang B

—i— en lugar de cot a^ —j—f— tang A. tang3 cot ^4 -+-tang B 

despues de haber substituido ^ en lugar de tang ^, y 
en-ecutado las reducciones correspondientes.
® Z \ sén^. C0S3-4-set^C0^ 

sj^eH^X' — tang (^-H^) (3^Z) —;^rz. eos 
que”", "dividiendo ambos términos por eos A. eos D y redu-
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ciendo , = ^^^> que Respues de substituido ^^ 
y £7ti ^^ lugar’ de tanç ai Sic. y reducido se, transforma 
en c-Sîf^^- Luego'cot U-t-S) =: —^^^j = 

^“^.^i = ^Î^i? r cuya espresion se sacaría in- 
mediatansente sin, .cálculo teniendo ^re^ente que las cotan
gentes están en razón.inversa de las, tangentes.
sen (^ — j)   tans' fy/——5'í   ^^ng .^ — tang £   cot J -- cp£^. 
eos (.4 — J) 0 A- •i-+-tang.«á.-tang js — cot,s. cot xí -4-1* 
LueRO cot (A—5} = i2h£!2^-'?£^ — cot_if._c9£^^

0 langic cot 5 — cot •*
409 Si hiciéramos ^ zz: 45?, sería ( I. 643 ) 

tang (45° h- 5) = «¿WÍ-’^Í * Y t^ng (4S°-5)

1—Htang .fi \^ 5 / cot 5—Hi*

410 En el supuesto de ser ^ z= S zz £ C, será

táng 2^ “ ¿ tang 0= —v '

^f<= T^=’-=^¿í^ substitiumos en el 
denominador ^ en lugar de tang A^. y egecutamos la 
misma .substitución çn lugar de uno de los dos factores, del 
segundo termino del numerador, se transforniará el.numera
dor ’en i--^-^ 5 y el denominador feh ¿^ ; y practi
cando las operaciones correspondientes, quedará ^~^^”^^^ 
transformada en ^ cot A ----- i tang A. Luego cot- C zzz 
T cot -7 C^ -^.tang {- C, y transponiendo despites d^,di-. 
vididos ambos miembros por , ¿sacaremos cot - Czz: 
a cot C-+- tang Le, y tang | C — cot C — 2 cot C.

4’1 Ya que ( 370 ) sec A=-^^, y cosec^ 
= •¿55^1 sacaremos
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>

^^^(^-^^}^QQ¿ ^^ f¿QSS — 'seaÁ. SeaÉ sen sen -a
cos

ss. ?:^<iîSJ!—- = «^!*L~î?î£ . substituyendo en el nu- 
raerador- eft lugar de seC ¿4. see'5 sus valores ^*ÿS'757/ 
( 3Z<> ) y^ ëft’‘'eî denorninador'T;^;^^ en lugar de A 
tang B, y egeeutando despues la reducción correspondiente.

32.

see rA__see . i-t-tangJi . tanga

Gosec'(^^ Bj = ^If^’.:
412 Si Az=2Bi y atendemos á que del triángulo 

rectángulo CBT^ resulta que llamando A el arco -^Mj 
(CT^y — ÇCBY -H {BT^Y y esto es, que cosec*^_= i 
cot“2Í, sera cosec ,
_ ^^j+issá , ‘despues de substituido en el numerador de 
la antecedente, cot A x ,-¿- en lugar dé cot » A, y en el 
denominador ¡j^-^' eni-lugár tie a cot Aj Íaegd eosefc A — 

cótjízí^ta^^^ p^fQ. ^ 4J0 ^ çot -^ iá“ a ept,^-h

tgng — A 5‘ l^cgó cosec—-—r_cat --A- 

dot ¿í ; con Subétituir en lugar de tang -^\¿Í su valor
( 41 ó ) cot — 3 cot ■

41 3 Si consideramos la espresion de sec (A-4- B) 
( 411 ), y atendemos á que el triángulo rectángulo 
c^T dá (cry “ (c^Y -H {^ry 0 (sec Ay = I -+- 
( tang Ay j también sacaremos sec 2 A =77771;^ =^ iZTuíiF^
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fi-^tang ^> _ 2 rang jj A   3 tang 1. •

l—tang ^^ ' i —tang-- *” 1—tang ï^— tang^ UIVI— 

diendo por. i -H tang ^ ambos términos del quebrado que 
forma el primer término del primer miembro de esta úlíi- 
ma equacion. Pero ( 409 ) 1^^ zz tang(45» H- :^), 
y F^tS^ = tang 2^ ( 410 ). Luego see 2^ — 
tang (45“-H^)-tang 2^, y see ^zztang (45,-’-t-L^ 
— tang A— cot (4S° — -j^) — tang A.

414 Una vez que sec A ^z: ¿^ , y cosec A zz: 
^, y sec ^ ( 370 ) = '^ — tang ^ x ¿^ = 
tang ^.. cosec -i^. Si substituimos en esta espresion los va
lores de cosec A hallados , antes ( 412 ) sacarémos 
sec .z^ zx ^2|4 (cot .-^^ H- tang -^zí) , cuyo último miem
bro, por ser cot —A n- taríg -^^:±: 2 cot ^ -n 2 tang 
•¿-^ 5 despues .de hecha la substitución correspondiente, 
y dividiendo por 2 , se transforma en tang ^ %
(cot A H- tang ^^) , que con substituir j^ por cot Æ 
es igual á 1 tang jí, tang Y si en tang^ (cot a 
H- tang-^^) substituimos en lugar de tang Á.zí su va- 
^*^^ ( 4^0 ) cot -^ ^-----2 Cót^, sacarémos tambien
que tang ^ ( cot A -h tang ^^) — tang (cot —^___ 
cot ^) — tang yí cot -^ ^— i despues de substituir en 
el primer miembro ¿^- por cot ^4$ y si en drúltimo miembro

substituimos -----------
tang 1 en lugar de cot “| yí , sacarémos

finalmente tang cot — A__  1 — _^3ng A -__ 
tangid '

415 Si llamamos ría tangente del arc@ A, y supo-
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nemos iguales los arcos ^ y 5, la formula tang (^ -i- ^) 
— l^iATtl^'ïL^., se transformará en tang 2^ ^z-—-^.
—* I—rang tangi’ °

Si en la misma fórmula hiciéramos ^=. 2 ,^ y 3 = ^^ 
tang (^ -4- B) seria tang 3^==|=^T^S despues de egecu- 
tadas las substituciones correspondientes en el segundo 
miembro de la expresada fórmula* Basta esto para hacerse 
cargo de lo que se deberá practicar para hallar las tan^ 
gentes de los demás arcos múltiplos de zf.

416 Si consideramos la fórmula cot B) =: 
___’v discurrimos acerca de su denominador, confor- 
tangfutf-4-i) J ,
me hemos discurrido, poeb^há, sacarémos que cot ^ ~ -y, 
cot 2^ — i=’̂ , cot 3;J = rSS ’, ^c- S* juntamos en 
una tabla las espresiones de las tangentes, y en otra las 
espresiones de las cotangentes de los; arcos múltiplos de ^, 
formaremos las dOs tablas siguientes.

Tang A==T 
Tang 2A=^r^ ;
Tang 3^-í=f|“^^-^ ■

A íT-^ioTi-t-Tí
Tang 522 —,_ii,r>H-5r* '

&C.

Got A=-^ ■

Cot M = 4r^ . '
Cot 3^==^-?;
Cot 4^=‘y^-^
Cot s^=H^^
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De la primera tabla sacaremos para la espresion general 
de la tangente de un arco múltiplo qualquiera , con aten
der á la ley de los coeficientes. , .

nT
Tang n^= -—

n.n7—£.n-—2 '^ ^ j

-I p2 
2

. 'R.n---- l.n-- 2.n—-3 y»4 . ^q^

417' Si tubiéramos presente lo dicho ( 403 ):, y

1.4.3’4

que tang Dz=, scaP 
cosP 5

1.2.3

Y cot P= ®^ , inferirémos que
-&C.D- P7 

1.2.3.4.5.6.7 * l.2.3.4.S-<’.7.8.9' I.».Í.4.J
-tang jj Pi i P^

1.2 ’ 1.2.3.4 X.2.3.4./.6 • I.2.3.4.5.6.7.S

P^ Pf &C.i- 1 .i ' Ï.2. 3-4 l.2.3.4.5'6 ’ x.2.3.4.5.6.7.8
VOt íJ Pi P7

U- 1.2.3 ’ X.3.3-4'Í ï.2.i.4-S-(>‘7 ' 12.3.4.5.6.7.8.9

418 Hagamos ahora el arco ^ una parte qualquiera 
■^de 9Ó?5eomo el arco de90°” 1,55707'96 3.2 6794-8965 
cuyo número llamarémos í-, tendremos
Sen ^=- m 2,3.«•3.4.5./ní j,3.4.5.6.7.n*T 2.3.4.5.ó,7.8.9«9

n.R—>i,rt-~>l.n
I . 2 .3.4 . S“2:^4 T S —&C.

= -+-^. Í557079Ó3 26794896 --^.0^643964097506246 
T^-^.05079693626246 167 — — .0,00468 175413531^ 

0,000160441 184787— ^. O, 000063598843233 
"*";rrr* 0,00000003692 1739—0,000000000668803

—í_. o,oo6ooooooóo6o66 — ooooooooooooo43-b&c.

Tom, lE Dd
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Fig Ycos ^= I —
= ^"*-¿"’15^3337005501 36 1 69-f-¿--.o,2 5 3 6696 507901048 

“¿^■0,020863480763 3 52-+---, .o, 0009 1'9260274839 
“¿^*05000025202042 373-H~^G,5Qooo0o47i o 87477 
—^¿■0,000000006386603-+--/^.05 000000'0060 65659 
—¿s’* ° 5OOOOOOOO OO 005 2 9-H-~^.O, 0000000000 0000 3-&t 

419 Lo mismo se puede practicar respecto.de tang
■^5 y de cot ^, Por' consigniente por’ medio de estas.sç- 
rjes-^e podran-calcuiarLlos. senos , cosenos &c, de todos los 
arcos con substituir los valores correspondientes eñ lugar de 
m. Pero como basta calcular los senos hasta 30° (381) 
para sacar todos los demás , el quebrado Á .será siempre 
menor que ^ , _.y será por . consiguicnte muy cpnvergente la 
serie igual á sen ^. Si quisiésemos sacar, por egemplo,el 
seno de 9®, seráinz^ 10, y al instante- haUarémos sen 9® 
“ 04*1 5 6 4 344 6 5 0403 1-4 5 cuyo método tambien po
dría practicarse para hallar el seno de umareo demn núme
ro determinado de grados, minutos y segundos. .

420 Ea patente que los senos que ^or este calculose 
sacan pertenecen á un círculo cuyo radio—í; y así para 
hallar Jos que corresponden a un círcujo’cuyo radio Fuese 
— a, se deberían multiplicar por a. Para hacerse cargo de la 
razón de esta regla conviene considerar que siendo semejan
tes unos con otros'todos los círculos, sus líneas homolo
gas rectas ó curvas, quales son los arcos de un mismo nú
mero de grados y minutos, sus senos , cosenos, tangentes 
&c.,están en la misma razón que los radios de dichos círcu-
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fpsj de Suerte que si llamamos Æ el seno total ó el radio 
del círculo de Ias tablas^ r, el radio de un círculo: qual- 
quiera; Jf y ¿r, las líneas Komólogas de dichos dos círculos, 
ítendrémos- esta proporción Æ: r: : X: x, de la qual infe
riremos ;X« ='rZ< x ":^ y .r — ^■ . Por consiguiente si 
conociésemos x en el círculo cuyo radio es r , hallaríamos 
su valor en las tablas ó en el círculo cuyo radio fuere /?; 
y si fuere conocida á?por las tablas, se sacará el valor de 
dp-respecto del círculo cuyo radío fuere r. Por egemplo, si 
fuese xel seno de un arco de un número TV de grados, y co
nocemos su valor en el círculo cuyo radio es r,ihállarémos el 
número TV con buscar en Ias tablas un seno z=z -^ que será el 
seno á cuy-o lado estará el número TV dé grados y minu
tos &c.

En las tablas ordinarias, se supone el radío z=:.... 
10 000 000 000 , y para mayor comodidad contienen 
tambien los logaritmos de los senos, cosenos, tangentes, 
cotangentes desde 1^ hasta 90® , á excepción de los arcos 
que contienen segundos, porque es fácil hallar sus senos, 
cosenos Stc. en virtud de lo dicho(l. 662).

421 Por lo que mira á las secantes y cosecantes que 
son dé poco uso , tambien están en las espresadas tablas; 
pero aun guando no estubieran , sería fácil sacarías de las 
fórmulas sec A = ^ ^ y cosec A ^ ^^ ^ que llamando 
E el radío de las tablas, se transforman ( 370) en sec A 
^^^ y cosec A = j-^. De donde inferiremos (346 
y 3 4Z ) leg sec A= 2 LR— Leos A= 2 0 , 0000000

Dd’a
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— L cos A Y L cosec A^ 2 0,0000000 — Z sen A- 
422 Despues de haber manifestado como dado un 

arco se halla su seno, su coseno &c. nos resta deciararco* 
mo se resuelve la cuestión inversa, esto es, corno dado el 
seno, el coseno &c. de un arco, se halla la longitud de di
cho ardó.

Como en d caso* de ser dado el coseno ó la cotan
gente se ¿aca al instante el seno y la tangente ,■ se reduce 
la cuestión á hallar la -longitud de un arco cuyo seno «ó 
tangente es dada.

Pero si atendemos al valor de sen D, sacaremos por el 
método , inverso de las series ( 297 ) D —sén D H- 
S2£¿a£. -4_ 3'sen^ j,. jf. ;ep ? 2? , 3-♦ 3a7,. «en.» D ,

2.® Si llamamos T la tangente del arco D será (41Z)

—^-^-^--------------— &c* de cuya equacion saca- 

remos después de eliminado él denominador del segundo miem' 
bro., y^ hechas las transposiciones correspondientes, T :::

— Síc. Sea D -4- BT^12 I.2j 1 2-3-4
CT^ 4^ &G. tendrémos despues de egecutádaslas substituí 
ciones correspondientes y de determinadas las incógnitas 
zf, B^ C&cc. ^— I, B— —™, e—yí y por consi-

• . -tane^ D : tang s D tañe 7 ü guiente D —: tang D — ^ 3— J—  7—"
423 Resuelven pues estas dos series la cuestión pro

puesta ; las aplicaremos ahora para buscar la razón que hay 
entre el diámetro y la ^circunferencia. -
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Si llamáramos A^i arco cuya longitud buscamos, é hi- 
.ciéramos sen A zz: è ^ hallaríamos que-ia longitud de un 
arco de 30’ = Í H- -rd^ -’-■’í¿^- "*“ ^®- 
JEste valor multiplicado por 6, daría la semicircunferen
cia, y por consiguiente la razón que se buscan pero como 
esta Serie, bien que convergente , es trabajosa de calcular, 
mas vale valerse de la segunda , que en el supuesto de ser 
el arco .¿4 de 45®, ó tang ^ = 1, dá A — 1 — y -+^ “ 
— y -bí -y ""—^ ^^’ ^ porque 310 converge esta serie 
Con bastante rapidez, .se ha buscado' un medio- mas brève 
para sacar la longitud del expresado arco de 45.®

42 4 Para este fin se supone dicho arco compuestó de 
dos que llamaremos ^ y 5 , y . se busca separadamente su 
long¡tud^;En<yirtud de este supuesto tang (^-b S) =rs± 
íS^™^- I-üeg» tang Zf-t- tang B =• i — tang A 
tang B, y trasponiendo tang A -b tang A. táng^ B :^ i -— 
tang By y dividiendo ambos miembros de la última equa- 
cion por 1 -b tang 5, Sale finalmente tang A =^ |^S^' 
Sea tang B = -y-, tendremos tang Az= ¡,

La suma de los arcos A y B^ ó la quarta parte de la 
semicircunferencia ¿í ,.será

±.^ * , ¡1.. .* . ■ b —"¿XC* y 
® 3'2’ 7’*^ 9'2* 1 

pOj^S 539.81633974483 
3 333^5.35 7-3 ^9-3^ . 

De donde se saca j7 = 3 5 1415 9 2 6 5 3 5 8 97.9 3 2 y 
la razón entre el diámetro y la circunferencia la mis-

To^fíAL Dd 3
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ma que supusimos (L 504 ).
4-25 Sieonsideramos con alguna-.atención la fórmu

la general que dimos ( 402 ) para expresar el seno 
de, un arco múltiplo' á^ A ó sen n^, .siendo n un número 
impar^j hallarémos. -que -también .puede servir para egecu- 
tar la division decum arco.dado ,de círculo en un número 
impar de partes iguales. Porque una vez que la espresa- 
da fórmula da -el valor de -sert-,«2^^; ■ valerse de los senos 
paca dividir nA en <« partes,*, es buscar el seno de - 
o buscar sea.^A , pues en ^conociendo.el- valor de sén '^, 
sabemos.por medio.de las tablas de los senos qual es el 
valor -del-, arco,,¿4, ,y .por„consiguiente de.la parte d. dej ar
co nA. Supongamos, por egemplo, que queramos divi
dir un arco dado ¿í en tres partes iguales , substituirémos 
en el primer miembro de la mencionada fórmula'# en lu- 
gar^dec sen .ff^, en el segundo- miembro substituiremos 3 
enjugar de .« ,^y v en lugar de sen A ^ de cuyas substi
tuciones resid.tará .4^^.--l'rV-H- ^Lr^a.x:o, en el supúes- 
to de ser r el radió del círculo.
- Ilsío. manifiesta que para dividir un arco en tres par
tes iguales por medio de los senos,.se ha. de sacar el va
lor de x de la equacion x^ — 7^'^*^ y^^íí = 0, de suer
te que si fuese A un, arco cuyo seno — #, sacaremos de 
dicha equacion el valor de — sen ^A.

426 Podemos aprovechar estas consideraciones para 
resolver por aprokimacionj las equaciones del tercér grado 
que están en el caso irreductible ; pero con la mira de hacer
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mas perceptible esta aplicación, hemos de recordar que los 
arcos 180® — Ay ( i'8o° -4- A) tienen el mismo se
no que el arco; ^.( 3 á^^y:.' 363-.) 5 Juego, servirá^ la mis
ma equacion x^^— f r'^x -+- ^ ar^ = 0 para dividirlos 
cada uno en tres partes iguales- por consiguiente las tres 
raíces de dicha equacion/soq sen^^^. A, seh -^^^-^=^, 
'^ ^fl ^^ ^ ^sA ^'A, sen (ÓÓ" 1-2. ^, — sen

42^ Supongamos ahora que sea *-3 — px ^ ” ola 

equacion,que hemos-de resolver^ que si,fueseix^ -^px — 
^=. 0 y 1.a reduciríamos: á la misma forma con hacer .rrfr—jí; 
y egecutar las substituciones córrespondientes: si compara- 
mos la propuesta cori j;3— ^ r^x -B ~ ¿ír’ ” 0,:. tendre
mos r^ = p, ~ ¿/r’=zí^de la pr^mer/a sale/’—-^, y r
’àVylJ^y'swstftuyeñdd én la segunda ¿Ívalor de r* sacado 
de la primera,^saldrá d::±^. Por consiguiente si trazamos 
un círculo cuyo radio sea 2V^ jp, y llamamos A el áfco 
cuyo seno .fuere ^ , los tres valores de. x serán' sen -^ u^r 
sen (óo'^— —), — sen ( óo^-4- 4 A): como el seno ha de 
ser menor 'que el radio, es preciso, que 2 V^p sea mayor 
que -y-, ó ~p^ sea mayor que ^ q^. D.e donde inferirémos 
qué toda equacion de tercer grado que se hallare en el caso 
irreductible se podrá resolver por este'método.

428 Si llamamos, pues, Æ elradio de las tablas, sa
caremos que el seno tabular del arco .4 es —¿ÿ^, con hacer 
esta proporción aV-i/nÆ:: ^ : ?i|^,ôquesen^=:^ï^. 
Pero una vez que es conocida: la cantidad ^^, lo. serán tam-

Dd 4
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bien las cantidades sen -^-, sen (60® — j A\ — sen Ç6o^ 
H- ^A ), y por consiguiente transformando estos senos en los 
que corresponden al radio =;■ aV—p' (4^0), hallaremos 

quelas tres raíces de la propuesta serán ¿e—— ®— sen ~ A

x ™ —^’~sen (60®-----'- A)y X;~ — —^^ sen (60°

Busquemos por este método las raíces de la equacion
JfS xó, de la qual sacamos comparándola con 
Ja universales,—p»-^ qzzo^ p=. ^^ ■q':z=: ï , cuyos valores 
substituidos en sen.^— ^¡^ ^^^ senA — ^ R^ j por con
siguiente ( I. 642) A = 30®, y ~ A=2 10®. Substituyen-

■ ■ !2\^^ p - ”
^f,, ^4 ^ R ^^^.^^^ 3 en lugar de p, j sen ,10®,en

p 2sen
lugar de sen — A^ saldrá x=:--—^^sen — A=~- — 

T^®3 34Z®9^43 y egecutando las substituciones corres- 

pondientes en ^ = —^—x sen (60®-----^-^)j y * —r-

—^5- sen (60® H- 1 A} sacarémos que los otros dos va- 

asenso® 
lores de x son xz=: —^ = 1 , 5320888 , ¿e = —

2 sen;*o® '
— „— =—1,8793852.

Si la equacion que se ha de resolver fuese a;3—•
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-~ = 05 sería p n: i , ÿ^y, y substituyendo estos va
lores en la fórmula seh '^ =z ^^^ , sacaríamos qué 
sen = ^^3 , y por cohsíguíenté zí:±: 6o°: y -^—2o'’.

Practicando las substituciones en a; — sen—ha- 

liaremos .v— —- -^ sen 20® rr; ^ sen ao® dividido por

R, ó por ser -/1 = 1 v"^^ = 0,39493 1 , x :^
3 sen 400   ,  , ,  i sen Bo® —
—V—-O»?'4aa3rí » =«77- =—1,13^158. 

Si .ocurriese sacar.las ralees de la equacion ;v3 — 5jv-i- 
3=0 , que dá.j&.= s , .?= 3 , sen yf = ^|/21, y 
¿ sen ^ = ZÆ -H f ¿3 — Za ^ ¿5 = 9 5843 3 18 
= ¿sen44'> 11' 52", luego z/= 44“ 11' 52" y los 
. 1 j 2.1/5 sen 43' tres valores de a; son. ar = — —_ nr J

' R V 3
_23i/5.sen(-4so 16^ 5") ^3^/5 sén(74‘>43'5y")

Haciendo las operaciones indicadas, hallaremos x = 
056'56625 ^ x= 1,834238 , xzzi —2,490863.

Cuestiones numéricas,
429 Cuestión 1. Daud ¡a sufTiu a de dos ndwefos, y 

la diferencia b dé sus quadradosy I>al/ar’ dichos números.
Sea x el menor de los dos números que buscamos, el 

mayor será a — xff sus quadrados serán ¿rjc y aa—2ax 
^ xx cuya diferencia aa — 2ax suponemos = b. Lue
go aa ~ 2ax z^b ^ y aa — b z:2 aajr^ por consiguiente
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x ~ ^^^^ ^ ii?—,^rSubstituyendo' este valor de x en 
01,— A^,-,^e- sacará íébvalor- del otro número.

Si afuere l^:Sum3 de los dos, où meros o^ï =-8 y la 
diferencia de- susj i^uadrados ó ¿==165 sería -ft — ¿ 
— 4 —'.I — à” x , y a—'x = Serian , pues, en 
este caso 3^y^ 5 los ny^peros^^que se piden.''

430 Cuestión' n. '^//aííar fres eanf^^lades x z^ 
de ¡(is .quif^/ff^'^ÿ^. .dadas '/ds . suivos 'ÿ,:sî2rf^dindGlas 'de dos en 
dos» . ■ - .

. Sea a la suma.de/x éj',^^, la de à? y K^r < la de j?-y k. 
Tendremos très: equaciones para, determinar las très incóg? 
nitas ^ , ¿F- , a; 5'es à saber x-H^j* z^-iS^ÿ ¿y -+- 'a-= i*', 
jz -H Æ? “ f. Para esterminar dos qualesquiera de las incóg
nitas , pongo por caso y y z», Testo x de cada miembro de Ia. 
primera y segunda equacion, y halfojp — a — a?, y a — 

_,v: substituyo estps.yaiores^'en là .tereerg' equaeton en 
lugar de ^ y , y saco a — je -h «=:<?: luego 
traspasando y reduciendo sale x =:^?^=í;^^i Substituyendo 
este valor, de x en las equacionesjiŒ 
sacaremos los valores de y y z.

Supongamos, que sea x ’^y zzz gy x- x — 10 , y 
y^xz^ 135 con substituir en los valores de x^y y sí, 
0 en lugar de u , 10 en lugar de ^j y 1-3 en lugar, de tf^ 
resultará íí-+-¿-T- ez=z6 , y por consiguiente x —

431 Cuestión 111. Para pagar á naos jornaleros a 
razoti de 3 reales eada uao. tne...falfan> 8 reales pero si ao 
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¿es^doy mai que 2 reales '4 eada uuó\- tne- ib^ran 3 reales^ 
^iqud^M replies te/iga T ■ , ' - ■ - ' " ■ -

i; 'iiJamo jv -los reales que tengo ; luego jt-H'S es la su
ma-eón que podre-pagar cada'ofièîâl à razon tie 3 reales^ y 
como es preciso que el número de oficiales sea tres-veces 
menor que'la-espfes'ada stimáy será*

Como me sobran 3 reales-, no dándole mas que a rea
les á cada-jornalero, será A?*— 31a suma que basta para 
satisfacerles á este aprecio. Luego será también el núme
ro dedos jornalerós ,■ ÿ tëndrémos ^^ “ffe?^' que -se iedu- 
ce eliruinando los divisores à 2X-+- i 6 ±z 35e —^ g ^'y tras
ladando x=. 2$ que son losreales que'ten^o.” L

' - Pára averiguáis 4ùànt-ds son los jùwaaMos'^- substitui
remos este valor de ^-êirf'^^5 por egeinplo, qUe espresa 
su nuinero, y seTa .

43^ Question IV. . Dadas Ids' f^ueriaa^s dë un agente^ 
Callár quantós 'agentes:eb^ -el'^ :^roduc?rdd-ud^^ -à^en ^tn* 
tiéi^pb dado -b. ‘

Sea tal la fuerza del agente, quëipùëda producir él- 
efectó c en el tiempo d : será el tiempo d al tiempo h co
co'- el "efecto- c^que dicfio'agente .puedé'baUsar'‘en el tiem-- 
po/dq ai eieCto’ qué; podrá hacer ep'ehrié^d-^;’ que por con
siguiente será^- -Támbifeíí diremos?:'Là obraví^^de-un agen
te es'á‘ la 'obra rt de todos, como esté ágente'solo es á to- 
dosq-cayo ndihera sérá por cónsigméntc -^.■ • ' ‘ /

Si un éscríbieñte-púéde-'CiüífS'ar'l g pliegos en 8.dias, 
¿quantos amanuenses lán lárgás éOmo él -primero se necesi
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tarán para eppiar .40.5/pliegos en 9 .dias? En este^egemplo 
rf— 8 , r^ I 5 5 a=405 j ™ 9 ? ^ egeçutando las,subs
tituciones.correspondientes,, .será ^ XJ-~-^ rz^^ 24, 
que espresa el nuipero'de 'lps amanu^§es_v,que /sé- necesi
tarán. n

43 3 Cuestión? V’.;.Z)4í//ííf';7íí? Z^^^-^i^-f. >4«.i-.i^»^l>^^-.ííg^t- 
tes ^ determinar ei /Jempo ^x en que-podrán prod¡ieit: un efecto 
dete^f^n^doc'^^T^^do: juntos'^-ó :^n^QtKo$ térrninQS:., .

Un oficial .puç^Ç hacer.una obra^ en.el t^inpo:^ : otro 
oficial haçe Ja obr^-d en el tie£Wt>Q dr ysQtrp. Ja obra e en 
el tiempo f^ ¿quanto tiempo gastarán estos tres oficiales 
juntos par^hacerJ^a,ohjra.¿r?.,.

Sii llamamos; ^. el,tiempo que buscamos 5 sgcaréiws la 
qbra-qpe el primer,oficial h^íá ^n^^ste tiempo con, hacer la 
proporción siguiente ^: u-• ^ : v-ú^a ^^^^ que el segun
do oficial hará en.el mismo tiempo, la espresa eí quaerto te'r- 
minq de esta..pnçpor:çi9n<,4^ ^:.: .^p-^-.Einalmqnte Jaó.bra 
que hará en el mismo tiempo el tercer oficial, ser4 4 quar-, 
to término de^sía^proporción/: e-.r: x::y.’LiJeg0y.-h^-h 
— espresa la obra que los tres oficiales juntos, harán en el 
tief^po?^ i,;.cuya;.phr.ajP^já^:5'íi^gQ;^)nh-^“^ T’^á" i- ^^ 
d^nde saGar-^mo&íp^híh)^ rh :^.?P.

adfic ^^^dfgr.^y, »»• epnsigu,ient!e;i».,í= -ü^i^j^j^:
Si un- oficial de alV^r hace 7 varas ; corrientes de, 

tapia en s dias,. otriQ.jh^ce r«:en 3 días, y, otro.,], i ^n 4. 
dias, podremos saber ¡en quantos dias.h^ráp los, trgs juntos 
i 50 varas corrientes-, de,da misma tapias .Porque, ea virtud
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âeîesiosisptîp'ëstos'serâ a —7,’;i^=: 5 , ¿^ — 10, dz=. 3, 
e 3= i , /’.= 4, à: — 50 5 y egecutando las substitucio
nes corréspondientes saldrá jv — ^ — 20 -TH — , cuyo 
númerú'cxprcswch-quántos dias harán juntos los tres oficiales 
la obra ppopnesta. - - —

434 Guestion VI. Do^ caños juntos que corren unt’^ 
forme^n'^nte han.ílen,ada un estanque a^ el uno en el tiempo b, 
y el otro en el tietnpo 0*5 los- dos mismos caños han llejiadó 
otro estanque d/e/' uno en el tie^npo e, j^ el otro en el tiem'^ 
po f: se pregunta ^quanta 'agua ha salido por cada caño^ '

Representen ¿r .é y el agua que daq respectivamente 
los caños5 por egemplo, las arrobas que cada uno daría 
cada díai^em.el 'supuesto de qué la cabida de los estanques 
ü y d ,esté nnedida por arrobas , y contando'por’ dias los 
tiempos ¿,.c^'?3/’. ’ '

EspresarX hx élagua, qué- diere el 'primer caño en el 
tiempo ¿5 o» representará el agua que diere el segundo 
caño eh^el tiempo' c, ¥■ como estas dos cantidades de agua 
han de ser iguales por la cuestión á la que cabe en eí-estátfi 
que «, tendremos hx -i- cy = a , y .v— '

■■■ También representarán ex y jy^ei agua que dieren los 
mismos caños en los - tiempos e y /, y tendremos por 'con- 
siguíente'‘e¿f-H — rf 5 y .

De los dos valores hallados de x sacamos ^f^ ^
- y a iae -^ cey.— hd — hfy .^ ó ae — hd ~ eey — 

hfy^ ó finalmente jr “ ^^^y. - ;;g
Substituyendo eíte valor de^jr eff-alguno' de los va- 
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lores precedentes de j?, ■ppngorpor caso ert^^^¿ resultará 
a —c

X = ------- r~~^ ^ ^ 71775^^.77: t ^“^ ^“ 
egecutar las operaciones indicadas. sé¡reduce áí>^--^i^‘f^

Supongamos que corriendo 2 días ^l pripier caño., y
-g el segundo hayan Uenado un estanque de 19 5 arrobas, 
y que corriendo, el primero 5 dias y el otro .4 j ha-» 
yan llenado un estanque de. 3-.3o arrd>as.‘

Será, pues, 4= 195 $ A= 2.; £•'= '3 5 .d= 330^ 
e™ 5 ;/’=4. Luego cd -^ af zz: 2 10 ■^'es ~'^fz:~ ^^ 
as — ¿fd=. 315 , y por consiguiente-x-ŒJ^^. fc -y 
= 30,^=:’5ZT/=^=4S- - : '

435 Cuestión VIL .V? sais ^anto há’ soltado sada 
uno de' tres^ alfnassnsí isn que bu^ fre^' especies de granos^ 
se íalfe tamlfien quanfas' fanegas /jay de. cada grUns en ca" 
da aliñasen : se pregunfa \^á. quanto sale -la fanega ,de^ cada 
grano2 ; ;

Llamemos 0, ¿, s el número; de fanegas de cada gra
no que hay en el primer almacén, y d lo que ha costado 
este almacén. . . ? '

Llamemos e^f^g las, fanegas de los mismos gfanos 
que hay en el segundo almacén, cuyo precio es A

Llamemos i^k^l las fanegas de los mismos granos 
que hay en el tercer almacén que ha costado m¿ :

Llamemos finalmente x^y^ z el precio de una- fane
ga de cada grano.

Es evidente que Ia porción del primer grano que hay
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en ei almacén cuyo importe'es- ¿5 costará ax, pues a es- 
presa las fanegas de dicho grano, y jv el precio de cada fa
nega. La porción del s'^üíído.grano que hay en el mismo 
almacén costará hy, y’la" porción dd otro grano que hay 
en este mismo almacem costará cz. La suma de estas tres 
cantidades ha de ser igual ai precio d de dicho almacén j lue
go será ax^-^ íy-í^'WiiSzií/i Discurriendo dél mismo modo 
-sacafíamos lassos -c^iacionhs siguientes ex ^fy -P ^é “ /?, 
¿x--^íz M^ ^j>-:±;i^,.5ie-'jàs condiciones'correspondientes á 
los otros 'dos almácenes. - . '

Hemos y puesq^d^SapâT de esea's'^quaciones.te valores 
tie x, jz,^,..La PP^ya lavación dá ;v^-í^=^i=:^^3 ái-igua
lamos esté' váíÓr de x con el que sacamos d« la segunda 
equacion, tendremos; ^5=í^^“í’i^^p;:t> 5 ; luego de — ¿g^ 
—'^Í?JÍ ±±'hí—y íííí^;¿3Í^S!Í¿gE- y. Gomó 
delà t#fçeraTqpà,ç.ionsai?amps^—^^^iü^ptendremos tam- 
bien i=^ = ^t^^f 1nbgo:^-;:L^7^M^ - ^,„

Ct—al r;
f^'’''''Sífoiímárai'He)'síuhá'éqúáciorf'GOnííOS dosvalores que he
mos ^-sac^o-de ¿y' têsultatia- ôçpà ^quacioa unique no ha- 
brià-^âbs^i4dcógtóit& que-^,' de-íál^iS¿lufeíe?r!^daría- por -con- 
siguiéîitê 'ei- valor de esta cantidad. Peroi como seriàn bas
tante penosos los cálculos que tendríamos que hacéby usa- 
remos -áe ?-á'^uiíás 'ábréyiácMn'es -muyí recorridas para' este 
das^l'y dtfóSi mïighlîs'q^uë' se U'e paretent' - 00
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Haremos

de •^—a/^ ^ ^
af— '^e — B 
ee —- ag^ C

ak — ¿ri = E

cuyos supuestos transforman las ecuaciones precedentes en 
2 2::; :±^-^ y^ '>t — ^^; que dán/M^-F Kr ,-5^ DC. -ir 
CEy , de donde sacamos ;>> 5= ~sE^; Si subs!¡Luimos es- 
te valor de ^5^ en alguno de los dos :valores que sacamos 
antes d&is^ 'pongOipíM’.'Caso eu el¡prictferosj. hallaremos

m - que se reduce a

Estos valûtes de j^ y 2 los substituiremos en alguno de 
los valores’.de'ii 'qneliaUamos antes ^ en í^p^ por egem- 

ploa y tendeemos x = ■ a\cE^s^P

Hagamos una aplicación de este,método;con. suponer 
que en. el-.ÿrwKfc 31#fteen- hay,,30 .fanegasife.qenteno, 
no de. cebadar, y t-0;de;ttigo,,y qqe-sn irnpafle,sç3,3,-3o'^

Que en el .segundo al/nacen ^ay i g.,fanegas,de,cen-. 
teño, 6 de cebada, y l a de trigo, y que haya costa--.

Que en el, tercer, almacén hay jo sfenegas de íCW- 
teno, cinco de cebada, 4 .de Jí‘g° ,L.y-.Q»^. haya, cmiaJ” 
yg”. Para averiguar á como sale cada fanega de centeno, 
de cebada y de trigo haremos « = 30 , ¿ = 30, «^ i= 
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10, £/“ 230, e-=. I5yf=. 6y g=: 12,^ :zz 138, 
¿— 10, k~ 5, /“4, mzz.'^^^ cuyos supuestos darán 
de — ak~ ^— — ^90, af— be~S~ —■ I 20, ee — a¿ 
~ C zz — 2 10, di — atn ~ D ~ ^0 ak — èi ~ E zz 
— 30, ci— aizzF~ — 20, cuyos valores substituidos 
en ^F — CD^ CE — BF^ /4E — BD ^ resultará 24300, 
8100, 40 5 00, y por consiguiente j» = ^= 3>

— í2££H  g^oxSio.o—10x40500—20x^^4300   ^. 
8100 55 y —“ 30x8100 4* 

Luego cada fanega de centeno costó ■, . 4’^®'
Cada fanega de cebada. . ................... 3
Cada fanega de trigo$

436 Cuestión VIII. Si un número a de ovejas se co-- 
me en e/ tiempo c ¿ayerma de una dehesa b ^ y un número 
d de ovejas se come ¿a j^erha de otra dehesa e iguaimente 
pingüe ^ue ia primera en el tiempo f^ y crece ia yerha uni-^ 
formemente^ se pregunta ^quantas ovejas se comerán ia j^er- 
ha de una dehesa semejante g en ei tiempo h?

Si los tiempos fuesen unos mismos , y las dehesas igual
mente pingües, será la superficie de la dehesa h á la. su
perficie de la dehesa e como el número a de ovejas es al 
número de las ovejas que en el tiempo í7 se comerán la 
yerba de la dehesa ^,cuyo número será por consiguiente —.

Pero siendo desiguales los tiempos , y una misma la 
dehesa, los dos números de ovejas serán en razón inversa de 
los tiempos, pues quanto menor fuere el número de las ove
jas, tanto mas tiempo necesitarán para comerse la yerba 
de.la dehesa. Luego el tiempo f será al tiempo Cy como

Tem.IE Ee
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el número ^ de ovejas que pastarán la dehesa s en el tiem* 
po í?, al número de las ovejas que en el tiempo f pasta
rán la yerba de la misma dehesa e , cuyo número será por 
consiguiente .-^’, y por la misma razón será hi e : : ^.

El número ~ de las ovejas que pastarían la dehesa e 
en el tiempo / le hemos, calculado en el supuesto de que 
no crezca la yerba; pero como por la cuestión Ias ove
jas t/ se comen la dehesa e en el tiempo f en el supues
to de que crezca la yerba , es preciso que el número d 
sea mayor que el número ■—, el qual se ha de restar del 
primero para sacar el número de ovejas que en el tiempo 
f. se comerán la yerba que criare la dehesa e en el tiem
po/— r; y por consiguiente será dicho número-rf---- ^.

Y como el número de las- ovejas está en razón inver
sa de los tiempos, haremos h: ^^^^~j^ y cuyo 
quarto término espresa el número de las ovejas que en el 
tiempo b se comerán la yerba que en el tiempo /— <? criare 
la dehesa e. Pero una vez que , según la cuestión ^supone, 
crece la yerba uniformemente, en la misma dehesa crece
rá como dos en un tiempo duplo, como tres en un tiempo 
triplo &c.; el número de las ovejas que se comerán la yerba 
que creciere en la dehesa e en el tiempo Z» — <?, será el 
quarto término de esta proporción /■—'í?: b — c::
Idf—aic , bilfh-^hcdf-^—ace/i^^íiecc 

bh * bfh—bch *

Esta última cantidad se ha de añadir al número ^ 
que espresa las ovejas que en el tiempo b pastarán la 
dehesa, en el supuesto de que al cabo del tiempo ^ no ere- 
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ce la yerba, y resultará Ifc^^^. Porque si ai 
número ¿ifc=^^^~=î=^ que representa las ovejas que se 
comerán la yerba que crece en el tiempo h — e, se le aña
de el número de las ovejas que se comerán la yerba que 
anteshabiaen la dehesa e, y la que habia crecido en eltiem
po f, espresarà la suma el número de las ovejas que se come
rán la yerba que habia en la dehesa ^5 y la que habia 
criado en el tiempo h.

Luego para sacar quantas ovejas se comerán en el 
tiempo ú la dehesa g, haremos esta proporción e : g: : 

Hfh---- hcdf~3:eh‘4~acfe , iáfKh-----eea^k-^egf<í^cfga CUVO QUattO tér— 
hfh---- bck *-----------------befk---- bcek 9 J 

mino es el que se busca.------------------ '
Si 12 ovejas se comen 3^ fanegadas de una dehesa 

en 4 semanas; y 21 ovejas se comen 10 fanegadas de 
una dehesa semejante en 9 semanas ; quántas ovejas se co
merán 24 fanegadas en i 8 semanas?

En este caso a =z 12, b z=z Sy, c “ 4; ¿Z — 31 
e±zio, /”9; g z=: 24, h “ 18. Egecutando las 
substituciones correspondientes resultará que 36 es el nú
mero de ovejas que se busca.

43Z Cuestión IX. Declarar y detnostrar lae opera-^ 
doñee pertenecientes d la regla de dos falsas posiciones.

Por lo dicho (L 2 10) se percibe que la regla de dos 
falsas posiciones es aquella en que se busca un número in
cógnito por medio de dos números supuestos. Con la mira 
de hacer mas patente lo que vamos á declarar para la re
solución de esta cuestión lo aplicaremos á algunos egemplos-

Ee 2
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I. 5e ha reei^ido un oficial jz eon U mira de est¿!m¿~ 
¿ar/e a¡ tralfajo^ se ¿e ofrece un peso cada día gue trabajd^ 
re , con ¿a condición de ^ue cada dia que boigdre , no solo no 
se le dará nada , sino que él balará de pagar oebo reales : al 
cafo de i ^ dias no colara mas que i lo reales : se preguni-a 
^qudnfos dias ha tral^ajado^

Supongo que ha trabajado 6 dias, pero en este supues
to no le tocaría haber cobrado mas que i 8 reales : estoy, 
pues, equivocado en 93 reales de menos , y es señal de 
que ha trabajado mas de 6 dias.

Supongo despues que ha trabajado 13 dias. En este 
supuesto deberia haber cobrado 1 56 reales; el error ó la 
equivocación es, pues, de 46 reales de mas.

Dispongo como se ve los dos números supuestos, y 
los errores ó equivocaciones correspondientes

6 13 ¡
— 92 -+-46

Multiplico despues el primer número por la segunda equi
vocación , y el segundo número por la primera : saco los 
productos 376 y i 104: divido su suma 13 80 por 13 8 
smua de Ias equivocaciones, y el cociente 10 es el número 
de dias que trabajó el oficial.

Si los dos números supuestos hubiesen dado ambas equi
vocaciones de mas ó de menos, hubiera dividido la diferen
cia de los productos por la diferencia de las equivocaciones.

Por egemplo, despues de haber verificado con el pri
mer supuesto que el oficial ha trabajado mas de seis días.
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supongo que ha trabajado 9 : la equivocación será tambien 
de 2 3 reales de menos, tendré pues

6 9
— 93 —33 

y multiplicando 23 por 6, y 93 por 9, dividiendo la 
diferencia 690 de los dos productos por la diferencia 69 
de las dos equivocaciones 93 y 33, sacaré como antes el 
cociente 10 que me dice que el oficial trabajó 10 dias.

438 Si consideramos con alguna atención las ope
raciones en que empeña la regla de dos falsas posiciones, 
hallarémos que consisten en suponer un número ajustado á 
las condiciones de la cuestión, que estará resuelta si el nú
mero supuesto cumpliere con dichas condiciones. Si no,' se 
señala la equivocación sea de mas, sea de menos, y se su
pone otro número señalando la equivocación que de él re- 
sultáre. Despues se multiplica el primer error por el segun
do número, y el segundo error por el primer número. He
cho esto, se divide la suma de los dos productos por la 
suma de las equivocaciones quando estas son de un mismo 
signo, y si fueren de distintos signos , se partirá la diferen
cia de los productos por la de las equivocaciones,

lí. De do^ jugadores el mas diestro apuesta 13 reales 
contra 8 cada juego: después de ba^er jugado diez juegos , el 
otro le paga 20 reales ¿quántos juegos ganó^

Si hubiera ganado 6 , el otro hubiera ganado 4,y hu
bieran estado en paz, hay, pues, una equivocación que es

3 o. Si hubiera ganado 8 juegos , el otro hubiera teni- 
Toífí.U. Ee 3 
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do que darle 40". La segunda equivocación será , pues, 
-t- 20

6 8
---  20 H- 20

Partiendo 280 suma dedos productos, por 40 suma de 
los errores, se hallará que ganó dicho jugador ^ juegos. 

439 La práctica de la regla que estamos esplican- 
do se^’puede abreviar del modo siguientét Despues de ha
ber supuesto dos números-, y determinado las equivocacio
nes que dan , se multiplicará la diferencia de los dos nú
meros por la equivocación menor, y se partirá el produc
to por la suma de los errores , si el uno fuese de mas y el 
otro de menos,'ó por su diferencia, si ambas fuesen de un 
mismo signo. El cociente espresará lo que se le habrá de 
añadir ó quitar al número que hubiese dado la menor equi
vocación. Se añade quando dicho, número es el menor de 
los dos, y son de signo distinto los errores. Se quita quan
do el espresado número es el menor, y las equivocacio
nes llevan un mismo signo. La suma ó la resta será el nú
mero que se pide. Se egecutará todo lo contrario quando 
el número que hubiere dado la menor equivocación, fuere 
el mayor.

En el último egemplo los dos números supuestos son 
6 y 8, cuya diferencia es 2* La multiplico por — 20 
ó por -H 20, por la que quisiere, pyes son iguales las dos 
equivocaciones, y no se cuenta con sus signos al egecu- 
tar la multiplicación ni la division; parto después el pro- 
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ducto 40 por la suma de las equivocaciones que tambien 
es 40* El cociente 1. es la corrección que se ha dç hacer 
con uno de los dos números supuestos.

Para hacerla con el número 6 que corresponde á —• 
30, reparo i.° que 6 es menor que 85 3.° que los signos 
de los errores son distintos. Por consiguiente he de añadir 
i á 6 para sacar el número;que se pide.

I. Vejo un a^o dispuesto en su testamento que a los qua~ 
tro criados que -tenia se les den gratificaciones^ con la con~ 
dicion de que al mas antiguo se den 300”. mas que al que 
se\ le .siguç $ á éste. 300'^®. mas que al tercero^ j> al tercer 
ro 400’'% mas que al quarto'., de manera que la,gratifica-- 
clon del último no sea mas que la quanta parte de la del 
primero ^ se pregunta ¿ quanto le ba tocado á çada uno^

' - Supongo quFâl funero le han tocado 3000”. en cu- 
yo> supuesto al último le habrán tocado 1 i oo’'\ Pero; co
mo la quarta parte de 3 000 no es mas que 5 00, la pri
mera equivocación es de 600.

: Supongamos despues que al primero no le han tocado 
sino i doo**?, cuya quarta parte es 400, en cuyo supues
to al último no le tocarían mas que ^oo. Hay, pues, una 
equivocación de 300. Multiplico la diferencia de los dos 
números supuestos

3 000 16 00
-4-600 -H3OO 

por la menor equivocación y parto el producto 120000 
por 300, diferencia de los dos errores.

Ee 4
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Sale el cociente 400. Y como el número que corres
ponde á la menor equivocación es el menor, y son unos 
mismos los signos; he de restar 400 de 1600 para que 
salga el número 1200 que buscamos. '

440 Obra, según se echa de ver, á tientas el que 
egecuta una regla de dos falsas posiciones ; pero no por 
esto es despreciable esta regla, pues en muchas ocasiones 
es un recurso indispensable. Importa por lo mismo mani
festar sus fundamentos , y nos valdremos para este fin de 
un egemplo muy sencillo.

11. 5? piden dos mimeros euya suma sea 1 3 , jr ^ti d¿^ 
ferenda 5.

Supongo que el menor sea a; él mayor sera J^, y 
Ia suma de los dos ç. Por consiguiente hay en este su
puesto — 4 de equivocación. Supongo después que el nú
mero menor sea 3 , el mayor será 8 , la suma 1 i, y la se
gunda equivocación — 2. Sé por otra parte que el núme
ro menor que busco es 4(1. 673), y veo que la pri
mera equivocación se háála segunda, como la diferencia en
tre el primer número supuesto y el número que busco, es á la 
diferencia entre el segundo número supuesto y el mismo 
número que busco; porque — 4: — 2 : : a : 1. No falta 
mas sino hallar un método general para sacar en este caso el 
número incógnito.

Llámole ¿r ; a^ el primer número supuesto; ^, el se
gundo; e^ la primera equivocación ; d^ la segunda. Digo, 
pues, que mientras hubiere proporción entre los errores y las
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diferencias indicadas , tendremos £?: ¿Z:: x ~ a : x— ^, 
y por consiguiente ¿v=: ~?^-- Luego se ha de multiplicar 
cada número supuesto por la equivocación que correspon
de al otro, y dividir la diferencia de los productos por 
la de los errores, quando llevaren un mismo signo. Sí las 
dos equivocaciones llevaren signos contrarios, debería di
vidir la suma de los productos por la suma de los errores5 
porque siendo dj por egempló, una-cantidad negativa, la 
fórmula será ;c “ c-i—d

441 Pero quando ninguno de los dos números su
puestos es el que 'se busca , el empeño está en- hallar la 
corrección : indispensable para convertirle en el número que 
se busca. Llamemos jz esta corrección ; d^ la menor equivo
cación; ¿3 el numerp del.qyal resulta; y lo demás como 
antes. Es constante que si fuese ^ menor que ¿v, tendremos 
^ -^> = “■ = ^^‘'- En este caso j> =í^*yj pero si 
fuese ÿ mayor que at/sería ^—y — x — -£ ^^, é jz ~ 
^'73^’• Quiero decir que en ambos casos se ha de multi- 
,pHcar la diferencia de los dos números supuestos por la 
menor equivocación , y dividir su producto por la diferen
cia de los errores quando son de un mismo signo , ó por 
su suma quando llevan signos contrarios. El cociente será 
siempre la corrección que se busca.

443 Quando se hace uso de esta regla para hallar 
las raíces de las equacíones suelen no salir resultados muy 
exactos. Esto proviene de que entónces no hay entre las 
equivocaciones exactamente la misma razón que entre Ias 
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diferencias, siendo así que- Ja regla se funda en la igual
dad de estas razones. Por consiguiente,el resultado s.e ^cer- 
cará mas ó menos al verdadero, según que la razón de las 
equivocaciones se arrumare mas ó . menos á las de las dife
rencias. Esta es .la razón, por que en, la resolución de Ias 
equaciones ( 2X2 <) se,han .de subsútuir en lugar de x 
dos números gue ..discrepen poco del que ,se busca. ,

443 Cuestión X, Me reeibieio u/i ofícU/ iMgazan jf, 
para ammar^e al trapajo le prometo un peso por ,cada día 
gue tral^ajare ^■poti. la ppndicwn ds::^ue por eada día ^que 
holgare- no solo no le- daré nada sino^.^ue él [tt^e.^aMM 
pagar ii''\^l vaho dp 1^ dias le ajusto- la euenta, y hallo ^ue 
no le he de dar mas que 1 10". ^Quantos dias ha trahajado‘1

Llamo zv el número.de los días que ha trabajado,/en 
cuyo supuesto los dias que ha holgadq serán 1 5
Lo que le debo por los x dias que ha trabajado es. i S¿;-,-y, 
lo que él me debe por los 1 5 —x que ha dejado de trabajar 
será 8 (15__^)5 Y ^^^^ por la cuestión esta última canti
dad rebajada de la primera importa 170”, tendré 1 5^.7^ 
120 -H 8;c z= 110^ luego 23X z^ 230, y jv == 10.

Vease ahora como resuelve el Álgebra las cuestiones 
con mucha mas brevedad que la Arismética.

444 Cuestión XL Declarar los fundamentos de la 
reglíí de interés.

La regla de interés se dirige á determinar lo que se 
ha de pagar por alguna porción de dinero prestado con 
ciertas condiciones.
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■ Gomo estas condiciones pueden variar al infinito, hay 
casos que empeñan en cálculos sumamente complicados. 
Nosotros nos ceñiremos aquí á considerar en general estas 
cutístiónes.

I. Un usurero ba prestado 15600”. à 8 por ciento 
cada ano ^quanto se !e deé^erá dár al eal^o de cinco años para 
pagarle el capital jf los Intereses caldos^

Llamemos p el capital de i 5600”, f, los cinco años, 
esto es, el tiempo que corre él interés; r, lo que dá de 
renta i real en un ano , ó en general en el tiempo que 
100”. dan 8 de interés; j, la suma á que asciende el ca
pital con los intereses. Para hallar el valor de r diremos; 
ya que lóo dáh 8 de interés ¿quanto dará 1? esto es 
100: 8:: 1: r —0, 08.

Sentado esto, si un real da el interés r en un año, 
¿qué intereses dará el capital p en el mismo tiernpo? ó 1: 
r::^: x — pr. Pero si el interés x es pr al cabo de un 
añó , al cabo del'tiempo t será prt’̂ porque si en un año 
dá el capital pr interés, en t años ha de dar prt pues 
i : pr : : t: prt. Por consiguiente si sumamos el capital 
p eón el interés prt, será en general s ~ p -i- prt de 
donde sacaremos p r = t* pi pr

Si substituimos los valores de p,r y t quales los su
pone el egemplo propuesto, en la fórmula que espresa el 
valor de j , sacaremos s ^ 15600 -4- 15600 x 
0,08x5 = 21840.

Si en el supuesto de haberse pagado ai cabo de cin- 
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co años por el capital;,y los intereses á 8 por. ciento la 
suma de 2 1840’’® se nos preguntará qual era- el capital, 
hubiéramos hecho las substituciones en la fórmula ^ —

, y hubiéramos hallado p — i 5600”. En una pa- 
labra, las fórmulas .que hemos sacado manifiestan, qpe en 
conociendo tres de estas quatro cosas el capital, Usuma j el 
ínteres de 1 real, ó el tiempo , se hallará siempre la quarta.

IL Un nsgociants tiene, ^ue pagar á-^otro eien doblones 
cada año^ pero como le ba de incomodar cumplir con sU’ aeree» 
dor , consigue de este que no le pida nada durante oebo añes} 
ofreciMole que le pagará todos los atrasos con el interes , fl 
razón de 5 por ,100 ^qudnto le babrd de pagar

Llamaremos a los cien doblones , 0 en general qual- 
quiera renta, pension ó juro, que se paga anualm^te ; r, el 
interes de 1 doblon en un año^ t^ el tiempo, al cabo del 
qual se pagarán los intereses y atrasos, cuya suma repre^ 
sentarán. . ,

Considero que pues la renta no se paga, sino al cabo 
del año, el negociante no deberá interés alguno por el pri
mer año, pero al cabo del segundo año deberá ¿ír por los 
intereses, pues i : rtt a: ar-^ al cabo del tercer año deberá 
2iïr por los intereses, y asi prosiguiendo hasta el fin del 
último año, que los intereses montarán ar (t— 1).

Pero estos intereses forman una progresión arismetica, 
puyo primer término es cero, el último ar (t —■ 1), y ^ ^^ 
número de los términos. Luego su suma será ( 169 ) 
^(^--?-)±"• cuya suma añadida á la renta, compondrá la su- 
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ma de los atrasos y de los intereses. Luego j — 
íí^^C-^) -+- at que da a = ~ —

Si hacemos en la formula que expresa el valor de j 
Ias substituciones correspondientes al caso propuesto , sa
caremos x - p^ox^Q x í^ 8 0 0 = 9 40 5 y si co
nociéramos r 5 j,f, la fórmula a=z daría el va- 
lor de a. . ■

445 Las cuestiones que acabamos de resolver per
tenecen á Ia regla que llaman de interéí simple. Las hay que 
pertenecen a las reglas de interés compuesto; y por interés 
compuesto entendemos el que se paga por el capital y sus 
intereses, quando no se pagan al tiempo que toca. Aunque 
el interés compuestojesti prohibido, pueden ocurrir casos 
en que sea lícito: tales son los dos que vamos á proponer.

I. Parte del caudal de un pupilo consiste en ana suma de 
20000 pesos ^ue su tutor èa puesto à ganancias à S por joo. 
S^l caio de un año el sugeto que tenia prestada esta cantidad 
la vuelve pagando el interés estipulado. El tutor Mía al ins
tante proporción de emplear dicha cantidad al mismo interés, 
J- forma un nuevo capital con los 20000 pesos j> el interés 
que dieron en el primer año, j> coloca este nuevo capital. Em
plea del Mismo modo á principios del tercer año el interés del 
segundo año, y prosigue del mismo modo por espacio de seis 
años. Se pregunta i^qué es lo que ha de dar d su pupilo por 
esta parte de su admmistraeiori"^

Hagamos p= 20000; t = 6 años; r = la suma
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que debe el tutors r = el interés simple de un peso; ^ — 
iPe — un peso con el interés que dá. Sacarémos el 
valor de ^ por medio de esta proporción. Si loo han da
do 105 al cabo de un año , quánto dará i Pe , ó 100:
105 ; : i : ?= ijOS*

Es evidente que si 1 Pe dá ^ en un año, ^ dará ^“ en 
el segundo año; porque í.: .?: • ? *• í^- Luego la suma que 
se ha de pagar al cabo de dos años por i Pe, y su interés 
compuesto será sera j3 al cabo de tres anos, y ^ al 
cabo de f años. Pero una vez que 1 Pe dá / en urt tiem
po f, pPe daránpq" ene! mismo.tiempo. Tendremos, pues, 
s z=: pq — 20 000 x (1,0 5)^ = 300,00 x 1,3401 =: 
26802 Pe, y es lo que deberá el tutor con muy corta 
diferencia. t

La fórmula j — pq' dá 1° p = —• a? ^ zz: “Iz T’ ^' 
, _  t Damos estas fórmulas por- 
que los logaritmos facilitan mucho la resolución- de estas 
cuestiones, y las hay que no se pueden resolver por otro 

medio.
446 n. Un banquero íiem que eobrar cada año una 

renía de 2400 pesos ^ y desde prin^pios del ano de IF69 
conviene en no cobraría con la condición de que ganará un 4 por 
100 cada año'^ por consiguiente al fin de i'^6<) se le debe- 
rán los 2400 pe so 1, y 96 posos mas por los intereses. Su 
¿nimo es proseguir colocando así al mismo interés por espacio 
de ocho años la renta del año antecedente con los intereses de los 
demas años ¿qudnto le tocará eoirar al cabo de dicho tiempo^
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Sea a ”2400 Pe , í, = 8 años , r x=: 0,04 — el 
jnteres .de un peso en un año., yzz i Pe-i-r— i ,04, y — 
Ja.suma que se pide , será í/ Jo que_se le debe al banquero á 
fines dc-ji^ÔQ 5 3,n,-4"íír = íí-+-a^=I.o que se le deberá 
á ñnes, de- i ^79 x .¿í.-t-rt^ -t-íiy^ — lo qqe se Iq deberá à 
fines de i/Z^ 5 y prçsiguiendo á este tenor hasta que al 
cabo de un número t de años se le deberá a-^a^-+~ a^^ 
.. . . aq‘~\ Pero la suma de esta progresión es ( 17-4 )

------— x a consiguiente la suma 

debida al cabo de f anos,'está generalmente espresada por

J" =; — x ¿?, cuya|fórmula dá en el caso actual / ^ 

^^•°¿^^ii?^' 2 4SP,:^Íí22j12ÍP com^uy corta, diferencia.

La misma fórmula dá tambien 4.“^í__

— ¿7—~ 5 y v ^ — ?' —. ^^ 5 despues de substituido 

q — I en lugar de r» Esta última equacion dará á lo me
nos un valor aproximado de ^,. dado caso que no tuviere 
divisor alguno comensurablé. -Se sacará ,■ pues, de ella el 
valor de r, el qual multiplicado por 100 manifestará el 
ínteres, siempre que fueren'conocidasïï., .y y r.

Cuestiones algebraicas,
44^ Cuestión L Dar para represení-ar (a -+- b)” una 

formula mas sencida qas ¿a que elimos antes ( 99 )•
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Ya que («• H- ¿7 =: a”^^ 4- fwfl’"“^ ^ -H •^p^.’^—^ h^
&c. inferirémos que. ÇP PQ^ — P” -4- mP’^Q

P’^Q^ -H -z-J.-^^ p':(^ ^ &c. Luego si ^ re- 
presentare el primer término P” el segundo será m^Q^ 
y si B representare el segundo, el -tercero ¿erá-^^É¡^^ y sí 
C representare '¿I tétcero , él quarto séra ^ï^'CQ &c. Ten- 
drémos, pues, (P-bPfí7—

P” -b m^Q -b ”^ BQ b- ^-Cá -b =’ DQ -b &c. 
Se viene á los ojos que estáYórmála es mas sencilla que la 
primera ( 99 ), pues el quinto .término ., por egemplo, 
se saca sobre la marcha con multiplicar el término p que 
ya está calculado guarido se calcula el quinto, por'^^fi- 
Es muy impoTtaúte;reparar qíleda camídad Qíes el segundó 
término del binomio dado dividido por el primero P.

Si quisiera aplicar esta"fórmula'para hallar la guaría 
potencia de 2a -b 3^, sería w xz 4 , P = 2a j PQ =2 
325 luego fí —'Í Por consiguiente ’ '
P” = lód*; mÂQ 2=4 x i6a^n^ = qóflS^;

^=^ PQ = ’- x góa^ís x -^~ 2i6a'^z^'^ 
CQ = j -x 2i6a^z^ ^'^ = 3i6¿/s3$

;^^ DQ = -i x<2i6í3¿3 x -’^ = 8i«^»
Luego {2a- -b 327 — ^^^"^ "^ g6a^z b- 2x6a^z^ -H 
3i6ííx3 -b 812;'^.

448 Si el esponente de la potencia á que se ha de 

elevar el binomio P-i-PQ fuese n, tendríamos ÇP-i-PQ) ’ =
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^3 C D

Cuya fórmula nos servirá para los usos :que manifiestan
los egemplos siguientes. , ■

L Para hallar el valor de t/^rr—^jc) ó elevar rr—xx 
á la potencia cuyo esponente; es -^ , por ser t/(rr—xx} — 
(rr —xx)i_ ( 8 3 .) , baria P = rr. , Q := ^ , ~ = |í 
por consiguiente (rr—«■íf)» = r -1—(- ^ x '^^ —■ -^ B x 
=^‘ —^C x— — ¿- D x^ &c. = r — ^ X-t-rr 6^ rr 8 rr S.rr

c -+- D &c. esto’ es , con substituir
los valores de B Cj &€, (rr-----^jf)= = r ----- —

8ri i6r5 ii8r7 *

H. Si hubiéramos de sacar el valor de ;^^ ó' rr x 
(r-wj^p'’, sé?ía Pz=r^ Q:=;~ ,'-f = — i 5 ó í»=—‘1, 
w =‘'' i. Por consiguiente '(rn-^fp^ zz r”' —- ïA i —
----  1 S x^ ----  iC x -^ —- iP x ^ &c. = ^ r-r r r
JL ^—!LS~^'^C &C. y rr x (r^x} ^zzirrx^y — ~

i &C-) esto es — — r — x y &^
IIL Quando ocurra valuar ^7s¿z:3rp(2r4p—'3?^)“*^, 

tendrémos P — sta:, ñ — — £.? m. — 1 ^ n zz a.
Será, pues, en virtud de esto (2rx-—xx) ’ “(2r^) i’

,1C ^ - D &€.
V2’’* 4rii/irx sí-rv'irsf * 4r

♦Sr* 4-t.i2r3 4.S.I2.Iór* ’/
IV. Para sacaí la raíz cúbica de 1 — x^ cuya espre-
Tom, 11, Ff
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sion es ^(i—^&) =(1—¿v3)i, haré P=: i , —__ jf^Sy 
fn— I , n=: 3. Luego (i—â?3)t = i -i- L ^ x ■—xS

H E x — :v3 .&c. = i — -^ ^ -F *2. j
H- E esto es ^^(i---- ^çS) — 1

"v '^-^v ^
*3   «®- ¡^9
~T V «T

V: ■ Si ‘ quisiera valuar \^[^si^3=<i^ x(<sra-+-:vA?)“l, 
sería P^ aai, g ii ^“y Tw^-x. 3 , Sería 5 pues,

' • / 3 «« é «4 9 a

2434.9^- »««3"^
^^’ -— &'C.) que multiplicando por ^ la cantidad que está 
dentro del paréntesis, y dividiendo por a la que esiájfue-

ïà, saldrá = -r ( 1 2«*
3^

Por consiguiente
Ü^

x 71----V 34» 9a +

40x6
’ 8x4«

VI.
de (aa^

IJ0«8

Sácarémos la raíz quinta de aa---- xx^ ó el valor
•x^)? , haciendo P — aa^ Q

Será -pues (^aa—^xx)
-^rx

aa aa

zz aas
D x 20

S 
•^XX

— »X 
aa ''

— XX 
. X -------  44

zar —

S‘^‘t <^ * S ^ &C- = «Í X (1 —

_ i , n _ $5

10

saa 
XX 2**
544 ” »5« *

^ÍÍ - - 40«®
94* 814®

«^ &c ) 
343^8 ^^ /•

&C.)

^ Q X =^"

Saa

” 13^4® •
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Vil. Para hallar el valor de (íz-t-^r) x (a——iy)** em
pezaremos buscando el valor de (zz-----jr)* en cuyo sup:;esto 
será P =:a^ Q^ ~^y m:zz i, n “ 4. Luego (a-—¿r)* 
~:^i -H ^^ X ;;^---- f 5 X ^*— £ Cx ^ &c. z=

ai — £- ^ -t- ’-í. S-i- l^ C &C. = fli
4¿íl 32«^

^X^
&C. Multiplicando esta última cantidad por 

a -4“ x- sale

ZTAÍ'rtfa-í- >— -------2^ &c.)
» 4 32® I28dd /

3x^ y^x3 ,_

4 334^ I28íZ^.

4a
-------^— &C.

4 3^a^ laSzzT

VIIT. Si ocurriese valuar V (i^n)? valuaremos pri
mero el numerador (aa -Hxx}^ será P " aa, Q — —^ 

1 2^ y (aa^^ xx)^ será—a~ x
-------T« X £• —4 Cx íí &C. =«-f-2--------  

&C.

Después valuaré '^“j, = (aa----- xx^—i , y se
ra P — aa , Q — '=^, m = ----- j , n =z 2 , y será
(4fl—x:»)-i=: i-------- L A -------1- Bk -------4 C

aa 4 aa 6
Ff 3
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_,_ .al '^i ^^ &G. Luego 2ai 8^5 I0a^ Ox =^* &c 
aa

IX.- Tambien hallaría por este camino el valor de
——, del mismo modo que si fuese un binomio el 
denominador. Para cuyo fin haré j^ = ¿/jf -— jrjc, y será 
aa — ax xx = aa — y y sçra -^z ax k 
(aa—y)—^. "SeT'Á\ pues’, P z= aa ^ Q =: ^ , ni = ■— i, 
n zz i , y (aa —jf) ^ zz — — i ^ x —— •i .B x —

_ iC X —" - m X &C. = H- H- 5 
aa aa aa aa aa

2 Ch--^Z) &c. = ^^ ^^L ^yl ^ ^ ^Q.
aa aa - aa 4* d® a® a‘®
'tJ- 1 (ax——'*^)í 1 (d» —g»)*
aa., a^ a^ a^ d’®

Después^ dé substituido en lugar de j/ y de sus potencias 
(ix ■— ^Â7* y. sus potencias correspondientes , el segundo

equacion se reduce ámiembro de la última

1 X
a^ O'*-

H- *¿ - ^ &C.

-H ^ &C.

aa
9

■ H ___21____ 11 &c

y
ax ■

aa—ax-^i^xx ““
X 
a “*^ * 7Î d5

449 Cuestión II. Elevar una serie dada d una po^ 
teneia cualquiera.

Es sumamente dificultosa la resolución general de esta 
cuestión: quiero decir, que hay mucha dificultad para sa
car una fórmula general que esprese uní potencia qualquíe-
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rar de una ^rie. No obstante procuraremos dar esta formula 
en el tomo siguiente, donde declararémos los principios del 
cálculo que nos facilitará sacaría, y despues enseñaremos 
también corno dada una serie se puede hallar la cantidad 
radical que representa. .

Por ahora nos contentarémos con poner aquí algunas 
fórmulas particulares que son de muchísimo recurso en al
gunos casos de los mas comunes. Para cuyo fin supondre
mos que-, la,serie propuesta es-^í -1-5 -t-C-H-'Z^ -h£ &c.-== , 
jí, en cuyo supuesto será
J/^™zá^-H2^B—H 3 y^C^4-:3 ^V^ 3 ^E-i- 3 ji^E-i-2 ^G’-V' 2 ^fí &C.

' , , •ri~_.BB^2 BC-¥^2BD-t-2BE~i~2BF-i-2BG 
CC-^2CD-^2CE~í-2CF

DD-v-'iDE 
j/'itzz^^'i-3Â^B ^^^Í^C'^+^^D ^3ÆE^^^^E^ ^^^GSíc. 

^34BB-}-6^BC>^6^BVr^6^BE-i-6.^BE
-i-3 ^CC-ir-6^CD-i-6 .^CE 
-i-^BBC-i-^BBD-i~6BCD

-^3BCC -H3 ^W
-i-^BGE

y^=:^ ‘̂^44W-^6^^B^^ 44B^ -t- 6^^C^ -n 453c &c. 

-t-4yí3C-i-i 2A^BC-\-i 2j^B^C-^ 12^80'
. , 4Z?3D -^I2^^BV-í-12^B^V

Tefn.lL Ff 3
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^^4n^2Q^^BD-i~^oÆnC  ̂
i o^3OC^3o^^B^D

^20^^ BE

^^•■=: ^^ i 5^432 -H 2 0^^353-+- I ^^^B^ &C. 
6oA3B^C
^oA'^BD

y^^zA^-i- rA^B -+- 2 lA^B^ -+- 3 S-á‘’53 ^3 5^35* &c. 
-i-^A^C -^42AiBC-¥- ïo^A'^B^C

^2iA^CC

j, =A^-+- SA^'B -)- 2 8^«5=' -+-56A¡BS-f-roA4B4 &c. 
-^3A^D -^ ^6A^BC-}-i6&A^B^C

-i-QA^C -^S6A^BD
-i-28A^CC
~^SA7E
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y9^^9^ gA^B-+-36^7s^-i-B4^^BS •+■ I 264554 &e. 

^q^^G -i-^2^^SC-^z^2A^B^C

-^¡ÓA^CC

y‘‘=zA'°-i- loA^B-+- 4S^^jB’-í-1 2oA7B^-^2 loA^B'* Sic. 
-t- loA^C -i-^oA^BC -^¡CoA'B'C 

^kjAA) -+-^oA^BD
■+-4.5A^CC
-)-1 oA^E

I. Si hubiéramos de cubar æ -t- fe -t- cx'^ -+- dx^A-^
ex*^ &C. sería a^ z=z a ^ B bx ^ C = ex^-^ ^ D z:z dx^^ 
E = ex^ &C. y haciendo las substituciones correspondien
tes en la ■ fórmula'que espresaj^s , hallaríamos que el cubo 
de la serie propuesta 

z^:^^ “H ^aabx -1- ^aaex^ -+■ ^aadx^ n- ^aaex-^ Szc,

^a^cx^ _^c,

IL Para formar la quarta potencia de x
— “5 acudiré á la fórmula que es igual áy^, y hacien
do en ella las substituciones correspondientes al caso actual 
en.que AT — — — sacaré

Ff4
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^xx x 4 — x — ' 
--- I2XXX^

— X^— ^x^ H- ^4-^ 4P —^^^±:^^^ &e.
IIL Para elevar 2x^ -+- — 4^;^ n- 5^^ —

6x~^ &c. a la quinta potencia, haré uso de la formula que 
representa j-s, y egecutando en ella las substituciones-cor
respondientes sacate

.;^5—3 2^v H-Soxi x 3x' H-8ox^ x çat^»^— 1 6ox lx 12 arVJ 
H-Sox^ x—4x^^ 8ox4 x 5xM&c.

— 80x4 x 6xH 
i=: 3'3x1-4- a40x14- ^2ox V— 19 soxV— 48óxV' &c.

--- 320X2 400x^ 5
esto esjr5 = 32x4 -í-'2 4ox'^ -F32oxVH-72oxV—1920^;^ 

' -t-4ooxV— 480^'^^
Ójj5 — 3 2 x4h- 2 40x4---3 2OXV---- I I 2 0xV-^ 2 400X'^^^ &C' 
Al tiempo de hacer en la fórmula general que- espresa el va
lor dejpS las substituciones correspondientes, omitimos los 
resaltados que darían la primera cantidad del quarto térmi- 
no'de la fórmula, y las quatro primeras cantidades del 
quinto término de la misma fórmula, con la mira de omi
tir en la serie que buscamos los términos en los quales el 
esponente de x sería mayor que

IV . Si hubiera de sacar la octava potencia de 1 •— 3X 
H- x^ acudiría á la fórmula que representa j^^, y considera
ría que como la cantidad propuesta no tiene mas que tres 
términos representados por ^^S^C^ todos los demás son o, 
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será DzziOy E —o, F— o &c. executando finalmente 
las substituciones correspondientes á estos supuestos, resul
taría

>^“ i — i 6x-v- 2^ K^x^— s6 x SatS -H/ox i 6x^&.c. 
-1-8x3—'56 x 2x"^-hi68 x 4x5

^i — i6y-+- i i'ax^—*44^'i3 -P i i'aox^
-1- 8x3 ’ — i í2X^ ■^6^2X^ &C.

Jf^^i --- lÓx-Hl I2X^-l-8x3 --- II2X'í
* ' ' —'448x3 4- I I 20X'*3 

esto esjF®=; 1 — 16x n-11 2x®— 440x3 — ioo8x"’', &c, 
cuyo valor sé ha calculado en el supuesto de ser x muy pe
queña: si XuesexSlilï-âlânde a-^d. habría de ser el primer 
término de la serie, que se escribirá así

X3 -1- o ---  2X -H 1-1-0 &C. 
cuya-forrtiá-mánifiestá que 5—0, y que lo son también 
Ey F &íc. Executando, pues, las substituciones correspon
dientes á estos supuestos, sacarémos que 
jp^~x^4-t-o — 3x^^ x 2x-i-8x^' x i-H2 8x^^ x 4xx 

ójj®=z:x^4 — i 6x“^ -t- 8x^’'-í- i i 2x^® &C.
450 Cuestión ni. Abreviar una serie , ó daría una 

forma mas séñeilia, :
Todos los cálculos matemáticos se dirigen á expresar 

en números Ias cantidades calculadas, ó los resultados de las 
operaciones^ porque solo con los números podemos cono
cer exactaménte; los valores' de las cantidades ó de sus ra- 
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zones. Se han, pues, de reducir tambien á números las se
ries, cuya reducción es dificultosa quando la serie es muy 
compuesta ó tiene muchos factores. Pero quando muchos 
de los factores de un término lo. son tamben de los térmi
nos siguientes, se vence mucha parte de esta dificultad, in
troduciendo en los términos siguientes el término antece
dente en lugar de Jos factores quede son eq^ivaientes. Para 
cuya Operación daremos dos reglas.

451 Eeg/a L Representemos por ^^ S, C, E) &c. 
los términos de una serie dada. Para hallar sus coeficientes, 
divídase cada téripino por el que le precede, el cociente 
será el coeficiente del expresado término...Resultará despues 
de egecutada la substitución, correspondiente una serie igual, 
á la primera, cuya expresión será menos complicada.

^ 5 C D E^^.
T Cí Ji. -1- J-íL. _i_ &c. = y1, 01 » “i— 2.(12 8.4<I* 24,64^ ' ‘ 4.4.6.84’

^- — -dt — al coeficiente de B. 
— al coeficiente de C, 
— al coeficiente de DC óa*

Se transforma con esto, la, serie en

II. Sí fuese I -H £- -H -1- J 
sena ¿ 
y la serie, despues de simplificada, sería 1 -hy

7.9-I1 '
— tít &C. 
— ii 

s
jLC -+-~D-i^i‘̂ E F 8zc. ^.y.
111. Si la serie propuesta fuese x —.7?«.“ i'At ‘
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&è. scrîa'4 =«- J^i R —
la serie se transformaría en B

IV. Para reducir la serie ----  Ai.
. 1 -2.342 7.2.4«^ ---

sería k c
7,2 4.6a 9.2.46.8«“ * l ■ "^ ajaa^*^——

Ak- &C. y la serie simplificada seria
b» R-^^^ -P B 4- C 4- A D &ÍC.2.-¿ait , 4-5aa 6.744 8.944

45s Regla IL Si algún factor'6 algunos factores no 
ie hallaren en todos"Ios“térmínos, sé omitirán, y después dé 
reducida la serié, én virtud de la'l)rîmérà '-'regía , 'se resti
tuirán en sus términos respeefivds 'los factores que se hubie- 
ren omitido.

I. SupófigártiÓs'qúé scháyaMe sihíplificar la serie

■ .2 i'’-^' *-i-3-4, ^.^,x.2.3.4‘í.6 1.2.3.4.5,6.7.8 ^^' y*
Otóítire&áSJíidííLISíSÍÉá^ de los ■ numerado
res, cuya preparación transforma la serie propuesta en

1.2 I.2.}.4 1.1.34.5.6 1.2.3.4.5.67.8 ^C*

Aplicándola á esta serie la primera régla , se reducirá á 

y’ volviendo á su lugar los factores omitidos, téndrémos
^ -i^ ^’< 3 -H J^, .5 x s ^_ ^ C*7.^^ J?x 9 &c.zzj,. 

II. En la serie ' '<^'’ '

’ ^^-4«* p.2.4.6«4 , V 9.2.4.6.848 -- y* 
Omitiré los factores 3 , 5 , 7,9 &c. que no son comunes 
á todos los términos, y la serie será

®-4a*, 3.4.6a® 2.4.6.84« 
que' seT^dúce en Virtud' dé la pfiméra regla á

2fl« ^Aa ^ 644 8^7 ^^‘
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que restituyendo los factores omitidos-, se.reduce á _

lïL ' Para reducir la- serie
• <51.4 '7.246 / . 

rep aro que no son comunes a todos'los términos los facto- 
res ,4- &c. los omitiré,.{yj^Sg^^jy,la..sçpe, que-hç 

de reducir sera x 1— SÏ^’T^ ¿tm V^ > < - '-'-‘i’
y despues de la reducetpn.serâ.. Bor;"i3i ,

X—^^—’^E — ^C— 7 ^ &C.: , 
y restituyendo lesJaptQreSjpmitidos se, U^^ffii^ra U serie

propuesta en, , . — —-it. — 7.

453 .Cuestión IV. ^(icar. la- r^^z^. de una. ser^s que 
eoniienç todas las potenelas de dosJê^t:^/y-4iJ‘ Y-J-^íf egem-

454 Regl^ 1* Supondremos z — /û^ -^ B^’-rH Z-
Pj>4 &c., y tendremos

comparando unos cop qtroj^^'ío^íCQefipientes .Eomólogps..i s^. 

carémos a^ — g
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f^~^‘̂ aC H- z^z'^B -H e.^^ zz^J ^ y C= —r^l;^^’^-^ . ^p
-+- bB^ ■+- 2^^C -H ^c^^B H- d^-^^ ZZZ k y y D — 
tz5*L=±^£=âi:il®-=^. Por -el mismo camino sacaríamos

E— •
—bCr-'^Zl’AE-^iS ~D^^id^~ s^ -^4^^ » Ç-^-^e^ -t s^-f^ 6

L Si las dos series propuestas fuesen x — v __ 
^ &c. = 7jr -4“ jj’^'H- ^J^3 H- “^ &C. y quisiésemos 
hallar el valor de x , seria 2: zz: x , j/“ j-, a =z 1, ¿ “ 
— i, f = i,'¿ = —i&c. y ^ = {, ¿ = i,y -i, ,

Æ zz Y? &c* sería, pues , ¿v =-~j^ n- d___ Ij^^ ^

■í------^^j,3 &c. Ó X —
2'^ 24'' 24‘' ' 288o‘' ^^*

11' Si hub^éramgade sacar el valor de ^d^ estas dos series 
2

6dd 4Oá4 1I2¿0
— 7/3? údd 40d^ U2d^

Sería en este caso a = i , A — 0 ^ ^ 
¿77,/—o &C. Y g=zn, b^o ,jz 
^Tiy ^~O &C. Luego

&C. 
&C,
_6ddf'^ — ^ ^ e z:=

* oaay - \4O¿* ,dd
en cuyo cálculo es de notar, que B^ D &cc. son cero. Luego 
"= ’0’ -+- ^'Di-'S -H (;^ - ¿^ -H ,-^)^5 &c. =

4oâ +

12Od^

6 « = »0' -H ^--.n-z^ H- 7^jy,5 &C. 
representando ^, B respectivamente cada uno de los tér
minos inmediatamente antecedentes.
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455 Regla II, Si las dos series<Jíevaren las potencias 
y los productos de 2: éj/ como estas

az-^l^z^ -H ¿-2:3 -+- dz"^ &C. --^-fy-^g^y H- Ifü^jf -i-jz^y 8iC, 
^¡y^ _p wjí^x: -H «jí^js^ &c. -^-py^ -i-'Çj^z &c. H- jjí4 &c. = o 
Haremos 2: = 4^ ^Z -H O^ -+- y será

-4-^2:3 —1

^py^ . ........................................py^ j

H- gyx=í g^^ H- gBjy^ 1

De la comparación de los términos homólogos sacaremos 
a^~i-f= o, -4- íf^^ H- l gA = 0 &C.5 luego

Apliquemos esta fórmula para sacar el valor de jp de esta 
equacion 2> -+• -^J^^ ^ — x’ -H jcf — xyy

En este caso ¡s-=y ,yz=:x^ az= 2 ^ e= L^fz=:-^, 
g= 1 ^b=. — ^ ,l =^9nz=z Iié,d,j9m9p,í, 

j =: 0. Por consiguiente j’ zz ~x-------- -— x —■
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^^f^± ^3 _ Ji±^£r^_±^ ^4 &c.

=:— i «--»--1 «»_«’xî-h.^«4&c.
456 Cuestión V. Sacar las raíces ¡le una ecuación 

afecta por medio de una serie.
Regia R Supongamos que constando la equacion de 

términos que contengan ^potencias de x éjr, se nos ofrezca 
sacar el valor de y en ¿r. Haremos la equacion — 0, y 
tomaremos para representar la raíz una serie indetermina
da como y = H- Bx”^-'^ Cx'"^" H- Vx’''^‘ &c. 
en la qual los esponentes « h- r , « -H j vayan crecien- 
dó:^ si fueré x muy pequeña, en cuyo caso será la serie 
ascendente ; y vayan menguando, si fuese x grande 5 en cuyo 
supuesto seíaJa-^aeriú-descfindieiue. Con esto será la seHe 
convergeme;. cada término será menor que el inmediato 
antecedente hasta que el último llegue’ á ser de ningún 
momento. -

Substituiremos en la equacion en lugar de x y de 
sus potencias el primer términó^í^v” y sus potencias respec
tivas. Hecho estpj, sedeterminará » suponiendo los .dos me
jores esponéntes iguales entre sí, quando se quisiere espresar 
el valor dej; por una serie ascendiente, ó los dos mayores, 

“si la. sene Shubieré de ser descendiente. Y si no se conoce 
á primera vista quales son los dos menores ó los dos ma
yores;, ^e conocerá comparando los esponéntes de dos en dos.

. Para determinar r, 's, t^ &c. substituiremos en todos los 
esponestegen lugar de h su valor hallado, con cuya subs- 
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titucion se transformarán dichos esponentes en otros ta'n- 
tos números. Restaremos el menor de estos números, para 
sacar una serie ascendiente ,■ de todos los que hubieren re- 

■ sultado, ó restaremos el mayor para una descendiente..Las 
restas que de estas sustracciones resultaren las sumaremos 
consigo mismas, y unas con otras de todos los modos po
sibles. Las sumas que resultaren-'empezando, por.las meno
res, serán Jos valorés respectivos de r, t, f, 8íc. que serán 
afirmativos en la serie ascendiente, y negativos en la des
cendiente , y substituiremos dichos valores en la serie

Finalmente,para sacar los valores de ^, B,C,Ji> Sü-C- 
substituiremos la serie que nos diere esta última substitu
ción en lugar de.ji én la equacion propuesta, y formare- 
líios con- los coeficientes las equaciones correspondientes, 
según manifestarán los egemplos.

j. Sea <«*x* — «♦<y H- x^ = “ly^- P^f^ ’’®’1«‘^ ®^ ^®’ 
lor dejr, escribiré la equacion propuesta en esta forma 
„4^ = 0. Hago \y = Ax' -t- 
jj^-i-' oi”^" -H Dx"~*'‘ &C. Substituyo en la. equa
cion Ax' en lugar de j», y sale fl-lv' — a'^Ax’-*'^^ «^ 
 ^^5 ^f’ — 0. Supongo despues iguales los dos espo
nentes menores haciendo « i ex-a j^y haciendo otroian- 
to con los mayores sale 5»= 6.

Para una serie ascendiente :,-de la equacion » -t--i = a 
saco »= I, y los esponentes indices, a ,.« -+- r y-ó, 5« 
■Serán 2, 2, 6, 5'5 resto 2 de todoSi-yisacos3i4ysamo 
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estos números consigo mismos, y el uno con el otro , y re
sulta la serie..de los números 3, 4, 6,.^, 8,9, 10 &.c, 
que son respectivamente los valores de r,r, t &c. y egecu- 
tando las substituciones correspondientes, la forma de la 
serie será^ — ^^x-F Bx‘^ -+- Cx^ -+- Dx^ -+- Ex^ 8íqc. Subs
tituyo esta serie en lugar:de y en la equacion como sigue. 

aV ~ a^x^
— a^xy= —a'^^x^ —-a^Sx^ — a'f'Óx^'— aWx^ &c.

— 4^5=3 —,a^Jx^ , —5^^4^¿v®&c. 
Comparando unos con otros los términos homólogos, sale 
a-^ — a^^=: 0 y ^ — 15 — a'^S — í/^5 — 0, y 5 
= ^,~~^i3 5 — ‘i‘'C-^ i'~o, y C — .r^i —a^D 
  Sa^^£ z=:Xi,4!L_Q-=:-=k--^ &C. ' '

Luego la .serie ó la raiz que buscamos ^grá jí i= ¿r__

Para una serie descendiente, formo.laequagion $’«=:6, 
con los dos esponentes mayores:, saco-.-» — 1 -!-,■, y subs
tituyendo estos .valores de ;?/■., ¡los esponentes^2 m -+- 1, 
6, 5« se transforman. en;,2., j?:^« í5, 6 5 ^r.e^^audo.de cada 
uno. de estros números el mayonjô., re&ultar4ni las restas 
“ 3“5 — 45 y r,:J,f &c. serán — 3-^.r-r74íi—Z “j 
— Z^r— 8 &C. y la serie, será j; ;z:.^jp’| -w J?;r”^l 
-fCj?~^4 -F Px""T &c. cuyo valor substituido en la 
equacion propuesta dará

Tom. IT Gg
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«Vzr ■ '

_ ^y^_a^^x'-^a^^^Bx^" - ^a.^^Cx^ - ^a^'^Dx'^'^ 

comparando los coeficientes de cada termino , sacaremos

i ;z2 o 5 y i“ o,
ar

y 5 = —?- «^ 5 fl'’----- sa^^C=z o, y C^-fa’i ; 
_«4^„5a^->D _- ioflzi’5" =o,y D=; —-ifl’5 &c.
Luego

Si hubiéramos hecho »-w i — 6, los esponentes se 
hubieran transformado en 2,6,65 255 pero como 6 
no es ni el mayor ni el menor esponente, no sirve.

EI supuesto de 5« = a hubiera transformado los es
ponentes en a, 1 -f, 6 , a; y como 2 no es ni el mayor 
ni el menor esponente, tampoco sirve.

Pero si hubiéramos hecho n -+- i =z: g» , los espo
nentes hubieran sido 2 , 1 ~ 5 ^5 ^ “^5 ^^ coeficiente me
nor I hubiera podido servir para sacar serie ascen- 

4 
diente de esta forma 
y = Bx-+- Cx' " PAZ^í &c.

IL Sea propuesta la equacion a^x ■+■ ax^----- «J’ ‘ 
y = 0. Substituyendo ^x'' en lugar de^, resulta la trans-
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formada zi’jf -H ¿í.v’ — «^ ^x" — A^x^" = o. Suponga-, 
mos « “ i para comparar los menores esponentes, los de 
la tratisformada serán i, 3, 1,45 y restando eí menor 
de los mayores, las diferencias serán 2 , 35 y sumándolas 
según se previno, hallaremos que r, r, r &c. son respec
tivamente 2, 3, 4, 5, 6 &c. y la serie será ^x ~^£x^ 
-+- Cx‘^ -+- Dx^ &C. Luego.

a^xzzz ax
ax^ ax^

— a^j “ — a^Ax — a^Bx^ — d^Cx‘^ — a^Vx^ — a^Ex^ &C. 
— Z = — A^x^ -4^'Bx^Si.c.
formando con los coeficientes las equaciones correspon
dientes, sale a^A.-=2a^. y A^ i í Bz=: L • (p^___  
Dz=2 0^ ■^^.zzx-'íí-.&^i.X-ia.rai.z será 
J' = '^-^ ¿7 ---  ^^^ --- ^ &C.

Si quisiésemos espresar el valor de ^ por una serie 
descendiente, haremos 3 = 4«, y « — L ^ y 5^^^^ jQg gg_ 
ponentes 1,35 ^ ? 35 y restando el mayor 3 de los demás 
sacaremos las diferencias — 2, — 2 L^ y ^^ ^^ /■ &c. zz; 
— 2 , — 2 1 , —4, — 4 7 &c. éj/zz: 
Axi -H Bx *4 -4- Cv ’í -H Dx ^^i &c; Luego

£ie\r zzz -4- a^x 
ax^ — ax'^

— ay- —a^Axl
—J^* z=—-A^x^ ^4A^Bx — 4A^Cxl — 4A^Dx—^

— 6A^B^x-'
Gg 2
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De los coeficientes sacaremos estas cquácrones ¡4‘^ — a y

A=a^ i B = C = —, D = — — &p4 ’ . ■ 4 32
- - , „ ej^rzííT ^ir H —x 4 ?” x T x ^T &c.

IIL Para sacar de Ía equacion j/S -n aay -+- axy__ 
^5 — 2a-‘' “ o el valor dej/, substituiremos Ax^ en lu
gar dejF, y resultará la transformada A^x^'' -^- aaAx''-i- 
a¿íx''~^^ —■ x^ — 2a^x° ”0.

Sacáremos' la serie ascéndiente haciendo -el esponente 
menor nzz; 0^ con lo que los-esponentes serán 0,0, 1, 
35 o; las diferencias, 1,35 r'^' r, t &c. serán 1 , s, 3j 
4 , 5 &c. y-ñnalmente la serie jm = x4 -+- £x^ Cx^ -t- 
Dx^ -H &C. Tendremos ,' pues,

j3 — ^^ -i-'-^^^Sx -H 3yíl^^X^ -H ^A^DX^ SiC.

^6ABC
H- ¿í^jz ™ a^A H- aaBx -+- aaCx^ -t- aaDx^ 

axy = aAx H- aBx^ aCx^
— x^ =

Formando con los coeficientes las correspondientes 
equaciones , sale A^ -+- aaA — 2a^ — 0, de cuya equa
cion sacando la raiz mirando A como incógnita sale A = tf, 
3A^B -^aaS -1- íí^=:o, y 5™^5 C:=:-~j D 
— . Luego v ——■—*—i~H &c.

IV. Hallemos una serie descendiente queespresa el va- 
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lor de J/ sacado de la equacion j^s H-j/® -{~jf — dfî zz 0.
Substituiremos ^x" en lugar de y^. y saldrá la trans

formada ^^Ar’“ ~ x^ = o. Compara
remos los, esponehtes; mayores 3 y ’¿n^ haciendo ^n = 3, 
luego n “ i, y los esponentes serán 3 , 2 , 1,3, restan
do el mayor de los demás, las diferencias serán — 1, —25 
los valores de>., j, t &c. serán , respectivamente — i, 
— 2 , -7^- 3 ,,^’'4 &c, y tendremos jí zz ^^ -^ B -t- 
CxZ:? H- pjcT7\&Cí luego .

y = ^'x^ -ir- ^^^Bx^ ^■3^«Cr-H 3^^D

B^
- z^i^t ^ 2^Bx -i- BB &C.

-H 2AC

Los coeficientes dan .^zz r, y^Azz 1 B zz
^ — —— y D zz ^ &cc, j por consiguiente y ~

9 bixv'

45Z Regia U. Hágase jz — ^x” -+• Bx’“^ -i- 
Cx’^^'H- Dx'‘~^‘̂’' Síc, y despues de hallado el valor de «, 
y substituido en los.esponentes, conforme se dijo (456), 
escríbanse pon orden, réstese cada uno del mayor mas 
inmediato, y resultarán las diferencias. El número mayor 
que midiere todas estas diferencias será el valor de r, que 
habrá de ser afirmativo en la serie ascendiente, ó guan
do x fuere pequeña, y negativo en una serie descendien- 
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te j ó -quando jv fuere grande.‘Después se substituirári en 
la Sene indeterminadas Jo¿í vahorfes de n y r. .-di '

- 'L ' U’Sea ys ^- ‘07''Substituiré^â;” en\
lugar de y ^ ÿ'saôaré Jaíír2(n$f«rraadaíL<í^íí?i^íít*»-’w.¿^j^ i 
a?’-s=2i/ô.. Hago «¿Hr & W-^s '^qne da-n sal ¡yj .y los espo- í 
nentes serán ó^ 'g ÿ^s-^j estoíés^-,. 3 y;6.‘Luegoí6-!í-^ 3=3,- 
y,r :=a- 3; Pól?-tánsig«anté p8i .egécutamos-das substimeio- 
nes doFBesf^ondtetu^eistyTiiabcoinparacion^de-los: esponentes- 
menores nos dará la serie ascendiente!joiz ''^s^ -t- Bx^~ 
H- C^®^-^^i?;v^-‘ &cV Egeeutarido en Ja equation propues- 
ta'las súbstitueíorfcs'i^ite ella misma está indicando, halla
remos H

Luegort:4±^ Í,, y'<zí=¿--5 JS^—-^«5 0ai-^jç-iO^-xs j^l 
&c. y -por consiguiente y = — ~

IL Si la propuesta fuese jv^ ■— —7 ^b
zz: 05'dá substitución de y/x” em lugar Me ■.'>'■ da traqs^r- 
raaría en ^5x5” — bA^x^^ -+- q^a;^ ^.‘áí^’áih a Hacíen-: 
do 2;í — 2, sale » = i, y los esponentes serán 5,-3,. 
3, 3,0 2, 3, 55 y restando cada uno deh inmediato, 
mayor sacaremos las diferencias 1 ,- 2. ‘Luego ír -1.1, y< 
j-—.&c. y tendremos .
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— hy' sz -r- ^^’¿p^ — 2&^Bx3 2 i^^D.^^ &c.

Luego b^^ — g^b .y y ^ :=: 3 B “ —.^^.5 C* ” ^^^
D = || —^r, , y por consiguiente j- - 3^ — ^¿ —

458 Si la equacion que dá el valor de
A fuere una equapionsafeeía , que tubiese muchas,raíces 
iguales ó valores de A^ entonces se habra de dividir el 
menor residuo challado por lo » dicho / 45^ ) .PP?'^-l 
mero*;de.Jas raioes iguales , se agregará el cociente á las 
res^s^gntre4a^-pp^leg^setornará por mja» q §i no, diyida- 
se el valor de r sacado en virtud de lo dicho (45?^ ) 
por el número de, las raíces iguales., y tómese el copiente

JrJ* ç .iSea-4í9^4cy^f^.3x*j?.-sr5^ 58j;¿^^’f-=;:o 
^ar^. hallar el valor de y substituiré en sujugar Ax\ y 
ás^p^Jí^a;; transformada A^x^ ~--'^'jf--t‘J-
^4íi?3up ^. ^^^ = 0. Hago 3» -+p^ ,i,“ 2nj.-H 2^^, que 
ji.^ >?;=^i’j gcrán-lps caponantes ^5, 414?.4? 4L^^ sorna 
de los coeficientes de los,términos que llevan..el esponen- 
te menor y. es i-rr-. Æ -H ^A^ -r~ A 0,5. 0 A^ —- 2A 
swInishdéír-Or 5 ' <fnX,^..Faaaçî9^ tiene dos., raices iguales , es 
^I sabçr. ^..=^5 y A 1^.: Las diferencias de los es- 
ponentes serán 5 y ,104 dividiendo pues. 5 por 2 sa- 

Gg4
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camos el cociente |-, y serán las diferencias -£j- ^\- 10. 
Luego serán r/í, f Sfc/ rés^pèetivamentfe ^-J^rS^Z^- 5 to 
&c, ó despues de haber hallado por lo dicho ( 2^^^ ) 
que r=:^^ será -~=: y, cuyo número'«líbstítuireílrofe en 
lugar de r, y por ambos caminos sacaremos “■•

"y — ' .í^x '^‘ ^Jt34^-H ùx^ ^ '¡0^®4 &c. Luego

---- ^j;3=----- ^^x‘^------s^i^Bx'^í ■:— à'^^Cv» &c., 1
■ hi: Slip -.^-oupa -13 1- j^i j

LncîvH—:¿í-^ ali’-^^Îi;»;yi^^î5 Sf^^^-Vï, 

y B -se' podrá' tomar á 'arbitrio 5 pues-sea el que fuere S 
siempre' sera 48^:^ 4B. 'Hagahios, piles'^ 5'=z:‘-^ i, en 
este caso 1 3^ 3 "^ 4^”*“ 2 Ciizh ^/é 4C 
:= 4Çi’ y C se podrá tornar á árbítrioí Sea C±z 1 , lera, 
pues 5 en fuetza dé esto jó = xáí^í— x^ &c. Tarfibien 
se podna haber sacádo dé este modo el valor de 5. Uria vez 
que A zz 1, el coeficiente de los términos en que éstá ^^ 
será i — 3C-^ SS^5 ^ 4;¿r4-¡ 2SB ^ C :SÓ^ que 
dá i — B¿‘=^b?y B'-é^^r ó^-—■'■I/ ' • <^' -’'-*

IL Sea fltv® sà^jç^'^'n^^^ -^- jclr’ ''= a/f^De la 
substitución dé Ax’''en lïgàr àéÿ^^’fâdlfâh" l@s ‘esporíertr^s 
3„^ w I5 b , ¿n -t-'^^ Sea ^^ ^, íó i“?^ÿ' 10« 
esponentes sé tran^forma^kn^en ^áVbji,*^, Wyá diféféñeia
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“^4'^80^, pues, la equácion'a^A^x^ —— 2í;i'^A¿¿''^^^ 
a'^x^-—A^x^'‘~^^^ ó a'^A^X^ za'^Ax^ H- a^x^ — A^x^j 
cuyo primer término lleva el coeficiente A^ 2A -+-• i 
rza^- p dá dos valores ¡guales de Az=^i, Divídase -, pues, 
la diferentia 4 por 2 ^ y el cociente 2 es r ,“ó la diferencia 
común. Luego la serie y — Ax’' -^ -4-------------1-
Dx"~^5^ &c. será j- = Ax -+- Bx^ -r Cv^ n- Dx^ &íc luego

— za'^xyzzz— ^a'^Ax^ — 2a‘^Bx^ -— aa'^Çv*’ — 2a‘^Dx^

•de .c^ya..vqQAtóm^,áá£áíUSá^^
A~ii R= R'^i se podrá, pues, tornar B á arbitrio. Su
pongamos JS^= ~ Í^ ?Ç ."^ ^^^^ ----  I = 0 , ó oC x=: i
----  i — o, y C se podrá tomar á arbitrio. Hagamos C¿=: 
-^5 qD -^2AR~^'^^^R^^ 0.5 y P se podrá tornar á ar
bitrio. Sea D=:~ 3íc, Luego jp:=:jf-t-^n- J^H-ÿ -h &c.

También se podría buscar por otro camino el valor 
de B , C &LC. Porque una vez que A =r 1 , de, las quatro 
cantidades 4ue componen el tercer término de Ia última 
transformada, se destruyen la primera y la tercera, y solo 

rquedan la segunda a‘^B y la quarta.——A^ y que dan a'^BB

:4$g . .Regla, Jí^. Si la cantidad que forma la serie 
en íf fuese igual con muy corta diferencia á alguna canti-
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dad dada, se substituirá en lugar de^x dicha cantidad -+- 
una nueva letra; despues,se buscará una serie ascendiente 
de la nueva letra que esprese la raíz.

¡Supongamos ,, por egemplo ; y----- at^jt^-h JO’^—h gy 
^—, 2^ _^ i ”0, siendo x :^ 2 con muy c^Jta diferqaeia.

Haremos x =:: 2 -H «y cuya cantidad substituida-en 
lugar de at, dá y  «‘j^® —- Szy® —r 2jf -+- 1 =: o. 
Haciendo jr “ ^s’, y haciendo la substitución correspon
diente', se transformará la equacion en
■^V'í ^2^'’-»-^'-— s^íV"'^’ ----- 2^" -4-1=0. 
Si hacemos « = 0, los esponentes serán 0,2, 1, 0, 0; 
restando el menor 0 de los dos mayores-, las-diferencias 
serán 1,2, que sumadas , según hemos dicho 5^ darán 
j ^ 2 / 3 5 4^ S¿ú-‘ cuyos númerósf reprbsérítáh’réspe'étiVá- 
mente los esponentes de la serie ^ = A^ -+- Ez''~^'^ -n 
Cx”'^^ &c. que por consiguiente será .jz ” y^ -+■ B^ -+• 
C2’H-P^s-i-&c. Luego

jd ^ A^ -l- 4:A'^Bz -^ 4^3(7s:® fe. ' 
-i- 6a^bb

__ 3íyz*“: — 3^^2: — óABz*

H- I =-H I
Tenemos , pues, ^^ ——' 2A 1 o ^ y A z:2 ï'^ 4^ 
-----2B=3,y S = -{-; 40 -t- 6BB ------i - ---- 6B — 
2C=o, y C=.----1 &c. LQegoj,= i-H-^ K------ j iW ^‘^-
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Fig.

Cuestiones geométricas.

460 Cuestión. L Hada Ja base , . ¡a', suma de !s>s. dos 
¡ados 5 y e¡' ángu¡o del -‘v.ertwe de an triángulo. reciiHneoj 
trassar el triángulo, ' ■

Tirese la línea indefinita AE ^ y tómese en ella la. 37. 
AE igual ada suma.' de los lados, y hagase el ángulo ABC . 
igual á la mitad del ángulo dado del vértice : desde el pun,-, 
ti. A como cefitro con un radio, igual á la base dada,, trá
cese el arco de círculo J^^CM que corta BC en Cí. tírese 
Í^\ACyhagase etá^gplo BCD^C^BD^.y tírese CD q«e 
ccfrta AB.en D3 será ^ÍCD ebtriángulo gue se pide.,.,.

O: pQi-iser iguales los ángulos BCD y CBD será (L 4Í03X 
CD = DB,f, ^ ^por consiguiente^D.-+- DC = AB : por 
la misma, razón el ángulo ADC ^BCD -+■ CBD (L 3.9 4) 
será ígüal á^.^CBD, , ' n

.46 í . Question TÍ, Dados el ángulo -del vertice ^ la 
base j y ¡a diferencia de los lados, determinar el triángulo, .

Tírese.á arbitrio \a_AC‘. tómese. en ella la AD,igual 38. 
á la djfereqjçîa de los lados^ y hágase el .ángulo CDB igual ■ 
ahcomplemento de la mitad del ángulo dado: desde el pun
to A tírese AB igual á la base dada, y desde B la BCj 
de manera que el ángulo DBC := CDB , será ABC el 
triángulo-que se pide. ' -, V- 1

Una vez que por la construcción son iguales los,.án
gulos CDB y DBC^ CB = CD, y por consiguiente CA —- 
CB;zzAD. Fuera de esto, como cada uno detestes ángu-
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Fig. los iguales es igual al complemento de la mitad del ángulo 
dado, su suma que es el suplemento del ángulo C, ha de 
ser por lo mismo, igual á dos> ángulos í*ectos menos el án
gulo dado, y por consiguiente C— el ángulo dado;

463 Cuestión IIL Dados el ángulo del vértree ^ la. ra^ 
Síon de los lados ^ue le forman^ y la ^ase y 0' la perpendlcu-^ 
lar, d la dlferenoia de los se'gméntos de la l^ass y- frasear '^eh 
triángulo» .fnu. . - jü li ’ .

gp. Tírese- C^ á arbitrio, y hágase el ángulo >^CB igual’ 
ai ángulo dado: hagánse CB y 0^4, tales que tengan en
tre sí la. misma razón que los lados, y tírese la ^5; Sí 
fuese dada la base, hágase AMI igual á dicha basé, y tí- 
reselé á CA la p'aralcla ME que encuentra CB en E‘̂ pero 
si fuese dada la perpendicular, tírese CF perpendicular á 
AB en la -quai sé tomará CH igual á la perpendicular' 
dada, y se tirará DHE paralela á AB: finalmente, si/uese 
dada la diferéncia de los segmentos de la base , hágase 
FG=:AFj tírese CG ^ y hágase GN igual á la diferen
cia,dada de los segmentos5 tirando NE paralela á CG y ED 
paralela á BA^ será CDE el triángulo que se pide. .h <

Por ser paralelas las líneas AB^ DE y ME, AC*^ y 
NE , CG , será DE — AM, El =. NG , y tambien CD: 
CE::CA:CB (1.451)-

• 463 Cuestión IV. Dados el ángulo del verdee los
segmentos de la ¿rase hechos por la perpendicular tirada 
desde dicho ángulo^ trazar el triángulo,

40. ' Sean AD y DB los segmentos de la base: divídase-
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AB en dos partes iguales por la perpendicular EF: hágase Fió-, 
el ángulo EAO igual á la diferencia que hay entre el án- 40. 
guió dado , y un ángulo rectory tírese la AO que encuen
tra en O la EF. Desde 0 como centro, y con un radio 
OA trácese el círculo BGAQ^ y tírese DC perpendicular 
á ¿4B^ que encuentra en C la circunferencia del círculo: 
tírense las líneas AC y CB', será ACB el triángulo cuya 
construcción se pide.

Como el ángulo ACB que está en la circunferencia 
abraza el arco AQB, es igual al ángulo EOA, mitad del 
ángulo del centro que descansase sobre el mismo arco AQB 
(!• 3/3 ); pero EA0 es igual en virtud de la construc
ción, á la diferencia que hay entre el ángulo dado y un 
ángulo recto; por consiguiente ACBz=:E0A es igual al 
ángulo dado.

464 Cuestión V. Dadas ¿a ¿rase /a. perpendicular 
el dn'gulo dél Pérüee-de un triángulo ^ eonsiruir el tnán- 

guío.
Sobre la base dada AB hágase el segmento ACGB de 40. 

círculo que contenga el ángulo dado , como en la cuestión 
antecedente: hágase EF igual á la perpendicular dada, y 
tírese FC paralela á AB, que encuentre la periferia del 
círculo en C: tírense las AC y BC, y estará hecho lo que 
Sé pide.

La razón es patente en virtud de lo dicho en la cues
tión precedente.

465 Cuestión VI. Dado el ángulo del verilee, la su*
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Fig. ma de hs dos lados que le forman ^jf la diferencia de los seg
mentos de la ^ase^ construir el triángulo,

41. Tírese á arbitrio la recta ^C, tómese en ella la ^B igual 
á la diferencia de los segmentos de la base, hágase el ángulo 
CBE igual á la mitad del suplemento del ángulo dado , y 
desde A tírese á BE la ^E igual á la suma dada de los la
dos: hágase el ángulo FBD—zBED^ y tírese la BD que 
encuentre la ^E en n , desde cuyo punto como centro, y 
con un radio igual á BD, trácese el círculo BCE que en
cuentre en C la ^C, tírese DC^ y será ^DC el triángulo 
que se pide.

Por ser el ángulo EBD ~ BED^ será DE::r:DBz^ 
DC-f y por consiguiente ^D -+- DC:=: sdE, Fuera de esto, 
el ángulo central CDE es duplo del ángulo CBE cuyo vér
tice está en la circunferencia, y el ángulo CBE es igual 
por la construcción á la mitad del suplemento del ángulo 
dado; luego CDE será igual al suplemento entero, y final
mente será ^DC igual al ángulo dado.

466 Cuestión VIL Dado el ángulo del vertice, la su
ma de los lados que le forman y la razon de los segmentos 
de la bascy trazar el triángulo,

42. Supongamos que haya entre ^G y GB la misma ra
zón que entre los segmentos de la base: trácese sobre la 
recta .'dB un segmento de círculo capaz del ángulo dado 
( !■ 3Z9 )• tírese GC perpendicular á ^B que encuentre 
en da circunferencia: tírense las líneas ^C y CB^ y so
bre la ^C prolongada tómese CH “ CB , tírese la Btí
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y sobre la H^ tómese HD igual á Ia suma dada de los la- Fig. 
dos: tírese DE paralela á ^B^ y EE paralela á BC‘̂ será 42. 
DEF el triángulo que se pide.

Tírese, para probarlo, la F2V' perpendicular á DE. Tá 
que por la construcción CHz=z CB , y FE es paralela á CB^ 
será FE:=^FH ( I. 45 i ), y por consiguiente FE -4- FD
— HD. Y como FE es paralela k CB ^ çX ángulo DEE 
zz ^CB^ y por ser equiángulos los triángulos HBC^ DEE 
será ^G-. GB:: DN : NE.

4^Z Cuestión VIII. Dado el ángulo del verilee , lit 
ferpendleular y la ramón de los segmeníos de la base y ira- 
mar el triángulo.

Tómense en la ^B las líneas ^F ^ FB que tengan 43. 
la misma razón que los segmentos de la base, y sobre la 
recta ^B hágase el segmento de círculo ACB capaz del 
ángulo dado: tírese la FC perpendicular á HB que encuen
tre en C la circunferencia del círculo , en la qual se torna
rá CG igual á la perpendicular dada: tírese DGE paralela 
á ^B que encuentre respectivamente .ríC y CB en Dy 
E '^ será DCE el triángulo que se pide.

Por ser paralelas las líneas dE y ^B ^ será ^E: DG 
t: CE: CG: t FB : GE, 6 ^F : BF : : DG : GE, Xc don
de resulta que DG y EG están en la razón dada. Y como 
por la construcción el ángulo DCE ^ y la perpendicular CG 
son respectivamente iguales al ángulo, y á la perpendicu
lar dada: luego &c.

468 Cuestión IX. Dada la base^ la suma de los la-
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Fig^ dos ^y. Ja díferefida de ¿os dtigu/os de ¡á ^ase.^ traíiar el triduo 
guío.

44. En el estremo S de la base ^E levántese la perpendi
cular EE 5 y hágase el ángulo EEC igual á la mitad de la 
diferencia de los ángulos de la base. Desde el punto-í^ tire-, 
sele á EC la AC igual á la suma de los lados, y hágase el 
ángulo CED ~ ECA^ será AED el triángulo que se pide.

, Desde el punto D como centro , y con el radio CD 
trácese el semicírculo CHF^ y tárese FE. Hecho esto, ya 
que por la construcción el ángulo CED zz: ECD , será 
DE zzz DC ^ de donde se infiere que AD -H DE — ACj 
y que el semicírculo ha de pasar por el punto B- Por. consi
guiente el ángulo CBF, cuyos lados pasan por los estremos 
del diámetro será recto ( L 376 ), y será por lo mismo 
igual al ángulo ABE: si de.cada uno de estos ángulos igua
les se resta el ángulo FEE común á ambos, resultará ABF 
zziEBCcP^^^ por ser DFigual á DE es evidente que ABF 
z=z EBC será igual á la mitad de la diferencia de los ángulos 
ABD y DAB.

469 Cuestión X. Dada la ¿rase , la diferencia de los- 
lados ^ y la diferencia de los ángulos de la ¿rase , determi- 
nar el triángulo.

En el estremo B de la base dada AB hágase el án
gulo AED igual á la mitad de la diferencia dada de los

■ ángulos de la base, y desde A tírese á la ED la línea AD 
igual á la diferencia de los lados: tírese ADC^ y hágase el 
ángulo DBC=z BDC, y será ABC el triángulo que se pide.
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Eoj^ue como el ángulo DRC^BUC sera CD igual Fig.' 
á CB^ y AC será mayor que BC de la cantidad AD. A 
mas, de esto, ya c[ue A~¥- ABD =^CDB (L 394)= CBD 
será ^ ^ ^ABD = CBD -n ABD = ABC, y por 
consiguiente ABC —A — 2ABD quemes igual á la di- 
ferendá dada.

470 Cuestión XL Dada ¿a diferencia de. Jes ..¿ngu~- 
Ifs^ de D éase , ¡a razan de doc lados , an^ de. estas tres 
cosas la .dase.j da perpendicular , o la diferencia de los seg- 
fnentos de la daSe^ trazar el triángulo.

Tírese a arbitrio la AC, y hágas.e el ángulo ACD igual 46. 
á la. diferencia dada de los ángulos de la base, y háganse 
CD y CA en la misma, razoh.dadá de los .lados : tírese ADE 
á lajquab.se tiraráJa perpendicular CQ : tómese QE 
^'ê*^^^ 2 QD, y tírese la CE: hecho ésto, si fuere dada la 
base , hágase AB igual á dicha base, y tírese BF parale
la éí CA y peto si fuese dada la perpendicular , se torhará la 
imea CP igual á dicha perpendicular, y por el punto P tí
rese la FPG paralela á la AE. Finalmente , si fuese dada 
la diferencia de los segmentos de la base, se. tomstráéAR 
igual á .dicha diferencia., se tirarán RH y FHG respecti
vamente paraíelas^á CA y EA 5 será CFG ei triángulo que 
se pide.

Porque una vez que QE =2 QD, y el ángulo EQC 
^ B)QC,: serÁ CE = CD, y el ángulo E —QDCAzA 
-+-ACD (Lea94); y por?consiguiente. E — Az=:ACD-, 
de donde inferiremos,, por razón de las paralelas AE, GF 

Tom, IP, Ujj
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Fig. Sic* '■^ÜQ GFC’-^ FGC<^ .^CD 9 y también FG™ 
GH-^iL, j CF : CG -.‘ CE^CD : CA.
<\47I .-Cuestión.. XII. Dada /a suma de los lados , la 
dif^ref^cia d& los .segmeníos de la l^ase ^ j* la- difereficta de 
Id'S:. ihngdlos de da basg^ trabar ektriángulo, ^lu^^i-.

4^. Tómese AD igual á la suma de los lados, y el ángu
lo ADE igual á la mitad de la diferencia de los ángulos de 
labase:*d€sde A tíresed DE isi AE igual á Ia diferencia 
dada de los segmentos deda base : hágase el ángulo CED 
— EDC^ y desde el punto C donde EC encuentra AD^ 

. trácese con el radio EC el ^semicirculo EBD que corta AE 
' prolongada en Bt:¿irése BG^ y está hecha la operación. 

; . Para probaáíoVtüesele sl AB la perpendicular CQ- Póf 
s^r EQ — BQ Í I- 348 7’9 será AQ -^ BQ zi AE^^ y 
por ser iguales- en virtud de la. Construcción los .ángulos 
GED, EDC, será CD —CE —CB, y por consiguiente 
AC \ CB"^ AD‘ A mas de.esto, ABC BAC~BEC 
— BAC=ACE ( L 394 ) =^ 2ADE (L 3^3 ')•

4¡za Cuestión XUL Dada la diferencia'de los ángu-^ 
1^ .dé la <base.y la razón de los segmentos de la hase ^ j una 
dèyeiS^ittXÂ’Go'sas id sotana de los- lados ^ la diferencia de lós 
ladosí f oAa'perpendicular^ construir el triangulo.' . ■

48, Se^ AC con BC en la razón dada de los segmentos 
' derla,bise, y ihágase -sobre. AB un .segmento de-círculo 

BK-^ (^- 579 ) capaz de un ángulo igual á U: diferen
cia^ de los- ángulos de la base -: bágese CK perpendicular á 
AC que corta en K la circunferencia del círculo; y en la 

.W ,w'd\
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^Cprolongada bagase CD=:CBy y tírense KAj ‘KB y Fig. 
KD. Hecho esto, si fuere dada la perpendicular, tómese 
¿tl^^^e la sea igual ^- y por el punto F tírese la E'KG¡ pa^ 
ralela á ^Í), pero sí fuese dada la,suma ó la .driferéncía 
delos lados, tómeseKE quarta proporcional á ^K±:KD, 
^K,y dicha suma ó diferencia, y tírese EFG como an
tes'', íQTáiKEG el triángulo que se' pide. uhn

Yáique GK es perpendicular á AD, y CD =CB , .ei 
ángulo JD ,será igual á' DBKz=x{L ^Cf^) A-^-BKA‘̂ d^ 
donde resulta, por ser EG paralela á. AD, que KGE~ 
KEG tH BKA , y por consiguientei líGF — KEG zz 
AKB , ■ que por construcción'es igual á la difèrenciaSdada 
de losj ángulos -de la hase, ', .

Fuera de esto , por ser paralelas das líneas AD y EG^ 
tendremos EF : FG : : AC : BC:=:CD. Por la misma, ra^ 
zou. tendremos .también AKzt^ KD Y KA -. z /KE ~^ K-G' 
KE : rJa dáfercncia ó laburna dada de los lados ci KEhÇ_ por 
construcción), y por consiguiente KE ±KG es igual á 
dicha , suma' ó diferencia. .
-no4?o-lQC'Ucstion imV^-.Daáül'D-difierení^íazdé ios'Ddúí^ 
ia' diferencia: rdé- ios segmeríss ^de da ¿fase-.y f ia difi^reaeju 
de' ¿ojvánguios de da dase ^ trabar ei friánguio.

'Tárese la indefinita ^Q, tómese en ella AD igual á la 49. 
diferencial;dada: de los lados, y. há'gase-.eli Án^dVK-QDH 
3gua>l-al '.Cómplemerito: de la mitad de la diferencia de los 
ángülosde la base : .desde A tíresé'á DH^a. AC igual á la 
diferencia dada dedos segmentos ,.y después de prolongada

Hh 2
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Fig: esta línea ácia L. hágase el- ángulo DCE igual á CDE, 
de manera que CE encuentre AQ en E : desde E como 
centro trácese con el .radio EC un arco que corte ^L en 
B : tircse EB, será AEB el triángulo que se pide.

Para probarlo., tiraremos à ÂB la perpendicular EP. 
Por ser el ángulo ECE~CDE será Eiy~EC-i y por 
consiguiente j4E-^^EB^^E — EC ~ ^'^E ED 
“ ^D. Asimismo 7 por ser EB = EC será PB — PC^ y 
por- consiguiente^ ^P — PB.~ ^P—- PC^ -¿4C. A mas 
de estOj-siendo el ángulo EBC'^ECB (F403)» Y 
ECB.— A = CEA { li ^94 ), e^ evidente que EBC 
___^ —CE A igual á la diferencia dada, por ser isóstéles 
el triángulo EDC ^ y el ángulo de la base igual al com
plemento de la mitad de dicha diferencia por la construc-

rV) ■47'4 Cuestión W. Bada la perpendicular .^ ‘la ¡dife
rencia de las ángulos de ¡a base ^ y ¿a diferencia de dos- seg- 
üiénios de. la éa.se\ construir el triángulo.

50. Sobre AQ igual á la diferencia dada de los segmen
tos de la base , trácese ’el Segmento de circuló QCLA ca
paz (1. 379 ) de uñ ángulo igual á la diferencia dé los 
ángulos de la base: tírese en medio de AQ la perpendicular 

V TL,^r\ la.qual se tomará TE igual a la perpendicular dada: 
tírese fiO.paralela à AQ ,'<iqe encuentre en da periferia 
del circulo : tírése^tambien CP perpendicular á AQ ; y en da 
AQ prolongada hágase PB^PQ' tírense las líneas CAy 
CB, y será ACB el triángulo que se pide.
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¥a que por la construcción CP. es perpendicular à QS^ Fig. 
y PB iguâi à PQ^ el ángulo B =2 PQC y y B {..=zPQC'). 

■^[ Bii^C 'zt ^CQ — la’ diferencia 'de los ángulos, dados, 
•por la misipa razon CP = TE\y j. J^P —, BP z=:-^P — PQ

4-^5 Cuestión XVI. Dados’-Jas 'segmentos <de. ¿a èa^e^ 
^i ra^ sutf2a,.de los^ ¿adds de un trddhguh rèciUinsafieterininar 
el triangulo.) . C r ? 1,', . • •

En el mayor segmento AQ tómese .QE igual al me- 51- 
nor segmento BQ: tírese QL perpendicular á .^5 , y ti
ñese AI:que forme con AB un -ángulo íqualqaiera ÿ?énî cuya 
línea se tornari AE igual a la suma dada dedos' Îadosÿ ytí- 
rese BE', hágase el. ángüló^M7 z^-ÆB apartase por el. - *] 
medio EG Gn Uiy y desde B como centro,- con un radio 
igual á .£?//, trácese,el arco -UIOI^ qué corte da» perpendi,- 
.calár á4 ea^C:.tírense las CA^ CB^y estara hecha. la 
operación.

Para demostrarlo, desde.Ccomoxentro', y con el ra- 
dio,,C^trácese. el- círculo BDIE^F/^ y. ptofónguese J^Chas^ 
ta que encuentre en Z/ Ja çirèùnfetenciar Bor razón de los 
triangulos sémejanfes AEB , AEG'tersáremos AE-". AB : t 
AE: AG 5 luego ^G x AE =zAE x AB ^ pero ( I. 476 ) 
'AE k AB.222 AE x AD 5 Hüego AG’K'AE -.±= aE x AD^ 
luego como EG y DE son- iguales: por construcción , es 
evidente que AG y AE ^ como tambien AE y AD serán 
iguales.

■4Z^ Cuestión XVIL Dados los segnienfos. de la Pase
Po}n,II, Hh 3
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.Fjg.jz /a difereneia de ¡os ¡ados , frazat e¡ triángaio,
51. Hágase ^F igual á^'la diferencia de los segmentos 

dados ^Q^ LQ, y tíresé-i^-J que forme con ^S un ángulo 
qüalquiera5 en la qúal sejomará ^G igual á' la diferen
cia dada de los lados; tírese la FGj hágase el ángulo ^BE 
cz: AGF^ y desde 5 como centro,. y con un intervalo 
igual a -^. £G trácese- el arco M?^ que corte en C la 
perpendicular Qi; tírense CB y CAy será AQE ti trián- 
guío que se pide.

Se demuestra del mismo modo que la antecedente. - 
Interrumpiremos la serie de las cuestiones para demos

trar la proposición siguiente, que nos baria falta. fú-
52., 477 iSi ana línea recta AB fuese dividida en el pun-» 

to C en una razón dada y Jf se íomare una linea recta CEO 
^ue tenga con ' AC la .misma razón que EG con AG ■—^. EQ 
^ desde el punto O perno centro y y .con un radio igual OC, 
se trazare el circulo CPD , j^ se tiraren las dos lineas 
-AP ,. EP- desde Jos puntos. A. j^ B que se encuentren en un 
punió de su circunferencia ; éstas lineas serán la .una á la 
otra en Ja misma razón que AC y CBí r

Porque una vez que CO- AC:: BC: AC—BC y será 
( I. 188 ) CO: A0-:^C: AC y y tambien (L 186) 
CO: BC:: AO: AC*^ luego (L 188) CO: BO:: AO: 
COy ó BO: BO:: AO : PO. Por lo que, ya que son pro
porcionales los lados de los triángulos POB ,■ AOP al re
dedor del ángulo común 0 , serán estos triángulos seme
jantes. ( 1. 4,64 ) ,.y por consiguiente los demás lados se-
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ran también proporcionales, esto es, PO rz C0:\^0:t BP: Fig.
AP 5 iuego BC: AC:: BP: AP,

¿|.^8 Cuestión XVIII. Dados los segmentos ils /a èd-. 
se y la raison de ¡os lados y trazar el triangulo., ■

Sean AQ y QB los segmentos de la base, y áea toda 53. 
la base AB dividida en C en Ia razon dada de. los Iados5 
hágase CO: AC:: BC: AC—BC'^ con el radio'00 des
críbase el semicireulo CPD, y tírese la QP perpendicular 
á EO que encuentre la circunferencia en P; tírense las AP
Y BP'^ sera APB el triángulo que se pide.

Se funda en lo dicho ( 4^^ ).
4Z^' Cuestión XIX. Dada la ^ase , la perpendicular

y la razón de l'os lados ^ trazar el triángulo.
Divídase la base AB en el punto O en la razón dada 

de los lados, y trácese el semicírculo CPD como en la cues- 54-

tion última, en la línea OR perpendicular á AD tómese 
ONigual á la perpendicular dada, y por el punto TV tíre
se la ENP paralela á AD que encuentre la circunferen
cia del círculo en P y Pj tírense las PA j PB , y esta
rá resuelta la cuestión.

Es tambien patente por Io dicho ( ^^^ y
Es de advertir que esta cuestión tiene dos resolucio

nes, porque la paralela EN'P encuentra la circunferencia 
en dos puntos.

q.80 Cuestión XX. Dada la diferencia de los seg^ 
nentos de la l^ase , la perpendicular y la razón de los Íá- 
dos, construir el triángulo.

Hh 4
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I^ií* - "ó Se^t .¿iS.la.difePeneia de los segmentos de la base, sea 
54. lo demás como en la cuestión última^ hágasé jgF =::: QB^ 

y.tírese PF^ .s&rá AFP el triángulo que se pide.
481 Cuestión- .XXI. Dada^ Ja razan de /os .segment- 

tas- de^r/a Af/ífe ^i la '^.erpendlcular ,y^ Id^.ifíiZ0n¿'d& las ladoSf 
eanstruir-^1 íriángulat..í}:zf V .

Tírese á arbitrio la recta ABC^ tómense en ella las 
5 5. partes AE ^ EB- que tengan .unalóón 'otra la misma razón 

qpe los ladps.^ y das^ partes AF, FB-que tengan una Con 
otra la misma razón que los segmentos de la base, y tíre
se FQ perpendicular á AB^ é igual á la altura dada del 
triángulo5 hágase también EC'< AE: ' BE: AE — BE5 con 
el radio C£ descríbase el arco de círculo ERS^ y desde 
el.punto R donde corta la perpendicular FQ ^ tírense las 
RA y RBy y i^ QP y QF paralelas respectivamente a 
RA y RB'^ será. PQTel triángulo que se pide.

Forqué por lo dichp. poco ha (4^^) AR: BR:: 
AE: BE^ por consiguiente tendremos, por causa de las 
paralelas, QP: QT:: RA: RB :: AE: BE^ y por la mis
ma razón PF: TF:: AF: BF^

483 Cuestión XXIL .Dividir el ángulo dado ABC 
en dos partes CBF, ABF tales que sus senos tengan uno son 
otro una razón dada.

g 6. En las líneas BA y CB prolongadas, tómense las líneas 
BE y BD que tengan una con otra la misma razón que 
tiepe el seno del.Angulo CBFcon el seno del ángulo ABF^ 
tírese DE y su paralela BF^ y estará hecha la operación.
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Porq^de^Vi' óf r) BE: BD^t sch D (::=:eBE'Î't senEig. 
BED (= ^BF)/ ' Î ’ i

48 3 Cuestiori XXIIL D/wW/r un’dnguh dadb' en elos 
partes 5 tales' ^ae -Sas'-tangentes tengan una von otra una rasson 
dada. ' ir '' . . .1

Téíiiénsé éíí^¿ '^È‘'^ dos Hnéas AD ^ BD que ten- 57Í 
gan una con ofía U razón dada, y -áobre toda la línea 
^5 tíadesé un arcbC de círculo 5C-^ capaz dél ángulo 
dado 5 tíídse^JDC” perpáidiculár-'á' AB que' encueritre la cif-^ 
cunferencm en^ y^tirénscíz^C^ BÚ^ serán jíCD y BÜD 
los dos ángulos que se' piden.' ;

- La mismas construcción prueba la operación.
'‘ 484' Cuestión XXEV.‘ DividiK un- 'ángulo dádo ABC 

eéi dds partes^ Mês'^ ^é'^sds^-seâdnies ''^^éngan-^una eôù otri 
tina rasión' dada.' ‘ * q • ’

Tómensé las dos- líneas BE y BT que tengan entre sí 58. 
Ia misma razón’ que las- 'secantes^ 'tírese la TE y la BF 
perpendicular á ’íEry y ‘estará hecha la operación. '

La misma construcción la demuestra,
4^5 Cuestión XXV. Desde un punto dado 0\ tirar ^g, 

una linea Vetta OF pue- encuenite'dos ■Ijneas-'AÓ^ ÁB dadas 
de posieion^ de tal modo que sus partes OE , OF intercep
tadas entre él punto y dicbas línea's.^ sedn lá'uriad''¡éd' otra ‘ 
en razón 'dada.

Desde O '^cia ^^ donde concurren las líneas B^ y C^ 
tírese O^D en' la qual se tornarán'' Ias fíártea ^b \:^0'in la 
razon'de FE: EO , y sé tirará DF páráíelá'^'á í/C que ¿n-
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^^S' çuenti€-îiB-en\F^sq^çarà KO, y esta^á hecho loque se pide.
Es evidente por lo dicho (L 45 i )..r

, 486, ■ Cuestión, ,X2íVL; IJivMy un arco dado : CD en 
do/ parre/ 9. t^^s,s^.;3Vp,^r.ç^^.f'^,(À^ ‘ê^ ta/:.-,seno/ -/sa de una^
magnitud dada, . ‘

6o' , Xirescli? al radip; 0^ la perpendicular 11^,; en là quai 
prolongándola si' fuere menester , se tomará FG = ' 0?,- 
y sobre ella se construirá, el re,ctángnlo FIF/Q igual al 
rectángulo: dadp,^ y supoqien49 que HÍ corta la circunA- 
gerencia en .^j tírese 0^ que parta por el medio la DE^ 
serán CE y EB los dos arcos que se piden.

Pará probarlo, tiraremos las CM Y ENE perpendi™ 
euj^ea ^^ radip.OS^j y¿W. 2y7y7y Æ£^,perpçojiicu|ares a 
EF, La qpqs^ppcípn.mapifipst^, qqp.los- txiá,ngulos QCMj 
DNN son semejantes, por ser NN paralela á CO, y 2VE. 
paralela sl CM, Pon consiguiente, 00/, C^\-l EN '- N^ 
-z: ~,EE'i luego CMix D^^OC-x -^ EE-:^ — OC % 
EE =r ^F^ffj.^ — a^ii rectángulo dado por la construc
ción. '

4,8jt. Cuestión XXVIL Ead4 ia raxon de h/ /eno/^ 
jr ¿a raf:0n dç/as, tangentes, de, dos-ángulo/ y detertninar ¿os

61, Supongamos que jíÍE y EE esten en razón de los 
senos, y ^D, EE en razón de las tangentes; desde el 
punto, D-como centro^, y con-el radio,PE’ trácese el semi- 
qírcqlo. ^7¿Á;5^y; sobre AF' trácese otro semicírculo que 
cqrxe,el, primero qn ^jÿ, por cuyo punto tirese. AB , y
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DE ^¿GEBR^Í. ^^.j

tírese la HD ; làs ángulos DHR , d:aR serán los que se Fig. 
piden. - -

Para prOb^Ho , tir^aréhiós la línea FÑ, y h DQÁfri- 
-has perpendiculares' à- ^^; Esto sdpnestb ' el'áñguíó :^hf 
será recto (L 37'6), las líneas FH y VQ áéran parale- 
laS ’(L 338 )^ y por consiguiente -eáB : ED:; ^Qt fíQ. . 
tang VHQz tang ^^Ú- Asiitiismo y DÂt DE == Dtí ::

488 CuestwiSiVill. Desde an punta A de ta eir- 62, 

cunfereneta- de un -eMta da^u ^ tirar ias^ dos^ aaerdds AIT 
AB j ’que esten and '¡eèii'-otrà ^ed'^la razon de m r h ;-lí aû^ 
suètenda» dos aréth^-AB y ABT) ^àe tingan el nnb con él 
otro ta razón de I t

Tirese el diámetró ^H^ y también la cuerda ^Q 
que tenga-coit èste diámetro lâ‘ ràzon de n~m: 3æj 
desde elcent^ 0 tirese GB pàraid# à ^Q, que eheuen^ 

tra la circunferencia en B-, tirese ^îB, y tirense las cuer
das BCy CD cada una Igual 'á ^B , tirase AD, y estará 
hechas là operáción?

Para demosttarlá, tírese li' HQ,, y las' BE y CFambáS 
perpenafeulareS á AD. Éíángülo deí centro AQB =t Q^H 
(P 330} ^ descansa sobre el arco aB és igual (1.3^3) 
al ángulo^AD de la circuníbrénciá',- finés descánsá' dicho 
ángulo BAD sobre’ un arco duplo dél primero. Por cod-' 
siguiente una vez qué el ángulo AQH es igual al ángulo 
recto AEB, ios triángulos AQH, AEB, serán equiángu
los, y tendremos AB-.AE:-. AH: jét^'^ péro ¿ft virtud dé
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^9? E-LÆ MyE^^TOS-

Fig. la construcción Atí: AQ: : aw.: n— m ^ Ívicg(> AS : AEi: 
2m: n—’w 5 ó AS: zAE:: ^tn : 2n— sw 5 luego-^íS^: 
AS H- 2 A^A- 2^: an j ^r »*,^^ro copio SC
= CE! 5 sqU.^EF^ SC ^yAS^ DE^AE^ y.:^Afi

63-

2AE •+- AS. Luego AS: AI>: : tn: n, , .
^8 çj (^ Cuestión. XXIX Jp^ar U^ ^-^^^s^iís^ jf /á 'ar^4 

de, iHi^trian^uJp reeíy¿íneo^reet^4}^uh^-fra^ai^^í f rUf^gu/^^ ..;c ;3
Sobre la hypotenusa dada AS, copio-diámetro , tracer 

se el. semicírculo,^ACS , y.sobre: 05¿;igp^l, á la mitad de 
AS y f^rmese,©! r^eotángulo Op., igual i-Ja^j area dada; del 
triángula,.45 W'^^-íj^ ^e- su ladp L),-^,porte laiOircuqfe^i^n- 
cia en C^ tiran^^P,^^^ Ap. j l^^G estará .heçha.Ia oper^ciop.

Por tener el triángulo ABC por base todo -el diámer 
^0 AS >,será igual ai rectángulo 00 ^que '.tiene la.^^isma 
altura, y^por J)a?e la mjí^4;4^ --45ní Ss 49-4 b.oP?:’:’^; .^^^!!^ 
rectángulo ps igual por la constriiGcioncárlacarea dad^tj 
luego &c.
' 490,. jCue£it|on.jXXX.^ Tfaxar .J^i tnéf^g^h ree^iS^neei 
reetángAo euya area sea igual á un qiiadr,^^4<l'i^^dQ roridi 
sui,na d^ sus l^d^s. igual á u7i^\ ^9^^: • ^q

6 4* Trácese sobrç. AS un semidreufo ÿ hágase ACI) ■ igual 
á .la ,mitad de;un ángulo¡repto^^.y CP,igual al duplo de; 
PÚ ¡qup ^es, el dadp 461.43^4(^14^ ?' d^esej .5^jjta^al€h 
la á 4^,^ que eocuentre àajiçirpqîiferenpia;..eir.;jÇ% y EE^ 
perpendicular á AB^^ que corte AS en E y. en qual 
proIjOngadatómese EG. == ^E , j. úiQ&e AG *^ scrá^AEG el 
tiji^guip q.V9.,-?^ : : íiK -SV aom&i^-n-Ji v
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iï j^^ '^r<5 E s Sí A. 4^9:3

Es ;èvîdènte.:qi]eïyiF Ea= ^éS, y:también que Fig. 
la area ^EG x FG =: ~ j4F x FE =z ^ ÇFFy
= ^ (PH/ >X-Æ <Gn)> =i.(^>-

Interpola remos aquí ¡úk «iguiente.-prdposícion’ii que se ■ 
nos hace indispensable para-ípasarradelante.i : •

491 La área'decuti triángulo fëct'iUneo.rèèrângàh ABC, 6 ^, 
es iguaí al r^cíán-gald fi&rmàdo eon la. '-niiitad. de su perlnjetrâ^ 
y el.exeeso-.'qus^ dieted idle^âyjnitad'y'd^ 'ta ^j^p-ûtenusa 4/ -'¿il 
lado fnas largd^i(] o? .j;, ¿'h\ju1 le y’ ’ v» ' ' uJu

Inscribase en dieho tnàngnio ercirculiTÊ^G, ÿdesde 
el centro D tkeiise à los ángulos y à los puntos de contacto 
ias lineas n^, J)®,;BC,-X)^, B^y fDe*. Es'patente que 
larsumade los très triángulos;^Æ>jS, jB7)CÎ, 'yiDCes igual à 
todo el .triángulo ^C : y romo el triángulo '^DL^ es igual 
al rectángulo ¿-^^ .x íX>Gi;iy;.así prosiguiendo^ la- suma 
de los rectángulos -^ AS x DG-i- -^>•03 x DF 
x X>Æ^<e®'-igùàhà''.Èodo el triángulo;. ASC^ pero la suma 
de estos rectángulos es igual al rectángulo- hecho de la 
mitad del perímetro .^S ËC‘^ ^C y del semidiáme
tro il'G^.ëiiÿ-o- jùltiimo tTectángu^' .es ¿por ¿consiguiente • 
igual ai. triángulo,'dado. Perados ángulos: .^.^y.-.g •siendo 
rectos (I.;346)7 y el lado ■ ¿^X)r?comnn4 y.X)® z- DG^ 
será tambien AE = AG (L 5 1Z )• Bei mismo modo 
CE 1= CF^, por ¿qoosiguientU-.-'i^C =-AE '^>CE 'será igual 
á ^G -^iCF^vluego'lú hypotqnusa es:menor qué' la suma 
de los dos lados ', de la cantidad SG -1- SF , ó del duplo 
del radio inscripto, y por consiguiente menor que la mitad
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.Fig. jdid peiiimeEw ¿c,®cLo id: QÜio-^0 'dKiaJínea; JdlS-; juego &c. 
rzC^íStierPvXXXt.; .pçrriîîefrü’ÿ í-a area

de un íriángulo rect¿hrg^\]tTa¿ár:‘£r/ri^^^ú^\y^{\} —
66.32 c.afírfiefol»q<í8bigitóa|il»eDÍtoétTOdadi9í>5>.:^ai:taseíá por 

el medio en C;^iípísdJH-eióiíK?ífáwiii^se:er -^J^E 
Ígüstl á la 'area-dada'^^i-toege ^CF^ :::z; -Cí).^- 5^ dV:sde JP dre- 
>e acia. í? la Unóaii'nd^Ha Z^^/.v/d^ lá-.q^z-se tirará, des-r 
de 'E 4ax^n¡ea-^\Z Æ à^/'.^itUeseUv^ da^.Uíáu’Ja^perpendi'^, 
cular y será Bl/^d triángulo que se pide¿ d '

* 5 ■Gonro'\C?Z>-to^Cfí æn" virtual deHæ: oonstruccion será 
dE-^^^ 'yiipftf ecbèsîgaiên^JÆfd+fe Z5i'H- SAl crz- Z^Æ 

caE(l:ÎS.^Iip^<deçé>ti&.5..Coniq ictiescesb. que 
lléva dà iïiîbffMçî>^8tmélibk^é?*à£d^-h^QtîeftBsd ^Z^rr-^jr 
'es--igual^àqC5’ irr^Dy ilesukav'por, iordichb' ^!; ^^ fc^que 
la area det tcián^ulo; será^ñgjíaá^á xZéW^Uguál^^ída area 
’dada" por etxnst>FU<?VtPí^ -h;;-<V x ai. y aohignhiooi eoi ob 

493 ■rCpe3rlon*>XXKHHiCtoJÍfrw¿ry0ít/íi;í^/aff^«¿Di/A;Íia«»^ 
^guh tal 'qas‘ susHoíésri'SJlás bn progrefJah‘. ar¿írnét¿ca(ji;y: sea 
-igudía un‘cuadrado'i

6^, -SobroJa fea a^^ffrcdol^gada y,iÉágas«>:BZ^z=;f^ fÿ 
descríbáse-zscár&íiMS'ntí¿aémrdtícuMuj^iíÍ^^ que tcortá BÚ 
prolongáda’ en ^^-tógaséiA^ nh:4|^ '^íresé'la fiQ^ yésta^ 
rá hecha la operífdion. q —

. -..UnawgiOq»®-ítor^íaQaQntóiíntós^ ?o55ílb4:í "Sy 
será (flú)’': (®®)- = '^ 6-'>9’Íoyí*J^*'íf*“(W>-"’é^'^‘“ 
16 ^!ç ¡0 :3 5.;' 9t ésto lBá)i(rl7S i'>r)b(Eg')í’:-'(fB£)’'!: 
35: ÿJtuego RQ: BE-.it- 3 5 W oonsiguiénte los
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ladoi’ B44<SSx^ iSjÿfoï^àaûiït atnísmápí^p'rbg'mío^^áris-- Fíg^ 
nuética que los inúmertó S^-^/'é/¥:> por 
s^lES^K.^^&^^^^^^^SF^^ Y ,eF' ■..■ft

424-. -Cuçstidn 'XX33H.ohfí^:í¿'/qí?ífQ»/ip -tAiíZ&'i -dHKí^ 58, 
irákiir^reí--Sirenios'í^a-í^slE, -Fl,; G-qué-'-^é t^áen et <U9o al 
erro yy toquen la eireun/ere^iiia del’c/reuío dado,'

Desde el centrofC tírense las rectas , Víí^ 
qae:d4vida'ii-laíiíeíróú^etencia/en tres partesaguales-'eh los -<•> 
puncos AT-jC/ç '.Áí^VtídeS^ Vía :JK;,"y : tómese^en- la -OT- prod 
longadá Æ/;'z±:'4^7^f’' ti.rese TL , y . su -paralela - J^E qúe 
encuentre CI 'en'T^q-Mg^Qse H^ y-ÁGfeada una tguál-^ 
lE^-j. desde-’lo#lj«mt©»aFii É^y^'-G efácensepórlos' puntó» 
ly.^ Ÿ ^dbs'XíriCifloabFÍPX -qufe ^erdn- los
que..se piden.oujq ¿Ox loq -zoL.;^^!: , V.

Antes de demostrarfo- hemos de tirar Ias' rcetas■ 7^.5'y 
FGKy. SGíi-Rof>sir igü^lfe’s'iénfvirtude'de.ía ^'ébnstrüécion 
fíE j IF y EG , serán también- igualesíaáíiTZÍ,¿F^yíCGy 
y':7f© serálpar^lela áíí^i(JL'45 45ri, y por ^eonsígüienté tien
do EF paralela á /Z^ipordá^ construGeron, los tnángülós' 
lE/^ í^dF®i^''-’seráó.^equiángi3Fjs ^ ÍdergÓ siendoiZÁ' =á -^^E, 
será (L 4\5í^hy’V^'^é^^''^''®®'^'^^ ^áí’/’^ -Uuego es evi* 
dente-'que éadaíímís dfeí l<ítf'40rculos'-2r^y.'<? toca'áb-otroí .“X 
ni A^^asjdeeesto^los-Jángulos EOF-,' ECG y ÊCG^^' ead 

1110 táaíbienfbusdadós^'GF, CF'Y' EIG so ni guales^ i serán 
tamfeion; bgiBalesi-dlasVMneas EF^^^- FG Ÿ^-EG"^( J. qoy) 7' 
pfer consíguience EF ó EG‘ =' i-Ft. ó ■ ^.G/f^^ iJuego^es evi
dente que los círculcji E , iFy G■ también se tocan-el una
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49^

Figi aUwQàr:®^OiJb9dc»rre^tos .¿ireaiQÇfrïciçaîi '^IfCfroilkn dad^J 
porqqe-tod'os pasan^ pór.íos, ^.uotos H-^ Z, Æ de «Ælrcunt- 
ferenda, y tie:ríen>us:céá:&o%ea,líneás refctás-^uesVattde.s-t 

p^ (fele.lqent^OvjC4dQá-.pUPtQSde.tW#c£o.ííl4u€gó?>&C4 p/u
' ’419 5: . G5iestipnv.s.XS^V-(K/í íí/íí-^/zí^p -y!/'tí!í/i?i/GEíl€í 
trazar cíneo círe^uhs tgual^^s'.K. ^/L^MjíNx-j/ <0,, ta/es--^uese 
T<y^ueíí'uAos^¿íOtroSí^:^j-^que'íí abdr,c&/^}áaíliíií-:j. •;: ’

69. ;-;iI f©Í¥í4á#«ií«dft.Ja dítuaferénda^iSíí/Zení Cíned apartes 
igua-Ieí en 40SriPWos.E j\f4^.y y¿/-iíjyjUrqiíge^te líneas 
CE-j QF^ CG,^ CH y'.CI: tífesesJa' ^GfF,\y-^^ l^'.Cíí prc^. 
lyngaia .tó.#im. ¡J'B-^[: .tílese iPG,.-y an -paralela 
^4Í¥ítoeieiwíwej>tfejíQ(?ien-^ Ji^awmafiaiUnadedas Tf^,'. 
i<^,nZ^y ^^pgüak;á^í^(í '4. y%le-$de_ '1.9S',.centrLOS. j^ y.^ÿ 
M ^ ^y 0 descríbanse círculos por los puntos-KçF. G^< 

Zvy.e^tara hecha,Ia operaciohur * 
rubSpidews&faeioni-eSiifttiy facHiparâ elaqttii-imviwe.pi:e-, 
M0tjeJâ\ïfc,JaT»Wlîïat4p«tAdoibr---.::, niriea , /
-i .-PoiaTiismo moda se podrianHra2aÉ siieisi,: oçho d dièz 
OÎrUplos .Candás tnisnias circunstàncias./. •, • . ■ 
;\'49 éir'^fine^^Qh: XXXV. Tírar '^una Jhka-:-.rel^'iíJ'P(^

dos sç;.çf/los-^^'^ 0 Ua^M :^eitiîa^ntfud,';^\pasi^?ri^^ ,1 ) ¿138 
^0. S^breíJairectaAC-Py queiyá-desdá eJ^ceutrojdel ud’CÚtcuií 

Iú4ado''alcentro del otros trácese ebseinicícculoíCW.5 en 
otíQnal isednscdbinaidar^erda rD'ig>uará da difer^eheia den 
los [¡'«dk^lQFiy^O^ 5 y desde 'el punid Sy^aoBjfe;^/? pediWí 
gadá ê^œentiéa Ja^ periferia 5£-,- tíiSsé PS^ perpêndtolartÀ^ 

, tocará da ambos círculos., ’
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DEAZGEBR^. 4g^

_ ■ Para-deaiostrafloy tiraremos Ja. linça 750; y lalíneaOx^Fíg. 
perperdicui^r ¡á. EQ, Con esip , el angulo. CEO será recto, 
porque coge un semicírculo; por consiguiente ya que los 
ángulos B Y A son ambos rsctos^por.construcción, el/ángu- 
,1,0., .40í>t;Se:r4-:t<ambÍ€n recto, y la figura:7)0.77? un rec- - 
,tángulo ; por-consiguiente ^0 :=:'Bp ?=■ BC — CD z=: CE 

■— CD =. OE por construcción. Ya que CB y 0^^ son 
respectivamente .iguales á CE y OE ^ y ambos ángulos ^ 
y B rectos, es evidepte que la línea PQ toca arribos círculos.

Si se.^quisiera firar una /(nea rect^a ab gue focase ambos 
c/rcuhs , y que pasase por entre sus centros C j? 0, enton- ^o. 
ces en Ipgar .de tornar CD igual á la diferencia de los ra
dios CE) 0E^ SQ tornaría Cd igual á su suma, y lo demás 
de la operación se egecutaria como en el .primer caso.

492^ Cuestión XXXVL Tirar una Unea recta AD ^i. 
por dos círculos. GAEF ,^ HCSR dados de magnitud y posi-- 
don , de manera que corte en ellos dos segmentos AKBM, 
CTDN respectivamente iguales á dos segmentos dados EQFA^ 
SPRB'.

Por los centros G y H tírense á las subtensas EF^ SE 
las perpendiculares GQ y HP , y desde los mismos cen
tros, trácense á las distancias GQ, HP dos círculos GQE, 
HPT: tírese despues la recta ^D que toque ambos círcu
los, conforme enseñamos ( 496 ), y estará hecho lo 
que se pide.

Porque estando las líneas FE , AB á la misma dis
tancia del centro C, los segmentos que cortaren han de ser

Tom,íl, li
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Fig. iguales ; ló misino 'diïëinas'de tes s&gróHtoS SPRS ^ CTD^^, 
4^8 Cuéstion •XXX»VIIi-- T^^tkaí^‘una'^dreunfereVHa 

de e/ráuló que' pase por un punto' dado P-^ y toque dos lí
neas AC dadas' de posiieión,^ ' ■ . V , ? ' . r

73. Tírese lá línéá ^P, y divídase póf el medio'el ángu
lo S^a con la línea 'rebla ^^ ,- y de'^dé’^íín'-píÉintó-'qtíáT- 
quiera Q de dicha línea ,• tífese QT perpendicular a. ‘^C: 
desde el punto Q tir^Qsé'^á^ÁP' la líAfea^íQyíÜr-’gT’ í-ííFeSé 
PO paralela á QS-^ que enénéntte ^^ en el punté Ob- des
de el punto 0"como centro^' y coU-'cT radio OF-ée-í^raza- 
rá el círculo PÆF 5 y este'Será fei\qtie-'se busca. ■ '

Bi tiramós OH perpendicular á- H0 ^--y ' O^V-perpen- 
dicular á ^S ^ por- causa de las -paráleláS tendreiñoS 'QSi. 
OP : : ^Q-: ’^Ó ■: : QP '^ OH ^ luegobpór sëti'gr îg’ua'l fe 
QS 5 sérÁ 0H±!2 0P’j y por consiguiente la circunferen
cia PÆF pasatá por el punto H^ y como ■ también ’:;íZZ0 
es nn bin guió recto, HC tocará el drcúlo'cndichO' punto; 
tuera de esto y los triángulos Mtí y ^aH' son equiángu- 
I0S5 y tienen un lado común, será pues 0H=0H^ y el 
círculo íocará tambiéb la línea ^B in el puntó H,- * •

499 ' ' Cuestión XXXVnL' Trazar ima: eire^nfereneía 
de elreulo'por 'dá^ puni-os dados D ,' G’’í¿fe- foque 'una Unea 
reeta ÁB dadá de fOslfíoh.'

y3. Tírese'GP5 y pái^tasela por el medio con la perpen
dicular FC que encuentre HB en C: tírese CD^ y hága
se FP perpendicular á. ^‘3 5' y desde el punto F tírese á 
CD prolongada la FS = FP : tírese DH paralela á FS^
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DE z^ZGESR^. 499
.y desde H, .punta-^e intersección de Ias líneas CF y Dff, Fig. 
trácese con .e| radio 7)^. el.círculo PÛÎ^j -7 ^^rá el que 
se busca. , . , » >

- Si Uramp& Ja í^G y la í/F paralela, àrFP., que encuen
tre ^S en F^^ tendremos por;razon de las líneas paralelas 
FÓ’: fípt : CF\ CiF’ ‘̂. FP ; pT^ -y por ser iguales los an-- 
tecedentes-^5¡y,^^ , 5e/íUT tamyemigpajes dos,consecuen
tes /77) y =7/^5 ,y ppr^pppsiguiente; ya quç, Jl^Ti^s perpendi 
dieular 4 -^P.^ 1^,circunferencia del'círculos toca á ^E en T, 
y también pasará por. el pu^tp G ,>porqi!ie.los dos triángulos 
^.^^2 PP/f tæPÇnpUn's'ânguUlî Jiguai á-qn qpgajoí é.^igua** 
les Ip^fiados,que le form^ , y-iaerán ípor cónsiguiente,iguales. 
'Jr SUC 1 j Cuestión XXXIX. Dada la lima AB ^ y las 11- ^^ 

neas AD y BG perpendiculares d A^ j /’apar en da iínea^ÁB 
^1 í^c^ue tizando las- dos líneas ^?T^,,.,GT j el dn-
gula'^'^fi^.^^a^efi^^^P ^ '^.^^ ^^ fna^-or gu^ sea poslép, 
jj j. -^Trácese-,, conforme hemos enseñado.en la última cues
tión, el círculo GjO-iQ , de manera que pase, por los puntos 
7) y^pj y toque la línea ^3^: el punto: de contacto T 
será tel ‘que.se busca.
. .Jírense las GT y DTj y desde otro punto qualquie- 
ra A de. la linear ^B , tírense RG y P^D : desde el pun- 
^^- Q donde -G^i corta el círculo, tírese QD: esto supues- 
t^a, eL.qngqlo.Gá^TJ.que es estenio respecto del triángulo 
P^QP, ^qrá mayor que GRD : luego ya que GTD está en 
el mismo segmento que GQp , será también mayor qn©

2
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Fig. 501 Cuestión XL. Trazar un e/reulo que íoqüe dos 
¡íneas rectas AB ^ AC dádas de- posición 5 y otro eircuio O 
dado de magnitud, y posición.

^5. Tírese la línea AK que divida en dos partes iguales 
el ángulo CAS que forman las dos líneas dadas j y desde 
un punto qualquiera P de esta línea tírese PQ perpendicu
lar á AS, prolongándola acia 71, de manera que QR sea 
igual al radió del drbuló dadÓ5 jíbr el punto R tírese pa^ 
ralelamente á AS la línea fíM que encuentre en H1 a EA 
prolongada : tírese HO^'á la ^ual se tirará desde P la P^ 
= PR y y tírese OE paralela á P^ , que encuentre AE ch 
E^ y corte en R* la circunferencia-' del círculo dado: 'fi
nalmente desde E se trazará con el radio ES! el círculo 
ER* EN, y será él que se pide.

Si tirainos ÉG perperdictilar á /ZM, que corte AS en 
F, tendremos por razón de las líneas patalelás , PR: EG:i 
HP: HE:: PH : EO •, luego siendo PR=‘PH, ’serán 
tambien iguales EG y EO. Si de estas líneas restamos las 
cantidades iguales FG y OR* y los residuos’ FF y ÉR* se
rán iguales5 por consiguiente la circunferencia Î^ENpz- 
sará por F: tocará tambien AS en dicho punto, por ser 
EF, en virtud de la construcción , perpendicular s AS: 
tambien toca AC, porque AE parte por él medio el ángu
lo BÁC: finalmente, toca-el círculo 0 ,J-pbfljtie la línea 
OE va. desde el centro0 ál centroF, y pasará por consi
guiente por el punto R coniun a ambaá circunferencias,

503 Cuestión XLI. Habiendo tirado tres Sneas-'des-
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tie hs- ángulos' de un triangulo, ^erpeudjoulutmeute a lot la- Fig. 
¡dos opuestos, ifguales- a très ¿fuéasAdadas,^, ÍL\-Mi-tranor 
fhtiidTlgUloj /

. Tirerez la recta. indeS^ita RS jíjyjíjómes.ej-en ella-^5 76. 
cz: A'’: búsguese una'guarta pr9p,í)rcio,na4íá las líneas Æ/ ^ Xj 
Æ, cOn larguai compi radio , y, des^Æ. çl -pMaio..-^ tf^cese 
«n arco _;Atàoi' y .deadeeiS^ ^Ço^jun,rudio j:^;A.^ trácese 
ptrojareó qtîç^îcofte.el ■pritoefQ .çîi .Cf tífen^fx/C y BC, y 
tiresele a la A5 la perpe'AdiCular'gC^ ep-.la-igual prolonga- 
,da;'tômeÀe ,QP. — L, y tir,esc. PR paralela .à RS, ^.up en- 
CUentrc -i^Ç-prolongada en- F : tirese FCpaialela.a ÇT?^ .se- 
ià,/^FCeItriángulo ,que se pide. ;

Para.td.emostra'rlo, brarémos FF , GgÎ y ^K respec- 
tiVamente, perpendiculares à los ares JadpSi^dek tóangulo. : 
rfiech.o: estai, Jos triángulos, -s/FC ,j.l4QF-^ ^FF í-^GQ'-^ 
GRRi,,^Gp¡¡&óí^ equiángulos: pOrcoásErueqion ppor consi-r 
guiente -Ggk- FFpr^G-: ;^Fc’; ;:^F£=3<;
: : ÆT:.4 5 luego por ser ¿guales por çonstmecipn dos.cpn-r 

's,eeuent€s¡ FF .yoT/J' ^rán ta^gbien iguales los-antecedentes 
:^Sny /M :Fneíía de est.O , FCq-'-F^í: ^Ps^ R : ;. RGi 
>^G : ; FF:;:=F .:; -íí4T,dy por eppaígu ente-F ~ ^F^,

503 Cuestión ííLIL Dada en- una Unea reofa la 
^osjoion de 't^s\^puntos' yèàUar'-.uu 'quartum punto , tal que las 
d.^f^é^t^SUéiSe. Ip-ztireu desde los tres primeros formen ángu
los ¿guales á ángulos,-d'ados, cada .uno al suyo^

■ Sean X> F., C,los tres puntos dados : háganse los >77. 
ángulos-^ÇF y G^ídR respectivamente, iguales á los ángu-

Tom, IL li 3
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Fig. los dados que, según suponemos, han de formar las líneas 
tiradas desde los puntos B,^ ^ B,C:¡ prolónguenSe las ^E 
y CE hasta que se encuentren en f : por A^C y^ E trácese

■ la circanferencía dé-cífoulo ^ECD, y por E‘ y B tírese la 
EBD que la encue-ntre en D , será D el punto que se busca 

Si tiramos las líneas. ^D y.-Cnq. tendr6mos.el ángulo 
ED:4 íguálrá- ‘̂ GE, púas descansan estos dos ángulos so
bre-un ipismo-ardó ,. y' están en la circuaferencia ( L 373 ) 
por la raisma" razón EDC ::~Gy¡E '..bíégo Sic.

504 Guéstlón KLIIL -Darfór ttes 'puntos A,B,C como 
sc-quisiere,■^airai’-un quarts puntoi< á^tmanera que las Emits 
que á él se tiraren desde los- tres primeros^, formen anas con 
ofras dhguhs iguale'i á ángulos dados, cada-uno-al sayo.

^S. Desde uno de les puntos dados tírense á los'otros li
neas rectas, y sobre la- línea ^B trácese 'un ■segmento'tde 
círculo capaz de un ángulo, igual al que diefiá línea sub
tende ; -complétese el círculo, prolónguese'ffy#^y hágase 
el ángulo D^Q igual al ángulo que BC subtende , y u- 
rese ^Q que encuentre en Q la círcunferehciá r tírese fíC 
que encuentre la misma circunferencia en P : tírense las 
líneas ^P y BP -¡ y estará hecha la operactotk '

El ángulo ^PB es igual por construcción al ángulo 
que ^S subtende ; como los ángulos. QAB y QPB abrazan 
un mismo segmento, serán iguales : lo serán también sus 
suplementos DrlQ y BBC :-luego &c.

50s Cuéstion XLIV. Pifar una^Erea recta EG por 
el círculo ÁE.FD dado de -magnipad f fosiejon , de -manera
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■^‘ùé-tà^^^ièn '^nvuentre una' hnea reefa QC dada de posieion^ Fig, 
ie^n da ^ùa/'forme un ángulo dado , de' modo que sus partes 
EF5 FG interceptadas por el circulo , y dicha linea , tengan 
•una-^on-'otra la misma razón que las dos lineas áb y be.

En el puntó B de la recta j^Ghágase el ángulo QB^ '^g, 
íguaF^al áriguío dado^ y tírese por el centro 0 perpendi- 
eularmente á ^B la Pjg que encuentre B^ en R ^ y CG 
"€ti'-^ í'pártáse ah por eí medio en í/, y tómese en la RB 
lá línea RP:=zhd^ y PQ'^hc^ y tírense PM y q’N'pa- 
^álelíó a- DQ : ‘desde eí puntó N donde Q^Pd corta QC, tí- 
rese-7V'Zi paraíela á B^, que encuentre PM en M : por 
áós -pMnt’oB?‘'Q ’y'’M fírese gMF'qUe encuentre la circun- 
iferenC-iæ'^deVterculô ën^F'/y tírese por F la EFG para
lela a B'^ y estará hecho, lo' que se pide.

Pór’sW pafálelás las líneas GE, BÂ y PPL, los ángu- 
Íosf QGÉ ,'QB>í &c.’ serán iguales^, y también tendremos 
S’IP- z-Fí^i-s ^M:' MN'^ pero LM es por construcción 
‘¿z RP ^ hd\- y- MPl ±:2^P-^ — Fe- *, por ebnsiguiente' 5F: 
FG : : dh : he'•, luego EF= 2SF'. FGf : ah :^ 2hdt he. 
(^ ^QÓ^ Cuestión XLíV. 'inscrihif udd”linea' recta AD 
'éíitl^é'''-da‘s 'c^cóhfere'T^ dOs circulas (J y O dados de 
hrdgttltïid-;^' 'p'dsrtiô'n-^' de m'a^era que forme con la- linea rec-^ 
ta co tirada desde el centro del uri circulo al centro del otro 
fni'^nguio'daddi' ■ ; : -•
ií^'J‘áílá^asé''0CZ igual- al ángulo dado, y CB igual á la 80. 
fiS^- dádá desdé él ‘punto B corno centró y con un radio- 
i^^l "51 ^dërblrôuio' T'ÿ trácese el arco TVPM que corte el

H 4
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Fig. círculo- O' en -P.: tirase,-^/?,. y suyparaleíaÜ^ que-.eHçueu- 
tre la circunferencia./en,^rtírese 3. y estará hecha
la Operación.

Por ¡.set. ÇA y P^-^uaI^Si y paralelas por cQastruG* 
■ cion, lo se ran. también. AD ^.ÇS. { I. ^.a^ ¿

81. 50^ Cuestión iXI^Yd. iï?;>'«^ rea,àiigAo eiiAà -ABîCÏ?
cortar ^aipçrçiçn/fiBffJ^G’̂i^-yvCi/yo ^ en’tûciaç},p,(i^->- 
tet- uno-tfiis^ino.^ .^: û<uy(i\/i^^a ¿/¿a ca^a/nient& Aa .mjí^íi id^¿;rso^ 
tangu/p,'.

Toî^iese en.'la línea, la0-^^signal'.áj EC ^z-ADj
y en la^liaea DA prolongada^haga^ AP rn^ia.proporcional 
entre.^^yiy r^j^’Bÿ'46)^iê^tte''qne;;(,2^,P^^sea;igual a t^a^ea 
dadayí(?^^.¿pe£dft;eJ l^ntp J\M-qsG al jpedipi-de A/ii h 
línea PO : hágase 0Ez^_ 0Pt'¡} y ::^tE^ i çonciùyà§e 
el rectángulo\EAGf]^,y -.estaià.reçueltg [la ci^ie^tion..

¡ Shdesde.el.Geat^ ft ?Q,.t|a2a;,ph s.Ginjcit^çi^p ^^E^^iS^ 
evideníe.- que AQ rr ^^H z:r: EH\f^ ^.^..^ AD,y^-, Df^ 

.i^iG^i-yr por consiguiente-q^e AE ‘^^A^' f^ ;vY^ 
^(Apy (.I.4r4;)-/^ A

82. 508 Cuestión XLyiL pad^sApre^-.^^pim/A^ Aj-P^ C,
haPar o¿>ro p^m^o P ^. /pi -^ue /¿^^ ¿^isf^ ‘^¿T-^z^'f^di A^^^^.- K^ 4 i9.^ 
otros_ trps^^i-t^'n^^-sp^.^ps-i^.^lvaf^t^^^^ U^, níí.^^íijr,az(^\ ^isi^-A^^ 
tres l/neas dad^P a, b, C. i''/.\s 0’1 a^

Despues de tiradas líneas desde cada upo, de Ip^ pyq^ 
, tos dados á tos^denoi^.? íómese- enj la|ti/T^tla partç.=<||^iguaI 

á,la línea a yy.Al r^íí^bágansejajnbi^n loa^ngulq^ -^=^4^ 
y AIE igualcs cada unp;á;4C^.:; ^esde^Jps .ppmtQs -¥ y; 9
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cGomg ;çegtr©s, y con los radios' ^, y..AK respectivamente^ Fig. 
trácense dos arcos que se corten en /7, desde cuyo punto 
tírense Ias. líneas HF y ZJA '. ■ úrese BP haciendo el án- 

;gi|lQ';4^!p- igual al ángulo AHE^ y eincontrará .^^pror 
. long ada en el punto P: qne es el qpe;tsebusea* '

. ; ■ Tííensé lás líneas BP, CPy GHA Coi^o Jos triángur 
los ^BP '^ AHF son equiángulos^ por construcción , ten- 

Adremos AP ’; BPt '. A.F—^^-'EHzzzF'^ .y también ^^B : AP 
. ^‘ ^A’.H t.’AF 5 y A^ AG ^^ ser:también
•eí^iwigulos Jos, triángulos ABCy AGEi de-, donde qs evi- 
dente? por -ser unos mismos los estremos de la^ dos últimas 

-prí^pg^xímnes.-que AP:. AiG<>< AG-.y 9 , AC.: AP-: •:
AJi^AGí pot^consigüient-e- seifán: equiángulos los triángu- 
lds:4Cf ¿.4^Gl(Jk464;).»-.y. tendeemos AP-\ GP • t-AG: 
G/i=AF:: ^F^a: AIz:=e, \ ■

'$09 Question.XI¿VIIL Trazar un triánguh AEÇ se^ 83. 
fnej^uíe á^otro' triánguid 4(^^o ,KKÍ^ 5 ^^Z ,que Zas tres ZZmas 
AP 5 .Bp.y QP- tirados, desde-sus á^guZos á un fnismó punto P, 
^é(ín>rjspe.ct¿vafnefíte ¿guaZes á tres Zífieas dadds AD , AF 
J^ AíQ

-j. ^ireñse das líneas p^E y FG que formen los ángulos 
AEEi y^- APÁG cada uno , igual, al ángulo dado TV*,. y qüe 
encUentTen la líne.a AN en los puntos E y G : desde los 
puncos.?7^ y E como centros, y con los radios AF y AG 
tMácpnsfttdP^’arG^s que se corten en H : tírese Aií^ en la 
qual se tomará AP =: AD'^ y desde P tírense á las líneas 
.4-^íy'.4iy las PB y PC respectivamente iguales ^ AF y

MCD 2022-L5



ELE ME N TO S506

Fig. ^E: tiraftdo la línea BC^ ¿era, el triángulo ^BC él qi5'e se 
pide.

Por la construcción las tres líneas ^P ^ BP ^ CP son 
respéctivamenté igualas á las tres líneas dadas ^D^ ÁF^'^Ej 
luego solo nos queda por probar que el triángulo ^BC es se
mejante al triángulo ^M^l^ Suponiendo tiradas las líneas 
DHj EH.f será ^Pt PC ó ^D : ^E : : ^E '.^G “2 EH'^ 
luego los triángülo's >ÍPCy JHE serán equiángulos (Í ^^Ó^), 
y por consiguiente ^C'. -^tí'» : ^P ^ -^D :■ ^E^'-t y^N: 
./ÍM^ pero ya, que los triángulos ^PB y ^DFí tienen por 
construcción el ángulo D^^P común , y ^P z^ ,/^D^ PB 
^DH ., serán (1.40?) enteramente iguales ÿ por consiguien
te, substituyendo en la última proporción ^^ en lugar de ^7/, 
tendremos AC : AB : : AN: AMl dé donde resulfá que los 
triángulos ABC y AMN son equiángulos , y semejantes.

84. 510 Cuestión XLIX. Dados en el triangulo ace,
además del ángulo C, los segmentos de los lados ab y de , 1^ 
los ángulos aeb y dbe gue subtenden ^ trazar el triángulo.

Solare AB igual á «^ hágase un segmento de círculo 
capaz del ángulo aeb : hágase el ángulo ABF =z-ace^ 
BAN=:dbe, y la línea BFtzzedl, desde el punto N don
de AN corta la circunferencia del círculo , tírese: por 'el 
punto F la línea NFE que encuentra la circunferencia en 
E, tírense las líneas AE y BE, y la EC paralela á BF, 
que encuentre en C la, AB prolongada, estará resuelta la 

cuestión.
Para probarlo, tirarémos BD paralela á FE. Ya que
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las líneas SD, EE^ y ED^ ES son paralelas, sera ED — Fig. 
SE -^ ed^ y el ángulo ^CE sera tambien igual à ^z?7^— 
aee ( L 329 ). A mas de £sto, el ángulo SEN — DSE 
es igual á. S AN ¿z d¿re , porque abrazan un mismo arco 
SN. Luego fe.

511 Cuestión L. Tramar un trap.eeíO; eu^a^ diagonal 85. 
les y dos lados ^opuestos sean iodos de longHud^deierminada^ 
y del quai el ángulo formado por los lados dados , quando se 
encuentran prolongados, sea taml^ien dado.

Tírese la recta indefinita AC ^ en la qual se tomará 
AS igual al uno de los. dos lados' dados,: hágase el ángu
lo CSG igual al ángulo dado ,, y hágase SG igual al otro 
lado dado, desde los puntos A y G como centros , con 
intervalos iguales á las diagonales, trácense dos arcos que 
se corten en P; hágase dE igual y paralela á GS; tíren- 
se DS y- ^- ‘̂^ será ABDE el trapecio que se pide.

''1 'Lo probaremos despues de tiradas las líneas DG , DA 
y BE ■, y despues de prolongadas las líneas SA y DE has
ta que -concurran en F. Las: líneas BG y DE son iguales 
y paralelas por construcción 5. luego DE zz-DG, cuya úl
tima línea es por construcción igual á la una de las dia
gonales dadas, como AD es igual a la otra^ fuera de es
to, los lados AS y ED^SG son iguales á los lados da
dos, por construcción 5 y el ángulo F es igual al ángulo 
dado CBG<, por ser DE paralela á GB.

512 Cuestión LL Dados los segmentos AD , BD de 86. 
- la l^ase , ¿p la linea DC que parte por el medio el ángulo
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Fig. ACB de un irianguU rectHineo^ trabar e¡ triángulo.
En-la ' ^¿ prôlongadalómese JDO que tengè -con JiD 

la misma^razon que DB con ^D — DB^^y desdeiel cen
tro 0s c-on' ei radio OB^ trácese,ef semicírculo DCfl'^ desde 
el punto D como centro, y con un radio igual á esta línea 
dada DC, trácese^el arco'.AZ4?2V, y .desde el punto Cidpnde 
el arco corta la circunferencia ZCQ s tírense las líneas C^ 
y CB j y- estará cbneluida. la operación.

Una vez que 1^0 : ^D :’. DB : AD — DB^ fendre- 
^mos ( 4;?¡7.) j4C: CB : : - AD : DB ^ luego CD parte por 
medio el- átiguioi ^^B' (^-11^45 3- ,

g^^. -ÿ i 3 ’ Cuestión LIL; Dada da éase , éZ ángulo del ve^-^ 
■ tiee 5 jr una d¿nea tirdda' desde e¿ .‘vertide ^ue díMa ^^ la éase 
porelmédláj'dón'struit^eltríájigulo. '

Descríbase^ sobre Ja b^se.'^^' elsegmento de: circulo 
^DB -capaá del ángulo dado 5 y desde el ^punto'.T’-dónde 

dá'perpendicular PF^'parté por el medios^s-y-con-el ra
dío- ÉG igual á la línea que divide la-base , traces^ el 
arco 'MCN' que' enctentre' la circúnferencia ^C£ ett el 
puntos C; títense lás líneas ^G y-^BCy y estará resuelta la 
cuestión. -

La misma construcción manifiesta los principios en 
que se funda. ,

5 14 Cuestión LIíL Dada la :base , da difereneia de 
los ángulos de la dase , j- una linea gue tirada desde- -el 
ángulo vertical divida la dase por el medio-^ tradar el trlán^ 
guío, • ' ’
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Sobre AB igual à la base dada trácese un segmento Fig. 
de círculo AHEB capaz de un ángulo igual á la diferen- 88. 
cia de los ángulos de la base; divídase AB en dos partes 
iguales en el punto C , y tómese CD que tenga con AC 
una razón duplicada de la que hay entre AC y la KL'^ 
tírense C5 y DI perpendiculares á AB , que encuentren el 
círculo en 5 é J; tírese AI que corta CS en G, y por 
el punto G tírese la cuerda EGH paralela á AB ; tírense 
las líneas AE y AH^ y en la línea AI tómese ANzz KL‘̂ 
tírese MNP paralela á EH, que encuentre AE y AH 
Qn My P^ será AMP el triángulo que se pide.

Ya que por la construcción CG es paralela á DI^ 
y (KL/: (ACr:t AC: CD-, será (L 459) (KLY: 
(ACy :: AG: Giz: (AG/ t GI >c AG ^ pero Gl x AG 
= EGkGH- {EGY (L 473 y I. 349) 5 W^ (KL?: 
(ACy : : -{AGY : (EG^ 5 y P^r consiguiente KL : AC : : 
AG: EGz: ANz NMí pero por construcción AN=:KL, 
luego NM:= ÁC-, y por lo mismo MP= zMN=AB, 
A mas de esto , la diferencia de los ángulos de la base 
P ~ Mz=z AHE-^ AEH = AEB que por construc
ción es igual á la diferencia dada.

515 Cuestión LIV. Dada la altura ^ el ángulo del 89. 
vértleej jr la suma de los tres lados de un triángulo^ traxar 
díobo triángulo»

Hágase AB igual á la suma de los tres lados; párta
se por el medio en P, tirando PO perpendicular á AB, 
y haciendo el ángulo PAO igual á la mitad del ángulo
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Fig. dado del vértice ; desde el centro 0 trácese con el radio 
QA el círculo AHBj y en la línea OP prolongada tóme
se PK igual á la altura dada, y tírese 7íH para lela áBA.^ 
que corte el círculo en Hi tireuse Ias líneas AH y BHy 
y háganse los ángulos BHF.y AHE igu^hs respectiva
mente á HBF y HAE'-i será EHP' el triángulo que sç 
pide.

Primero que lo demostremos hemos de tirar las líneas 
OB^ OH^ y .la HQ perpendicular á AB. Tendremos EFH 
=zBHF-{~ HBF ~ 2HBF por construcción, “ HOA 
(Í- 373 )5 y ^e^ mismo modo FEH. ~ HOB ; de donde 
se sigue que EFH-^ FEHzzzHOA HOB " Á0B‘j Y 
restando cada una de estas cantidades iguales de la suma 
de dos ángulos rectos, tendremos ESF^^OAB -+- OBA 
(I. 393) — 2OAB igual al ángulo dado por construc
ción. A mas de esto, QH=PKigualá la altura dada, y sien
do EH = AEj Y FH = BF (1. 403) será EH
HF -H EF ^ AB igual á la suma dada de los lados.

516 Cuestión LV. Trazar un triángulo dada.la st^ 
fita de su^ tres lado‘̂ , la diferencia de Jof ángulos- de la.Ea
se, jf la longitud de una Jlnea ^ue di'üida por el tnedio- el 
ángulo vertical, ' '

Ç0. Tómese AB igual á la suma de los lados, pártala 
por el medio en E la perpendicular HEN ^ y hágase el 
ángulo NEE igual á la mitad de la diferencia dada de los 
ángulos de la base, haciendo ER igual á la línea que di
vide por el medio el ángulo vertical, por el punto R tire-
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se la CJVR paralela á AR , que encuentre DEN' en .V- 
tírese N^ á la qual se tirará EM— ER ^ y ln^D pa
ralela á EM, que encuentre NED en D‘̂ y desde D co
mo centro y con el intervalo O^, trácese el círculo ^CB 
que corte en C la línea RNC-^ tírense Ias ^Cy BC‘̂ hágase 
el ángulo BCE = CBF, y ^CG = C^G, y tírense CE 
y GG que encuentren ^B en F y Ó'; será 7^CG el trián
gulo que se pide. '

’ - Para probarlo, tíraremos á la ÂB là perpendicular CP^ 
Ía QÓ qüe divida en dos ángulos iguales el ángulo GCF, 
y la DN paralela á ER, que encontrará C7í en )?. Hecho 
esto, las líneas paralelas darán ÉR : DH : i^ ÈN : DN: : 
EM '. D^ -^ y- como ER ~ EM por construction j DN 
y D^ son tambien iguales , y está el punto N en la 
periferia del círculo. Por consiguiente , el ángulo NDH 
que está en el centro , y descansa sobre la mitad del 
arco NC^ sérá igual ai árigúló HMC de la periferia, que 
abraza todo el arco HC ^ quiero decir que será igual á 
la diferencia de los ángulos ^BC y B^C^ pero como el 
ángulo GFC es duplo de MBC ^ y FGC duplo de B^C^ 
por construcción , la diferencia entre GFC y FGC sçrà 
dupla de láMiferencia entre ^BC y B^C ^ y por con
siguiente igual á 2NER zz 2NDNy que es la diferen
cia dada. A mas de esto, por ser GCQ-zFCQ , será 
^P(^Q la diferencia entre PCG y PCF , que ha dé ser 
igual á 2NER que es la diferencia de sus complementos 
PGC y PFC, luego PCQ :z: NER , y por consiguiente
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Fig. CQ :=2 ER, Y como el ángulo ^CG zr CNG! ,- y :RQE z=. 
CBF, será CG = ^G , y GF^F^ , y finalmente -CG

GE-^ FC — MB, '
91- S^Z Cuestión LVI. Reducir un triánguh dado_ d ¿a 

forma de otro ^ d hacer un triángulo que sea -semejante a ui^ 
tridngulo e igual á otro.

Sobre la base NB del triángulo ^BC ^ al qual que
remos que sea igual el otro triángulo, trácese el triángu
lo ^DB semejante al triángulo que se pide : tírese CF 
paralela á MB^ que encuentre ND en F^ tómese NE me
dia proporcional entre ND y NF'^ y tírese EG paralela 
á DBj el triángulo NGE será el que se pide.

Si tiramos FR y Dg^erpendiculares á NB^ será el 
triángulo NDB^aTirilnguioNCBl : DQt FF (1.508):: 
ND : NF Ç1- 507 ) : : {NDf : ND x NF:: (NDf: 
ÇNEf por construcción, :; el triángulo NDB: al triángu
lo NEG ( L 509 ). Y como los antecedentes de la pri
mera y de la última de estas razones iguales son unos 
mismos , los consecuentes NCB y NEG serán ¡ndispen- 
sablemente iguales.

92. 518 Cuestión LVII. Hallar en un triangulo dado 
ABC un punto O, tal que las lineas rectas que dç^de él se ti~ 
ren á los ángulos del triángulo dividan todo el triángulo en 
tres partes COA, AOB , BOC , que tengan respectivamente 
una con otra la misma razón que las tres lineas dadas 

m, n, p.
En los lados CN y NB prolongados, si fuese menes-
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ter , tÓrflen^éMas C^ ÿ ‘i^Kcaíá ’ ûha igual á w -n « -H ÿj Fig. 
y lirense las EB y EC: téniese Ce =zfn , ^c tz n\ y tireu
se eby y f/ respectivamenté paralelas a -EB y CF\ que 
encuentren Ibs lados del tfiángulo dado énE y /5 tiren se 
tawbren bQ y /P'pafalelas á ^C y ^^B^- fesfafá el punto que 
se busca en 0 donde coricúfren estas lineas.

Tiremos, para probarlo, las perpendiculares bH y BD 
á la linea AC. Los triángulos CBE^ Cbe son semejantes, 
y sonlo támbieft CBD-y Cbfí*.¡ por consiguiente Ce : CE^ 
esto es, w: í« H- » -H p : : Cb: CBt: dH’. BD:: el trián
gulo AOCt triángulo ABC/^DA mismo modo probaríamos 
que AOB es á tbdo 'el triángulo ABC:': ni"m-^ p^ 
de donde se inferiría qué BÓC seria á todo el triángúlo:: 
p: m -H »- -Hp^' y que d^r' 10 mismo"dichas‘porciones es
tán una con otra en la razón dada de m^ny p^'

^t g Cuestión LVIU. Di-üicBr an frapeeio-’dado ABDC q 3. 
en una ra^on dadá por una Ibñeá QN ^u^ pase por un puti^ 
to dado P, y enouenlre ¿os- do^ ¿ados pará¿e¿os ¿e'¿d figura, '

Divídase por el medio AD en É^ y tirase GÍÍ pa
ralela á AB que encuentre BC en' N-^ dividas^ GH 'en" M 
en la razón señalada', y tirando por M la línea 1^Q¿^, 
estará resuelta la cuestión.' . .

Antes de probarlo hemos de tirar Ebi/F é lEdï pa
ralelas á AD, que encuentren DC y AB en E ^ ,I y ^Ey T,- 
Hecha esta preparación, las líneas paralelas nos^darán GD 
Ezz ME zz: Hl, y AG ’zzz' FM zz' Efí ^ Jue^o por ser 
GD :=:AG por construcción, será-^ME^ = EMy y B¿I=z

Tom./E Kk
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^ig,^41^,y<el;;tçjàngijjo,,.^^<^e.^ ífe!W^íP2./^</f
(L 40 2^)^ Luego el.tTap.^io.^0Ai  ̂ser^ 'tajnbien ág.ual ai 
.paralelogcama^^F^jiy el tr^pew fi^-CArign^ al parale- 

.^ografno^KZ ÿ\pçyt> Æ/^o, jesf^s paralç^logramos tienenua9 con 

.j^jf^jl^jçij^ania?o^que ^us ;ba^e§¡.ó.;.la-"de, QM-jà ’/I^H

(^/¿529' g Cuestión. luïX, .Goi'fciK'^^- -irapecio ÆCD 
^^'i^^^MÎ^^ îAQ^^ ^ë^(i^^ ;y/i[ff^ff'i^^g^^<> ^àado , von una'li
ma. qm’ 'pt^^e^^qK.-un punio 4^4^ /P-jW ?®5 encuentre ^49^-.dots 
ladoí paf^ít/^íq^, K ■

Parlase por el medioen G^ y tírese GH para- 
lela..á AB y constFÓyUjSe sobre la AD vn paralelogramo 
^D£F; iguaíI al,reC;tápguIo dn^Oi^-poc el- puntOrde, in^ 
terseccion de GZï y EF7tífz^PQHX estará7hecho lo que 
se pide. Es -evidente. , ;

94. S^L ‘Caçstjon JLX. ■ DlMlr'eh ^ua4xli4im ABCD en 
ra^s{on dada,‘i por-.-una Hnpoi ne^^a LH ^ue forn^a^^ p^on- los Ja^^ 
dos opupsíos.^Qí. dn^ulos, dados.

Prolónguense dichos lados opuestos hasta que con
curran en. £5 tírese AD ^ y Respues CF, paralela á ; .z/if>5 
que encuentre B£ en £3 diyí^se ££ en G en la razqn 
dada^ y haciendo el ángulo E^K igual al ángulo dado 
que forma HA con AC,.tómese EH media proporcional 
entre EQ\ y EKi tirando finalmente HE paralela á AE'i 
estará resuelta,cuestión,. ; . j . .

■La construcción nos dá<EG.^ ELí
EA (L 43 1)5 luego EG x EA := EH x EL, y por lo

MCD 2022-L5



DyJËï AK^Ë B'R A.

mismo los 'triángulos .B//¿, EA(^ serán iguaíés; si de cada Fig. 
uno quitamos la parte EDO común á ambos, los residuos 
CDHE^ OT(?^'seráH¿.igüalés,' y por consiguiente--ALHB, ; 
AGS que son las diferencias entre dichos residuos y el 
trapécio^^CD, serán tarfíbien' iguaIeS.''Péro'el triánguío 
ADE nz: ACD , porque están sobre una misma base y 
entre paralelas; luego añadiendoleá Cada ühóiia parte zVGP, 
será tambien AGE ^ CD&A t:s ^GDíÍÉ^^ pero AGE ~ 
CDHE: iAGS.í^^/ADHB^’,^ -VEzGB^^Ç'i:-^^^ >)»* Luego &c.

5 2 2 - • Cuestión LXIÓ Dadas de position doS/ i/neas AG, 9 5. 
AH ^uó^ oonéíir^&ñ-^ ^^‘-^panto''^ Ay^tirar ^^iina- liiied' NP ^ue 
<iiaga Oiorf dtehas^d^^^s 'diiguíós^'Sadost^-'^e^inaéir'á '^ue eítridn^ 
■gu¡o A^P ^ue resîAt&^ sea'igitai adAuddrddii ABCD. ■ ' ■

Sea el ángulo ABE'^a^X . al ángulo dado APd^ , y 
tírese BE que 'encuentre- AE en -Er, itiresë EE perpendi
cular á Add ^ hágasetíS@>±3 a'A^^^^sobb© là '^g ítápebé 
el semicírculo '^¿ZIZQ ' que cortaifá yú'-MnY^-- tárense AfAT 
paralela á AH ^ que encontrará AG, en Ny HP parale
la á EB.^ será ¿ÍAT^íe-lpt-rfánguloi qüe ^e pidev ■ -

Por . ser'semejante^: los íriáñgulós AEB y ^AHP ^erân 
el uno al otro coíno jos quádrados de dsus alturas EE y 
MB — HS^ pQTo^BMy ^ EQx^ AB = 2 EE % AB: por 
consiguiente el triángulo AEBirz EE x-^ AB: ai- ti^án- 
guló AHP 'ti^^EF/ t- zEE AB x EE: zASV-'ÉlP 
x — AB : (ABY (^' S®Z)> y siendo mnos mismos los an
tecedentes , serán los consecuentes-iguales , esto es, ANP 
= ABCD. . J
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Fig. 52 3' Cuestión LXIL .ppr un punió âado' P tirar una 
^6.. Unea recta PED _^.ue corte dos Janeas rectas AB , AÇ da-- 
g^"' da,s de posiciofi^ de.manera ^^e,e};\£ríáñgu¡a’ ADE que. resií/te^ 

sea dciuna ma^mtudi'dada,',!-. . ti
Tírese PF^'parakla'. á y que--corte :AC Qñ Ey y

hágase sobre, la AF-. el paralelogramo AFH^ igual á la 
area del triángulpi dadoÿ.^iresec.lF perpendicular ! a AI 
é igual áT^Jíí y:desde el puntq'.Æitkese &. AB Ia FF> :zzPH, 
tírese finaltufente:-^!^^. y. estará ^hechoJetqufi .se. pide.’ .

Supongamos que las VE éx IM &q cerften.-’.én el punto 
M, esevidePteppr qausa,.de la&díneasiparalelas.que,los tres 
triángmlos.PWíy. P^^-jí y MDX'iseEáaieq.U'iángul'osiy corno 
los triángtil0.s.éqpj4nguAos^;Cstán;enda mi^a-propó^dión que 
los quadrados de"sns;lad®honíólogos, y ia suthdde-loé qua- 
drados, de J^P ==;7^:y?4e :D'/.,es-,ígml.supor: coriáXíucciouj 
^ qpadrado de Pfí::^ O>í: es-.qÿidente que la\áumá. de los 
triánguli05.PF£':7 '.5>^Z será ■igualual.'tóá'ngulo PHM ^ ÿ 

96. si á dichas cantidades iguales añadimosen la fig. 9 6AFP M^ 
9 y. será ADE =3;>íf«rp^c««RiíIá-fig^^7'^íe restará PFE de 

PH^ j ;el''residw -'¡SíFfdM’i^ezá^, igi23.k\ár£>^dlfl.-i’y aña
diendo á cada unande éstas, caffllbidade-siguales.la.figuta,X/<'^i 
será AFHI — ADE, como antes. .

98. 524 ■ Cuestión DXIILd .Ct)rtar . en .uiÁ .poUgonOi dado
BGlEGiH la poi^cíon EDBHG i^V^k-d Utr ^éngid^^^^^ KL| 
can .tirar una linea .recta'^EÆ) >que pase por el, püflíi^.dadá'lE. - «

Prolónguense los ládos.C^y.FD deh polígono' que há 
de encontrar la línea ED, hasta que concurran cn.ya coas-
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trùyasë sobre la DM el rectángulo MN ±z'"^fï3, y fi- Fig. 
rese, por lo dîcho en la última cuestión, la línea ED por 
el punto F , dé modo que el. triángulo .^DF sea- igual á 
•todo el rectángulo RN: será EDEHG zzz'ED y. y .¿corno 
MED = RN y restando de cada una de estas cantidades 
las cantidades iguales MGHB y MN’, çl residuo EDBHG

525 Cuestión LXIV, Dada ¿a base ^ el ángaro del, :-. 
vert:lee^y^ ' la longitud de una ¡linea ’^ue divida par el medio 
este ángulo^ y remate en la âase, trazar el triángula,

' Hágase sobrelá base dada^^F (L 3^9) ^^ segmen- 99. 
to de círculo: ACB capaz del ángulá dado, .y despu.es de 
concluidó:.ei; círculo /tírese desde su centrú 0 perpendicu* 
larmente á MB el radio OE: tírese EB, y á esta la perpendi
cular BG igual:álá mitad de la línea que divided ángúlo dado 
en dos pastes igualeszDesde el punto Gícomo ceutto, yicoa 
un radio =:BG, trácese- el círculo F/íFque rortaiiá.eu F y 
H la línea ÊG deápues;de^trazada í -desdé E tires,ele á MB 
la línea .ED := EFy y^ptolónguesela hastarque^ encuentre 
en C la circunferencia : tírense finalmente las líneas ACj BC^ 
y será ABC el triángiiló^y^uf s^píde.

Los triángulos CBE^ BDE son semejantes, porque 
sobre ser común a anabos^eÍ-ángulo 'BEC^y iós. ángulos BCE 
y DBE son iguales, porque descansan sobre los arcos igua
les BE y ME: luego EC: EB:: EB: ED , y por consi
guiente ED % EC =. (BE/, Pero (T. 4y^) (EB^ zzz
EE x EH — ED x EH por construcción. Luego ED x
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Fig. EC=:ED x EH, y por consiguiente EC = EH : res
tando de estas cantidades las líneas iguales ED y EE, los 
reslduosDCy EH - serán iguales, y EH es igual por cons
trucción á la línea que parte por el medio el ángulo ver
tical. Es también evidente que DC parte por el medio el 
ángulo ACE , porque ACD y ECD descansan sobre los ar
cos iguales AE y EB.

100.' 526 Cuestión LXV, DaddsAos ¿adas opuestos ab, cd,
Us dos diaconales- ac ,M^ y el ángulo aeb que forman , tra- 
%ar el quadrHatero.

uEn la linca indefinita ^P.tómese DB = hd , y hágase 
el ángulo. -Xï^Fdguai at ángulo dado aeb ,y BE = ae: des- 
de los cemroá D-y E^ y con los radios de y ab trácense 
los dos arcos tnCn y rCs que se cortan en C: tirense las DC 
y FC*, hágase BA ¿igual y paralela á FC: tirando final
mente AD, AC y-BC estará resuelta la cuestión.

Una vez que pot construcción AB es igual y parale
la áCF, será AC igual y paralela á BE ( I. 427), y 
por consiguiente el ángulo AEB = DBF zz: aeb.

DEL TOMO SEGUNDO.
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