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Еку b iz to n sá g o s  program fu ttatásra  vonatkozó minima­

l i z á l á s i  f e la d a tr ó l

P er g e l J ó z se f

Ha va lam ely  számológép működése nem t e l j e s e n  megbízha­

t ó ,  azaz időnként e lő fo r d u ló  v é l e t l e n  hibák e lr o n t já k  

a programot és h ibás eredményeket s z o lg á lta tn a k , f e l ­

merül a problém a, hogyan le h e t  b izton ságosab b á  te n n i  

a program h ib á tla n  l e f u t á s á t .  Erre egy ik  módszer a z ,  

hogy a program p i l la n a tn y i  á l la p o t a i t  id ő r ő l- id ő r e  k ü l­

ső  memórián (dobon, m ágnesszalagon) tá r o lju k  é s  ha é sz ­

r ev esszü k , hogy a gép h ib á z o t t ,  a le g u to ljá r a  t á r o l t  

á lla p o to t  v is sz ü k  be a gyorsmemóriákba, és in n en  f o ly ­

ta t ju k . A program b izon yos á lla p o ta ib a n  k o n tr o ll  le h e ­

tő sé g  á l l  rendelkezésünkre a h ib á zá s  e l le n ő r z é s é r e .  P l .  

ha a sz á m íto tt  adatok k ö zö tt ö ssz e fü g g é s  á l l  fe n n , e l l e n ­

ő r iz h e tjü k , hogy ez  az  ö ssz e fü g g é s  f e n n á l l - e  még vagy  

sem. Ha nem á l l  fen n , a gép h ib á z o t t .

Ilymódon f e l t e s s z ü k ,  hogy a program fu tá sa  j ó l  meghatá­

r o z o tt  r észek re  bom lik , melyeknek végén adódnak a k o n tr o l­

lá lh a tó  eredmények. F e lte s sz ü k , hogy az egyes r é sz ek  l e ­

f u t á s i  i d ő i  Ç i - v e l  j e l ö l t  v a ló s z ín ű s é g i  v á lto z ó k , fü g­

g e tle n e k  azonos F(x)  e lo s z lá s fü g g v é n n y e l.

A gép h ib á zá s  a i  ró 1 f e l t e s s z ü k ,  hogy egy A param éterű
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P o isso n  folyam at Í r ja  l e  őket« V agy is, egy -egy  h ib ázás  

egy p i l la n a t  a la t t  le já tsz ó d ó  fo lyam at, és k é t  egymást 

követó  h ib ázás közben e l t e l t  idők  fü g g e tle n  exponenciá­

l i s  e lo s z lá s ú  v a ló sz ín ű s é g i v á lto z ó k  Л p aram éterre l.

F e lte s s z ü k , hogy a h ibázások  nem v á lto z ta t já k  meg az  

egyes részek  l e f u t á s i  i d e j é t ,  csak  az eredm ényeket. Ha 

a program ir á n y itó  r é sz e  k i c s i  az  e g ész  program le fu tá ­

sához v is z o n y ítv a , akkor ez  a f e l t e v é s  nem j e l e n t  t ú l  

nagy m e g sz o r ítá s t ,

▲ k ü lső  memóriákhoz v a ló  fo rd u lá s  k o n tr o ll  szummázással 

t ö r t é n ik ,  ig y  f e l t é t e l e z h e t ő ,  hogy b iz to n sá g o s . Külső 

memóriába v a ló  k i v i t e l  e se té n  a gyorsm em óriarész b lo k -  

k o ló d lk , e z é r t  ez  id ő  a l a t t  meghibásodás nem tö r té n h e t .  

Ha a kontrollázummák nem egyeznek , az  á t v i t e l  megismét­

lő d ik  m indaddig, amíg e g y e z é st  nem kapunk, íg y  az á tv i ­

t e l i  id ő  egy v a ló s z ín ű s é g i v á l to z ó ,  melynek e l o s z l á s -  

fü ggvén yét G(x) j e l ö l j e ,  (F e lte s s z ü k , hogy a k i v i t e l i  

é s  a b e v i t e l i  id ö e lo s z lá s a  m eg e g y ez ik .)

▲ program k o n tr o llá lh a tó  r é sz e in e k  l e f u t á s i  i d ő i t  j e l ö l ­

je  ^ .^ 2,....... ........  • F e lte v é se in k  s z e r in t  к i ly e n

r é sz  le fu tá s a  után v i s z i  k i  a programot k ü lső  memóriába.
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Ennek e lé r é s é h e z  a gépnek nem szabad h ib ázn ia  egy

....... + hosszúságú idő a l a t t .  Amennyiben ez  nem

á l l  fen n , hanem a j - e d ik  r é sz  le f u t á s a  közben h ib á z o tt

a gép, e z t  a z  7 ,=  ......  + ^  időpontban vesszü k

é sz r e , é s  a z  e lő z ő le g  t á r o l t  program b e v i t e lé v e l  ú jra

kezdjük a { ..... t ^  hosszúságú  részek  f u t t a t á s á t .

A következő lép ésb en  kapjuk az 72  =  Ç( + +

majd a tb . v á lto z ó k a t . Ha  ̂ az  a leg k iseb b  p o z i­

t í v  e g é sz  szám, m elyre a  ̂ - e d ik  k í s é r le t n é l  a gép 

nem h ib á z o t t  a m eg fe le lő  + ......... +..............^  hosszú­

ságú id ő sza k a szo n , akkor ....... + 7 * ) l e s z  a

várható id ő  k é t -  a k ü lső  memóriába v a ló  á t v i t e l  k ö z ö tt .  

Ha most T j e l e n t i  az  ezu tán  k öv etk ező , s k ü lső  memó­

riába tö r té n ő  á t v i t e l i  id ő t ,  akkor fe lad atu n k at az  

—^  + • -  ̂ f L L  =  д(|<) ^p|;ék m in im a lizá lá sá v a l

fogalm azzuk, ez u gyan is az eg y -eg y  szakaszra ju tó  á t la ­

gos l e f u t á s i  id ő . A dott P (x) é s  G (x), valam int X 
e se té n  hogyan k e l l  к é r té k é t  v á la s z ta n i  a f e n t i  vár­

ható é r té k  m in im alizá lására?  A f e l t é t e l e z é s e k  a lap ján

£(| .......( ( T fü g g e t le n e k , é s  a P o isson  folyam at

fü g g e t le n  a íj^ -k tő l.

A f e l t é t e l e s  várható ér ték  tu la jd o n sá g a  s z e r in t

M l r ) , + ........ t f t )  =  M i M Í T j ' t  + 7 , l ç „ ........ $ ,)) / 1/
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F oglalkozzunk té k á t M(r/ t+ + 7pI^,,.......) meghatá­

r o z á sá v a l, R ö g z íte tt  Ç1(...... ( e se té n  a s  7i"*<

fü g g e tle n e k , te h á t  alkalm azható a Wald formula,^Ennek  

a la p já n

Szám ítsuk k i M[f/i I ... , ) é r té k é t .  Legyen

annak a f e l t é t e l e s  v a ló sz ín ű s é g e , r ö g z í t e t t  

érték ek  m e l le t t ,  hogy

A / M  f„ ...,£,)■= +{»)/*♦...... *^ ,* ...+ 5Jp i< / 3 /

1 /  A Wald form ula a következő: ha uj«,........»Ып ••• fü g g e t­

le n ,  azonos e lo s z lá s ú  v a ló s z ín ű s é g i v á lto z ó k ,

M ( \ u - t \) < 00 ) továbbá a p o z i t ív  e g é sz é r t  ékeket f e l ­

vevő yU- v á lto z ó  o ly a n , hogy a / 1 = n esemény fü g g e t le n  

az C0n ( ó)n+l, v á l to z ó k tó l ,  és  M[/x )<co

akkor
M  fw, + ... t  óJyu) =  Mi/л)- M  M  

Lásd, Lehmann [1] /119* o l d , /

Я “  fc* - 4
Akkor

Továbbá, m ivel 1 -  j  < k -ra

/ V
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kapjuk

-.5. )=  f , í l - e 4>  (f,*^)(e4 ' - e >(5'* « )+ ........ 4-

- j . f t - e 4 ' +e vf' - e >,5',&' + - . . .

H l e ^ - e ^ V e ^ ’- i - ..... -*M +
1 / 5 /

+ . . + 5 ( e >4,*",S|J- + - .... - e >lç,‘-  •M +e-k{.*~*M+f =

Határozzuk meg most ■ î«>

Annak v a ló s z ín ű s é g e , hogy r ö g z í t e t t  ...... ,

értékek  m e l le t t  egy a d o tt prób álk ozásn á l nem tö r té n ik  

hibázás a ( 4,+ . . .+ hosszúságú időszakaszban ,

legyen  ix • N yilván  Ы =* e  é s  innen

М Щ ..... , д = Х ^ - ы Г о С = ^ = е ^ ' ^
K = í ^

Tehát

M l y  - +  7,1 ■,<,,) = $ ,,e >(í’4 ",f“+... + f , e 4 */ 7/
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Képezzük most a várható é r té k e t .......s z e r in t

Ъ) - М ^ ' % М ^ Ь ..+Af( êM‘) -  /8/

= М (ец Г  Mfte4) + ..+M(eífr« ífe ’í)+ . Щ е ц )

I t t  f e l  k e l l  tennünk, hogy

М1$ец ) = f x e * * d R x )  < oo /9/
A / 9 /  f e l t é t e l  m e l le t t  vezessü k  be a következő j e l ö l é ­

seket*

J X e * d F  60=a ;  f e * d R x ) = b  ; f x  dF(x) =  c
о о о

Ezen j e lö lé s e k  m e lle t t  / 8 / - г а  kapjuk
> к

/ 10/

a \
b ~ \

Ha még az M/v) =  f  x dG(x) = d
A

( f e l t é t e l e z v e ,  hogy d < со)

û - ^ r + d

/ 11/

j e l ö l é s t  i s  b evezetjü k  

A M  -г а  nyerjük

/ 12/

/ 1 2 / —t  k e l l  te h á t m inim alizálnunk, ah o l k = l , 2 , . . .

Veze 

/ 12 /

Vezessük most be a d ~  ^  j e l ö l é s t ,  akkor

Í 6 - f )  * 0 0 “ + d<
/ 13/



alakba irh a tó*  T ekintsük  most a / 1 3 /  függvényt minden 

k >  0 e s e té n  A d e r iv á l t j a  к s z e r in t

i b - l f '  a b k( k / g b - D - d ,
P  / w

(b -1 )“1 a bk (k lg  b -1 )  d e r iv á lt ja :  k íb -l)*"1 bk ( l g b ) 2 > 0

minden k > 0 -r a *  Ha k=0 (14 ) szá m lá ló ja  n e g a t iv ,  

к “4  00 e s e té n  t a r t  oo -h e z , ig y  / 1 4 /  e g y e t le n  

к > O -ra l e s z  n u l la ,  ezen  h e ly  e l ő t t  n e g a t iv , utána po­

z i t í v .  F elad at te h á t  a

( b - i )  * o b k l k l g b - 1 ) - Gi * o /15/

e g y en le t  megoldása*

A t=k lg b ~ l h e l y e t t e s í t é s s e l  / 1 5 /  átmegy a

l e  = h  / 16/

a lak b a , ab o i h■= ~» e a term ésE etes logaritm us

alapszáma*

A /1 6 /  e g y e n le t  m egoldása lhj< - L -  azaz

d b - 1 <  2о / 1 7 /
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e se té n  a következő h atván ysorra l fejezhető k i  (vö .  P ó ly a -

Szegő )
00 n - l

í  = L  — h / 1 8 /

e > h > ~  e se té n  a / 1 6 /  e g y en le t  i t e r á c ió v a l  o ldh ató  meg.

A következő tá b lá z a t  néhány h érték re  ad ja  meg a meg­

f e l e l ő  t  é r té k e t .  A tá b lá z a t  URAL-2 t ip u su  számológép­

p e l  k é s z ü lt .

A / 1 6 /  eg y en le t sz e r e p e t j á t s z ik  az un. " r e ta r d á lt  d i f ­

fe r e n c iá le g y e n le t"  elm életben* 1 . ebből a szempontból* 

Arató M. [ l]  .

A következőkben még v iz s g á lju k  meg, hogyan le h e t  köze­

l i t ő  form ulákat kapni a problém ára. E lőször nézzük meg, 

hogy k is  d  e se té n  m ilyen  A értékekre k e l l  minden 

program rész után k ü lső  memóriához fo r d u ln i. N yilván  az

a ( l + b l l o g b - 1 ) )  ^  j  
---- b ^ l  ^ a  П 9 /

eg y en lő tlen ség n ek  k e l l  t e l j e s ü l n i .  Kis d e s e té n  k is  A 

v á rh a tó , és ebben az e se tb en  érvényesek  a következő  

formulák*

o - f x  e ’d F b t ) ~ Í x ( 1 + áx) dFíx)  * = c + ) . ( c ‘+ <зг)  / 2 0 /
о  0
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ahol G a z  F (x) e lo sz lá sfü g g v én y ü  va l„  v á lto z ó  szó ­

rása

6 = /e XxdF(x)~/b+Ax)c/Fíx) = 1+cÁ / 21/
О  о

/ 1 9 /  te h á t  a következő a la k o t v e s z i  f e l

(c + A íc2+ 62jJ A C ^ d  / 2 2 /

/ 2 2 /  b a lo ld a la  A > 0  -r a  monoton növekvő, teh á t / 2 2 /  ek­

v iv a le n s  a

e g y e n lő t le n sé g g e l.

C
гР Т е1

/ 2 5 /

T e k in te t te l  a rra , hogy k is  d -k et tek in tü n k , / 2 3 /  b a lo l  

dala k ö z e l í t ő le g  egyen lő  -jjrr - t e l ,  A

Ac / 2 4 /

e g y e n lő tle n sé g e t  kapjuk, Látjuk t e h á t ,  hogy / 2 4 /  v á lto z a t ­

la n , ha A, C,űf , úgy v á lto zn a k , hogy AC és  

v á lto z a t la n i  a probléma ezen  tu la jd o n sá g a  sz e m lé le te se n  

i s  könnyen lá th a tó .

Foglalkozzunk még к m eghatározásával k is  A é s  d ér ­

tékek m e l l e t t .  Ekkor a /1 6 /  eg y en le tb en  sz er ep lő  h -ra
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h™  g  d Д — s / 2 5 /

Legyen À = —1 + 7  akkor /1 6 /  a következő a lakú  le s z

függvénye. Egyébként a z t  lá tju k  / 2 8 / - b ó l f hogy к ará­

nyos a gép k ét m eghibásodási id őp on tja  k ö z t i  á t la g o s  idő  

n égyzetgyök ével.

Nehezebb problémának lá t s z ik  k ö z e l i t ő  form ulákat t a l á ln i ,  

ha d é s  /  nem k ic s ik  c -h ez  k é p e s t .

További v iz s g á la t  tá rg y á t képezhetné az  az e s e t ,  amikor 

a hiba az egyes [  ̂ l e f u t á s i  id ő k et i s  m egvá ltozta th a t­

j a .  Az az e s e t ,  amikor a h iba a  ̂ ^ -k et csak r ö v id í t h e t i ,  

nem érdemel külön f ig y e lm e t . Az az e s e t ,  amikor egy hiba  

a Ç i -k e t  nagyon m egnyujthatja , érdekes l e h e t ,  mert p l .

/ 2 6 /

ff
k iu tán  7  k ic s in y ,  alkalm azható az в  ~  7 + 7  form ula, 

amit /2 6 / - г а  alkalm azva kapjuk

7 ~  í d  Á / 2 7 /

te h á t

/2 8 /
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olyan  problémák i s  fe lv e tő d h e tn e k , hogy mennyi maximál!a 

id ő t  szabad egy-egy részn ek  f u t n i .  Érdekes fe la d a th o z  

v e ze th e t az  az e s e t  i s ,  ami kor k ü lső  memóriához va ló  

ford u lás e se té n  i s  h ib ázh at a gép»
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T áblázat é é - h m egoldására különböző h érték ek re

(— e f< h < 0  )

-1*00000 -.7 9 5 5 9 -.7 0 8 5 9 -.6 4 7 4 9 -.5 9 8 0 9

-.5 5 5 9 9 -.5 1 8 9 9 -.4 8 5 7 9 -.4 5 5 4 9 -.4 2 7 6 9

- .4 0 1 7 9 -.5 7 7 5 9 -.5 5 4 8 9 - .5 5 5 5 9 -.5 1 2 8 9

-.2 9 5 4 9 -.2 7 4 8 9 -.2 5 7 1 9 -.2 4 0 0 9 - .2 2 3 6 9

-•20789 -.1 9 2 5 9 -.1 7 7 7 9 - .1 6 5 4 9 -.1 4 9 5 9

-.1 5 6 1 9 -.1 2 5 0 9 -.1 1 0 5 9 -.0 9 7 9 9 -.0 8 5 8 9

-.0 7 4 0 9

- .0 1 9 1 9

-.0 6 2 5 9

-.0 0 8 8 9

-.0 5 1 5 9 - .0 4 0 5 9 -.02969

A tá b lá za tb a n  h oz e * < h <  1 in tervallum ban 0 ,0 1  

lé p é sk ö z z e l h a la d , a z  1 é  h < Ю intervallum ban  

0 ,1  lép ésk ö z ze l*
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Táblázat i  e* =h шеко1с1Аз&га különböző h érték ek re

(0 < h : i )

.00120 .01100 .02070 .03020 .03960 .04870

.05770 .06660 .07530 .08380 .09230 .10050

.10870 .11670 .12460 .13240 .14010 .14770

.15510 .16250 .16980 .17690 .18400 .19100

.19790 .20470 .21140 .21810 .22460 .23110

.25750 .24390 .25010 .25630 .26240 .26850

.27450 .28040 .28630 . 2 9 2 1 0 .29790 .30360

.30920 .31480 .32030 .32580 .33120 .33660

.34190 .34710 .35240 .35750 .36270 .36780

.37280 .37780 .38270 .38770 .З 9 2 5 О .39740

.40210 .40690 .41160 .41630 .42090 .42550

.43010 .43460 .43910 .44360 .44800 .45240

.45680 .46110 .46540 .46970 .47390 .47810

.48230 .48650 .49060 . 4 9 4 7 0 .49870 .50280

.50680 .51080 .51470 .51870 .52260 .52650

.53030 .53410 .53800 .54170 . 5 4 5 5 0 . 5 4 9 2 0

.55300 .55670 .56030 .56400

1 * h. £  10

.56760 . 6 О2 7 О .63600 .66750 .69760 .72620

.75360 .77990 .80520 .82950 .85290 .87550

.89740 .91850 .93900 .95890 .97810 .99690
1.01510 I . 0 3 2 9 0 I.O 5 OIO 1,06700 1.08340 I . 0 9 9 5 0

1,11520 I . 1 3 0 5 0 1 . 1 4 5 5 c 1,16020 I . I 7 4 5 O 1.18860
1.20240 I . 2 1 5 9 O I . 2 2 9 0 9 1.24209 1.25489 1.26739
1.27969 I . 2 9 1 7 9 1 .30369 1 .З 1 5 З9 1 .32689 1.33819
I . 3 4 9 2 9 1.36029 I . 3 7 1 0 9 1.38169 I . 3 9 2 1 9 1.40249
1.41269 1.42269 I . 4 3 2 5 9 1.44229 1.45189 1.46139
I . 4 7 0 7 9 1.47999 1 .48909 1 .49809 1.50699 I . 5 1 5 7 9

1.52449 1.53509 1.5+149 1.54989 1.55819 1.56639
I . 5 7 4 4 9 1*58249 1 .59039 1.59819 1.60589 1.61359
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1.62119 1.62869 1 .65609 1.64349 1 .65069 1.65799
1.66509 1.67209 1 .67909 1.68609 1.69289 1.69969
1.70649 1.71519 1 .71979 1.72629 1.75279 1.75929

Irodalom:

[1] E .L .Lehmann: T e stin g  S t a t i s t i c a l  H ypotheses. New York
John .W iley , 1959*

[2] Pólya Gy.-S zegő  G.» Aufgaben und L eh rsätze  aus der
A n a ly s is  I - I I . ,  S p rin g er , B e r l in ,  1925»

[3] Arató M.: M egjegyzések a "k ésés-fü ggvén n yel"  kap­
c so la tb a n . MTA Mat .E u t. I n t .  Közleményei I«
/ 1956/  217-221.

S u m m a r ys s 3 s = s 3 8 s s s s s a

About a m in im ization  problem fo r  running a program s a fe ly .

In  t h i s  a r t i c l e  we co n sid er  th e  fo llo w in g  problem o f  
com putation, Random e r r o rs  may d istu rb  th e  com putation  
and we g e t  d e fe c t iv e  r e s u l t  but i t  i s  supposed th a t  we 
can co n tro l th e  r e s u l t s  and repeat th e  com putation . I f  
we want to  get a method to  improve from tim e t o  tim e the  
d e fe c t iv e  r e s u lt  we must send th e  whole program to  a drum 
or to  a m agnetic ta p e . I t  i s  supposed th a t  we send th e  
program t o  th e  tap e a f t e r  к co rrec t r e s u l t s  which req u ires
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t im e , and we b eg in  th e  computation from th e  l a s t  p o s it io n  
on the drum i f  we have a f a l s e  r e s u l t .  Let us denote (  i  
th e  time betw een two c o r r e c t  r e s u lt s  (th e  Ç ^ -s  are  
independent random v a r ia b le s  w ith  th e  same d is tr ib u t io n  
fu n ction )*  We minimize th e  expected  v a lu e

M ( +  ....... + Ъ  * 7  )
к

where 7, - ( S)i< к J 7, =  ,̂+

i * e .  i s  th e  l a s t  attem pt to  get к r ig h t  r e s u lt s *
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