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EGY SZTOHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELL SZAMITOGEPES
KIERTEKELESE*

Dedk Istvan

A cikkben egy Prékopa Andris dltal megfogalmazott és megoldott sztohasztikus programo-
zasi probléma szamitdgépes, numerikus kiértékelését adjuk. Valamely matematikai feladatot meg-
old6 algoritmus praktikussdga fel6l az algoritmus szdmitdgépes reprezenticidja és megfelel sza-
mu kisérleti feladat megolddsa utdin mondhatunk csak véleményt. Kiilébndsen igaz ez a sztohasz-
tikus programozasi modelleket megoldo algoritmusok esetében. Az elméleti algoritmusok isme-
retében sem a konvergenciasebességrél, sem a kiszdmitashoz sziikséges id6rél nem tudunk konk-
rétumot mondani, tovdbba egy elméleti algoritmus még egyéltalin nem szdmol a konkrét hely-
zet szamitastechnikai appardtusival. Ezért sziikséges, hogy a programozasi modellek szimitogé-
pes programjat is elkészitsiik, ezzel a gyakorlatban oldjuk meg a felmerild szamitastechnikai
problémdkat. Tobb konkrét feladat lefuttatasdval a feladat kiszdmitdsihoz sziikséges id6rdl is jo
becsléseket kaphatunk.

azok tovédbbfejlesztését tartalmazza. Az elsG részben a sztohasztikus programozéisi modellt és az
optimdlis megoldast kiszdmit6 algoritmust irjuk le, a masodik részben a felmerult szdmitastech-

nikai nehézségeket és megolddsukat, a harmadik részben pedig konkrét példak futtatisival kap-
csolatos tapasztalatokat kozlink.

A gépi programot el6szor ALGOL nyelven az Egyetemi Szdmitokozpont Razdan 3 gépére,
majd szintén ALGOL nyelven az Akadémia Szamitastechnikai Kézpontjanak CDC 3300-as gépére
készitettem el. A legujabb véltozat pedig FORTRAN nyelven a CDC 3300-as gépen miikddik.

1. A SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELL ES AZ OPTIMALIS
MEGOLDAST KISZAMITO ALGORITMUS

Tekinsik a kovetkezé determinisztikus modellt:

gx)>p,, i=1...,n,
(1.1) Aol = Yalih,
min f(x) .

A g;(x) fluggvények konkivak, az f(x) fiiggvény konvex, a B;» b,k valos szamok, g‘.-k
pedig oszlopvektorok. Tegylik most fel, hogy B;*k valésziniiségi valtozok, akkor az eredeti (1.1)

*Ez a munka az Orszdgos Tervhivatal Tervgazdasdgi Intézetének timogatdsdval késziilt,
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probléma értelmét veszti, fogalmazzuk meg a kovetkezd sztohasztikus programozisi feladatot:

Plg(x) = 6;, i=1,...,nl>p, 0<p<]1,
(1.2) a;x >b;, i=1,...,M,
min f(x) .

Ezt a modellt Prékopa Andrés [4] allitotta fel, és 6 is adta meg bizonyos, itt nem részlete-
zendd feltételek mellett az optimélis megoldashoz vezet6 algoritmust. Maga az algoritmus ismert
volt (Zoutendijk [5]), de Prékopa bizonyitotta be, hogy ebben az esetben is konvergil.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Tegyuk fel, hogy a -k egyuttes eloszlasa normalis,
varhato értékik zérus, szérasuk egy, — ellenkezd esetben a varhatéd értékeket levonva €s a szo-
rassal végigosztva a megfeleld feltételi egyenlGtlenséget kaphatjuk ezt az alakot — korrelacios
métrixuk R. Tehit a (;-k egyiittes eloszlasfuggvénye:

yn yl
<I>O’1,--.,y,,)=£—l— O exp{—%lc.R‘lgc_}dx.
@em?-RT ~° 77

Ha a ﬁi-edik egyuttes eloszldsa normalis, akkor teljesiilnek az algoritmus konvergencidja-
hoz sziikséges feltételek. Jeloljiik:

Gx) = D(g) (x)y,--.,8,x)=Plgx)>B;,...,8@ =8, .
Ezekkel a jelolésekkel az (1.2) probléma a kovetkez6képpen irhato fel:
Gx)=p, 0<p<1,
(1.3) ax=>b,, i= 10005 M

min f(x) .

Sziikséglink van egy x,-re, amely megengedett megoldasa (1.3)-nak. Ebbdl kiindulva to-
vabbi x,,...,x,,..., megengedett megoldasokat készitiink az alabbi modon.

Két eset lehetséges, vagy ez a sorozat véges, ebben az esetben valamely k-ra x, optima-
lis megoldasa lesz (1.3)-nak, vagy a megengedett megoldasok igy képzett sorozata végtelen €s
ekkor konvergdl az (1.3) optimdlis megoldasidhoz.

Tegyiik fel, hogy mdr van egy x, vektorunk, amely megengedett megoldasa (1.3)-nak,
ekkor x, ., .
ban vett Taylor sordval, vegylink hozzd még egy sort, amely a célfliggvényt veszi figyelembe, igy

-et a kovetkezGképpen kaphatjuk. Linearizdljuk az (1.3) els6 feltételét az x, pont-

felirhatjuk a kovetkezd linearis feladatot:
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Gx)+ VG(x,)x-x )+ 9y =>p, 0<p<l],

V
o

a;x
(1.4)
Vix,)x—x,)<y,

miny .

Itt 9> 0 rogzitett szdm az egész eljards folyaman, egyébként tetszbleges. Bizonyos, elég
enyhe feltételek mellett ennek a feladatnak 1étezik optimdlis megoldasa [4], legyen ez (x5 yopt).
Lathato, hogy (x & 0) megengedett megolddsa (1.4)-nek. Ha ez optimalis megoldasa is (1.4)-
nek, vagyis 5; =Xy ¥

™ 0, akkor ez optimdlis megoldasa (1.3)-nak is. A fentebb targyalt

két eset kozul az elsdvel dllunk ilyenkor szemben, x 1 optimalis megoldasa az eredeti sztohasz-

tikus problémanak, végetér az algoritmus. Ha viszont y apt # 0, akkor 0j megengedett megol-
dasat készitjik el (1.3)-nak.

Tekintsuk a kovetkezd félegyenest:
(1.5) -+ MxE—xp), X¥20.

Minimalizaljuk f(x)-t ezen félegyenesnek az (1.3) megengedett megolddsainak halmazaba
€sO részén.

Vagyis legyen u, az alegnagyobb A, amelyre még igaz
G +ANxg-x,0)2p, 0<p<l,
8 x; +Nxg-x,)>b,, i= i,...,M,
és legyen A, egy olyan A, amelyre
f(£k+>‘()i1:_£k))>;f(£k NG -x)), 0<A<p, .
Ekkor definialjuk x, ,, -et a kdvetkez6képpen:
(1.6) Xpsq = Xp P22 =2 ) -

A fentiek szerint ez megengedett megoldasa (1.3)-nak. Ezzel készitsiik el az 4j (1.4) line-
aris problémat és ismételjik meg az egész eljarast. Igy kapjuk az Xysee .3 Xy, ... megengedett
megolddsok véges vagy végtelen sorozatiat, amelynek utolsé tagja az (1.3) optimadlis megoldasa
lesz, illetSleg a sorozat konvergil az optimalis megoldashoz.

2. SZAMITASTECHNIKAI PROBLEMAK ES MEGOLDASUK

A gyakorlatban el6fordulé problémaknal n= 10— 15, M = 100 — 200 szokott lenni. E-
zért a programba beépitett szamitdsfechnikai eljarasokat igyekeztem ugy megvalasztani, hogy
azok ne csak alacsony (n = 2,3) dimenziészam esetén miikddjenek jol, hanem magasabb
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dimenzioban is egy realis gépi id6 alatt lefussanak. A készitett program elvileg akdrmilyen nagy
feladatot tud kezelni, gyakorlatilag a kovetkez6 méretli feladat futtathato le: n =5, M =30,
x vektor 30 dimenzi6s.

Az elkészitett program és a lefuttatott feladatok arra az esetre vonatkoznak, ha a g;(x)
és flx) fiiggvények linedrisak, a f;-k egyuttes eloszldsa normilis, a feladat méretei n = 2,
M =2 ésaz x vektor is két dimenziOs.

A legnagyobb problémét a tobbdimenzids normalis eloszlasfliggvény adott pontban felvett
értékének gyors és lehetSleg pontos kiszamitdsa jelentette. Ez azért is fontos volt, mert a mo-
dell els6 gépi programjidban a futasi id6 90 %-dban a gép a normalis eloszlasfliggvény egyes ér-
tékeit szamitotta. Problémadk léptek fel az (1.5) félegyenesen val6é haladds kdzben, annak meg-
allapitasaval kapcsolatban, hogy mikor érjiik el a megengedett megoldasok tartomédnyédnak ha-
tarat.

Nehézséget okozott még a kozelités josdgdnak megallapitdsa, vagyis az iterdlas befejezésé-

nek feltétele. Végiil legjobbnak az kindlkozott, ha tobb kritérium egylittes teljesiilése esetén al-
litjuk le az iteralast.

A tovabbiakban ezt a harom problémakort fogjuk kiilon-kiilon megvizsgalni.

a/ A tobbdimenzids normalis eloszlasfiiggvény adott pontban felvett értékének kiszamita-
sa.

Tablazatok vagy kozelité képletek csak igen specidlis korreldciés matrixok esetén és csak
alacsony dimenzidban (n = 2,3, 4) léteznek [3]. A felhaszndlt szamitdstechnikai eljardst viszont
ugy kellett kivdlasztani, hogy n = 10 — 15 dimenziéban is hatékony legyen. Ez a szempont
eleve kizart minden hagyoményos megkozelitést (tdblazatok, kozelitd képletek, stb.). Egyetlen
jarhato utnak a Monte Carlo moédszerek mutatkoztak. Ezek kozott lényegében két eljaras ki-
nalkozott a tobbdimenzidés normalis eloszlasfiiggvény adott pontbeli értékének kiszamitdsara.
Tegytik fel, hogy a

p=®Mh,,...,h,)
értéket akarjuk kiszamitani. Legyen D a kovetkezs:
D= y:y<hj.
Ekkor nyilvan
2.1 P=P{x €D/,

ahol x egy normadlis eloszlasu valészintiségi vektorvaltozé. A gyakorlati kiszamitds sordin D he-
lyett a
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tartomdnyt haszndljuk, ahova az a = 4,5 vektort helyettesitjiik. A tartomdny ilyen csonkola-
sa altal elkovetett hiba elhanyagolhatéan kicsi a Monte Carlo médszerek hibdihoz képest, ha a
szordsa minden komponensnek 1, viszont ez a csonkolds a szamitdsokat egyszeriibbé teszi. A
(2.1) szerint tehdt ha N db R korreldciés métrixii normalis eloszlasi pszeudovéletlen vektor-

N
valtozot generdlok és ha N , esik ezek kozil a D tartomdnyba, akkor az Wl relativ gyako-

risig értéke a p érték egy becslése lesz. A masik modszer a p érték meghatdrozasira az

(2.2) p=1...Tp@ay
D

integral kozelité kiszdmitdsa valamely Monte Carlo mddszerrel, ahol ¢(y) a tobbdimenzids
normalis eloszlasu sirtiségfliggvénye.

1. A relativ gyakorisig kiszdmitdsa.

A feladat N darab )_((’7 pszeudovéletlen R korreldciomatrixi normalis eloszlasu vektor-
valtozé generaldsa. Képezziik el6szor a

2.3) G+ +8) — %

Gsszeget, ahol §; a (0, 1]-ben egyenletes eloszlasi pszeudovéletlen szdm [1]. Az Osszeg elosz-
lasa Ljapunov tétele szerint k - esetén az N(0, 1) standard normailis eloszldshoz konvergal.
Rogton lathato, hogy M(§) = 0 és D(¥) = 1. Ha az igy kapott ¢-ketegy n n dimenzids vek-
tor egyes komponenseinek helyébe vessziik, akkor n mér egy n dimenzids pszeudovéletlen
normalis eloszldsu vektorviltozé, amelynek komponensei fliggetlenek. Ezt az n vektort egy

X n dimenziés C Korreldcios matrixi normalis eloszldsu vektorvaltozova legcélszeriibben egy
A haromszogmatrixszal lehet transzformalni.

Vagyis legyen
R I )

Xy = dyp " Ny T ay0,,
(2.4)

xn=anl“'71+ar12.nZ+"'+arm‘77n'

et legyen, ahol Ty Az
R korrelacios matrix eleme. Az A matrix elemeinek kiszdmitdsa utin konnyen szdrmaztathat-

juk a keresett X(l)’ s X(N)

Az A matrix a; elemét ugy hatarozzuk meg, hogy M(x; x,) =

vektorokat:
(2.5) X(i) = A ﬂ(i) ;

Megjegyezziik még, hogy a (2.3) Osszeg konvergenciajat specialis transzformaciokkal gyor-
sitani lehet [2]. Vegyiik a



— 38 -

| \k
£=_\/_'E_ §;

Osszeg segitségével képzett

p=p - G-

valosziniiségi valtozot a (2.3) dsszeg helyett, ahol §; (0, 1]-ben egyenletes eloszlasi szam. Az
igy képzett ¢ pszeudovéletlen szim empirikus eloszlisa jobban megkdzeliti (adott k& esetén)
a normalis eloszldst, mint a (2.3) alatti Osszegé.

1. A normadlis integrdl kiszamitdsa.

Feladatunk az

integral kiszdmitdsa. Az I becslésére hasznaljuk a

n S
(2.6) 1%, H(h + a) 131 o)

valosziniiségi valtozét, ahol )k valosziniiségi vektorvaltozok, melyek komponensei fiigget-
lenek és egyenletes eloszlasuak a (—a, ), j=1,...,n intervallumban, valamint maguk a
g(i)-k is fliggetlenek egymastol. A (2.6) képlet lényegében az integriland6 tartomany “alapte-
ruletét” szorozza a siiriiségfiiggvénynek az integraland6 tartomdnyban felvett atlagértékével.
Ezt a becslést integralk6zépnek is nevezik.

Vizsgaljuk meg a (2.6) képleten alapulé eljards hibdjait. ©, a

1
’1 .
= [, + a) - o(»?)
2 .
alak valdsziniiségi valtozok szamtani kozepe:

) =5 o b s

1.5
1
Erre pedig ismert [1], hogy

D*(%)
M®)=1, D*@)= —Ni

P{I(—) - M@©))< x, D(©, ) =

valamilyen p valésziniiségi szinttel (pl. p = 0,997-hez B~ 3 tartozik). Igy valamilyen, p-
hez kozeli valoszintiséggel igaz lesz a hibara:
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@.7) o, ~NI<x, %%) .

Tehat a modszer hibdja a p(»")) valésziniiségi valtozok szorasatol fiigg nagy mértékben
és forditottan ardnyos a mintapontok szimanak négyzetgyokével. Az eloszlast kiszimito szub-
futin pontossiganak novelése szempontjabol éppen a (»¥)) szérdsinak csokkentése latszott
tandcsosnak. A gépi program elkészitése sordn tobb, az irodalomban javasolt szérascsokkentd
eljarast kiprobdltam, de egyik sem bizonyult elég hatékonynak [2]; a mintapontok szdmanak
csokkenése ellenére a kiszdmitds bonyolultsiga miatt megndtt a gépiidé azonos hiba mellett.
Ezért lényegében az eredeti (2.6) képlet szerinti eljardst programoztam be, csak két tovabbi
moédositast hajtottam végre az eljarason.

Legyen K a kovetkez6 n dimenzids kocka:
K=|x:—a<x<aj.

Tekintettel arra, hogy a = 4,5 érték esetén elhanyagolhat6 kis & hibaval igaz, hogy

I... Toxyax =1=/...[p(x)dx + &,
R"® K ;

ezért irhatjuk:

I=[.. Jox)dc=1—[...[p@x)dx+[.. [ox)dx=
(2.8) Dt RY D

1| [.. . foxyax —[.. Jee)dx |=1—-/... [o(x)dx — & =
RM n* K=D*

11 —8m~1-1.

A =~ jel azt jelenti, hogy az elkdvetett hiba a kivint pontossighoz és a kiszimitishoz fel-
hasznalt modszer egy€b hibaihoz képest nem jon szamitasba. I,-et a kovetkez6 valosziniliségi
valtozéval becsiilhetjiik:

"
RAR O

(2.9) e, = 2
-

]%, (2a)" —j{;{(hi+ a)| -
ahol v a K — D* tartoményban egyenletes eloszlast véletlen pont. Vegyiik még figyelem-
be, hogy a modell (1.2) felirisiban szereplé p valdsziniiség értéke a gyakorlati alkalmazéasok-
ban 0.8 — 0.95 szokott lenni, igy a modell optimumat Kiszamité algoritmus folyaman a kisza-
mitandé normalis mtegrélok értéke ennél nagyobb, tehit a megfelelé 7 , eérték 0.05 —0.2
kozott valtozik.

Azért jobb I helyett I,-et, vagyis a (2.6) Osszeg helyett a (2.9)-et kiszdmitani, mert a
np(g‘”) valoszinliségi valtozonak a K — D* tartomanyban sokkal kisebb szérdsa van, mint a
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D* tartomanyban.

Ez azt jelenti, hogy azonos hiba mellett kevesebb véletlen pont felvételével kaphatjuk meg
I értékét, ha I kozvetlen kiszdmitdsa helyett (2.9) segitségével megbecsuljiik / et és (2.8)-
bol 7, ismeretében meghatarozzuk I értékét, vagyis a normélis integral kiszamitasinak haté-
konysiga n6. Szemléletesen a szérascsokkenés azt tiikrozi, hogy kihagytuk az dtlagoland6 Osz-
szegbdl a siirtiségfliggvény 4ltal az origd kozelében felvett csticsot és a nagyobb értékeket.

Még egy modositast hajtottam végre a normalis integral kiszamitiasidban. A (2.9) adtlag meg-
hatdrozdsa a kovetkezd 1épésekbdl tevédik Ossze a gépi programban.

1/ A program general egy egyenletes eloszlisi pszeudovéletlen pontot K-ban és megvizs-
galja, hogy K — D*-ba esik-e (ha nem, akkor 0j véletlen pontot szdmit ki, ellenkezé esetben a
2/ 1épés kovetkezik).

2/ Kiszamitja a slirliségfliggvényben szerepld kitev6t, az S = D R K I.v}j)u}i) kvadratikus
ko

alakot.

3/ Elvégzi az exp |- il%l - S| érték meghatdrozdsit és hozzdadja ©, eddig kiszamitott

részéhez.

Ha mir N darab »“) vektor beleesett K — D*-ba, akkor a ©,-ben gyiijtott osszeget

beszorozza a még hidnyz¢6 allanddkkal.

Ez a harom lépés korulbeliil egyenld hosszii id6 alatt jatszodik le. El6fordulhat és ez az
eredeti szubrutin masodik modositdsa, hogy bizonyos esetekben a harmadik 1épést kihagyjuk,
anélkiil, hogy ezzel szdmottevs hibdt okoznank. Ugyanis a (2.9) 6sszegben bizonyos i indexek-
re a w(g(i)) olyan kicsi lehet, hogy még a

@100 ge|@ar - I ty+ )| o= T+ o)
£

I :
érték is kisebb mint pl. m - (Lényeges, hogy a ¢(»"")) nagysiginak megallapitisa még
n
,1 - (2m)2 - |R|
T - 1000
tétel vizsgdlatdval.) Tehat ha ezeket elhagyjuk a (2.9) Gsszegb6l — nem végezzik el a 3/ [épést —

a 3/ 1épés, az e hatvany kiszamitdsa el6tt megtorténhet az S = -2|C|- In fel-

%60- hibdt kovetiink el.

Ez a mddositas kiilénosen akkor jelent nagy idényereséget, ha az R korrelaciés matrix-
ban nagy egyiitthatok vannak (0,7 — 0,9), akkor ugyanis a siirliségfiiggvény értékei a tengelyek-
re koncentrdlédnak, ott nagyobb értékeket vesz fel, mig a tengelyektsl tivolabb nagyon kicsi
lesz, igy sok olyan K(i) pont lesz, amelyre a np(g‘”) értékeket nem szdmitjuk ki kicsinysége
miatt.

legfeljebb
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b/ Az (1.5) félegyenesen val6 haladas.
Tekintsuk a

(2.11) X, +Mxp—x;), A>0
félegyenest és hatirozzuk meg ennek a félegyenesnek a
Gx)=p,

dg» by 0= LM

(2.12)

feltételek éltal hatdrolt tartomanyba es6 részét és ezen a részen keressik meg az f(x) célfluigg-
vény minimumhelyét. A gép.i kiprobédlasban f(x) egy linedris fiiggvény volt, igy a fenti feladat
a (2.11) félegyenesnek a (2.12) feltételek altal hatdrolt tartomdny hatiraval val6 P, metszés-
pontjanak meghatdrozasira redukalédik.

Két eset lehetséges: P, egy g’iz = b; feltétel altal meghatdrozott hipersikon fekszik,
vagy P, a G(x)=p feltétel dltal adott felileten talalhat6. Az elsé esetben kdnnyen megha-
tarozhato a Ph pont, ha tudjuk, hogy melyik hipersikon van, mert a

Py = xp + N (g —Xp)
pontot helyettesitve a hipersik egyenletébe, a kapott
4y, + N 6] —x,)) = b,

egyenletb6l A, meghatirozhat6. A masodik eset sokkal nehezebb, t.i. nem lehet elemi uton a
G(x) fuggvény (a normalis eloszlasfuggvény) inverzét kiszdmitani és fgy A, -t kdzvetleniil meg-
kapni, ezért ebben az esetben masképp kell eljarni. E16bb azonban vizsgiljuk meg, hogyan lehet
eldonteni, hogy az els6 vagy a masodik esettel dllunk szemben egy adott (2.11) félegyenes ese-
tén.

Tekintsuk az
diGe, + NOEE =2 =8,y I=1,...,M

egyenleteket a A; ismeretlenekkel, innen azt kapjuk, hogy
b,—ax
k’.=,—‘*——'_';k—, i=1,...,M.
Ei(ﬁk — Xy)
Vilasszuk ki ezek koziil a legkisebb pozitivat, a

Apip = min N
= i:ki>0

értéket (a negativ )\i értékek a félegyenesnek a masik irdnyban 1év6 hipersikokkal valé met-
széspontjai; nyilvdn a legkisebb pozitiv A, adja az x;-hoz legkdzelebbi hipersikot, az els6t,
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amelyet a félegyenes metsz), és tekintsiik a kovetkezd pontot:

(213) P, =x, + A G}

min "2k E—k) .

Ha G(Pm) > p, akkor nyilvin az els6 esettel allunk szemben €és ekkor P = P,, egyéb-
ként a masodik esettel van dolgunk. Tekintettel arra, hogy G(P, ) kiszdmitdsa pontatlan, itt
egyrészt az dtlagosnil nagyobb pontossdgi szdmitdst kell megkdvetelni, masrészt, ha tudjuk

hogy G(Pm) kiszamitdsa € hibaval torténik, akkor csak a
GP, )=p+e
egyenlGtlenség teljeslilése esetén dontink ugy, hogy az elsé esettel dllunk szemben.

Térjiink vissza arra, hogyan talélj.ukAmeg a P, pontot, ha az a (2.11) félegyenesnek a
G(x) = p egyenlet altal megadott felulettel valo metszéspontja. Az x, pontbdl kiindulva a
(2.11) félegyenesen haladva vesziink tobb, egymasutani P; pontot és vizsgaljuk, hogy mikor
hagyja el a (2.12) feltételek altal adott tartomanyt, helyesebben mikor lesz

GP)<p.

G(x) kiszdmitdsinak lassusdga miatt tdrekedniink kell arra, hogy a lehetd legkevesebb Pl.
pontot vélasszuk ki, mert mindegyiken ki kell szamitani a G(P;) értéket. A legcélszerlibbnek
a kovetkez6 eljards tlint. Kiindulunk az x x bontbol, legyen példaul e = 8. Noveljuk meg
8 =enala A\, =0 értéket egészen addig, amig a keletkezett uj pont:

Pp=xp +j-8-0p—x;)

nem esik a G(x) = p térrészen Kivil, vagyis legyen P/ az elsé olyan ponta P,, i=1,...
., n, ... pontok kozul, amelyre

GP)<p.

Ekkor vegyiik az el6z6 pontot, P/._ -et kiindulépontnak, (ekkor A, = (j — 1)) megfelezzik

1
a lépéskozt, vagyis & = €/2-t vesziink és tovdbb léplink: A -hez & = €/2-t adunk, amig a kelet-

kezett

Pi=x. + (% + i-e/2)(£; =

pont nem hagyja el a (2.12) tartomanyt, vagyis amig
G(Pi) <p

nem lesz. Ekkor X\, = A, + (i — 1) - €/2, ezt az Gjbol felezett 1épéskozzel & = e/4-gyel novel-
juk, kiindulépontként P, -et haszndlva, stb. Természetesen, ha i= 0 adddna, akkor P,
helyett a P/'— 1
(Egy adott tartomédny és félegyenes esetén ez a legkisebb 1€pésszami megkozelités, abban az

1
pontot vessziik kiindulopontnak. Ezt az eljarast ismételjiikk egészen § = €/2%-ig.
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értelemben, hogy ha nem feleznénk a 1épéskozt, hanem harmadolniank, akkor tobb 1épést kelle-

ne tenniink.)

Ha egy adott k iterdci6szdm esetén )\6 < 0,5 adodik, akkor €= 0,2-t vesziink és az
egész eljarast megismételjiik. Erre azért van sziikség, hogy finomabb lépéseket téve kozelebb
kerliljink a hatdrhoz, pontosabb eredményt kapjunk P,-ra. Ha xjp — x k kicsi, akkor egy na-

gyobb e is megfelel; a konvergencia miatt x7 — x, dllandéan csdkken k novekedésével,

k
igy a fentebbi lépegetd eljarasban egyre kisebb 1épéseket tesziink, igy dnmagatél novekszik a
hatar megkozelitésének pontossiga. A gyakorlatban viszont kiderult, hogy az x; — x, egy bi-
zonyos hataron til nem csokken k novekedtével, igy célszerlinek mutatkozott egy kisebb €

bevezetése.

A fentebb leirt lépegetd eljards egész jol miikddne, ha G(x) értékét pontosan ki lehetne
szamitani. Egy redlis gépi id6 alatt (a CDC 3300-as gépen 0,8 sec alatt 1000 mintapontot véve)
a G(x) értékét a kétdimenzios esetben 5 %-os hibdval lehet csak kiszamitani. Igy el6fordulhat,
hogy a félegyenesen lépegetve mdr elhagytuk a G(x) > p egyenl6tlenséggel megadott térrészt,
csak a hiba miatt még mindig a G(P,) > p teljesil, illetSleg megeshet, — ami kisebb baj — hogy
joval a G(P;) = p felilet el6tt megéllunk, de ilyenkor a kisebb 8-k még csokkenthetik ezt
a tavolsagot. Arra az esetre, ha mar kiléptiink a megengedett megolddsok tartomanyabol, a ko-
vetkez$ két ellenintézkedést programoztam be.

Ha azt tapasztaljuk, hogy egy adott & = ¢/2° esetén P/ az els6 pont, amely mar a hata-
ron kivul esik, vagyis G(Pi) < p, akkor nem a Pi— (et az el6z6 pontot vessziik Gjabb kiindu-
l6pontnak, hanem a még eggyel eldbbit, vagyis Pj_ ,°t, ilyenkor N, =N;,_, + (—2)d lesz.
Ennek az az el6nye, hogy ha mar a P]._ ; bont is Kiviilesett, csak éppen a szubrutin hibés ered-
ményt adott, akkor nagyon valészini hogy a Pi— , pont esetében nem, vagy az ellenkezd irany-
ban hibdzott a szubrutin, vagyis a P,._ , még bent van a tartomanyban.

Nyilvan a fentebbi eljards beprogramozdsa még nem nyujt biztositékot arra nézve, hogy
nem kerulink ki a (2.12) feltételek altal hatdrolt tartomanybol.

Ha kikeriiltink, ezt két jelbél lehet észrevenni: a kapott x, +1 = P, pontot véve Gj meg-
engedett megoldasnak, amire valojaban G(x,,,) < p, az ebbdl képzett 4j linedris feladat op-
timdlis megolddsiban y > 0, valamint azt tapasztaljuk, hogy az ebbdl képzett (2.11) félegye-
nesen haladva a minimum értéke nem csokken, hanem novekszik.

Ekkor csindljuk a kovetkez6t: tekintjuk az x, €saz x pontokat Osszekotd szakaszt

k+1
¢és ezen a szakaszon visszalépiink a kovetkez6 szabdly szerint; ha a szakasz hossza kisebb 0,2-

nél, akkor ¢q_. = 0,2-t veszink, ellenkezé esetben q . = 0,05-0t véve ij megengedett Xp+2

min

megoldast vesziink a rossznak bizonyult x helyett:

k+1

Xpry SdminXe + 0 —q )%,
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vagyis visszalépunk az x; — x,,, szakaszon x,,,-b6l x, felé a szakasz hosszédnak 6todré-
szével vagy huszadrészével.

Ezzel az x uj megengedett megoldassal Gjra készitlink egy linedris problémat. Ha

Zk+2
még mindig y > 0, vagy a minimum novekedne az

*
Xp4g t M_)fk+2 _Ek+2) ) A>0

félegyenes mentén, akkor x helyett az

k+2
Xpey = 2quin X + (1 =24, )%4

értéket tekintsiik (ij megengedett megoldasnak, stb. Ez a két vészkijarat elegend6nek mutatko-
zott a gyakorlatban arra, hogy a program normaélisan lefusson.

A fenti moédositott 1épegetd algoritmusnak, nevezetesen a két ponttal valé visszalépésniek
egy nagy el6nye, hogy ilyen médon automatikusan pontosabban szdmol a program, mert a
G(x) = p felilet kozelében sokkal tobbszor szamitja ki az eloszlasfliiggvény értékét, igy végsé so-
ron a mintaszim novekszik.

Nyilvdnvalo, hogy az egész eljaras hatékonysaga attol fligg, hogy a G(PI.) értékeket mi-
lyen pontosan szimitom ki. A gépid6 csokkentése szempontjabol pedig ajanlatos lenne minél
kisebb pontossiggal (minél kevesebb véletlen pontot felvéve) meghatirozni a normalis eloszlds-
fuggvény értékét a P, pontokban. Mivel a lépegetd eljirds folyamén csak a G(P,) > p felté-
tel teljesiilésének eldontésérdl van szo, a valdsziniiséget “’szekvencidlisan” fogom meghatérozni.
Ez azt jelenti, hogy el6szor kiszdmitom a p, = G(P,) értéket 10 %-os hibaval, amihez kevés
véletlen pont €s gépiids sziikséges. Ha |p; —pl> 0,15 (a biztonsdg kedvéért 0,1 helyett 0,15-
Ot irunk, mivel a normalis eloszlas konkrét értékét kiszamito rutinrdl csak azt mondhatom, hogy
elég nagy val6szintiséggel lesz legfeljebb 10 %-os a hiba), akkor dontok a p, = G(P)>p egyen-
16tlenség teljesiilése fel6l. Ha p; ¢€s p eltérése kisebb mint 0,15, akkor kiszimitom a p, =
= G(P;) értéket 5 %-os hibaval és vizsgdlom a |p, — p| > 0,08 egyenlGtlenséget; a teljesiilés
esetén dontdk p, > p felSl. Ellenkez$ esetben megint fokozom a pontossigot, 2,5 %-os hiba-
val szdmitom ki a normalis eloszlasfiiggvény értékét és ekkor mindenképpen dontdk, hogy a
G(Pi) > p feltétel teljesiil-e.

Figyelembe kell még venni, hogy amig messze vagyunk az eredeti (1.3) probléma optima-
lis megoldédsitol, nem érdemes nagyon pontosan meghatarozni a (2.11) félegyenesnek a (2.12)
feltételek altal hatdrolt tartomény hatdrdval valo P, metszéspontjat. Ezért a programot ha-
rom fézisban futtatjuk le. Az els6 fazisban a lépegets eljards folyaman csak 10 %-os hibaval ha-
tirozzuk meg a G(P;) értékeket. A masodik fazisban 10 %-os vagy 5 %-os pontossiggal, attol
fliggben, hogy a szekvencidlis valdszinliségvizsgdlat sziikségessé teszi-e. A harmadik fizisban pe-
dig 10 %-o0s, 5 %-o0s, 2,5 %-os pontossiggal hatdrozzuk meg a sziikségleteknek megfeleléen a
G(P;) fuggvényértékeket. Az egyes fazisok befejezésének feltételeit a kovetkezd alpontban fog-
juk megvizsgalni. -



¢/ Az iteralas befejezésének feltétele.

Azt kell megvizsgalni, hogy mikor jutunk mar elég kozel az optimdlis megolddshoz, milyen
kritérium alapjan allitsuk meg az iteralast. Az els6 kézenfekvd kritérium, ha két egymdsutani
megengedett megolddson a célfuiggvény értéke kicsivel, pl. a célfuiggvény értékének 1 %-dval
valtozna csak, akkor megillhatunk. De ez énmagaban nem elég, mert az altalunk betdplalt els6
megoldds és a gép altal kiszamitott elsé megengedett megoldds ennek a feltételnek mindig ele-
get tesz.

Ezért célszerlinek mutatkozott a kovetkezd kritériumot méasodikként bevenni, nevezetesen
azt, hogy az utolsé két megengedett megoldas egyes koordinatdinak eltérése kisebb legyen mint
a megengedett megoldasvektor nagysaginak pl. 1 %-a. Ezzel viszont az volt a probléma, hogy
ha a félegyenes a valosdgban egy da',x = b, hipersikot metszett, az eloszlast kiszdmito szubru-
tin hibazott és azt mutatta, mintha ez a metszéspont mar a megengedett megoldasok halmazan
kiviil lenne, akkor a 1épegetd eljardsra kerul sor és konnyen elképzelhetd, hogy valamivel a hi-
persik el6tt meg fog 4llni. A kovetkezd iterdcids lépésben majdnem ugyanazt az irdnyt fogjuk a
(2.11) félegyenesnek kapni és igy a kovetkez6 megengedett megoldds valamivel még kozelebb
keriil a hipersikhoz. A masodikként emlitett kritérium alapjan ezt a két egymasutani megoldést

mar optimalisnak venné a program.

Nagyon kdnnyen eléfordulhat az is, féleg az optimélis megoldashoz kozel, hogy A, = 0
adodik, vagyis mar nem tud tovabblépni az eljaras, a fenti kritérium ekkor is megéllitana a prog-
ramot. Ezen esetek kikiiszobolése végett csak harom egymasutani megengedett megoldas fenti-
ekben megfogalmazott “kozelsége” esetén fogjuk megallitani az iteralo eljarast.

A b/ pontban emlitett fazisok végét ugy allapitjuk meg, hogy a fenti kritériumokat alkal-
mazzuk a kovetkezd modon. Az elsé fazis akkor ér véget, ha a célfliggvény értéke az utolso két
megengedett megolddson legfeljebb 2 %-kal valtozik és a hiarom legutols6 megengedett megol-
déas fentiekben leirt eltérése szintén csak 2 %-os. A mdsodik fdzisban mar 1 %-ot kovetellink
meg, a harmadikban pedig 0,5 %-ot.

3. A MODELL KIERTEKELESE, SZAMITASI EREDMENYEK

A modell kiértékelése tobb adatcsoport segitségével tortént. Minden adatcsoportban azon-
ban a g,(x) fuggvények és az f(x) célfuggvény az egyszeriiség kedvéért linedris volt, két szto-
hasztikus és két linedris determinisztikus feltételt vettem, az x pedig két dimenzids vektor
volt.

A probak megmutattdk, hogy ha a G(x) = p dltal generdlt feliilet a linedris feltételek al-
tal generdlt térrészen kivul esik (vagyis a G(x) > p térrész tartalmazza az a';x > b; feltéte-
lek 4ltal adott poliédert; legalabbis a midltalunk vizsgdlt részen), akkor a modszer szimplex al-
goritmussad zsugorodik, a poliéder csucspontjain mozogva éri el az optimumot. Ellenkezd esetben
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is, amig a normdlis eloszlasfliggvény nivofelliletébe nem titkozik, csicspontokon haladva miiko-

dik az algoritmus.

A modszer jobb bemutatdsa érdekében egy olyan példat vettem illusztrilasként, amelyen
a G(x)=p feltétel 4ltal meghatdrozott térrész benne van a linedris feltételek dltal adott po-
liéderben, vagyis a valoszin(iségi feltétel “megtartja” az egymdsutini megengedett megoldaso-
kat. Az algoritmus gyorsasdga, helyesebben az iterdldsok szdma fiigg attél, hogy milyen ’mere-
dek” a G(x)=p feliilet; gyakorlatilag ez azzal mérhetd le, hogy a g;(x) > B; feltételek (itt
B; valos) altal adott hipersikok milyen szégben metszik egymast.

A bemutatott eredmények a kovetkezé modellre vonatkoznak:

2xl+x2—-6>6ll
p lzp’

x1+8x2—8>l32
X 4N a4,
3xl+x2>3,
x,20,,x,20,
min(x; + x,).

Itt [31 és Bz egyuttes eloszldsa normdlis, nulla a varhato értékiik, 1 a szorasuk és r akor-
relacios egyuitthatéjuk. Ha a kiinduldsul vett determinisztikus problémat vizsgaljuk, vagyis a

3xl+x2>6,
x, + 8x, =8,
xl+4x2>4,

3x, +x,23,

min(x, + x,)
feladatot, az optimdlis megoldésra és a minimalizdlandé célfliggvény értékére azt kapjuk, hogy

_ (40 18)_
zopt - l 23 > 23 (1,739, 0,782) s
ami lényegesen kulonbozik a sztohasztizdlt modell eredményeitsl, akdrmilyen korrelacios e-

gyutthatot véve.

A kovetkez6 értékeket kaptuk a probafuttatisok alkalmdval az x pt Optimilis vektorra
és az f(f_opt) célfiggvény értékre p = 0,8 valOsziniliség mellett, valtozé r korrelicios egyltt-

hatora:




S, g LA

F Eopt ﬂﬁopt)
- 0,9 1,878 1,015 2,893
- 0,2 1,942 1,001 2,943
+10.2 1,984 0,964 : 2,948
+ 0,5 2,006 0,944 2,950
+ 0,9 2,065 0,888 2,953

Lathat6, hogy a korreldciés egytitthaté novelésével né az optimum értéke, ami 6sszhangban
van azzal a val6szinliségszamitasi eredménnyel, hogy a korrelacios egylitthaté ndvelésével csok-
ken egy adott pontban az eloszlisfliggvény értéke (hasonlo tétel tobbdimenzidban is igaz.)

A p= 0,95 esetre is kiprobaltam a programot, ez az eset azért fontos, mert a modell e-
gyik alkalmazisi terlilete a megbizhatdsagelmélet lenne. A kapott eredmények:

r Xopt ﬂﬁopt)
+ 0,2 2,161 0,961 3,1227
+ 0,9 2.279 0,931 3,2108

A fentebbi két tablazatot a program ALGOL nyelvii valtozatanak lefuttatisival kaptam, eb-
ben a normdlis eloszlds konkrét értékeit a (2.6) képlet segitségével szimitottam. Egy-egy adat-
csoport lefuttatdsdhoz atlag 20 percre volt sziikség a CDC 3300-as gépen. Kiilondsen sokdig tar-

s 4s

donithat6, hogy ezekben az esetekben a normélis eloszlist szamito rutin a legkevésbé hatékony.

A program FORTRAN nyelvbe val6 atirdsa, valamint a normilis eloszlasfiiggvények a (2.9)
képlet alapjan torténd kiszamitasa kb. S percre csokkentette a fentebbi konkrét példa futasi
idejét. Az eloszlasfliggvény konkrét értékét kiszimité6 modositott szubrutin kiildndsen azokban
az esetekben szdmol gyorsan és viszonylag pontosabban, amelyekben az el6zé (2.6) alapjan mi-
kodd rutin nehézkesen és sokdig szamolt (nagy valdszin(iség, nagy korrelacié) [2]. Ez a (2.9)
képlet alapjan torténd szdmitdsnak és a 2b/-ben leirt két masik modositisnak kdszonhetd.

Néhany adatot kozlink még a normalis eloszlasfliggvénynek adott pontban felvett értékét
kiszamité szubrutin miikodési gyorsasagarol. Az eredeti, ALGOL nyelven a (2.6) képlet alapjian
miik6dé szubrutin 3 sec alatt szdmitott ki 1000 mintapont segitségével egy eloszlasértéket a
kétdimenzios esetben a CDC 3300 gépen, ennek hibdja a p = 0,8 érték kozelében 6 %- 14 %
volt a korrelacié nagysdgatol fliggen. Teljesen ugyanezt a szubrutint megirva FORTRAN nyelven
a futdsi id6 1 sec-ra csokkent. A legijabb szubrutin, amely a (2.9) képlet alapjan dolgozik és min-
den 2b/-ben megemlitett modositast tartalmaz, 0,1 sec alatt szamit ki egy kétdimenzids elosz-
lasfiiggvényértéket 5 %-os hibaval. Ez a hiba fliggetlen a korrelaciotdl, de a valosziniiség értéké-
t6l nem; nagyobb valdsziniségre hatékonyabban szdmol. Ezt a szubrutint mar magasabb dimen-
zioban is kiprobaltam: az 6tdimenziés esetben p = 0,9 valosziniiség esetén 5 %-os hibaval 0,6
sec alatt szdmitott ki egy értéket.
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Megjegyezziik még, hogy a program tovdbbi gyorsitdsdra egy specidlis szimplex irdsa lenne.
Ugyanis az egymdsutani iteraciés lépésekben megoldandé linedris programozasi feladatok egy-
mastél csak két sorban kilonbdznek, ami valdszin(siti, hogy optimdlis megoldédsaik sem kilon-
bdznek nagyon és ezt fel is lehet haszndlni.
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Summary

Computer evaluation of a stochastic programming model

The paper discusses a stochastic programming model, developed by A. Prékopa and tested on

a computer. Chief results of the article are the elimination of the difficulties of computer ap-

plication and the description of an efficient algorithm for the computation of the concrete val-
ues of the multidimensional normal distribution function.
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Pes3wnwume

OueHKa OZHO! NpOoOJEeMH CTOXaCTHUUYECKOT'O IIPOTpaMMMPOBAHUA

B crarre zaerca OLEHKA OZHOM MpPOOGJEMH CTOXaCTUUYECKOI'O IpOr-
paMMupOBaHusi, paspacdoranHoii A. lIlpexona, ¢ moMomsw LBM. Ilpeo-
nejeHne TpyzxHocTeld npu mpuMeHeHuu UBM u omucanme a0peKTHBHO-
ro ajaropuTMa IJA INONYyYEeHUS KOHKPETHHX 3HAUEHH! MHOI'OMEpHOi
GyHKIMKM HODMAJBHOI'O pacHpeZelIeHUs ABIAANTCH IJIABHHMU pe3ylb-
TaTaMu palcoTH .
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