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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С БОЛЬШИМ ПАРАМЕТРОМ

И. Хегедыш /Сегед/ -

При изучении волновых процессов - чаще всего - приходится счи­
таться с присутствием одного, или нескольких тел, в той или 
иной мере влияющих на эти процессы.

Типичным примером может служить распространение волн в Rn 
/nä2 / , в случае присутствия одного, неподвижного тела я = я+ 

'/с гладкой границей эя/, в которое слабо и медленно проника­
ют волны, возникающие во внешности я : т.е. в я_ ; тело не ко- 
леблится, происходит почти полное отражение волн от поверхнос­
ти тела.

Предположим для простоты, что в начальный момент времени т.е. 
при t = 0нет никаких возмущений. Если обозначить через u(t,x) 
отклонение от положения покоя точки хея_ в момент времени 
tso , то математическая модель только что приведенного про­
цесса обычно ставится в виде смешанной задачи в области я_:
/ 1 / D  u=f(t,x) t> 0 , хея_; u|t=0 =ut |t=0 = 0 ; u|9 fi=0 ,
где D - волновой оператор, f Ф о .

Мы будем рассматривать уточненную модель этого процесса:
1/ Допускается, что волны проникают в тело, и распространяют- 

ются в нем с малой скоростью х (х>>1 ).
2/ Опускаем малореальное ограничение u|3Q=0 .
3/ Вместо задачи /1/ вводим задачу Коши-сопряжения /согласова­

ния на зя / во всем Rn для более общего, гиперболическо­
го уравнения второго порядка.
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I

Наша цель: выяснить предельное поведение при х-°° решения за­
дачи Коши-сопряжения.

- +Итак, предлагаемая модель для U(t,x)=u ,u 
следующая :

/ x£fi_ р соотв./

/2/
LU;=Q(lt,x)^ M  Ë âf-(A u , ^ ) + ËV»ttr ♦

O t  1 ,J- 1 X л x = l X
/2.1/

ôU+A(x)|^ +B( X )U = F ( t , X ) 
-œ <tàT; xeRnV an,
U! t<o ut 1 1 < 0

= 0 /2.2/

i a1u+ a1u~“ U: = (ïï̂ T— ë^T~) sn=0 i = o,i;v- нормаль K an /2.3/an

где >̂T 
Q (X ,\)={

- положительные постоянные,
1 х£П_ а . . 

{ 1J 
а . t

х6П_ +„ ; А . . =А..=
X2 х£П ^  ^1 ХбР

, а. .1J 1 ЭП aij 1 э п
+

х6П_

1J +

а х6П_ ъ ~ хбП
(i , j=1 ,.. .,п) , А={ + , В={

х£П+ а х£Р+ ъ + ХбР

коэффициенты A..,...,В бесконечно гладки в п_ , соотв. в р ,
1 J +

а ̂ , ... ,ь и всех их производные ограничены и формы
п
Z a. .(х)£.£.> сл--, i: i з=

п
Z at ,(х)5, Ç.

i,j = l 1>] 1 ’

являются положительно определенными формами ç ,. .. ç при 
каждом хеп_,п+ соответственно. Относительно правой части 
/2.1/:

F “Í,
х£Р ,

О х£Р+ ,
предполагаем, что f обладает некоторой гладкостью; а именно 
предполагаем, что f принадлежит одному из классов С°°’0 (рт), 
1 ’ (n_), Bs’°(^);nî: = (-~,T]xn_ /определение
этих классов и теорема существования решения задачи /2/ в 
этих классах даны ниже/.

Из того, Что скорость распространения волн в р стремится к 
нулю при /и того, что F=o при хеп+ / следует:
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Лемма 1. Существует такое число х0=\0 (т)>0 , что u+(t,х,\) = 0 
при всех (t,x,x): OátáT, х£(р , где (p ) - погра- 
ничная полоска Р+ , ширина б которой стремится к нулю при

Замечание 1. Если F такова, что задача /2/ имеет бесконечно 
гладкое решение при каждом фиксированном xâconst., , то из Лем 
мы 1 . эвристически уже следует, что при любых фиксированных 
(t,x) /х£Р+,Р_ СООТВ . / u+( t , х , X )-*0 , u ( t , X , X ) ->-u( t, х ) при

в классическом смысле; где и - решение внешней задачи
-.2 п9_и _ уО /j3t ' . .. Э х .i 5 J=l 1

г - t \Эи ( a . . ( X )-—  î J Эх
n

•) + E
i = l

Эиa • ( X ) -X Эх. + a ( X )-~L+b (x)u=f (t,x)

x6P_ , - oo<tàT,
и t< 0 Ut 11< 0  ̂’ U |'9P °'

Лемма 2. В области (р )с /при достаточно малом 6 / можно ввес--------  + б
ти локальные координаты (S(x) $ cp ] (х),. . . , ф (х ) ) где s(x)~ 
решение задачи Коши :

п
Е + / \ 9S а . . ( х J 

1 J Э х .
1 - f r "  x£(íi+ V  3 |э а =0’ 3>0-J тi,J = 10OS(x)eC - координата по трансверсальному к ЭР направлению

а Ф^еС - координаты по касательным к эр направлениям.

Эта лемма следует из того, что лучи системы Гамильтона - соот­
ветствующей задаче для S - трансверсальны к эр и они не пе­
ресекаются в (Р+ )5 /гладкость S(x)^i(x) следует из глад­
кости ЭР и гладкости коэффициентов а+ . в р_ /.+ íj +

Введем некоторые обозначения. Пусть Q<LRn - область, для ко­
торой либо Q с р+ либо Q с Р_ ; тогда QT:=(-»,т] XQ . Далее, 
пусть

C“’°(QT ) = {c(t,x) |ceC°°(QT) , с = 0 t<0 }

и пусть при säO целом Hs,0 (QT),BS’0 (QT ) обозначают замыка- 
n »-,0 ,„Т\ние С ’ (Q ) по нормам
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Il C II гр = Ile II , Il c II _ „ =
r ,0 (QT) HS(QT) BS,0 (QT) tH B' sup E 119 C[[

e( —  ,T] i=o II 7(|
3t h s X(Q)’

rS/̂ Тч ITs-i/rt V ,„0/nTN T 2 / „Т .где H (Q ), H (Q)/H (Q )=L (Q ) /обычные пространства
С.Л. Соболева. В качестве Q мы будем брать только областир ,+ 1
й_ и их замыкания. Нам понадобиться еще и пространство

Cœ , 0 = {c ( t ,х) I С= ( с еС°°(Р̂ ), с + ес“(р̂ )); с = 0 t<0 }

и классы H3’0, Bs,° , которые являются замыканиями с“ ’0 по 
нормам

II с l^s.,0 11 с l^s (ПТ)+ П с l^s (й+) ’

2 3 П с I! = sup Е
В3 ’ v( — ,Т] i = 0

Л  - 2

at ■н3 Х(Р_)

S
+ sup Е
te( —  ,т] i=о

А1 + О С
3t ' Н3 х (р + )

Замечание 2. Мы должны выделить еще одну задачу, которая полу­
чается из задачи /2/ заменой o=F(t,x) хер на f+( t ,х)ес°°’0 (рТ)

s 0 —T + +или H ’ ( P ) ; при этом предполагаем, что проекция на Rn
+ х носителя f лежит в достаточно узкой пограничной полоске

(й+)б . Эту задачу мы будем обозначать через /2х/.

Определение 1. Мы будем говорить, что функция U(t,x;\)=(u ,u+)
является классическим решением задачи /2 / если и ,и удов-

Т Тлетворяют уравнению в соотв. в Р в классическом смыс­
ле при каждом A.ä̂ 0 = const>> 1 и условия /2 .2/, /2 .3/ - пони­
маемые в обычном смысле - выполняются.

Теорема 1. Если FGC ,0 , то задача /2х/ при каждом AäX
, 0
о

имеет, притом единственное классическое решение U;UeC 5~ и 
существует такая постоянная С(х,т) , что
/з/ IHI вр+| ,0 s o U ’T) Il F l^p,o p = 0 ,1,2,.

s + ! ,0О п р е д е л е н и е  2. Ф у н к ц и ю  U ( t , x s X ) e B будем н а з ы в а т ь  обоб-
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s Оценным решением задачи /2 / с FGH ’ если существует последо
вательность функций /классических решений/ {и еС°°’0} для коп
торых
LU = F Unlt<0 ^Un4lt<0 0 ’ ° Un 0 1 0 1 1 5 n
И

F -Filn Hs , 0
U -Ulln s +

Теорема 2. Задача /2х/ c FGHS,° имеет при каждом xäXQ>>] 
одно и только одно обобщенное решение и и справедлива оценка 
/с постоянной CU,T) из /3//:

/V UI вР+1 ,0 áCU,T) II FII
Hр,о

p = 0 , 1 , ,s

Теоремы 1., 2. следуют из результатов [1] /см. также и [2] , 
[31/- Из этих результатов; однако, трудно усмотреть характер 
зависимости С(х,Т) от х в оценках /3/, /4/, и получить тем 
самым информацию о структуре решения и и о его поведении при 

.

Распространение волн в Q+ и в  происходит весьма не оди­
наково; поэтому вместо неравентсв /3/, /4/ целесообразно вы­
вести неравенства, в которых отдельно оцениваются нормы и- и 
и+ . Так например, с помощью модификации стандартных энергети­
ческих неравенств можно получить:

Лемма 3■ Пусть правая часть F(t,x) задачи /2 / принадлежит 
классу Н0,0. Тогда для решения U=(u~,u+) задачи /2х/ имеют 
место оценки с постоянной С=С(Т) :
I'll u~ fil 0 + III (и") П! 0+ III Vx и III SC(X 1 II f+ Il 0+ "

III III 0+ III (u+ )t III йС(\~2\\ 0 1 f + 1 lQ + A.- ’ll Í-" N0 ) ,
III Vxu+ IIII áC( л"1 II1 f+ Il + Il f~ "o>-

где в левых и правых частях соотвественно
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" B°’°(QT )’" B° ’°(q ! )? ,f ' V  "• 11 T10 ,0 (fiT )sH H ° ’V J
+Оценки для высоких производных u ,u получаются более слож­

ными. Выделяем один факт, который состоит в том, что главная 
часть оценки нормы 111 • 1110 производной порядка qä2 от и+ по 
трансверсальной к 9Q координате S(x)~(pn имеет порядок 
/нормы in • 1,1 о производных того же порядка от и+ по касатель­
ным к àçi координатам ф ] , . , . , ф п _ 1 и по t имеют более хоро­
шие оценки/. Введем обозначение:

g к : =-
_I а I+к -9_____ £_

я г 0 . 1 п- 1 . коал ...оа , Эф О n - 1 п
( а О » а ] >• * • >ап_ J ) ( "t » Ф J J • • • ’Фп_] ) » I а I ~

— 1 Л+. . . + 1о
Лемма 4. Для решения U=(u ,u'r) задачи /2х/ с Fe Hs’° 
место оценки с постоянной С=С(Т) :

п- 1 •
имеют

u 11 „+, n т á ( п г и + E 
вр+1’% т) Ф р _ 1  0

n

Z
|аI=р-2

f L + с (л
1 а , с р  " О  

n

I а I = 1 
+

f  р -  2 1 'о +  '*'*'* +
а ’ ф п

I Í Hfallo+ , f Р Д >|а|=р I а I <р Р 0 5 1 5 • • • S  ,

Il u+ ll
ВР+ 1 ’°(ЙТ )

áC( II f+ , IL +\ Ер- 1 о а I = 1 а  , Ф
о Пп + р-2 О

n

kp 2 Е Il f+ I L ) + C U P 1 Е II f+nn + kp E,1 о а,ф 0 ' , 7  а 0 . ,lal=p-2 n I а I=p I а I=p
p = 0 , 1 . , s .

где в правых частях использованы обозначения Леммы 3.

f il n) a 0

: _

полоски ЭП-).
(f J - сумма всех производных f порядка |a|+jвне узкой °t,cpn

Теорема 3- Для решения U=(u ,u ) задачи /2/ с FeH » имеет 
место при каждом Nás-З натуральном представление

U’* W  U+=VN + WN ’
/5/ N+l

vM= E u.(t,x)\ d, vT= E u. . (t-XS(X ),ф(X ) )S±(x )X 
j =0 J i +j =0 1,J

-J N+l

i . jSO (u • .(К ,Ф ) = 0  £<0 ),
1  9 J

где функции {u.},{u. .} играющие роль коэффициентов разложе-
__ +  J  1  9 J

ния u ;и в ряд по степеням определяются из рекур­
рентной схемы /типа изложенной в [ 4]/ по F~f ,

lS+1-9 *°(рт) 5 и .  . ( t-\S,ф )еВи  . е вj ' - ' ' 1 » j
и имеют место оценки с постоянной С=С(Т) :

s-(i+j),°(ßT )
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 ̂u ; 11 T + i n m á с 11 f 4 » . • о грH
/6/ Il u j ( t-ÀS , ф ) Il

^ 0 » 1 , ...» s j ,
(Jl )

£.l,0(aT,SC^ +2" î'l̂ +(i+j)+l,0(iiT )

£=1-----s-(i +j )-1 ,

a остаточные члены представления /5/ / W1T, wi / имеют оценки:N ’ .N
- N - 1H W II n . „ rp SCA. 2 H f II /+Ц+3 о T £=0 , 1 , . . . , s-( N + 3 ) ,

Will ff., n rn ^CXl N 2 
N B£+1’% + ) H£+N+3,°(fiT )

£=0,1,...,s -(N + 3).

В некоторых частных случаях легко показать, что нормы vu, iu_. 
имеют нижние оценки /того же/ вида /6 / /с некоторой другой 
постоянной с =С (Т) /•

В заключении автор приносит благодарность научному руководите­
лю Б.Р. Вайнбергу за постановку задачи и постоянное внимание к 
работе.
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