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EINLEITUNG

Mehrere wichtigen agrotechnischen Technologien gründen 
sich auf den Fermentationsprozess (Silierungs-, Düngerbehand
lungsverfahren, Methoden der Lebensmittelindustrie). Die die 
Fermentation auslösenden Mikroorganismen arbeiten im be
stimmten Temperaturbereich. Eben deshalb ist die Charakteri
sierung des thermishcen Zustandes des Systems von entschnei- 
dender Wichtigkeit.

Daher sollte so ein Modell aufgebaut werden, mit dessen 
Hilfe die im Material von Einheitsmasse während einer Ein
heitszeit entstehende Wärmemenge Gestimmt werden kann. Für 
diesen Zweck ist eine Temperaturmessung im fermentierenden 
Material, das in einem zylinderförmigen Behälter gelegt 
wurde, vorzunehmen.

In Kenntnis der Wärmeentwicklung müssen wir die konkreten 
Realisierungsfälle modellieren: den zylinderförmigen, 
koaxialhohlen und kompakten Körper, sowie das in einem 
prismatischen Behälter gestelltes, fermentierendes Material
aggregat .

Wir haben konkrete Rechnen bei der thermischen Modellie
rung des Silierung durchgeführt.



BESTIMMUNG DER IM LAUFE DER FERMENTATION ENTSTEHENDEN
WÄRMEMENGE

Wir haben das fermentierende Material in einem zylinder
förmigen Behälter eingesetzt und sicherten die Anaercbver- 
hältnisse durch entsprechenden Abschluss. Wir messen während 
der Fermentation die Temperatur - bei mehreren Punkten des 
Behälters - sowie die seit der Einlagerung vergangene Zeit. 
Wir nehmen an: das Temperaturfeld ist zylindersymmetrisch, 
verändert sich nicht in der Richtung der Längsachse des Be
hälters, sowie die thermischen Charakteristika des Materials 
sind bekannt und konstant.

Durch Verwendung der Transportgleichungen in Zylinder
koordinaten haben wir für die Temperaturverteilung die nach
stehende Differenzialgleichung aufgestellt:

Bei der Aussenwand ist das Newton'sehe Abkühlungsgesetz in 
Kraft:

(1 )

hier:
U = Innentemperatur U= f(r,t) C°KI] 
t = die seit Untersuchungsbeginn verlaufene

Zeit th:
r - im Behälter ausgelegter Radius CmD 
X - Wärmeleitungskoeffizient des eingelagerten

Materials CK J/m hcKi
a - speziphische Wärme des Materials CK J/kg °KI1 
p - Dichte des eingelagerten Materials Ckg/m'3]

+ a2 (U - Uf) = 0, (2)
v=v1

und im Inneraum:
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Wir müssen auch die Anfangstemperaturverteilung des einge
lagerten Materials angeben:

\ = = "I ■ <4>

Bei den obigen Zusammenhängen:

Uj, - Aussentemperatur (°K)

- Flächen-Wärmeleitungskoeffizient bei 
der Innenwand CK J/m2 h °KD.

Bei der Lösung ist es zweckmässig die Rechnen mit einem 
der hohligen Lagerung entsprechenden Modell durchzuführen. 
Somit ist die geometrische Form der Untersuchungsbehälter 
(Abb.l.)
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Nun, ist die Randbedingung des Innenhohlraumes:

X ifflr=r + V "  - V  = 0 ‘ (5)o

hier: : der Flächen-Wärmeleitungskoeffizient bei der
Innenwand. Die Lösung der Gleichung (1) haben wir durch 
Anwendung der Fourier* sehe Methode in der nachstehenden 
Form ausgesucht:

U (t>r) - V (t,r) + h)(tJr)J (6)

wie die Summe der Lösung der homogenen (v>*) und inhomogenen 
Gleichungen (ш). Unter Beachtung der Aussentemperatur haben 
wir bei der Lösung die nachstehende Transformation eingeführt

V - V + U„. (7)

Unter Berücksichtigung von (6) und (7) wird die neue Form 
von (1)

3v 1 3 / 3 V\p ÖTT-r - X — TT— (r -r—JK 3t rdr Ъг' + QC
dU r.

~dt = °’ (8)

Hier wird das inhomogene Glied explizite erscheinen. 
Durch Lösung der homogenen (v>q) und der inhomogenen 
Gleichung (v^)

V V + Vо

Wird die Separation bei dem homogenen Teil

Vо T0(*)e0 (r),

(9)

(1 0 )
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entsprechend durchgeführt, erreichen wir die nachstehenden 
Ergebnisse :

\ m I A m  V 7) - a I (m r. о n 1 n 1 1 о n 1' v , 4
о п о п  -À m Y7(m r ) + a7l (m r ) о nо n v -y \ ‘ x -»1 O n 1

und xо n exp (a t ) .

(1 1 ) 

(1 2)

Die Eigenwerte können von der Gleichung

I,(S ) + у J (5 ):c-S J7(S — ) l n ' o n n 1 n V '
+ a2 у Y (S o' n

í -S Г7 (5 ) + Yf (5 ):C-S I7(S n I n ' o n  n 1 4
r rО \ . -r f r. O')+ a0YJ (5 — - 0,n r ' 2 ' л ' и v> / Jn r.

(13)

bestimmt werden, wo wir die Formelzeichen

5n m V

eingeführt haben.

Die Werte von S haben wir mittels eines Rechnersn
bestimmt, von denen geben wir einige bekannt:
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n S n Sn n

1 3,098453 1 23,20777
2 6,479410 8 26,54226
3 9,839644 9 29,875338
4 13,18906 10 33,20740
5 16,53220 11 36,53860
6 19,87133 12 39,86923

Weiterhin unter Berücksichtigung von

V1 ~ T1 Qo

Isind die Koeffizienten Q 3 undо

t1
x, - - В  ̂ exp(a t) f C (t) exp (-a m^ t)dt. (14) 1 n  ̂ n n r nLsо

der Partikulärlösung (v^).

Nun, haben wir die Funktion der Aussentemperatur den Eigen
funktionen entsprechend in Reihen entwickelt:

°o
иль) = Z СЛЬ) Qo (k)(r). (15)
 ̂ k=o

S:lcherweise können wir die Lösung des homogenen Teiles der 
jriginalgleichung aufstellen: *

* °° 1 ? PV - Z Q LM - f C (t) exp(-a m t)dtlexp(a m t) + £/_(£). (15/a)o n  , n  r n r n fn=o t Jо
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M^3 В^3 und Сп sind solche Koeffiziente, die in Laufe

der Reihenentwicklungen bestimmt werden können.

Für eine Lösung der inhomogenen Gleichung werden wir 
die Wärmequellenfunktion den Eigenfunktionen entsprechend 
in Reihen entwickeln:

°° (n )
A(i,v) = Z an (t) Qo (r ), (16)

n=o

und wir suchen die Lösung in Form

00 (n )
u(r 3t) = R(r)T(t) = I Tn (t)Qo (r). (17)

n=o

Nach Substitution und Durchführung der Rechnen

T (t)n
( H . . exp(—  t)

t
f

an (i,)
H dt'

° po exp (  —  t ' )

(18)

Also die Lösung:

w(r, t) -
а (f)n°° H t 1

1 exP b^f ---  и :n=o P  о PC exp ( —  t')
dt'U  (m r)-P I (m r)l,o n n o n

(19)

wo die Werte von H und P erzeugt werden können.n n
Demnach können wir die Lösung des Problems:
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U - I il (m r )-P Y (jn v)l{\LMo n n o n  nn=o t

2 2f C^{t)exp{—a mn t)dtlexp(amn t)+

о

+ exp( —  t ) f pc '

a (t')n
; -------- Jj--- dt} + U (t)
o p о exp (—  t ')

(20)
'pc

aufstellen.

In Kenntnis der Lösung (20) können wir auch diesen Fall 
erzeugen wo keine Wärmequelle existiert (Abkühlungsfall5 , 
a (t) = 0 und Falls der Behälter kompakt ist: r -+0}a =0.

TL O u

In diesem Fall erreichen wir die in der Literatur angegebene 
Form (CSERMELY, 1974). Wir haben das Problem auch in 
solchem Fall gelöst, als der Behälter prismatisch war.
Die Werte der im Ausdruck (20) digurierenden Funktionen:

I - linearische Bessel'sehe Funktion Null-o
-Ordnung und

Yß - quadratische Bessel'sehe oder Neumann'sehe 
Funktion 0. Ordnung

können mittels eines Rechners erzeugt werden. Des Rechnen 
und Anpassen den gemessenen Werten kann man mit einem 
Rechner leicht durchführen.
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