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古典確率論 にお け ろ諸 問題(D釜

武 隈 良 一

皿 ヤ コ ブ ス ・ベ ル ヌ ー イ の 「推 論 法 」

確率論に貢 献 した最初の書物で あるといわれてい るベル ヌーイの1推 論 法 」

(ArsConjectandi,1713)は 非 常 に著 名 な の で,一 度 原著 に 接 して み た い と思

つ て い たが,原 文 が ラテ ン語 で あ りその 上 容易 に入手す ることが出来ない。僅

か に トドハ ンターの紹介(1)x*に よって その一 端 を 知 る ば か りで あったが,

最 近Ostwald'sKlassikerに その独 訳 が あ る ことを知 り早 速読 んでみ る機会 を

作 つてみた。その結果 が本稿の拙 ない成果で あるが,話 ば か りで実 態 が 良 く知

られ て お らない現状 に幾分 で も参考 にな るのではないか と思い 敢て禿筆 をふ る

ってみた次第 である。

独訳(2)はRobertHaussnerに よ る もので,一 部 分 は抄 訳 に な って い るが そ

れ は議 論が細か くな った り計算が冗慢 になった箇所だけに限 られてい るので,

殆 ん ど全 貌 を知 る こ とが 出来 る。 また一部分では あるが原著を知 ること もで き

た 。 それ は本書 の第2部 の最 初 の3章 だ けで は あ るが,そ れ の原 文 と英訳 それ

に 他 の著 名 な論文を一括 した書物(3)を 本 学 の手 塚 文庫(P.1571)に お い て見

出 す こ とが で きたの で あ る。

さて本書 の内容に入 るまえに序論 めいた ことを少 し く述べ てお こう。

ヤ コブス ・ベル ヌーイ(1654--1705)は 優 れ た 家系 と目 され た ベル ヌーイ

ー 族 の筆頭 の人で ある。ライプニッツは彼 の勧 告に よってヤ コブスが確率論 を研

究 した とい ってい るが,両 者 の間 に取 交 わ され た書 簡 に よればその確 言は正 し

くはない 。 む しろ書 簡か ら判 断すれ ば,ラ イプ ニ ッツが耳 にす る以前 に ヤ コブ

ス は彼 の著書 を完 成 してい たのであ る。

'

ee(1)は 本誌 第8巻 第3号(1958年2月)に 掲載 。

菅*後 掲 文献の番号 をあ らわす 。



一74一 商 学 討 究 第10巻 第1号

「推 論 法 」 は著 者 の死 後8年 間 出版 され ず,1713年 に 甥 の ニ コ ラウスー 世

(1687-1759)に よって や っ と世 に で た 。序文 の2頁 は ニ コ ラウ ス に よ っ て 書

かれ たが,そ れ に よ る と この書物 の第4部 は未 完 成 で あ る とい う。 出版元 はヤ

コブスの弟 ヨハンネスー世(1667-1748)に よっ て それ が完 成 され る こ とを希

望 したが,ヨ ハ ン ネス は 多忙 のた め果 され ず,ニ コ ラウスに この 仕事 が まわ さ

れ た 。 当時 ニ コラウスは確率論に関心 こそは もっていたが彼 自身 は適役 ではな

い と考 え,彼 の勧 告 に よ り残 され た未 完 成 の部分は そのままに して出版 され る

ことにな った。なお 「推論 法 」はヤ コブス ・ベル ヌーイの全集 には含 まれて お

らない。

「推論法 」は本論 の外 に無 限級数に関す る研究 と附録が つ け加 え られて い

る。附録 は フランス語で書 かれ たdissertationで 表 題 はLettreaunAmy,

surlesPartiesduJeudePaume(テ ニス遊 び の分 け前 に 関す る友 へ の手紙)

とあ る。 この附 録 は ニ コラ ウス の序文 に よる とヤ コブスの ものであ るとい う。

さて本論は4部 に分 れ て お り,第1部 は ホ ィヘン スの 論文DeRati6ciniis

inLudoAleee(サ イ コロの勝 負 ご とにお け る計算 について)の 再刊 で ヤ コブ

ス の註 釈が 詳 し く附加 されてい る。 第2部 は順 列 と組 合 せ の理 論 に ささげ られ

てい る。 第3部 は偶 然 の ゲ ームに 関す る数 多 くの問題 を解いてい る。第4部 は

確 率論 を道 徳 や 経 済学 の興 味深 い問題 に応用 してい る。

「推論 法」の翻 訳 につ いては,さ き に 述 べ た独 訳,英 訳 の外 にL.G.F.

Vaもtelに よ る1801年 出版 の仏訳 が あ る とい われ て い るが これ は入手す る ことが

出来 なかった。

さて愈々本論の内容へ と進 もう。 最初 に4部 の 内容 を述 べ てか ら附 録 にす

す み最後に著 名な附帯論文に及 ぼそ う。

第1部

賭事における可能な計算に關するホイヘンスの論文

ヤコブスの註解附

第1部 は原文 にお いて1頁 か ら71頁 まで しめて い る。 こ こで はヤ コブスの

註解が ホィヘンスの原論文(塵 参照)よ り も一 層価 値 あ る こ とが 認 め られ る。
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す な わ ち以 下 ヤ コブ スに よ る重 要な追加 に注 目して行 こ う。

第1,第2,第3の 「期 待 値 」 に 関す る定理 の註解 は ことさ ら変つtcも の

もな い 。

第4の 問 題 。AとBと が勝負 を して,さ きに3回 勝 つ た方 を勝 ち とす る。

い まAが2回 勝 ち,Bが1回 勝 っ7Cと ころで勝 負 を 中 止 した ら,賭 金 を如 何

に分 配 した らよい か 。

第5の 問題 。同 じ勝 負 に お い て,Aは 勝 つ た めに1回 不 足 して お り,Bは

3回 不 足 して い る(即 ちAは2回 勝 ちBは1回 も勝 つ て な い)な らば,賭 金

を如 何 に分配 した らよい か 。

第6の 問題 。 同 じ勝 負 に お い て,Aは 勝 つ た めに2回 不足 してお り,B

は3回 不足 して い るな らば,賭 金 を如 何 に分 配 した らよい か 。.

第7の 問題 。(さ きに4回 勝 っtc方 を勝 ち とす る勝負 にお い て)Aは 勝 つ ・

た め に2回 不足 して お り,Bは4回 不 足 して い るな らば,賭 金 を如 何 に分 配 し

ナこらよし、カ〉。

以上4っ の得 点 の 問題 を 論 じ7c後 に,ヤ コゴス は,Aが9回 以 下 の 勝 不

足,Bが7回 以下 の勝 不 足 の と きの 賭金 の分 配 の比 に関す る表 を与 えてい る。

不足し
ている 競 技 者B

競技の
回 数

・121314516i7

1 1:2 3:4 7:8 15:16 31:32
1

63:64 127:128

2 1;4 4:8 11:16 26:32 57:64 120:128 247:256

競
3 1:8 5:16 16:32 42:64 99:128 219:256 466二512

技4 ユ:16 6:32 22:64 64:ユ28 163:256 382:512 848:1024

5 1:32 7:64' 29:128 93二256 256:512 638:1024 コ486:2e48

者
6 1:64 8:128 37:256 130:512 386:lC24 1024:2048 2510:4096

A7 1:128 9:256 46:512 176:1024 562:2048 1586:4096 4096:8192

8 1:256 lO:512 56:1024 232:2048 794:4096 2380:8192 6476;16384

9 1:512 11:1024 67:2048 299:4096 1093:8192 3473:16384 9949:32768

1 屡

第8の 問題 。A,B,Cの3人 が 勝負 を行 い,AとBは1回Cは2回 勝

不足 とす る。
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答はA昔q,Bきq,C言qで あ る.こ こ1こqは 全 部 の齢 を あ らわ す 。

第9の 定理。何人かの勝負において勝不足の回数が異なっているとき,あ

る人の期待値を求 めるには,そ の人および他の全部の人めいめいが次の勝負に

おいて勝ったときの,そ の人の期待値を計算 しその合計を全体の人数で割れば

よい。

例えばA,B,Cに おいてAは1回,B,Cは2回 勝不 足 とす る。この

ときBの 賭金の分け前を求 めよう。いま次の勝負においてAが 勝 っ た とす

れば勝負は終ってBは 何に も得 られない。Bが 勝ったとすれば第8の 問 題 か

らBは 号qを 得 る・Cが 勝ったとすればやは り第8の 問題か らBは るqを 得

る。従ってBの 分け前は

・41

、0+gq+すq-一 妾q

3

とな る。(こ の例 題 はす でに フ ェル マ とパス カル との往復書簡において論ぜ ら

れてい る。)

か くして3人 の場 合 に お け る表 を ヤ コブス は次 の ようにつけ加 えた 。
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不足して
いる競技
の 回 数

前 け 前
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34一
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否磐巖
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次に 「サイ コロ遊び」の問題を論 じてい る。n個 の サイ コ ロを 振 つ た と き,

い ろい ろな 目が 出 る よ うに投 げ られ るが,そ の場 合 の数 は全 部 で6nで あ る。

サ4コ ロが1つ の と き投 げ られ た6っ の場 合 はみ な異 な っ て い る。2つ を振 つ

た と き目(の 和)は2か ら12ま で にな るが,そ の よ うに投 げ る場 合 の数 はお の

お のい く、つ あるか 。 これ を さ らに拡張 してい る。 た とえば3っ の サ イ コ ロの と

き目が6又 は15に な るよ うに投 げ る場 合 の数 は10,4つ のサ イ コ ロの と き自が

12に な る よ うに投 げ る場 合 の数 は125に な る こ とを しめ して い る。 そ して ヤ コ

ブスは一般に次 の よ うにな ると表 を与えた。(次 頁 参 照)

第10の 問 題 。1つ の サ イ コ ロ で6の 目を 出す よ うに投 げ る場 合 の数 を定

め る こ と 。

答は もちろん ÷ の割合でそのよう眼1デ らる・ この問題を さ らに 堀

コロが2つ 以上5つ ま で の場 合 に論 じて い る。

第11の 問 題 。2つ の サ イ コロで12の 目を一 度 出す とす れ ば,そ の よ うな投

げ は何 回 にな るか を定 めること。

答は 士 ρ割合でそのように投 げ られ る.こ の問題をさらにサ仁 ・が数

多い場合に拡張 しメレが矛盾を感 じた問題に(以 下 に示 す ように)触 れてい

る。

次に上の聞題を一般化した問題をヤコブスが述べている。 まずすべての場

合の数をa,成 功する場合の数をb,失 敗す る場合の数をcと し,a=b+cと

す。この とき成功 する割合は■L,失 敗する割合は.」Lと な る。いまn回 試み
aa

るときその間に成功する期待値を求めてみよう。 そのための第1の 方法は次の

蓼
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古典確率論における諸問題(1)(武 隈)

計算による。

bc21〕c3bbcbcn-一.i

T+'a・+。,+。 ・+….+。 。

ba11-cllaU-cll

ana-C aTl

一79一

第2の 方 法 は,n回 試 み る と き全体 の場 合 の数 はanで あ り,全 く失 敗 す

る場 合の数 はcnな ので,少 くと も1回 成 功 す る場 合 の数 はan-c"と な り,

an-cll

結果はや は り とな る。
atl

こ こ でan=2cn,a=36,c=35の 場 合 を 考 え る と,nloga=log2+nlogc

】0920.3010300

n「
。9・-1奪=-olb廊 諏 「

とな り,こ れ は24よ り大 き く25よ り小 で あ る。

こ れ は メ レ の 問 題 を 解 決 す る もので,2つ の サ イ コ ロを 投 げ た と き少 く

とも・回2ら とも6媚 が出る賭は24回 投げると湘(つ ま りそ曜 率が ÷

よ り小)で25回 投げるとき得(÷ より大)に なることをしめしている.パ ス

カル,ホ ィ ヘ ンス,ヤ コブス の 解答 は当然 な が らみ な一致 してい る。 ヤ コブス

は この あ と次 の式 に帰着す る2つ の問題 を 輪 じた 。

aS+P--cs+liaS-csallcs-cll+s

I・
。・+・一 一}ヨr=a。+・

既{濫∴ 童∵

よ りx-yを 求 め る こと。

第12の 問 題 。最 初 の投 げで(少 くと も)2っ6の 目を出 す に は,い くつ の

サ イ コ ロを振 らな けれ ば な らないか。

この問題 は1つ のサ イ コ ロを何 回振 つ た らそ の うち(少 くと も)2回6の

目が出 るか,と 変 えて も内 容 は 同 じで あ る。

期 待値を順次 に計算す ることに よって10個 の サ イ コ ロが あれ ば よい と答 え

て い るQ

この問題を一般化して,P回 試みた ときm回 成功する期待 値 をヤコブス
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が求 めてい る。 それ は

〔c・・+(e)b・ ・-i+(婁)b・cn-2+… …+(m三 、)bm-・cn-m+i)・an

を1か ら引い た もの で あ る とい う。

第13の 問 題 は既 述 の通 りで こ と さ らに付加 え ることもない。

第14の 問 題 。AとBと は次 の条 件 の下 に2っ の サ イ コ ロを交 互 に投 げ あ

う。Aは7を 投 げた ら勝,Bは6を 投 げ た ら勝 ち としてBが 最 初 に投 げ る。

AとBと の期 待 値 に は如何 な る関係 が あるか。

この答 はA対Bが31対30で あ る。 ヤ コブス は これ を以 下 の よ うに解い た

が,こ の方 法 が彼 の最 も価 値 あ る貢 献であ る。

無 限の人が順次に投 げ,奇 数 番 目の人 は6を 投 げ,偶 数 番 目の人 は7を 投

げ る もの とす る。 奇 数 番 目の人全体が一 団 となった ものがBで あ り,偶 数 番 目

の人 全 体 が一 団 とな った もめがAで あ る と考 え る。い ま 各人 の期 待値 を 計 算

してみ ると

1,2,3,4,5,6,7,8,

bcebcfc2efbc2f2c3ef2bc3f3c4ef3

a,a2,a3,a4,a5,a6,a7,au,… …

とな る。 ここにbは6の 目が 出 る場 合 の数 で5で あ り,cは31で あ る。eは7

の 目が 出 る場 合 の数 で6で あ りfは30で あ る。

した が ってA,Bの 期 待 値 は それ ぞれ

cec2efc3ef2c4ef3ce
-十 十 十 一 一 十 … …=

a2-cfa2a4a6a8

bbcfbc2f2bc3f3ab

竃 一+。 ・+。 ・+一Fヨ 「+…'=。 ・_。f

と な り

ce31ab30

a2-cf61,a2-cf61

か ら31対30と な る 。

こ の あ とに 附 録 と して5つ の 問 題 が あ り,こ れ を ヤ コ ブ ス が 解 い て い る 。

(1)A`とBは 次 の 条 件 の も とに2つ の サ イ コ ロで 勝 負 を す る。Aが6を 投

げ た ら勝 ちBが7を 投 げ た ら勝 ち とす る 。Aが は じ め に1回 投 げ,次 にBが



期 待 値aa2a3a4a5a6

競 技 者8,9,10,11,12,… …

A,A,B,B,A,… …

期 待 値b纂f∵ 箒f4,響,c窒 、f5,b叢6,… …

し た が っ てAとBの 期 待 値 は そ れ ぞ れ

bbcf2bc2f21〕c3f4bc4f4bc5f6
十 一 十 十 十 十 十 … …

aa4a5a8a9a12
、

cecefc3ef2c3ef3csef4c5ef5

。・+』 ・一+。 ・+。 ・+。 ・・+a"
十 … …

となる。それぞれの和は

a3b+bcf2a2ce+acef

a4_c2f2とa4_語 了ゴー

と な り,

a=36,b=5,c`31,e=6,f=30を 代 入 す る と答 が 得 られ る 。

ヤ コ ブ ス の方 法 は ホ イ ヘ ンス の方 法 に ま さ る もの が あ り,

な 次 の4っ の 問 題 を 解 い て い る 。

古典確率論 にお ける諸問題(E)(武 隈)-81-

2回 っ づ け て 投 げ る。 次 にAは2回 投 げ 以 下 交 互 に(2回 ず つ)投 げ,両 者 の

一 方 が勝 つ ま で つ づ け る
。AとBと の 期 待 値 の比 は い く らか 。 答 は10355対

12276で あ る。

ヤ コ プ ス は これ を 次 の よ うに 解 い た 。

競 技 者1,2,3,4,.5,6,7,

A,B,B,A,A,B,B,

bcecefbcf2bc2f2c3ef2c3ef3
,,,,,,a7

AとBと の 期 待 値 の 比 はa3b十bcf2対a2ce十acefと な る 。 これ に

彼 はさ らに複朶筐
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例 えば,IVの 問題 は,2っ の サ イコ ロで さ きに7の 目 を 投 げ た ら勝 とし

て,Aが 最 初 に1回 投 げ,つ い でBが2回,Aが3回,Bが4回,… …投 げ

る と き,2人 の期 待 値 の比 はい く らに な るか とい う。

これ らの問題 にな る とホイヘ ンスの方法 は最早無 力にな る。 ヤ コブスの方

法に よるとIVの 解 は次 の よ うに尽 る とい う。

c305

m=ユ 「;マ 痔 ロ 『6-=0.833… …

に し てA,Bの 期 待 値 は そ れ ぞ れ

1-m+m「"一'M6+mlo-m15+m24-mas+m36-m45+… …

m-m3十M6rm10十mtu-一.m24十m28・ 一・m36十m45十 … …

な る を 以 つ て,そ の 比 は,52392対47608に な る と い う 。

ヤ コ ブ ス は こ の 種 の 問 題 を 解 く一 般 法 則 を 与 え そ れ を 次 の 興 味 深 い 例 に 適

用 し て い る 。

A,B,A,B,A,B,A,B,A,… …
　

3,1,4,1,5,9,2,6,5,・ ・・…

の と き,す な わ ちAが3回 先 きに 投 げ,次 にBが1回,Aが4回 … … 投 げ

る と きを 聞 題 に し て い る。 先 ず 数 宇 の 和 を 順 次 に つ く り

0,3,4,8,9,14,23,25,31,36。 ・・…

これ を 用 い てA,Bの 期 待 値 は そ れ ぞ れ 次 の よ うに な る とい う。

1-m3+M4-m8十m9-m14十mX-m2s十m34-m36十 … …

ma--ni4+m8-m9+m14-m23+m2Lm・4+m36+… …

こ れ らの 級 数 の和 は もち ろ ん 直 に 求 め られ る とい う訳 に は い か な い 。

(2)3人 の 競 技 者A,B,Cは12個 の石 を もっ て い る 。 そ の う ち4個 は 白

で8個 は 黒 で あ る 。 い ま 次 の 法 則 の も とに 勝 負 を す る 。 す な わ ち 目隠 し を し て

最 初 に 白 石 を つ か ん だ もの が 勝 ち とし,Aか ら始 め てB,C,次 に ま たAへ

と順 次 に 行 う。3人 の 期 待 値 に は い か な る関 係 が あ る か 。

ヤ コ ブ ス は こ の 問 題 を3つ の場 合 に 分 け た 。 第1は 各 石 が 取 出 され る毎 に

再 び も との 壺 へ も どす 。 第2は12個 の 石 が3人 共 有 で 取 出 し て か ら も ど さ な

い 。 第3は 各 人 が12個 の石 を もち 取 出 し て か ら も ど さな い 。

この 問 題 は ホ イ ヘ ン ス の 方 法 に ょ っ て もヤ コ ブ ス の 方 法 に よ っ て も解 け
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る。 答 は第1の 場 合9:6:4,第2の 場 合77:53:35,第3の 場 合6476548:

4231370:2768457で あ る。 な お第2の 場 合 は第3部 第8の 聞 題 にお い て 再 び解

かれ てい る。

(3)と(4、は組 合 せ論 を用 い て も解 け る とヤコブスはい う。 案際 この2つ は第

3部 の第5お よ び第6の 問 題 として後 に と り上 げ られ てい る。

(5}AとBは12個 の貨幣 を もって3っ の サ イ コ ロで 次 の 法則 の もとに勝・

負 す る。11の 目が投 げ られ た らAはBに 貨 幣 を1枚 わ たす 。 しか し14の 目が

投 げ られ た らAはBか ら1枚 とる。か くして す べ て の貨 幣 を もつ ことがで き

た ら勝 ちとす る。AとBの 期 待 値 の 関 係 は244140625:282429536481で あ

る。

これ を解 くの に,14の 目が出 るの は216回 の うち15回 で あ り,11の 目が 出

るのは27回であるか ら結果は(ぎ)12-(量i琴)!2-(葛)匙;翻lll48、1こ な

る とい う。 この詳細な解は省 略す るが,ヤ コブ ス は一 般 に,Aがm枚 の貨幣,

Bがn枚 の貨 幣 を もつ とき,AとBの 期 待 値 の比 は

(b"cm-bm+n):(cm+n-bncm)

に な る とい う。 この公 式 の証 明 は非常に複雑な計算 を必要 とす るので読 者に委

ね るとい ってい るが,現 代 的形 式 の解 は トドハ ンタ ーの著書(62頁)と オス ト

ワル トの註(148頁)に お い て見 られ る。

ヤ コブ スの この公式 は 後に ニコ ラウス ・ベル ヌー イとモンモール の間に と

りかわ された書 簡のなかにあ らわれ て くる。 しか しは じめて出版 され たのは ド

モ ァヴルのDeMensuraSortisの 第9の 聞題 に お い て で あ る。

第2部

順 列 論 と 組 合 せ 論

第2部 は 原 文 にお い て72頁 か ら137頁 ま で しめ内 容 は順 列 と組 合 せ を論 じ

てい る。彼以前に スホーテ ン,ラ ・fプニ ッツ,ウ ォ リ ス お よ びPrestet(1690

死)が 論 じて い るの で材 料 が全 部新 しい とい う訳 にはいかない。

第1章 順 列 は,す べ て が異 な る物 の順 列 の数 と 一部分 が相等 しい物 の順 列

の数 を求 め る法則を述べてい る。そして終 りにBauhusiusの 閥 題 を正 し く計算
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し て い る 。 そ の 問 題 とい うの は,イ ェ ズ ス 会 の 修 道 士BemhardBauhusius-

(1575-1619)が 作 つ た 六 脚 韻 の 詩(マ リヤ を 讃 え る う7C)の 一 行 に

TotTibisuntdotes,Virgo,quotsideracoelo(お と め マ リ ヤ よ,汝

に は,天 に あ る星 と同 じ く らい の た ま もの が あ る 。)

とい うの が あ り,こ れ の 順 列 が 何 通 りあ るか とい うの で あ る 。 これ に対 し て 先

ずEriciusPuteanus(1574-1646,修 辞 学 教 授)が そ の 著ThaumataPietatis・

(敬 虜 の 奇 蹟)に お い て48頁 もつ い や して1022通 り あ る と い っ た 次 にGerard

Vossius(1577--1649,古 典 語 学 者)は そ の 著DeScientiisMathematicisの 第

7章 に お い て や は り1022通 りあ る とい っtc。 第3にPrestetはElemensdes

Mathematiquesの 初 版348頁 に お い て2196通 りあ る とい っ た が,第2版 第1巻

133頁 に お い て3276通 り と訂 正 し た 。 第4にActaEruditorumの 勤 勉 な 編 集 者

がWallisのTreatiseofAlgebraを 批 評 し な が ら,そ の 数 を2580と 定 め た 。

最 後 にWallisは 後 年 そ ρ 自著 の ラ テ ン語 版(1693)の494頁 に お い て3096と

与 え た 。 しか し 以 上 の 数 は す べ て 誤 りで あ る 。 ヤ コ プ ス は3312と 正 し く計 算 し

た 。

第2章 一 般 の 組 合 せ に お い て は,す べ て が 相 異 な る物 の 組 合 せ を 考 え て い ・

る 。'例 え ばa,b,c,d,eが 与 え られ た と き,こ れ らを 用 い て 作 られ る 組 合

せ を 次 の よ うに 級 に ま とめ て い る 。 級 と は1つ だ け の もの,2つ だ け の もの,,

… … に ま とめ た もの を 意 味 す る
。'

a,'.

b,ab,

C,ac,bc,abc,

d,ad,bd,cd,abd,acd,bcd,abcd,

1・ ・ae・b・ ・ce,d…b・ ・ace,bce,・d・bd・,・d・,

1。bce,abd。,acd。,b。d。,。b、d。,

そして一般 に次の法則を与 えてい る。

級別にな らべてつ くられ る組 合せのすべ ての数を決定 す るには,2を その

物 の数 だ け 累乗 して1を 引 けば よい 。

これ に ょ り物 がn個 あ る と き,組 合せ の数 は2n--1と な る 。例 えば 上 の
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例 の よ うにnが5の と き は25-1=31と な る が,こ れ は5十10十10÷5十1に

・等 し い
。

第3章 一定の級の組合せ,図 表にした掌 とその性質。

この章においてはまず各級の組合せ の数 が求 め られ,そ れ を表 に す る と次

の よ うに な る。 ・

図 表 に し た 数 の 表
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ヤ コブスは この図表 にした数 の表 についての驚 くべ き性質 として12を あ げ

て い るが,そ れ らは組 合 せ論 に お い て よ く知 られ た もので ある。それ らの性質

な ヤ コブス もいってい るよ うに,既 に先 人 に よっ て得 られ た もの ではあるが,

誰 もきちん とした証 明 を公 に した ものはなかった。 少 くともそれ らの証明はヤ

コブスに とって既知 で はなかったので,彼 が証 明 をな し とげ た ので あ る。従 っ

て 例 えば性質8で あ る二項 定理 の正 整数 乗 の場 合の 証 明はヤ コブスに帰せ られ

る。

このあ と1か らnま で の 自然 数 の和,自 然 数 の2乗 の和, ,3乗 の和,一 一・一・

を 次 の よ うに求 めて い る。



2●3・4・5・6・7●8

なる公式を与えている。

… … はSn・
,∫n・,∫n6,ln・,

111
A=T・B・=幽liid『 ・C=一 互至「 ・D=一
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1＼

∫n-÷n・+1;n

11
∫nn--5-n・+-5-n・+÷n

11
∫n・窺τn・+2㎡+吉n・

1111

∫n・ 一 τn・+-7n・+-li-n・ 一 褥n

ρ1151

5n5「 ゴn6+-ln5+万 パ ー一歪n2

11111'

∫n・-7n・+-7n・+万n「 ダn・+石n

ln・ 一÷n・+÷n・+舌n・ 看n・+もn・

72112

∫n・ 一一9-n・+-2-n・+in・ 一一ユ5-n・+一{1-n・ 一 詣n

113711

∫n・「5n・ ・+-7n・+一 τnL万n・+ア ・「 討

115
nl・=lii-nji+-2-nt・+-6-n・ 一 ・n・+・n・ 一 ÷n・+壽n∫

そして一般に

Sn・=。t、n…+÷n・+÷A-

　 　 　 　 　 　ロ　

+c● 量rl三:=2L2Bnc-3+c●c蒙1… 震 鴇 ●9-=L4CnC-・

　 　 　 　 　 　
c・c-1・c-2●c-3・c-4●c-5●c-6D

nC-7… …

こ こにnの べ き指 数 は2ず っ 下 つ てn又 はn2で お わ る 。A,B,C,D,

・・… ・に お け るnの 係 数 を表 わ す
。 す な わ ち .

1
'

30… …

である。 これ らを求めるには,そ の係数を含む式のすべての項の係数の和が1
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で あ る ことか ら得 られ る。例 え ばDは

11272
9+T+T--15一+9+D;1

か ら求 ま る とい うよ うに 。

ま た上 の公式 を用いて1か ら1000ま で の10乗 の和 を計箪 し次 の結果 を得 て い

る。

91409924241424243424241924242500

最 後 に次 の表 で あ らわ され る級数 の和を求 めてい る。 ・

D

d

d

d

d

d

d

C B

cib

c+dIb十c

・+2d]b+2c+d

　
c+3db十3c十3d

c十4db十4c十6d

c十5d;b+5c十10d

A

a

a十b

a十2b十c

a十3b十3c十d

a十4b十6c+4d

a十5b十10c+10d

Aの 級数の各項の差はBの 級数の各項 とな り,Bの 級数の各項の差 はC

の級数の各項 とな り,Cの 級数の各項の差はDの 級数の各項 とな り,こ れは

いずれ もdに 等しい。

この ときAの 級数の第n項 は
　 コロ 　 の ロ 　 へ

・+r・ ・b+n-11n-2・+上!器 竺 過d

とな り,Aの 級数の第n項 までの和は

n・+n'S:一:一1・'b+辺 ぎ≒n-2・+丑 ●n一 偽r急 ●n-3d

とな る。

第4章 一 定 の級 の組合 せ の数 に つい ては,n個 の もの か らc個 とる組 合 せ

の 数 を求 め 訟 式 一n(n・-1)(n-21・2・3)三'iilii{1=Eii.(.n--c+1)をま ず 与 え,そ れ か ら導 か れ

る種 々の結果 を述べてい る。

附録 として本筋を離れて はい るが得 点の問題 を論 じてい る(107頁)。 即 ち
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得 点 の 問題 を組合 せ を用 い て解 く2つ の方 法 を与 えた 。第1の 方 法 は,ま ず本

書 の 第1部 にお い て与 え た表 を い か に 続 け るか又その項 の法則がいか に表 わ さ

れ るかを示 し,AとBが 勝 つ た めに不 足 して い る得 点m,nの 数 に対 す る表

を 与え分配 の割 合 を定 めた。 パス カル は6点 勝負 の 表 を 与え た が,そ の表 の拡

張 を ヤ コ ブスが 第1部16頁 にて 与 え,さ らに これ を一一般 化 した 。 ま たm=n十1

の場 合 を一 般 に論 じパ ス カル の特 別の場 合を しのいでいる。 第2の 方 法 は よ り

簡 単 でTLec的 で あ る。 これ は第1部 の第12の 問題 にお け る方 法 に 帰 着 す る。

A,Bが そ れ ぞ れm,n点 不 足 してい るな らば勝 負 はm+n-1回 後 に完 了す

る。両 者 が 同 じ伎楠 の とき可能 なすべ ての場合 は2m+n-1で あ る。Bが 無得 点

でAが 勝 つ た と き,Bが1点 とっ てAが 勝 った と き,・-Bがn-1点 と

っ てAが 勝 っfcと き,と 分 類 してAの 勝 つ 場 合 を求 め る と

・+(m+r1)+(m+身 一1)+… …+(m詰1)

とな る。 これを2")+"-tで 割 っ た もの がAの 勝 つ率 であ る。 パ ス カル もこれ

}こ類 した こ とを述 べ て い るが,パ スル カの算 術 三 角形 よ りこの公式 の方 が よ り

便 利である。

第5章 繰 返 しを ゆ るす 組 合 せ の数 においては,n個 の ものか ら繰 返 し を許 し

て ・個 とるとき組合せの数 は 』(n+1)lr毒1)li惑 ぎ+c-1)に な る と公 式 を 与

えて い る。

第6章 繰 返 しが制 限 され て い る組 合 せの数においては,ま ず次 の例 を あ げ

て い る。文 字 がa,b,c,dと 与 え られ,aは5回,bは4回,cは3回,dは

2回 まで くりか えす る とを許 す とき,全 部 の組 合せ の数 は い くらにな るか とい

う。 これはasb4c3d2の 約数 の個 数 に 等 しい の で6・5・4・3=360通 りあ る と

い う。 ただ しaObOcOdO=1を 余分 に合 ん でい る。 これ よ り一 般 の法則を導い

て い る。

整数 の約数 の問題 は スホーテ ンとウ ォリスが組合せ を用いて論 じた ことは

既 に述べ たが,こ れ は ヤ コ ブス も認 めて い る。

第7章complexに おい て は 組合 せ と順 列 を一 し よに し7cも の を論 じ て い

る 。即 ちn個 の ものか らc個 と りだ して これ を 並 べ た と き 幾通 りの並べ方が
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あ る か とい う。 ヤ コ ブ ス はn個 の もの を 並 べ る と き順 列 と よ び,c個 と りだ し

て か ら並 べ る と きcomplexと 称 し て 両 者 を 区 別 し た 。nが1か ら10ま で の 値

を と る と き,complexの す べ て の 数 は 次 の よ うに な る とい う。

物 の 数1,2,3,4,5,6,7,

complexの 数1,4,15,64,325,1956,13699

8,9,10・ ・・…

109600,986409,9864100・ … 。・

第8章 繰 返 し を ゆ るすcomplexに お い て は,ま ず 一 定 の 級 に お い て は 与

え られ た 物 の数 を 級 の 数 だ け 累 乗 す る こ とに よ っ て 求 め る数 が 得 られ る と法 則

を 与 え て い る 。 例 え ば9個 の もの か ら繰 返 し を ゆ る し て4つ とっ て 並 べ る順 列

の 数 は94=6561で あ る とい い ,外 に ア リス トテ レ ス の三 段 論 法 の 例 か ら,

みE,1,0の うち3つ とっ て 並 べ る と43=64あ るが そ の うち意 味 の あ る もの

は36だ け で あ る と述 べ て い る 。

次 に 物 がm個 あ る と き1か らnま で の 級 の す べ て のcomplexの 数 を 求

め る公 式 と して

(m「t-・1)m
m+m2+m3+・ … ・・+m11=

m--1

を 与 え て い る。

第9章 繰 返 しが 制 限 され て い るcomplexの 数 に お い て は,次 の 例 を あ げ て

い る 。 文 字 がa,b,cと 与 え られ,aは4回,bは3回,cは2回 ま で 繰 返 す

こ とが 許 され る と き,全 部 の 順 列 の数 は い く らに な るか を求 め て い る 。

第3部

種々の賭事およびサイコロ勝負への組合せ論の慮用

第3部 は原 文 にお い て138頁 か ら209頁 ま で しめ内 容 は これ ま で の組 合せ

論 その他を応 用して24の 問 題 を解 い てい る。

第1の 問題 。壷 のな か に黒石 と臼石 とが2つ 入 つ て い る。A,B,Cが 次 の

条 件 の下 に勝負 をす る。 最 初 に白石 を取出 した者が勝 ち とす る。しか し3人 と

も白石 を と り出 さな か っ7cら 賞 は与 え られ な い 。Aか らは じ め てB,Cと つ
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つ くが,取 出 しtc石 は再 び戻 す こ とにす る。3人 の期 待値 はい くらにな るか 。

(解)こ れ は第1部 第11の 問題 の後 に し め した2っ の問題 の うちの 前 者 の

ancS-cll十s

特 別 の 場 合 で あ る 。 従 つ て 公 式an+s-一 に お い て,a=2,c=1,n.=1,

・-O,1,2と おけばS,÷,÷ とA,B,Cの 鵬 櫛 得 られる.働

の÷ は錨 負になる鵬 値で世話役の ものである。

第2の 問題。前題における条件をそのままにしておいて,世 話役が3人 のL

競技者の好意による彼の分前,す なわち誰 も白石を取出 さないときの分を断念

するな らば競技者各人の期待値はい くらになるか。

(解)÷ を3人 紛 けて追加すると,A,B,cは それぞれ一罫 孟,

4,●

刀 『とな る。

第3の 問 題 。A,B,C,D,F,Fの6人 が勝負 をす る。世話 役 は 最 初 の

人 よ りも最後の人 に好意を よせてい る,す な わ ち先 ずAとBと が勝 負 して,

勝 った者 がCと 争 ひ,こ の勝 者 が ま たDと 争 う。 この よ うに し てFま で行

う。 そ して最 後 に勝 つ た者 が賞を得 る。以上 の勝負 において争 ってい る2人 は

っ ね に 同 じ期 待 値 を もつ もの とす る。6人 の期 待 値 は い く らか 。

bS

(解)AとBと は同 じ期 待 値 で 一『 で あ る・C・D・E・Fの 期 待 値 は そ

れぞれ÷ 藩 ド 影 ÷,で ある.・-2bな るを以て勅 る鵬 値は

111111

万 ㍉ 一豆『・τ ㍉T・4・ 一憂一 とな る。

第4の 問題,6人 は前 と同 じ順 序 で勝負 を す る。 ただ し今度 は勝つ 割合が

変化す る もの とす る。すなわ ち2度 目の対 手 と争 うと きは,最 初 の と きよ り勝

の負 に対 す る割合 が2倍 とな り,3度 目の相 手 の と きは4倍,4度 目の相 手 の

と きは8倍 にな る。最 初AとBが 同 じ期 待 で勝負 を は じ め る。 この よ うにす

れば6人 は 同 じ期 待 値 を もつ こ とが で きるか。

(解)AとBの 鵬 値は÷ ・÷ ・÷ ・÷ ・一夢 一 暴 にして,

Cは ÷ ・÷ ・÷ ・÷ 一暴 であることは容易紛 る.Dは 最初にCと

ぶつかるか,A又 はBと ぶつかる。それ故 これに勝つ期待値は

111
・一 ÷2。-1111

3

35=Tiに し て ・つ い でE・F}cggtcね1ま な ら鋤 〉ら ・万'
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÷ ・÷ 一講 が勅 る鵬 値 となる.購1鴫Fの 期舳 を求めると

十,撚 とな る.よ って6人 の鵬 値の比は768・ ・768・・544・ ・4488・

4250:4887と な り相 等 し くは な らな い 。

第5の 問題 。40枚 の札 が あ って10枚 ずつ は 同色 で4通 りあ る もの とす る 。

い まAはBに 対 して,4枚 と り出 す とき全 部 が異 色 に な るよ うに す る とS

賭 けた 。両 者 の期 待 値 はい か な る関係 にあ るか。

(解)こ れ は第1部 附 録 第3の 問題 で あ る。 ヤ コ ブス は組 合 せを用いて次

のよ うに解いてい る.4・ 枚 か ら4枚 とる組 合 せ の数 は ㈹=8・39・ に して,全

部 が異 色 で あ る場 合 の数 は104=10000な るを以 て,AとBと の期 待 値 の比

は10000対81390即 ち1000対8139で あ る。

第6の 問題 。壺 に12の 石 が あ り4つ は 白 で8っ は黒 とす る。Aは 目隠 くし

て7っ の石 を と りその うち3つ は 白を とる と,Bに 賭 けtc。 両者 の期 待 値 は い

かな る関係 に あ るか。

(解)こ れ は 第 ・部 附 録第4の 罷 で あ る・(子)==792,〈g)(1)-28・ な

るを以 て,期 待 値 の比 は280対512即 ち35対64で あ る。

第7の 問題 。任 意 に 多 くの競 技 者A,B,C… … が積 ん で あ る札 を一 枚 ず っ

め くる。札の うちの一枚だ けに印がつけ られ他には印がない。 順々にめ くって

印のつい た札を引いた人が勝 ち とす る。Aか らは じめてB,つ ぎにCと い う

よ うに最 後 ま でっ づ け終 った ら再びAに もど り利 が な くな るま で行 う。 各 人

の期待値 はいかな る関係 にあるか。

(解)札 の数maが 人 数aで 割切 れ る場 合 に は期 待 値 は み な 相 等 し く

m
=⊥ で あ る。札 の数ma+b,b<aが 人数aで 割切 れ ぬ場 合 に は,期

maa

待値は最初のb人 とあとのa-b人 とは異な り,そ の比 はm+1対mで あ

る。

第8の 問題。前題 と同じ方法で競技を行 うが,印 のつけ られた札が数枚あ

るとき,最 初にそれを引いた人を勝ちとすれば,各 人の期待値はいかなる関係

にあるか。

(解)競 技者をA,B,Cと し札12枚 の うち4枚 に印がついている場合を

考えよう。 札を石 とすれば第1部 附録第2の 問題の第2の 場合に相当する。札

b
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が積まれてい る庸 の欽 て錫 合は(124)-495通 ある.最 初に印のついた札

がでる場合は池 の・・枚のなかの3枚 に印がっいているので,そ の数は(113)-

165通 りで あ る。第2枚 目に は じめて 印 の つい た札 が で る場 合は,っ つ く10枚 の

なかの3枚 に印がついてい るので,そ の数は(103)一 ・2・通 りである.第3枚 目

胴 様に(1)-84鋤 である.こ のようにして次の表ができ上る。

A,B,C,A,B,C,A,B,C,A,B,C,

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,'11,12,

165,120,84,56ジ35,20,10,4,1,0,0,0,

」

それ故Aの す べ て の場 合 は165+56+10=231,Bは159,Cは105と な り

そ れ らの比 は77:53:35と な る。

第9の 問題 。競 技者 の順序 は前 の問題 と同 じ くす る。 今度 は印のついた札

を最 も多 く引いた人を勝 ち とす る。 もし2人 叉 は それ 以上 の人 が 同数 の 札 を引

いた ときは賭金を等分す る ことに し,他 の人 は0と す る。各 人 の期 待値 に は い

かな る関係が あるか。

(解)具 体 的 な数 字 を いれ た場 合 を解 いてい るが,長 ぐな る の で 省 略 す

る 。次 題 も同様 。

第10の 問題 。A,B,C,Dが 前 題 と同 じ よ うに競 技 をす る。 そし七36枚 の

札 の 山か ら一 枚 ず つ め くるが,16枚 に 印が つ い て い る。 い ま23枚 が め く られ

て,Aは4枚,Bは3枚,Cは2枚,Dは1枚 の 印 のつ い た札 を もっ た もの

とす る。すなわ ち残 りは13枚 で その うち6枚 は印 のつ い た札 で あ る。 今 度 め く

る番にな ってい るDが 他 の人 に 自分 の権 利 を譲 る とすれ ば,こ の権 利 は い く

らに見積 られ るか,又 この場 合 にお け る各人 の期 待値 はい くらにな るか。

第11の 問題 。 普 通 の サ'fコ ロを6回 投 げて毎 回 あ らわ れ る 目が み な異な る

よ うに したい。その期待値 はいかほ どか。

(解)6'5● ㌔13.2'1-314

第12の 問 題 。6っ の サ イ コ ロを 投 げ7Cと き第1の サ イ コ ロ の 目 が1,第2

の サ イ コ ロ の 目 が2,… ・・,と な る よ うに し た い 。 そ の 期 待 値 は い く らか 。

(解)÷-46156
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第13の 問題 。A,B,Cの3人 が 各 自1か ら6ま で の数 字 を書 い て お く。 サ

イ コ ロを順次 にふって出た 目の数字 を消 して ゆ くことにす る。 もし出た目が既

に消 された ものな らば次 の人 に番をゆず り,誰 か1人 が全 部6つ の数 字 を消 す

まで つ づ け る。い ま長い時間試みた後 にAは まだ2っ,Bは4っ,Cは3っ

消 して ない とす る。今 度Aの 番 とす れ ば3人 の期 待 値 はい く らか 。

(解)こ れ は非常 な労 力 と忍 耐 を要 す る問題で,も っ と良 い 簡単 な方 法 は

私 も知 らない とヤ コブス自身 が述べ てい る程で あ る。 解は長 くな るので省 略 し

てお く。

第14の 問 題 。2人 の競 技 者A,Bは 次 の よ うに と りきめ をす る。Aが 最 初

に サ イ コ ロを振 つ て,そ の と き出 た 目 と同 じ回 数 だ け サイコロを振 る もの とす

る。 か くして出た 目の数の和が12以 上 な らばAは 賭金 を もら う。 もし12な ら

ば 賭金 を折半 し,12以 下 な らばBが 賭金 を も ら う。 この ときい ず れの期 待値が

大 きいか,ま た その大 き さを求 め よ。

(解)こ の問題 を2つ の場 合 に分 けて 解 く。

1.最 初 の 目の数 は計算 に いれ な い とす る。 この ときAは さ らに出 た 目

と同 じ回 数だ け振 りつ づける ことが で きる。

最 初にAが1を 振 れ ば これ は と うて い12を 越 え られ な い 。2を 振 れ ば36

の場 合 の うち1っ だ け12に な る場 合 が あ るの で(こ の場 合 は賭金 折 半)次 の よ

うに計 算 され る.1'1・ ・llg9'+63S'L÷,次 に3を 振 れ ば2・6の 場 合の うち・2に

な るの は25の 場 合,12以 下 は135の 場 合 が あ り,12以 上 は56の 場 合が あ るの で

次のように計算される.ヱ讐 課 一藩

同様に して最初に

4を ふっ腸 合125● 藷861'1鵡 身

ロ
5を ふ っ ナこ場 合305● 暢1014'1-lllll

6を ふ っ 蕩 合456・ ÷+45738・ ・ 一一塑 竺 一766L
46656777646656

となる。故に求めるAの 期待値 は
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÷(0+1+137+1847+14333+7661724322592155527776)一 鑑

15809
とな り,Bは とな る。即 ちBの 方 が有 利 で あ る。

31104

2.最 初 の 目の数 を計算 に入 れ るとす る。 この と きAは その 目 の 数 よ り

1回 少 な い 回数 だ け さ らに振 りつ づけ ることがで きる。

最初 にAが1お よび2を 振 れ ば,も はや12に 達 す る ことは で きな い 。3を

振 れ ば,次 の36の 場 合 に お い て9に な るのは4つ の場 合,9以 下 は26の 場 合,

9以 上 は6っ の場 合 が あ るの で次 の よ う1こ講 され る。4● 巷3吉6'1-÷,

同様に以下計算して合計すればAの 期待値は

÷(23411271155450+O'Lg+互37+1296⊥15552)一 罐 釜

とな り,Aは 不 利 とな る。

ヤ コブス は この後 に この問題 の別解を与 えてい る。 それ は尤 も らじ く思わ

れ るが誤 りである。 とい うのはヤ コプスは一種 の平均 を考えてお り,12よ り多

くま た は等 し くま た は少 な く 何回振 ることがで きるかを考 いていないか らであ

る。 ヤ コブスは最 初の解は絶対 明白に正 しいか ら別 解は誤 りに違 いない とい う
ノ

以上 どうしよう もなかったよ うであ る。

第15の 問題 。前 題 と同 じ よ うに競 技 が行われ るものとす る。 ただ し今度は

Aが 最 初 に振 つts目 の 数 の平方 よ り多 くの 目を振 れ ばAが 賭 金 を も らい,同

じな ら折 半,少 琴 けれ ばBが 賭金 を も らう もの とす る ・

(解)・.最 初媚 の数が計算にいA"・ないときは 器1}と1羅 にな

る 。

2.最 初媚 の数が計算に入るときはlllllと1翻 とになる・

第16の 問 題 。Cinqetneuf(5と9)と 名 づ け られ る競 技 の 期 待 値 を 求 め

よ 。 これ はAとBが2つ の サ イ コ ロで競 技 す る勝負 で あ る。Aだ け が サ イ

コロを振 り次 の と りきめに従 う。Aが 最 初 に3又 は11又 は2つ と も同 じ目の も

の を振 っ た らAの 勝 ち とす る。 しか し5と9を 振 った らBの 勝 ち と す る。

それ以 外 の もの を振 った ら無勝負 とす る。か くきめて何回 もAが 振 る が,再

び5又 は9が あ らわ れ てBが 勝 つ か,又 は最 初 に 出 た 目が 再 び あ らわ れてA

が勝 っ た ら競 技 は と りや め る。両者 の期待値 はい くらか。
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41894820
(解)9009と 一i而

第17の 問題 。 円盤 が4本 の直径 に よっ て8等 分 され8つ の部分 が で きる。

1の 部 分 に入 れ ば1点,fiの 部 分 に 入 れ ば2点,… … とい うと りきめの下 に小

さな 球4つ を一 回投 げ ると きそ の期 待 値 はい くらか。

(解)こ れ は ヤ コブス が歳 の市 で見 た競技 であ る。4点 にな った ら120プ

フェ ンニ ヒ,5点 に な った ら100プ フ ェ ンニ ヒ,… … とい うよ うに表 が別 に 与

え られ てい る。ヤ コブスは各点 のあ らわれ る期待値 を計算 して,こ の競 技 の期

349
待 値 を4 と計 算 し た6実 際 に は4プ フェン ニ ヒ で一 回 投 げ させ て くれ る の

3596

で客の方が得 であ る。

第18の 問題 。Trijaques(3人 の ジャック)と よばれ る トラン プ遊 び の競 技者

の期待値 を求 めよ。

この遊 びは非常 に複雑な規則で行 われ るので ここには省略 してお く。

第19の 問 題 。親元 が勝 つ場 合 が負 け る場合 よ りも僅 かに 多い とす る。 また

次 回の勝負において親元が 自分 の地位 を保 つ場合が,相 手 に ゆず る場合 よ りも

大 きい とす る。 この とき親元 の権利 はどれ位 の値 があるか。

(解)賭 金 をaと し,親 元 はP回 勝 つてq回 負 け る とす る(P>q)。 ま

たm回 地 位 を保 つ てn回 ゆず る とす る(m>n)

最 初 の勝 負 に お い て親 元 は

pa十q(-a)P-qr　　 　 ヘ ニ　 　ニコ　 　

P十qp十qs

　

を得 る。従 つて相手は 一一a
S

を得 る。

次の勝負において親元は

ra-ra
mny十n
ssrm-nrt

=-a=一 一a

m十nsm十nSV

を得 る。か くして第Z回 ま で に は

rtrt2rtZ一 且r

Ta+TT・+7-y・+・'・ …+。 ・一・Ta

tZ

-÷ 窪=争 〔穿 愉 詞
V
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を得 る こ とに な る。

mとnと の差が小にして・・が大なるとき調 元の鵬 値は÷ 摯 と

見積 って差支 えない。

第20の 問題 。ボ ック遊 び と よばれ る トランプ遊びの期待値を求 め よ。 これ

は2人 又 は それ 以上 で行 う遊 び で あ る。 一人 が親 にな って務をは たす(こ れ を

ボ ックを もっ た とい う)。 す な わ ち札 を まぜ て 自分 お よび各人 に分配す ると幾

枚 かず つか らな る山がで きる。 親以外の ものは一 つの山を任 意 の 値 段 で 引取

り,親 も残 りの 山を とる。 そ して親 は全部の 山をひっ くりかえして見 て一番下

に ある札が何 であ るかを見 る。 この とき親の札 よ りも高い札に対 しては親は賭

金(さ っ きの値段)を 払 い,同 等又 は低 い札 に対 して は賭金 を もらう。 この勝

負は親 が全部 の人に負 け るときまで続け る もの とす る。 親が勝 つ場合 と負け る

場合の比P':qお よび次 の勝 負 に お い て 自分 の地位 を保つ場合 と相手 にゆず る

場合の比m:nを 求 め よ。

(解)1.山 が2つ の とき,2.山 が3つ の と き,3.山 が4つ の と き,

い か に な るかを詳 し く解 い てい るが ここには省 略す る。

第21の 問 題 。Bassetteと よばれ る トラ ンプ 遊 び に つい て 。

(解)こ の問題 はJosephSauveurが1679年2月 に提 出 した も の で,そ

の 際証 明 は与 え られ て な か った のでヤ コブスは これに8頁 も費 して 詳 し く証 腸

した 。か な り複雑 な問題 なので ここには省 略してお く。

第22の 問 題 。 あ る競 技 に お い て,す べ て の場 合 の数 をa,起 り得 る場 合 の

数 をb,残 りの 場 合 の数 をa-b=cと す る 。 い ま 各 勝 負 ご と にTitiusは

Cajusに1プ フ 呂 ンニ●ヒを支 払 うが,bの 場 合 の1つ が起 つ た と きTはCか

らmプ フ ェン ニ ヒを も らうこ とにす る。7Cだ しcの 場 合 の1つ が起 つtcと き

TはCか ら何 に も もらわ な い 。 そ の他 の条件 として連続 してn回cの 場 合 の

1つ が起 つ た らTはCか らnプ フ ェ ンニ ヒ返 して も ら うことにす る。 この

と きTとCと はい かな る期 待値 を もつ か。

(解)問 題 を逆 の方 か ら考 え る。い まTがn-1プ フ ヱンニ ヒを支 払 つ

7Cと す る。即 ちcの 場 合 の1つ がn-1回 起 り,こ ん どは第n回 目 とす る。

この と きbの 場 合 の1つ が起 れ ばTはCか らmだ け も らえ るが その うち
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nを 支 払 わ ね ば な らぬ 。 まfccの 場 合 の1つ が 起 れ ばTはCか らnを 返

して も らえ る の でn-n=0の 利 益 に な る 。 故 に こ の.と き の 期 待 値h・.1は

b(m-n)+c・Ob
=(m-n)一 とな る

。
aa

次にTがn-2プ フsン ニ ヒ支 払 って,第 皿一1回 目にな っだ とす る。

この と き

h。.2=b(m一 血十1a)価 一1(mのn+1)睾+(m-n)cb

と な る 。 こ れ を つ づ け る と

(m-1)an-】b+(m-2)an-%b十(m-3)an『3c2b十 … … 十(m-n)cl1-lb

an

=禦(CC2cl・-11+
。+。 ・+'…'+。 ・-1)

一 ÷(・+2÷+3妥+… …+n塁 ≡D

-」 牲 評L(an--Cllncll
an-1ban)

と求 まる。 これがTの 期 待 値 で あ る。(こ れ よ り両者 の期 待 値 が 等 し くな る

ためには この式が0で あれ ば よい 。)

第23の 聞題 。 め くらサ イ コ ロの遊 び,6っ の サ イ コ ロが あ って 第1の に は1

の 目だ け,第2の に は2の 目だ け,… … とい うよ うな点 が 打 って あ るが その他

の5つ の面 は全 部 白 くな って い る。 これ らを同時に振れば全部 の 目が出た とき

21と な り,全 部 が 出 な い と きは0で あ る。 この6っ の サ イ コ ロを振 つ た と きの

期 待 値 を求 めよ。ただ し0か ら21ま での数 に対 して は別表(省 略)に よ る賞 金

が与 え られ る もの とす る。

(解)こ れ はや は り歳 の 市 で行 わ れ だ賭の一種 であ る。 ヤコブスはすべ て

の場合 の数を計算 して期待値 を求 めたが,こ こでは省 略 し て お く。

第24の 問題 。同 じ条 件 の下 で,0が っ つ け て5回 でた ら最 初 の 賭金 を戻 す

こと にすれ ば,両 者 の期 待 値 はい くらにな るか 。

(解)第22の 聞題 の公 式 を 用 い る。
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第4部

これまでの理論の 日常の,道 徳上の,経 濟上の事態への慮用

第4部 は原 文 に お い て210頁 か ら239頁 ま でを しめて い る。 これ は不幸 に

も著者 に よって未完成に残 され た ものであるが,そ れ に もか か わ らず全 体 の な

か で最 も重要 な部分であ ると認め られてい る。 内容は5章 に分 け られ て い る。

第1章 は事 象 俘)確実,確 か らし さ,必 然,偶 然 に 関す る始 めの注 意 と題 さ

れ ていて,そ れ らの4つ の概 念 を説 明 して い るが,単 な る哲 学 的 な思弁 で はな

い の で読 みやすい。然 し ことさ らに紹介の必要 もない内容で ある。

第2章 は知 識 と推 定,推 定 の 技術,推 定 の理 由,こ れ に属 す る二三 の一一・一・一般

公理 と題 されてい る。

確実で疑わし くない ものを知識 と名 づけ,そ れ 以 外の もの を推 定 とい う。

事 象 が推定 とよばれ るのはその確か らしさが計測 され るか らである。 このため

には推定又は確か らしさの技術(arsconjeotandisivestochastice)を 定 めて

お か ね ば な らぬ 。 こ う述 べ ておいて推定 の理 出に関す る9っ の公 理 を展 開 して

い る。

第3章 は理由の種 々の型,事 象の確率の計算に対する重 さの評価と題 され

.ている。

先ず理由は次の3つ の場合に分け られるとい う。 理由が必然的に存在して

事実が偶然的にしめされるとき,理 由が偶然的に存在して事実が必然的にしめ

されるとき,理 由が偶然的に存在して事実が偶然的にしめされ るときとい うよ

うに。例えば兄弟か ら近頃 さっぱ り手紙がこないとい うとき,3つ の理由が考

え られる。 無精か,死 んでい るか,仕 事の故かである。第1の 場合には兄弟が

無精なことは知ってい るので,理 由は必然的であるが,手 紙の こないのは偶然

的である。 第2の 場合には死んでいるかどうか分 らないので理由は偶然的であ

るが,死 んでいるとすれば手紙のこないことは必然的である。第3の 場合には

仕事が多忙かどうかは分 らないので理由は偶然的であるが,ど ちらの場合であ

って も手紙のこない ことは偶然的である。

これによって理由を2っ の場合に大別しよう。 第1は 純粋理由で,こ れは
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い くつかの場合に事実を証明することがで きるが それ以外の場合には積極的に

証明できない。 第2は 混合理由で,こ れはい くつかの場合に事実を証明す るこ

とがで きた上にそれ以外の場合にはその反対を も証明で きる。

1.理 由が偶然的に存在して事実が必然的にしめ され るとき。

いま理由が偶然的に存在す る場合の数をb,存 在しない場合の数をcと し

て,全 体をb+c=aと しよう。しかるときbの 場合に事実(1)が しめされ,c

の場合に事実がしめされないので,重 さ(確率)は 上ニユ±」壁≦L=⊥ となる。即
aa

ち事実の理由は⊥,事 実の確実性は一Lと なる。
　 　

2.理 由が必 然 的 に存 在 して事 実 が偶 然的に しめ され るとき。

い ま事実の理 由が偶然的に しめ される場合 の数 を β,し め され な い か 又 は

その 反対 が し め され る場合の数を γ として,全 体 を β+γ=α とし よ う。 しか

るときA●1吉 γ.9・・÷ と計算 され,こ れ力導 実の確難 ÷ にな る・ その上

理由槻 合のとき㌔ 反対の確難 は塑 綾重逸 ÷ とな る・

3.理 由が偶然的に存在して事実が偶然的にしめされ るとき。

まず存在するのは事実の⊥ であ6て,理 由が混合のとき反対 は一Lで ある。
ゆ ゆ

理由が存在する場合の数をb,存 在しない場合の数(し ないと証明できる場合)

を 。 とすれば,事 実 の翻 に対 して この瑚1埴 さ 暗 枕 ・9...:b!・Lbe.EiF
　 　ぼ

える.も 幌 合ならば瑚 の調 闘 してb÷+・ ・L」 賜 与える。
　 　ゆ

4.理 由 と事 実 が 数 多 くあ る場 合 に これ らが 全 部 作 用 し7C場 合 の 重 さを 求

め よ う。

1,2,3,4,5,・ ・。…

す べ て の 場 合 の 数a、d,g,p,s,… …

証 明 さ れ る 場 合 の 数b,e,h,q,t,… …

餓 驚 霧 蕃鑛 対 ・,f"i,・,u,… …

に お い て 第1に 理 由 が 純 粋 の 場 合 を 考 え よ う。

理 由 が1つ の 場 合 に は,重 さ は

ba-cc
--t=:1-・-L-
aaa

*混 合のとき反対を考 えることがで きる。これは今 日の余事象にあたる。
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理 由 が2っ の 場 舎 に は,重 さ は

　の　　
(d-vf)・1+f-丁 一

=。d-。f、f

d一 一hd=1・ 一一"il6「,'

理 由 が3っ の 場 合 に は,重 さ は

ad_cf
(9-i)'1+i5TdLdi・d、 一,fi・fi

ゼ …}==}。 δr=1㍉dぎ1

とな る。

5.第2に 理 由 が混 合 の 場 合 を考 え よ う。

この とき事実 の確率 と反対 の確率の比 はbeh… …:cfi… … な るを 以 て,事=

実の確率は虚 瓢 召.π とな り反対の櫛1まb。 譜 ≒旨L_と なる・

6.第3に 理 由 が純 粋 な もの と混 合 な もの とがま ざってい る とき,例 えば

5つ の うちの最 初 の3つ は純粋 で残 りの2つ が混合 の場 合 を考 え よ う。

4に よ り純粋の場合を一しよにす ると事実の重 さは 餐f'と な り・5に

ま り混合の場合を一しよにす ると事実の重 さは詳 π ・反対の重 さは 諾
、

となるのでこれを一しよにすると

(・d・一一cfi)・ ・価 壷 亜
一 魂(,・+,u)一 ・fi・u-、-cfi・u

adgadg(qt十ru)adg(qt十ru)

とな る,と ヤ コブス は解 決 して い る。 然 しこの解は誤 である ことが後に ラムベ

ル トに よって指摘 され た。

7.(省 略)

第4章 は場 合 の数 が計 算 され る2種 の ものに つ い て と題 され て い る。 内容

は今 日の言葉 でい えば2項 分 布 と大 数 の法 則 に相 当す る ベル ヌーイの定理 であ

る。その計算 は次の章でな されてい る。

第5章 は前問 題 の解 と題 され て い る。

まず5つ の補助 定 理 を 準備 して,2項 定理 の展 開 に 関す る次 の結 論 を証明

してい る。

即 ちいま(r+s)11tを2項 定 理 に よっ て 展 開 し,tはr+sに 等 しい もの

とす る。展 開 され た項 のなかで最 大の もの をMと し,Mよ り左 に あ るn個 の

項 と右 に あ るn項 との和 を

■
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u=Ll十L2十 … … 十Ln十M十R1十R2十 …… 十R、}

と お く。

この和 と展 開 にお け る残 余の項の和 との比 はnを 十 分 大 き くとる とい く ら

で も大 きくす る ことがで きる。

そ こで この比 をcよ り小 さ くな い よ うにす るに はnを 次 の2つ の式 の う

ち の大 きい方 に とれ ば よい とい う。

1諾 鴇 暴「(S1+7+f)一 。乖1

一最鵠 ㍊ 「(・+
、i、)一 、i1

以上を証 明 してか らこの結論を確率 に次の よ うに結 びつけてい る。(r+s)"t

の 展 開 に お け るuは,nt回 の試 行 に おい て 事 象 が お こる回数 がn(r-1)と

n(r十1)と の 間(両 端 を含 む)で あ る と き,す な わ ち事 象 の起 る回 数 が全 体の

1回数 に対 す る比 が 「+!と 「二上 との間 に あ る と きの確 奉 に等しい
。 これ1とよ り

セ 　

cを きめた と き,nを 前 述 の2式 の うちの大 きい方 に とれ ば,事 象 の起 る回 数

r十1r-1

の 全 体 の 回 数 に 対 す る比 が との 間 に あ る よ うに き め られ る 。
tとt

例 え ばr=30,s=20,t=r十s=50と し よ う。 こ の と き

r+131r-129

t50,t50

と な る の で,c・1000と す れ ば

量 欝 議 一1:1{灘 く3・・

撚nt<(3・ ・(201十31)一 鋤5・r24728

課 挙詰 訟 一巻ll灘 く2・・

故 にnt<(30211(1+21)一 書)5・-2555・

それ故c=1000な る と き試 行回 数 を25550に すれ ば よい 。 これ を詳 言 す

れば起る醐 の全体の回数に対す砒 力弐{臣 蕃 との間にあるよ うな可能性

fOSIOOO対1で あ る よ うにす るに は試 行 を25550回 行 え ば よ い と い う こ と にな

る。 な お1万 対1に す るに は31258回,10万 対1に す るに は36966回 の 試 行 を
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行 え ば よい とい う。

ヤ コブ ス は大数の法則 を この よ うな形 式で述べ てい るのであ る。

以上 で第4部 を終 って い るが,実 は重 要 な こ とが 洩 れ てい る。 それ とい う

のは第4章 に よ る と大数 の法 則 の逆 を ヤ コブスが知 ってお り,彼 自身 は逆 に用

い る こ とをす す めてい るのに,そ れ を 明確 に 第5章 で は 述べ て お らな い の で あ

　

る。即 ち多数 回の試行に よ り一一を逆 に推測す るとい う問題 はあま・り深 くは 論S
じ られ な か っ た 。 な お 大 数 の 法 則 とい う名 は 後 年 ポ ア ソ ン(Poisson,1781-

'1840)
の 著 書Recherchessurlaprobabilit6(確 率 論 研 究 。1837)に お い て 与

え られ た もの で あ る 。

附 鎌

「推論法 」の241頁 か ら306頁 ま で は1744年 に出 版 され た彼 の全 集 に 含 ま

れ て お り,内 容 は級数 論 な の で ここで は省 略 してお こ う。

最後 の附録 である 「テニス 遊 び の 分 け 前に関す る友への手紙 」は35頁 に.

わtcっ て述 べ られ て い るが,こ れ は得 点 の聞 題 を 論 じtcも ・ので22個 の 問題 が 解

かれ て あ る。

1.テ ニ スに お いて 先 きに4回 勝 った もの が優 勝 とす る。 各 回の得 点は15

点 とす る。

い まA,B両 者 の得点 が と もに45点 とす る。 この と きも う1回 だ け 勝 て ば よ

いか らAの 麟 する期籠(確 率)は 一劉 である・次にAが3・ 点・Bが45

点 のとき,A備 てば ともに45点 となるので期待値は÷,負 ければB噸 勝

するので期待値は ・,そ 轍Aの 鵬 値は1'壱 評0-一 ÷ とな る.97C

Aが ・5点,Bが 輔 の とき洞 融 してAの 鮪 値は揖 差1●L÷ と

なる。なおAが15点,Bが30点cpと き,Aが 勝てばともに30点 とな り期待

11

値 は 了 ・負けれ ば15点 と45点 とな るの で期 待 値 は 落一,そ れ故Aの 期 待 値 亀

は上 穿'9一 者 となる.こ のよう1こ計算 してA,Bの 鰍 の得点に対す

るAの 期 待 値 の表 を 与 い て い る。

2.3.(省 略)
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4.A,Bの 技禰 が異 な って い る と き,そ の比 をn:1と す る。 この 場 合

にA,Bの 得 点 が 等 しい な らばAの 期 待値xは い く らに な るか 。

n十xnx
十1。 一 …一一　 　

こ れ をn+1n+1_n2+2nx

n+1n2+2n+1

n2十2nxn2

故 にx=n2+2n+fよ りx=n2+1

と解 い て い る。 そ してA,Bの 種 々 の得 点 に対 す るAの 期 待 値 の表 を与 えて

い る。

5.n=2,3,4の と きの表 を与 えて い る。

6.前 題 の表 を よ く見 る こ とに よ り技 禰が異 なる と き,ど れ位 の差 が つ く

かが 分 る とい う。

7.A,Bの 得点が与え られたときAの 期待値を÷ にするにはn㈱

何 に定 めた らよいか。

例 えば問題4の 表4に よ る と,Aが0,Bが45と の きAの 期 待値 は

(。+、)亀,+、)な るを以 て
n51

nO十3n4十4n3十4n2十3n十12

を解 くとよい 。答.n=4.216

8.或 るハ ンデ ィキァップが与 え られtcと き,AはBの 何 倍 の 技禰 を もて

ば公 平 に な るか 。

これを詳 細に論 じてい るが基 本にな るの は問題4の 表4で あ る。

9-12.こ れ は6か ら8ま で の問題 の応 用例 で実 際 の数 値が与 え られてい

る。

13.技 魎 が分 つ て い る3人 の競 技 者A,B,Cが い る。単 独 のAが2人

組 のB,Cに 対 等 に対 抗 で きるの はい かな る場合 か。

14、4人 の競 技 者A,B,C,Dが い る。A,Bの 組 とC,Dの 組 と が

対 等 に対 抗 で きるの はい か な る場合か。

15.AはBに 予 め得 点 を与 え る程 技 儒 が す ぐれ てい るとす る。 この とき

何回勝負 をすれ ばその得点 の差がな くなって対 等にな るか。

例 えばAはBに45点 与 え る とす る。 この と き問題7に よ りAはBの

脚
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4.216倍 の技禰 を もつ 。次 に0点 対0点 か ら勝 負 に始 め る と きA,Bの 期 待

{直ジまii表i4群こよ り

n7十5n6十11n5十15n415n3十11nl十5n十1

(n+1)5(n2+1)'(n+1)5(n2+1)

と な る の で そ の 比 は

n7十5n6十11n5十15n4

15n3十11n2十5n十1

と な る。 これ にn=4.216を 代 入 す る と

殺 欝(-mと お く)になる・そこで問題41(こよるとAの 最初の鵬 値は諦

で あ る が ・x回 鵬 を す る と期 籠 は(mX↓l
m2+1)(m+1)Frと な る の で ・ これ が

1
に 等 し くな る の は

2

109(m十1)Aogm+log2--log(m2十1)

xニ ーi爾 伍+1) -1・gm

6686
の と きである。mの 上 の 値 を代 入 して このxの 値 を計 算 す る とx=38一 に`81137

な る。

16.AはBに 予 め45点 を与 え る程 の技禰 の差 は あ るが,Aは0点Bは

15点 として 勝 負 を始 めた ら何 回 で対 等にな るか。またBが30点 な らば如何 。

(解)0点 対15点 か ら勝負 を始 め る と きA,Bの 期 待 値 の比 は表4に よ り

n7十5n6+11n5十5n4

10n4十15n3十11n2十5n一 ト1

とな るの で,こ れ にn-4.2・6を 代 入 してm一 欝 欝,故 にx-・2と な る.

次に0点 対30点 か ら勝負を始めるときA,Bの 期待値の比は表4に よ り

n6十4n5十n4

6n4十8n3-F7n2十4n十1

と な る の で,こ れ にn-4,2・6を 代 入 し て 皿 一・器},従 つ てx-4と な る.

17.AがBに 予 め30点 を 与 え る程 の 技 禰 の 差 が あ る と き は如 何 。 ま た

ユ5点 な らば 如 何 。

18.19.ビ ス ク(bisque,庭 球 で 強 い 方 が 弱 い 方 に 与 え る15点 の ハ ン

デ ィキ ャップ)の 問 題 を 論 じて い る 。

20.サ ー ヴ の 問 題

21.Schassenの 問 題
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22.誤 ま った結 論 に対 す る 批評
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附 帯 論 文

最 後 に 序 の な か で 述 べ た 英 訳 に 附 加 され て い る諸 論 文 に つ い て 述 べ て お こ

う 。即 ち書 物(3}の 内 容 に つ い て で あ る 。

この 書 物 はFrancisMaseresに よ っ て 英 語 で1795年 に 出 版 さ れ た もの で

あ る 。

1.Artisconjectandiparssecunda,continensdoctorinamdepermu-

tationibusetcombinationibus(順 列 論 と組 合 せ 論 を含 む 推 論 法 の 第2部)

これ は 表 題 通 り 「推 論 法 」 の 第2部 で そ の うち の 第1章 か ら第3章 ま で の

ラ テ ン語 原 文 で あ る 。

2.ヤ コ ブ ス ・ベ ル ヌー イ の 「推 論 法 」 と題 され た 優 秀 な 論 文 の 第2部 の

最 初 の 第3章 の 蘇 訳(Maseresの 英 訳)

これ に よ る とArsConjectandiと は 「偶 然 に よ る事 象 に 関 し て 確 か らし

い 推 測 を つ く る技 術 」 と訳 され て い る 。

3.シ ン プ ソ ン の 第10番 目の 論 文

これ はThomasSimpson(1710-一 一1761)1740の 年 の 論 文 で,内 容 は 等 差

数 列 の 累 乗 の 和 を求 め て い る 。

4.ニ ュー トンの 二 項 定 理 の 研 究 と証 明

5.Adiscourseofcoml〕inations,alternations,andaliquotparts.by

JohnWallis.

こ れ は ウ ォ リス の 代 数 書(英 語 版,1685.)に 付 属 し て や は り1685年 に 出 版

さ れ た もの で あ るが,ラ テ ン語 版(1693)で は485頁 か ら529頁 に い れ られ て

い る 。

内容について は さきに本稿(1)IV「 組合 せ にっ い て 」 の な かで概 要 を述

べておいた。第4章 に っい て一 寸補 充 して お こ う。,フ ヱル マが ウ ォ リスに提 出

した2つ の 問題 とい うの は次 の通 りで ある。

〔1〕立 方 数 で あ り,し か もその 約数(aliquotpart)の すべ て の和 が 平方 数

に な る もの を求 めよ。例 えば343=73の 約数 の和 は1+7+49+343=400=202
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とな る。

図 平 方 数 で あ り,し か もその 約数 の すべ て の和 が立方数 にな る ものを求

め よ。

これ らについて論 じたの ち逆 にウ.リ ス はフ 呂ル マ に次 の問 題 を 提 出 して

い る。

(3)2つ の平 方数 で,そ の 約数 の和 が 一致 す る もの を求 めよ。例 えば16と

25が そ れ で あ って約 数 の 和 は16+8+4+2+1==31=25+5+1と な る。

6.Rhoniusの 代 数 学(ド イ ツ語)のThomasBranckerに よ る英訳

(1668)の 附 録 。

この附 録 に10万 以 下 の奇 数 の表 を かか げ,そ の な か に素数 と合 成 因数 を し

め してい る。

7.直 角三 角形 の辺 を表 わ す有理 数
》

8.連 続 せ る立 方数 の 階差

獄 与 え られ た数 の立方 根の近似計算

10.DeLagnyに よ るm乗 根 の近 似計 算

11.Raphsonに ょ る数 字方 程 式 の近 似 解

12.C.Huttonに よ る1か ら1000ま で の数 の平 方 根 と逆 数 に 関す る表 。
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