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Galeの 「Kuhn!ruckerの 定 理 」*
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1.序

∫(x),8ブ(x)(」=1,…,m)はR+で 定 義 され た 実 数 値 関 数 と し
ゆ

S」;(x,λ)=f(x)+Σ λブ8ブ(x)
'=1

とお く。 こ こで,λ は λノを 第 ブ成 分 とす るm-vectorで あ る 。 次 の よ うな 問題 を 考

え よ う。

non・linearprogrammingの 問 題:

maxf(X)

subjectto

8ブ(x)≧0,(ブ=1,_,m),

れ
κER+.

saddlep。intの 問 題:

ρ(∬,λ)≦ ρ(卑,ツ)≦ ψ(κ,λ)

れあ
foraUx(R+,2ER+

　 れ 　 れ

とな る 筑R+,λER+を 求 め よ。

も し,saddlepointの 問 題 に 解(x,λ)が 存 在 す れ ば,xがnon-linearprogramming

の 問 題 の 解 に な る こ とは 容 易 に 証 明 す る こ とが で き る。 しか し,そ の逆 は,た とえ,

∫(x),8ブ(x)(グ=1,…,m)がconcavefunc七ionで あ っ て も,必 ず し もな りた た な い 。

Kuhn-Tuckerの 定 理 は ,こ れ が ど の よ うな 条 件 の下 で な りた つ か を あ き らか に す る も

の で あ る。f(X),8ゴ(X)(ゴ=1,…,m)に 微 分 可 能 性 を 仮 定 しな い 場 合,そ の よ うな条 件
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として

SEaterの 条 件:8ブ('rO)>0(ブ=1・ …,m)と な るxe≧0が 存 在 す る 。

が よ く知 られ て い る。 しか し,こ れ は,ノ(X),9ゴ(X)(ノF1,…,m)がconcavefunction

の と き,n。n・lin。arpr。grarnrningの 問題 が 解xを もて ば,あ る λが 存 在 して,(x,λ)

がsaddiepoiniの 問題 の 解 とな る 十 分 条 件 で は あ っ て も,必 要 条 件 で は な い 。 微 分 可

(D

能な場台には必要かつ十分条件が見出されているか ら,微 分可能性を前提 としない場合

に も,必 要かつ十分条件を見出す ことには興味がある。

最近,Gale[2コ は.こ の問題を 通常の定式化 と多少違 う形で取扱ったが,わ れわれ

は,こ こでその結果を上でのべた問題に即 して再述 してみることに したい。そのさい,

ある命題の成立に必要な仮定は何であ るかを明確にす るように心がける。

2.予 備 的 結 果

りり
定 義1.T={(x,のlXE.R.1;.y=-9(x)+9,ZER+},

y={Pt1(x,ツ)ET},

x(γ)={κ レ`R簗,9(x)≧ 一 鉢yEy},

すル
C=={窺 匪d～+,9(x)ER:i}.

た だ し,g(x)は8'(x)を 第 ブ成 分 とす るm-vec七 〇rで あ る。

Lemtna1.

で あ る 。

8ブ(x)で ア・=置,…,勿 の がconcavefunc七ionな ら ば,Tはconvexset

証 明eE[O,1]と す る 。(・v1,y2)・(〆,y2)dTな ら ば,θx1+(1一 θ)万2`鵡 は あ き ら

か で あ る 。 つ ぎ に

りれ
yる==-8(」vi)十 ・Ertfors《)me2i〔 ≡R+(づ=1,2)

で あ る か ら,gブ(x)のconvex量tyに よ り

θツ1十(1一 θ)ユノ2===-1=Og(xl)一 ←(1一 θ)9(x2)コ 十 θ21一ト(1一 θ)22

≧-8[θxl十(1一 θ)κ2]十 θ乏rl-←(1一 θ)z2

(liArrow,HurWlczandUzawa[1]を み よ^
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と な る 。 こ こ で,ε(R+を 適 当 に え ら べ ば

eツ1+(1一 θ)y2・・-9[θx1+(1一 θ)x2コ+(θ 〆+(1一 θ)22+ε)

と す る こ と が で き る 。

θ21+(1一 θ)22+・ERzp

は あ き ら か で あ る か ら

(θxl+(1一 θ)x2,θy1+(1一 θ)y2)ET

と な る 。(証 明 終)
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Lomma2 .

あ る 。

gd(x)(ブ=1,…,m)がconcavefunctionな ら ば,yはconvexsetで

証 明 θc[0,1]と す る 。yl,ッ%yな ら ば,あ るxl,・v2が 存 在 し て,(xl,ly),(君 ッ2)

dTと な る 。 こ の1emmaの 仮 定 はlemma1の そ れ と 同 じ で あ る か ら,Tはconvex

setで あ る 。 そ こ で

T・ θ(xl,y1)+(1一 の(x2,y2)=(θxl+(1-e)x2,θ ッ1+(1一 θ)y2)

が な り立 つ 。 し た が っ て

θ夕i十(1一 θ)ツ2〔rY

と な る 。(証 明 終)

Lemma3,C≒ φ な ら ば,OEYで あ る 。

ハ 　

証 明C≒ φ な らば,あ るXER+が 存 在 して,9(X)ER+と な る。 す な わ ち

一飾(x)≦O ,(ブ=1,…,m).

　

こ こで.適 当に9ER+を え らん で

一一8(x)十x=O

とす る こ とが で き る。 この こ とか ら

(x,0)ET・

ゆ え に

OEY

であ る。(証 明終)
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Lemma4.X(ツ)キ φ・

証 明VEYな らば,あ るXが 存 在 して

(x,y)ET

とな るか ら

れ りハ
XcR+か つ ツ=-8(x)+zforsome2`R+

で あ る。 よ っ て

y≧-9(x)

す なわ ち

9(x)≧-y

とな る。 この こ とは,X(y)の 要 素 が 少 な くて もひ とつ は 存 在 す る こ と を示 して い る 。

(証 明終)

L・mma5.(x,y)cTで あ る必 要 か つ 十 分 条 件 はVEX(y)と な る こ とで あ る。

ゆ 　
証 明(x,),)ET⇔XER+,O,=-9(x)+z(YforsomeZER+ぐ ⇒t・E.R+,9(x)≧

-yか つyEy⇔ 」VEX(ty')・(証 明 終)

定 義2,μ(y)=SUPf(x)・
MEX(の

L●mrna6.f(x),g」(x)(グ=1,…,m)がconcavefunctionで あ れ ば,μ(y)も

concavefunctionで あ る 。

証 明 ま ず,こ のlemmaの 仮 定 の 下 で は,T・yはconvexsetで あ る こ と に 注 意

し よ う 。 θE[O,1]か つyl,y2`Yと し

ユノ=θ二γ1→一(1一 θ)ニソ2

と お く 。

(i)μ(y1),μ(y2)<。 。・ 任 意 の ε>oに 対 し て,xtEX-(ッ リ σ=1,2)を 適 当 に え ら

ん で

∫(xi)≧ μ(二yi)一・一ε(づ=1,2)
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と す る こ と が で き る 。 と こ ろ で,」viEX(プ:)な ら ば

vi.cR+カtSつ8(xi)≧=-vt,ytEy

　
で あ る か ら,εiER+を 適 当 に え ら べ ば'

xicR+,ツi=-8(xi)十goi(i==1,2)

と す る こ と が で き る 。 ゆ え に,(xi,vi)ET(i=1,2)で あ る 。

x=θxl+(1-O)κ2

と お け ば,「 のconvexityか ら

(x,ツ)ET

が な り 立 つ 。 よ っ て

　 れ へ 　

XER+,8(x)≧ 一 夕

と な る 。yのcOIlvexityか ら,VEyで あ る か ら,こ の こ と は

XEX(y)

を い み す る 。 そ こ で,f(x)のconcavityに よ り

μ(y)=sup.f(x)≧f(x)≧ef(xl)+(1一 θ)f(x2)
mcx(の

≧ θ(μ(プ)一 ε)+(1一 θ)(μ(y2)一 ε)

≧ θμ(ツ1)十(1一 θ)itt(ツ2)一 ε

を う る 。 こ こ で,ε →0と す れ ば

μ(θニソ1十(1一 θ)ニソ2)≧ θμ(コレ1)十(1一 θ)!z(ニソ2)

を う る 。

一43一

(ii)μ(Pt1)=。 。 また は μ(y2)=。 。・ μ(yl)=。 。な らば,ど ん なM>oに 対 して も,

xi∈X(yl)を 適 当 に え らん で

f(x)>M

とす る こ とが で き る。 い ま,任 意 のx2Ex(ッ2)に 対 して

x=axl+(1一 θ)x2

とお くと,(i)の 場 合 と同 様 に,f(x)のconcavityに よ り

μ(二γ)≧f(x)≧ef(xl)+(1一 θ)f(x2)

≧θハ∬一←(1一 θ)∫(x2)

とな るか ら,μ(ッ)=。 。 で あ る。(証 明 終)

Lemma7.・non-linearprogrammingの 問 題 に 解 が 存 在 すれ ば,μ(y)はy=Oで
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定義 され る。

証 明non-linearprogrammin9の 問 題 に 解 が あれ ば,当 然,C≒ φ・

で あ るか ら.μ(0)の 値 は 定 義 され る。(証 明 終)

よ っ て,OEY7

3.Kuhn・Tuckerの 定 理

定 理1.xはnon-linearprogrammin9の 問 題 の 解 と す る 。 こ の と き,saddle

　 へ 　 ゆ

pointの 問 題 が解(x,Pt)を もつ必 要 か つ十 分 条 件 は,あ る ノ∈Rが あ って

f(x)-iZ')t≦f(x)foran(x,夕)ET

が な り立 つ こ とで あ る。

証 明 必 要 性.(x,y)がsaddlepointの 問 題 の 解 で あれ ば

　 ハ へ 　

XER+,λeR+

　 　 　 　

ρ(x,R)≦ ψ(x,ッ)forallλcR+

が な り立 っ て い る か ら

　 　 　 　

2'9(x)≦ λ'8(.v)forall2f1〔 ～+

で な け れ ば な ら な い 。 こ の こ と か ら

λ'9(x)=0

を う る 。 よ っ て

　 　 　 の

9(x,え)≦ ～o(x,ツ)foranXER+

は

　 へ 　

.ノ『(x)十 λ'9(x)≦ ノ6(〃)forallxE.石 ～+

りハ

を い み す る 。そ こで,任 意 のaER+に 対 して

∫(X)一 λ'[-9(X)十 司=∫(X)十 λノ9(X)一 λ'X

　 　 ハ
≦メ(x)+2'9(x)≦ ∫(x)forallXER+

が な り立 っ 。 これ は

(※)f(x)一 λ'y≦f(x)forall(x,ツ)ET

とか きか え る こ とが で き る。

十 分 性.逆 に,あ る 表1轡 が あ っ て,(※)が な り立 て ば
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　 　 れ 　
f(x)一 ■[-9(x)+2コ ≦f(x)forallxdR+,!ER十

　 　 　 ウれ

とな って い るか ら,ZER+で あ る 。 な ぜ な ら,も し λξR+な らば,あ る プ・が 存 在 し

　 　 　

て.2ゴ 。<0と な るか ら,→ ゴo>0・ そ こで,%を 十 分 大 き く とれ ば,あ るXER+,

　
9(R+に 対 して

∫(x)一 λ'[-9(x)十2コ>f(x)

とす る こ とが で き る こ とに な る。 これ は 矛 盾 で あ る。 こ こ で,と くに,2=Oと すれ ば

　 れ
f(x)+R'9(x)≦f(x)forallXER+

を う る 。 さ ら に,κ=κ と お け ば
「

A'9(・v)≦0

で あ る 。 他 方,xはnon-1inearprogrammin9の 問 題 の 解 で あ る か ら

　 れ 　 　

x∈ 」R+カ ・つ8(x)ER+

と な っ て い る 。 よ っ て

Rtg(x)≧0

で あ る 。 こ れ ら か ら

λ'9(x)=0.

そ こ で

　 　 へ 　 ゆ

ノFてx)→一λtg(x)≦f(x)→ 一え,8(〃)forallx`R+.

ま た

痘)+7'8の=ノ(菊 ≦f(1)+λ'9のf・rallR・R!1?.

よって

死d～ 準,7`R㍗,

　 　 へ 　 れ れ

g(x,λ)≦g(x,λ)≦ ρ(x,2)forallx(R+,2ER+.(証 明 終)

へ れ

定義3,μ(〉,)が),=yでsupportを もつ とは,あ る ξERが 存 在 して

μ(ツ)一 μ(ツ)≦ ξ'(y-一ツ)

とな る こ とで あ る。

定理2.ア はnon-1inearprogrammin9の 問 題 の解 とす る。 この と き,あ る 互cR㎜

が あ っ て

f(x)一 λ'y≦f(x)forall(x,y)cT

●
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がな り立 つ必要か つ十 分条件 は,μ(の がy=Oでsupportを もつ こ とであ る。

証 明 まず,lemma7に よっ て,「 μ(y)がy=Oでsupportを もつ 」 とい う命 題

は無 意 味 で な い こ とを 注 意 して お こ う。

　 　

十 分 性.μ(y)がy=・Oでsupportを もてば,あ る λERが 存 在 して

μ(ツ)一一Pt(0)≦2'y

が な り立 つ か ら,lemma5を 考 え れ ば,任 意 の(x,Y)fTに 対 して

f(x)一 λ'y≦SUPf(x)一 λ'y
MEX(V)

≦ μ(y)一 ・一λ'y≦ μ(0)

=sup∫(x)

SCfX(0)

=sup{∫ ω1旋 鵡9(x)ER!P}

=∫ の

とな る。

　 　

必 要 性.あ るRεRが あ っ て

ノてx)一 λ'夕≦ノてx)forall(x,1γ)∈T

とな った とす れ ば

ノてx)≦∫(め+R'ッforall(夙 ッ)ξT

で あ るか ら,yEyを 任 意 に 固 定 す る と き,Xcx(y)な らば ∫(x)は 上 に有 界 とな り,

した が って,μ(y)はfini七eで あ る。そ こで,任 意 の ε>0に 対 して,適 当 にXEX(y)

を え らべ ば

∫(ガ)≧μ(ツ)一 ε

とす る こ とが で き る。 よ っ て

μ(ツ)一 ε一R'y≦ ∫(x)-R'y≦ ∫(x)=μ(0)

が な り立 つ 。 これ を か きか え れ ば

μ(1")一 μ(o)≦2'v+ε

とな る 。 こ こで,ε →0と す れ ば

μ(ツ)一一Pt(0)≦ λ'y

が え られ る。 これ は,μ(y)が1,=0でsupportを もつ とい うこ とで あ る。(証 明 終)

定 理3.xはnon-linearprogrammin9の 問 題 の 解 と す る 。 こ の と き,saddle
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Pointの 問題 が 解(x,λ)を もつ 必 要 か つ 十 分 条 件 は μ(y,)がy=0でsuPPortを も

つ こ とで あ る。

証明 定理1と 定理2を 併せて考 えれぽ,あ きらかである。(証 明終)

R。rnark定 理3で は,f(x),9」(x)(グ=1,…,m)に 何 の条 件 も課 され て い な い こ とに

注 意 す べ きで あ る。 そ の い み で,こ の 定 理 は,き わ め て 一 般 的 な もの で あ る。

4.Slaterの 条 件 と の 関 連

Lemma6に よ り ,ノ(x),8ブ(x)(ブ=1,…,m)がconcavefunctionな ら ば,μ(S,)も

concavefunctionと な る 。 と こ ろ で ,concavefunctionが 微 分 可 能 な らJ定 義 域 の

任 意 の 点 でsupPortを も つ が,微 分 可 能 で な く て も,concavefunctionが 定 義 域 の 内

(2)
点にお いてsupportを もつ ことは容易 に証 明す るこ とが で きる。 そ こで,f(x),8ゴ(x)

(グ=1・ …・m)に 関す る上 の仮定 の下 で,μ(y)がy=Oでsupportを もつ ためには,

oがyの 内点で あれ ば十 分で あ る。 しか し,そ の ことは一・般的 には必 ず しもな り立 た

ない。次 の1emmaは,そ のひ とつ の十分条 件を示す 。

L。rnma8.Slaterの 条 件 が な り立 て ば,OEintyで あ る。

証 明Sla七erの 条 件 が な り立 てば

8ブ(xo)>0,(」=1,_,m)

とな るxe≧0が 存 在 す るか ら

8ブ(xo)>2ブ ≧0

を み た す2ゴ に対 して は

ツブ≡-9」(xo)十2ゴ 〈O,(ブ=1,…,m)

とな る。 よって,Yは 十 分 小 な る ε>0に 対 す る0の ε一近 傍 を含 む 。 した が って,

0はyの 内 点 で あ る 。(証 明 終)

(2〕1変 数 のconcavefunctionは 定義 域の 内 点 で 連続 で,か っ,左 お よ び右 の微 係 数 を もつ とい うこ とは,初 等

解 析 学 で は よ く知 られ て い る事 柄 で あ る。
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定 理4.(1くuhn-Tucker)f(.v),8ブ(x)(ブ=1,…,m)はconcavefunctionと す る 。

さ ら に,
、Slaterの 条 件 が な り 立 つ と す る 。 こ の と き,non-1inearprogrammin9の 問 題

が 解xを も て ば,あ るRが 存 在 し て,(x,R)はsaddlepointの 問 題 の 解 で あ る 。1

証明 定理3とlemma8を 考 え併せれ ば,あ き らか であ る。(証 明 終)

[1]

[2]
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