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1.序 2部 門m。delvs.2財rnodel

2部 門mode1か ら2財 のproduction-possibilityfrontier(以 下
,P-PFと 略 記

くの

す る)を 導 くことは 容易 にで きる。 このP-PFの い くつか の 性質 は,例 えば,戸 島

[10],若 林[11コ な どに よって論 じられ た。 と ころで,逆 に,P-PFが 与 え られ て も,

これが 直 ちに2部 門modelを いみ しない ことは 明 らかであ ろ う。 この ことに 関 して

Samuelson[3]は ,各 財が それ ぞれ の 産業 で分離 して 生産 され る時 に,P-PFが ど
　

の よ うな 条 件 を み た さな けれ ば な らな いか を 一 般 的 に論 じて ,non-jointproduction

のfundamentalsingularitytheoremを 証 明 した 。 この定 理 に よ る と ,P-PFが

JolntProductionを 含 まな い な らば,P-PFを あ らわ す 関 数 の2次 偏導 関数 か らな る

Jacobianmatrixのrankは た か だ か 生 産 要 素 の 数 か ら1を ひ い た もの に等 しい 。 い

ま・ この こ とを2部 門mode1に 即 してい え ば,P-PFを あ らわ す 関 数 のHessian

matrixのrankが1で あ る こ とが ,non-jointproduction,す な わ ち,2部 門mode1

*原 稿 受 領1970年5月8日

(1)以 下,P-PFはpercapitaのtermで 考 え ら れ て い る 。
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の必 要 条 件 で あ る 。 この こ とは またHessianmatrixの2×2の 首座 小 行 列 はsingular

(2)

でなけれ ばな らない といいかえ る ことがで きる。

さて,経 済成長 との関連で2部 門modelが 扱われ る場合 に 問題 に され るのは主 とし

て次 の2点 で ある。(1)生 産 要素が所与 の時.2部 門mode】 に均衡 解が存在す るか?

すなわ ち,需 要 と供給 が ある価格 の下 で均等す ることは可能 であろ うか?(2)任 意 の

生産要素比 率か ら出発す るgrowthpathは 生産要素比率が一 定で.従 って経 済はた だ

そ のscaleだ け を 増大 して行 く,い わ ゆ るbalancedgrowthのpathに 次第に接近

して行 くであろ うか?と ころで,こ れ らの問題では,い ずれ も2財 の転形関係 のみ が

本質的 に必 要 とされ るのであ って,生 産 が2部 門で分 離 され て行われ てい るか どうか と

い うことは議 論 の本質 とは必ず しも関 係が ない ので ある。 す なわ ち,2部 門modelは

必ずP-PFを 規定す るか ら,上 記 の問題(1)はP-PFの 上に,そ の点の限界転形率

で評価 した産 出額 と需 要額 が等 し くな る よ うな点が存在す るか否か とい うことに帰着す

る。 ここで,需 要額は貯蓄 関数を どの よ うに考 え るか に依存 して変 るが,こ の論文で採
(3)

用 され る貯蓄 関数 に関す る仮定 につい ては後 にふれ る。Uzawa[7コ は始 めにRobinson

的 な貯蓄 関数 を考 えたが,後 には1(eynes的 なそれ を考えた 。P-PFは 生産 要素比率

が 変化すれば それ に従 ってshiftす るが,生 産要 素比率は投 資財産 出量 に依存 す る資本

量 の成 長率が 労働 の成 長率 と等 しくない限 り変化す る。 そ こで,P-PF上 の産 出額 と

需要 額が等 しい点で生産が行われ て も,一一般 にはP-PFはshiftす ることにな るが,

上記 の問題{2)は このshiftに よってP-PFが あ るP-PFに 向 って漸近 して行 くか
(4)

否 かを 問 うものに 他な らな い。 この よ うに2部 門rnode1に おけ る 経済成長 の分析は

「2財 の転形関係」 のみが 議 論 の基礎 とな る。 こうした観 点か らいえば,2財 の転形関

係 の特殊 な場合 に しかす ぎない2部 門modelに,2財 に関 す る経 済成長 の議 論を局限

してはな らな いであろ う。 よ り一般 には,上 でのべ た よ うな2部 門mode1と の関連 を

認識 しつつ,2財 の転形関 係を規定 す るP-PFか ら議 論 を出発 させ るべ きであ る。戸

島[9コ は貯蓄 関数に特殊 な 仮定 をおいたが,そ の よ うな線 にそ った議論を展開 した。

(2}戸 島 【9,P63]は2部 門mode1に つ い て,た しか に この 条 件 が な り立 って い る こ と を示 して.

こ れ は 「non-jointnessを 示 す もの に他 な らない」 とか い た が,こ れ は実 は,singularityが2部

門 の 必 要 条 件 で あ る こ とか らい えば,多 少misleadingで あ る。 正 しくは 「2部 門 で な い こ と を

い み し ない」,す なわ ち,「jointproductionを い み しない」 とい うべ きで あ っ た。

(3)戸 島[10,PP.51-521はKey皿es型 の貯 蓄 関 数 を前提 に した場 合 の この 問題 の 具 体 的 呈示 を行 っ

て い る。

{4)戸 島[10,P581の 説 明 も参 照 せ よ 。
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Samuelson[4]はSolow[6]の1部 門modelの 類 比 か らtwo-sectorcanonical

mode1と して,実 際 には,一 般 的な転形 関係を示すP-PFに つい て議論 を展 開 して

い るが,必 ず しも,2部 門modelが2財 の転 形関係 のspecia]caseで ある ことを明瞭

に意識 して理論 を一 般化 しよ うとしてはいな い よ うであ る。 他方,Uzawa[8コ の論文

に対 す るcommentに おい て,McFaddenは 戸 島[9]と 同 様なmode1設 定 を行 な って

い るが,2部 門modelと の論理的 関連 が明 らか に され ていない点 ではSamuelson[4]

と軌 を一 にす る と考 え られ る。 また,Shell,Sidrauski,Stiglitz[5コ も,多 少異 った文

脈 で,2部 門modelをP-PFに 関連 させ て議 論 してい るが,こ れ に対 して も上記 の

2つ の場 合 と同 じ評 言があ ては まるであろ う。Inada[1コ は,は っき りjointproduc-

tionを 排除 しないcaseと して,P-PFか ら出発 す る議論 を展 開 してい るが,や は り

2部 門modelと の論理的関連が戸 島[9]に おけ る よ うにはつけ られ ていない。

なお,こ こで 消費財部 門のcapital/laborratioが 投 資財部 門のそれ よ りも大 であ

る とい うcapitalintensityhypothesisがP-PFで は 何 をいみす るかにつ いてのべ

てお こう。戸島[10コ が証 明 した よ うに,2部 門mode1に おい ては,caPitalintensi七y

hyPothesisが な り立つ 必要かつ十分 条件は限界 転形 率 ,す なわ ちP-PFの 接線 の勾

配 の絶対 値が,生 産 要素比 率 の 増加 に従 ってP-PFがshiftし て行 く時に,投 資財

産 出量が一 定な らば,次 第に増加 して 行 くことであ る。 すなわ ち,caPitalintensity

hypothesisはP-PFのshiftの 態 様を規定 す る ものに他な らな い。 これ はやや異 っ

た形 としてはRybczynski[2]の 定理 と して定式 化 され る こともあ る。 そ こで,P-P

Fか ら議論を 出発 させ る場合に,P-PFのshiftの 態 様につ いて,限 界転形率が上 の

条件 の下 で,増 加 して行 くことが仮定 され て も,そ れ は十 分な合理性 を もつ ことにな る

であ ろ う。

この論文 は戸 島[9コ でおかれ ていた 貯 蓄関数 に関す る 特 殊な仮定 を よ り一一般的 な仮

定 にお きか えたmodelを 考 え て,同 論文 の諸命題が そ の よ うに拡張 され たmodelに

つい て も同 様にな り立つ ことを示す 。 従 って,こ の論文 は 戸 島[9]の 前半 の部分 の一

般化 を図 るものであ る。 以下,2で はmodelを 構成 し,3で は短期均衡 の存在 を証 明

し,4で は そ の均衡点が 安定的で あ る ことを示 し,5で はbalancedgrowthpathが

存在すれば,そ のpathは 大 域的 に安 定的 であ ることを証 明す る。
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2.mede1と 仮 定

資本Kと 労働Lに よって,2種 類 の財,消 費財Cと 投 資財1が 生産 され る もの と

し,2財 の転形 関係をP-PFに よって

(1)C=F(1,瓦L)

とあ らわす。 ここで,実 数値 関数Fに つ い て次 の仮定 をお く。

(2)F・c2[域 コ,

(3)F(0,」K,L)>OforJ(>0,L>0,

{4)えC・F(ZI,λKλL)forλ>O,

∂F

(5)π 〈o,

∂F>0
,(6) ∂κ

∂F
(7)一 π>o・

∂2F<O
,(8)∂12

∂2F(
9)∂K・ 〈0・

∂2F
<0.⑩ ∂L∂K

{2)はFがR3の 非 負象限 で定義 された実数値 関数でかつ連続2回 微分可能 であ る こと

を示す 。(3)は 投資財 を生産 しない時 の消費財産 出量 は正 であ る ことをいみす る。(4)は

Fが 正値1次 同次,す なわ ち,規 模 に関 して 収獲不変 であ る ことをいみす る。(5)一(9)

は通常 のneo-c】assicalな 仮定 で,資 本 の限界 生産力は正 でかつ 逓減的 であ ることな ど

(5)

を い み す る。⑩ は2部 門modelのcapitalintensi七yconditionの わ れ わ れ のmodel

に お け る表 現 で あ る 。(4)に よ り,L>0な らば,(1)は

c・LF(IK--1五
,L,)

⑤ 劣 く・は仮定しなくてもよい・なぜなら・

謬 一(E)2諾+(f)2纂+(釧 を)轟

であるから,(・}-ao)から 罪 く・ がなり立つ・
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≡Lf(.τK
五,五)

とか くことがで き る。 ここで

cJK
c=t'i=Th=T

とお け ば,{1)は

(11)c=f(i,h)

と な る 。(3)に よ り

(IZ/e(O,h)>Oforh>0

で あ る。 ㈲ 一 ⑩ は 次 の 条 件 と同等 で あ る。

⑱ ㌍ 審<・ ・

⑭,・ ≡-1//〉・・

(ISc-ifi--hfiC>O,

aefu≡ 誓 く・・

。脈 ≡肇 く¢

⑱ 海 ≡誓 くα

次 に,貯 蓄 に関す る仮定 を のべ よ う。 戸 島[9]で は,労 働者 は貯蓄 せず,資 本家は

消費 しない とい う極 端なcaseが 扱わ れたが,こ の論 文では,労 働 者 も資本家 もそれぞ

れ賃銀所得 とrental所 得 の一定 割合を貯蓄す るもの と考え る。ただ し,そ の割合 は資

本家 のそれ の方 が小 さ くない と仮定す る。 よ り厳密 には,ε ω,Srを それぞれ 労働 者の貯

蓄 係数,資 本家 の貯蓄 係数 をあ らわす もの とすれば

εω十 εγ

(19)0≦Sw≦Sr≦1(た だ し,0<<1と す る)2

と仮 定 す る 。 い ま,Wを 賃 銀 所 得,Pをrental所 得,Sを 貯 蓄 とす れ ば

s=sωpv十SrP

とな る。 戸 島[9コ のcaseは,sw=O,s,=1の 場 合 に な り.Keynes型 の貯 蓄 関 数 は.

Sw==Sr≡s,す な わ ち

s=s(確 十P)
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の場 合 とい う こと に な る。 よ っ て,⑲ は戸 島[9;10,p・25]をspecialcaseと して含

εω十Srむ よ り一般 的な貯蓄行動 を反映 す る ものであ る
。 なお,0<<1で あ るか ら,2

Sw=Srの 時 は

(ee)0<Slo=Sr<1

で なけ れば な らな い 。

そ こで,わ れ わ れ のmodelは 次 の よ うに構i成 され る 。

(1)C=.F(LK,L),

⑳2」_翌 丑
∂∫,P2

∂F∂F
enPt=P・ 涙

,ω==P・"51tZi-,

㈱Pil=Sw・zvL十Sr・rK.

ここで,Pl,P2は それぞれ投資財,消 費財 の価格 をあ らわ し、ω,rは それぞれ賃銀率,

rental率 を あ らわす 。 ⑳ は限 界転形率(機 会 費用)と 価 格比 の均 等を示 してい る。 ㈱

は周知 の限 界生産力に 関す る条件であ る。 ㈲ は投 資 ・貯蓄均等,従 って,需 給均 等を

1)1 と

お く 。(1),⑳ 一一el3)は い ず れ もpercapitaのtermで 表示 し て い る 。 い ま,ρ=P
2

現 す る こ とが で き る の で,結 局,わ れ わ れ のmodelは 次 の よ うに か く こ とが で き る。

(1Do=∫(i,k),

図 ρ=一 ノを,

㈱ か つ=ε。嫉+Sw(e-ifi-hfiC).

3.短 期 均 衡

さて,hを 任意 の正 の値 に 固定 した時に,(ID,⑳,㈲ に均衡解 が 存 在す るであろ う

か?ま ず,次 の1emmaを 証明す ることか ら始 め よ う。

L。mma1.⑫,㈱,(ID,㈹ が な り立 ってい るとす る。 この時,任 意 のh*>oに 対 し

て

㈱f(i,h*)=0

は一意 な正 の解 を もつ 。

証明.⑱,⑯ に よ り,f(i,h*)はconcaveで かつ 減少 関数であ るか ら,㈱ は 必ず

一意 な解 を もつ。⑫ に よ り,f(o,h*)>oで あ るか ら,㈲ と併せ考 えれば,こ の解は正

でなければ な らない。(証 明終)
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以 下,⑳ の解 を 吻 と し,が を 所 与 の任 意 の 正 数 とす る。 い ま

P=一 乃(0,h*),P=-fi(m,h*)

と お けば,⑯ が な り立 てば

0〈 ク,0〈P

で あ る。

L●mrna2.㈲ が な り立 って い る とす る。 この時

ρ≦ρ≦ρ

で あ れぽ

伽 ρ=一 看 σ,ん*)

は 一 意 な解 仮 づ(ρ)を もち

di->0

砂

と な る。

証 明.㈲ に よ り,一 声σ,ん*)は 単 調 増 加 関 数 で あ るか ら,ρ ≦ρ≦ρ な る ρ に対 し

て,⑳ が な り立 つ よ うな ゴは一一意 に 存 在 す る。 また,陰 関数 の定 理 に よ って

4i1

万 　 一万>o

で あ る。(証 明 終)

以 下,㈱ を づに つ い て とい た 解 を ゆ)と か き,⑬,㈲ が な り立 っ てい る時 に

ρ≦ρ≦少

な る ρ に 対 して

E(it))=Srh*fh(i(P),ん り 十Slv{∫(i(P),k*)-i(P)fi(i(P),ゐ り

一た*ノゐ(づ(ρ),ゐ*)}一 μ(少)

(6)

と い う関数 を定 義 し よ うaE(P)は(2)に よ り連 続 微 分 可 能 な 関 数 で あ る。

L。mma3.a2),⑯,ω,⑯,㈲,{19)が な り立 っ てい る とす る。 この 時

E(P)>0カ 、つE(少)<0

と な る。

証 明.⑱,(⑳,〈 拗 か ら

E(p)=(Sr-Sw)h*fk(0,k*)+sωf(0,h*)>0

(6〕 〔13}によ り0はE(P)の 定 義 域 に 含 ま れ ない こ と に注 意 す べ きで あ る。
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とな り,他 方,ω,⑮,⑲ か ら

E(P)=mfi(m,h*)-sωmfi(m,h*)+(Sr-Sw)h*fiC(m,h*)

≦(1-sの{MfL(M,h*)+h*f.(m,h*)}〈0

とな る。(証 明終)

Lemtne4.ω.㈱,(14.㈲,㈲ ,⑲ が な り立 って い る とす る。 この時,あ る が>0

が 存 在 して

㈱E(P)=0

を 満 足 す る。

証 明.E(P)は 連 続 関数 で あ るか ら,lemma3と 中 間 値 の定 理 に よ り,開 区 間(P,P)

に ㈱ が な り立 つ よ うなP*が 少 くと も1つ 存 在 す る 。 ⑯ に よ り,P>0で あ る か ら,

当然 にP*>0で あ る 。(証 明 終)

L●mma5,⑬,㈲,⑬,〈19)が な り立 っ てい る とす る。 こ の時,E(P)は 減 少 関数 と

な る。

証 明.E(P)を 微 分 す れ ば

器 一一{艦+(1-…)i(P)一(・ ・一…)h・Xk・$'}<・

と な る こ とか ら明 らか で あ る。(証 明 終)

L●rnma6.⑱,⑯,⑳ が な り立 って い る とす る 。 こ の時,E(P)は 減 少 関 数 とな る。

証 明.S=S、V==Srと お く。

器 一一{喘+(1一 の畷 〈・(証 明終)

LOtnrna7.⑫,⑯,ω,㈲,a6)が な り立 っ て い る とす る 。 さ らに,次 の 条 件(i),

(ii)の い ず れ か が な り立 つ もの とす る 。

(i)㈹,⑲ が な り立 つ 。

(ii)⑳ が な り立 つ 。

この 時,一 意 な が>oが 存 在 して ㈱ を 満 足 す る。

証 明.こ のlemmaの 仮定 の下 で,1emma5,6に よ り,E(P)は 減 少 関数 で あ るか

ら,lemma4と 併 せ 考 え れ ば,㈱ に は 一 意 の正 の 解 が 存 在 す る。(証 明 終)

定理1.(IZ,⑱,(1D,㈲,㈹ が な り立 って い る とす る。 さ らに,次 の条 件(i),(ii)

の いず れ か が な り立 つ もの とす る 。
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(i)⑬,⑲ が な り立 つ 。

(ii)⑳ が な り立 つ 。

この 時,hを 任 意 の正 の値hkに 固定 す れ ば,⑪,⑳,㈲ を み た す 一 意 な解(C*・i*,lb*)

が 存 在 して

c*>0,i*>0,P*>0

と な る。

証 明.こ の定 理 の 下 で は,lemma4に よ り,㈱ を満 足 す る,あ るP*>0が 存 在 す

るか ら,こ れ に対 して

㈲ づ*=づ(ρ*),

⑳c*=f(i*,h*)

と定 義 す れ ば,伽 は

⑳ 少*=一 乃 σ*,ん*)

とな り,㈱ は

㈱P*i*=s,が 丑(i*,h*)+Sw{f(i*,k*)一 ・-i*fi(i*,hk)-k*fiC(i*,h*)}

とか きか え られ る。 ㈲,㈹,㈱ は(c*,i*,iP*)が(10,図,㈱ の解 で あ る こ とを 示 し て

い る。Lemma6に よ り,P*は 一 意 で あ るか ら,i*,c*も 一 意 で あ る。 また,1emma

4の 証 明か らP<P*<Pで あ るか ら,P,Pの 定 義 と ㈱ を 併 せ 考 え れ ば,i*>0,c*>0

と な る こ とは 明 らか で あ る。(証 明 終)

定 理1はKeynes型 の貯 蓄 関数 が 仮 定 され る時,2財 のP-PFがconcaveで か つ

減 少 関 数 で あ れば.一 意 な均 衡 解 が 存 在 す る こ とを 示 して い る。 この こ とを2部 門 に 即

して い えば,Keynes型 の貯 蓄 関数 が 仮 定 され る時 は,capitalintensityconditionが

な くて も一 意 な均 衡 解 が 存 在 す る とい う こ とで あ る。 な お,Sω2FSrの 場 合 で あ って も,

lemma4か ら明 らか な よ うに均 衡 解 の存 在 だ け な らば ㈱ を 仮 定 しな くて も よい 。 一 般

dEdE
に ⑱ がな り立 てば ・thくoと な るカ'ら均衡 解は憶 とな る・ しかL・(18)vまM〈oの

十 分条件 では あ るが,必 要条件 では ない。

4.模 索 過 程

定 理1はneo-classicalな 条件の下 において,ω,⑳,飼 であ らわ され るsystemに

市場 均衡が存 在す る ことを保証 しているが,こ の均衡 は果 して安定的 であろ うか?こ

の問 題に答 え るた めに,前 節 で定 義 した関数E(P)を 考え てみ よ う。E(P)はP≦P≦P
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な るPに 対 して 定 義 され ていたが,こ こでは,E(P)を す べてのP≧0に 対 して定義

が行わ れ る よ うに拡張す る ことを こころみ る。そ こで

㊥ 欝;:
とい う関数 を定 義す る。 ブ(P)は ρ≧0に 対 す る投資財 の供給scheduleを あ らわす と

解釈 す る ことが で き よう。 す なわ ち,ρ ≦ρ≦ρ な らば 投資財 の供給 量はそ の供給(生

産)に 伴 う機会 費用(限 界転 形率)とPが 等 し くな る ように定 め られ る。0≦P<Pな

ら,価 格は機会 費用 を下廻 るか ら,投 資財 の供給 は 全 く行われ ない。 逆 に,♪<ρ な

ら,価 格 は機会 費用を上廻 るか ら,投 費財 は可能 な最大 量,す なわ ち,粥 だ けが供給 さ

れ る。 この よ うな供給scheduleを あ らわす ブ(P)を 用 いて,あ らた めて

E(P)・=S。le*fle(ブ(P),h*)+sω{f(ゴ(P),h*)一 ブ(P)f`(ブ(P),h*)

一ん*丑(ブ(ρ),ん*)}一ρブ(少)

と定義すれば,こ れは前節 で定 義 されたE(P)の 定 義域 をすべ てのP≧0に 拡張 した も

のにな ってい ることは 明 らか であろ う。す なわ ち

E(メ))ifO≦P<」 ウ,

β3}E(」ウ)=E(プ))ifメ)≦ 」≠》≦∫》,

E(P)if二 ≠〉〈P

とな ってい る。 さて

s,h*丑(ブ(P),海 り+s,V{∫(グ(少),h*)一 ブ(P)f`(」(ク),h*)一一k*九(グ(P),k*)}

は,ブ(P)だ け の 投 資財 生産が行わ れ る時 に生ず る 投 資財需要額 であ るか ら,E(P)は

投資財 に対 す る超過需要額 をあ らわす もの とみ る ことが で きる。 従 って,P>0に 対 し

E(P) を考 えれば
,こ れは投資財 の超 過需 要関数 に他 な らない 。い ま,投 資財価 格て, ク

ρ は超 過需要が正 であれば上 昇 し,負 であれ ば下落す ると考 えれば,こ の模索 過程 は

(34Dφ=E(P) ρ 馬

(7)
とい う微分方程式によってあ らわす ことができるであろ う。

(7)signpreservingなmonotone関 数Hを 考 え て

岬(E(P)ρ)

として も,以 下 の議 論 は変 らな い。

■
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L●mme8.働,⑯,(1の,㈲ が な り立 っ て い る とす る。 さ らに,次 の 条 件(i),(ii)

の い ず れ か が な り立 つ もの とす る。

(i)(18).⑲ が な り立 つ 。

(ji)⑳ が な り立 つ 。

この 時,aD.⑳,㈲ を み た す 一 意 な 解(c*,i*,P*)>oが 存 在 して

互(ρ)
>OifO<P〈 グ,ρ

置(ρ)
===Oif」 ≠)=Pf・ '

.一ρ
E(P)≧ ・if効 ・

ρ

が な り立 つ 。

証 明.Lemmaの 帰 結 の前 半 は 定 理1と 同 じで あ る。 後 半 は ㈱ とlemma3,4,5,6

か らあ き らか で あ る。(証 明 終)

定理2.⑫,(13),ω,㈱ が な り立 って い る とす る。 さ らに,次 の 条 件(i),(ii)の

いず れ か が な り立 つ もの とす る。

(i)⑯,⑲ が な り立 つ 。

(ii)⑳ が な り立 つ 。

この時,ω,図,㈱ を み た す 一 意 な解(c*・i*'P*)>oが 存 在 して,㈱ の 任 意 の正 の

初 期 条 件 に 対 す る解 を ρ(り とす れ ば

㈲1imP(り=P*
t→OQ

とな る。

証 明.Lemma8に よ り

P>OifOくP<メ)*,

二声=OifP=P*,

b<OifiP*<ゴ)

と な るか ら,定 理 の 帰 結 の 後 半 が な り立 つ こ とは 明 らか で あ る。(証 明 終)

定 理2は,㈱ で 示 され る 模 索 過 程 を 考 え れ ば,定 理1のneo-c】assica1な 仮 定 の 下

で,(11),図,㈲ の一 意 な均 衡 解(c*,i*,P*)が 安 定 的 で あ る こ とを 保 証 す る もの で あ

る。 実 際,働,㈹,α の,⑯ に 加 え て,㈹,㈲ また は ⑳ が な り立 って い る時

グ(')==フ'(ノ)(')),
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c(t)=∫(ブ(の,k*)

と 定 義 す れ ば

lime(t)=cT',

㈲`→ 。。

1ilnブ(t)=i*
t→co

とな る。絢 と 岡 は(C*,八P*)が,㈲ で あ らわ され る模索過 程に対 して安定 的であ る

ことを示 している。

5.長 期 均 衡
、

これ まで は 々 が 所 与 の 任 意 の正 の 値 に 固 定 され て い る もの と考 え て きた が,実 は,々

は 一 般 的 に は,資 本 蓄 積 に 伴 って 変 化 す る 。 い ま,Lは 外 生 的 に所 与 の 一 定 の成 長 率 を

も って成 長 して行 くもの とす れ ば

五㈱

τ=%

で あ る。 また,資 本 の減 耗 率 μ が 一 定 で あ る と仮定 す れ ば,資 本蓄 積 は

㈱K=1-PtK

に よっ て あ らわ され る。(3nと ㈱ か らkのtimepathを あ らわ す 微 分 方 程 式

ん づ
㈲ 万=万 一(μ 十η)

が え られ る 。ω,⑳,㈱ の均 衡 解,従 っ て づは んの 値 を与 え れ ば 一 意 に定 ま るが,今

度 は そ のhのtimepathが ㈲,す な わ ちiに よ って 定 め られ る こ とに な るか ら,こ

れ で 完 結 した ひ とつ の動 学systemが で き上 る。 す なわ ち,以 下 で は

ωc=f(i,k)

⑳ ♪=一 力(ゴ,ん),

㈲ か つ=ε,嫉 σ,h)+ε ω{c-if`(i,h)-kfiC(i,h)}

ん 信
㈲ 万=万 一(μ 十η)

とい うsystemを 問 題 にす る 。

まず,ω,図,㈱ を縮 約 す れ ぽ

㈹y「(i,k)≡fi(i,h)・i+ε 。嫉(i,h)+Sw{f(i,h)一 玩 σ,h)-hf.(i,h)}=0

と な る 。⑱,⑯,(1の,㈲,⑯ が な り立 ち,さ らに,⑱,⑲ また は ⑳ の いず れ か が な り

立 っ て い れ ば,定 理1に よ り,任 意 のk>oに 対 して ㈲ を 満 足 す る あ るiが 一 意 に存
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在 す るか ら,陰 関数 の定 理 に よ り,ω を 満 足 す る 々 の連 続 関 数 が 存 在 して

亜

ω嘉一一∫ト(1認 耀1デ 謡鍛謬
π

とな る。 以 下,ω を 満足 す る ∫を ん に 依 存 して い る こ とを 明 示 して 欝)と か くこ と

にす る。 そ こで,㈲ か ら

i(k)
_5・ 妖 σ㈹ ・h)±s・・{f(i(h)・k)一 娠(i(h),h)}一働

h-(1-Sw)hft(i(h),h)

が え られ る。

L●mrne9.(13),(1の,㈲,㈲,⑰,(18),⑲ が な り立 って い る とす る。 さ らに,㈲ を 満

づ(ん)足 す る
一 意 な 関 数 猟 づ(の が 存 在 し ,ω が な り立 っ て い る とす る。 この 時, は 減為

少 関 数 とな る 。

(8)

証明.働 を微分 して,ω,㈹ を使 って適当に整理す ると

a(づ(ゐん))
、 、fi

ニニニ 　 ロ

dh1-…h2fl{(1-・w)fiii+(Sr-・ の 嫉 汁 ゐ}

×(Sr-sω)h{k(Sr-sω)五 擁 一(1-Sw)fificic

+(sωffici+(1--sw)ifkfii)}一(1-sω)2kififnt

+Sw(1-sω){ffiii十f`(∫ 一 瞬 一 娠)}<0

と な る 。(証 明 終)

づ(為)

は 減 少 関 数 と す る 。 さ ら にLemrna10.ん

慨 響 く・+μ 〈 づ(んlimic→Oh)

が な り立 って い る とす る 。 この 時,あ るk*>oが 一 意 に 存 在 して

づ㈹
>n十 μifO<h<h*,ゐ

診(ん)
=n+μifk=h*,

た

ゴ(ん)
<n十iLtifh*<h・ 々

(8〕 以下の式の導出は若林による。
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が な り立つ 。

づ(ん)証明
. が減 少関数 であ ることか らほ とん ど自明で あ る。(証 明終)ん

LemmalOで のべ られ て い るh*をba】ancedcapital/】aborratjoと よぶ 。

L●mrna11.Balancedcapita1/1aborratioh*>0が 存 在 す る もの とす る。 この 時,

㈲ の 任 意 の正 の初 期 条 件 に対 す る解 を ん(彦)と す れ ば

limk(t)・=k*
`→ ◎◎

とな る。

証 明 。Lemma10に よ り

h>OifO<h<ん*,

k=Oifh=h*,

たくOifん*<ん

とな る こ とか ら明 らか で あ る。(証 明 終)

定 理3.⑫,⑯,ω,㈲,⑯.Q7),㈱,⑲ が な り立 って い る とす る 。 さ らに

瓢 孕 く・+μ<鶴孕

が な り立つ とす る。 この時,㈲ の任意 の正 の初期条件 に対す る解 を 為σ)と すれば

1imk(t)=h*
`→ ◎◎

と な る 。 ・

証 明.こ の定 理 の仮 定 の 下 で は,定 理1と 陰 関 数 の定 理 に よ りi(k)が 存 在 す る こ と

に 注 意 す れ ば,lemma9,10,11か ら,定 理 の成 立 は 明 らか で あ る。(証 明 終)

定 理3は,neo-classica】 な 仮定 の下 で は 初 期 のcapital/1aborratioが どん な値 で

あ って もJ経 済 成 長 に 伴 っ て,capital/laborratioはbalancedcapital/1aborratio

に 限 りな く接 近 して 行 くこ とを 主 張 して い る。従 っ て経 済 は 究 極 的 に は そ のscaleだ け

を 増 大 して行 くbalancedgrowthを とげ る こ とに な る。
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