
'

0117-foldPartitiohs

andaCertainFormofInfiniteProducts

by・

RyuliKaneiwa

1
,.Let1レ ∫be.a、setand1～1,_,、 碍 ⊂ ノレf×!レ ∫ 、1)eequivalence

relationsamong砿AstructureM=(ル1;1～1,_,Rγ)iscalledanγ ・ズbZ4

加7渉 漉oπ ・o/s6渉MifR1⊂_⊂ ノ～ア.LetM=・(砥R1)_,1～2)andM'・=

(1レfノ;1～1',。..,1～/)betwo7・foldpartitionsofsetsMandルf/respec・

tively。Abijectionρ:M→M'iscalled∫50勉oゆ 雇s勉if.ψ(1～ ゴ)=1～ ・〆

forall1≦ 侭7.wethensaythatM』andM'are∫so窺07効 ゴoand

denoteM≧M'.Thus"≧"isanequ.ivalencerelation.Wewritethe

setofal17・foldpartitionsof{1,.,.,%}byP(7;%)andthequotient

set戸(7;%)/≧byP(7;%).Let亡scall.anelement・ 葦P(γ;π)an

7プ014ρ α7魏'o%o!%.wenoteCardP(0;の=CardP(0;%)=1,sinc6

inthiscaseMisregardedasano-Structuredset,andthatCardり
P(ノ;0)=CardP(7;0)r1,sincei孕thiscase.Mistheemptyset.An

7・foldpartitionofπ ≧4canbeihterpretedasarepresentationofπ

as`thesulnofanynumber .ofpgsitiveintegralpartSsuchthat

everypartisclosed7-1tamesbyparenthees.

Example.LetM={1,...,6}andハ4/R1={{1},{2,3}{4},{5,6}},

M/R2={{1},{2,3},{4,5,6}},ル ぼ/R3辱{{12,3},{4,5,6}}.ThenM=

(砥R1,1～2,R3)isa3-foldpartitiopofMMhasβ!/4=180differenち

isomorphic3-foldpartitionsin .ρ(3;6)(seeFig。),
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125456

… …1+1+1+1+1+1

ハf/R・.… …1+2+1+2 ,

ルf/・R,… …(1)+(2)+(1+2)

Fig.ThestructuretreeofM幽and*)sulnrepresentationwithtwo

tamespar6nthesesofM.

We'cangetsame"structuretree"and』"sumrepresentationwith7-1

ti血es・parentheses",forallelelnentsofeachisomorph玉c'classofMロ　
∈P(7;%)asabove,withoutdifferenceof層order.

Wedefine伽7プ01456'ρ α漉'競 ア%鰯 ゴoηand渉 乃67プb14ρ σ7-

'κあ
07z・∫z粥c廊 ω¢by

リ
ガ(7;%)=CardP(7;%)

,and

ρ(7;%)=Card1)(7;幽 フz)

respectively.Undercombinatorialconsideration,wehave

(1) 5(γ;%)= Σ
1・S1十2・32十 。9・冨"

s1
,s2・ … 》o

η!づ(7-1;1)ρ1〃(7-1;2)s2・ ・・… 、

(1!)ε11s1!(2!)s2s2!・ ・… ・

and

(2) ρ(7;η)= Σ ρ(ア」1、1)・ 隣f
1・S1十2・S2十 。・o=7Z

r1,s2,… 妻 ・

ρ 〔7.1、2)Es2・ 一
、

〆
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for7》1,whereπH鋭 ・is

choosing彿oblectsfrom

thenumberofrepeatedcombinationsof

a.collgctionofηdistinctobjects,namely
嘱

@+〃 卜1)!
π1∫鋭= 挽!@ -1)!
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Thenumbersガ(7;π)havebeentreatedbvE.T.Bell[1ユ.He

definesthisnumbersby
「

(・)・E(…)一 愚 う(・・め 髭;,

、

whe「 β(0;κ)魑=♂e{

E(7;κ)=exp(E(7-1;κ)一 、).・

C・nversel・weca・ ・a・ily・ee(3)f・ ・m(i)…i・gF・adip・u・ ・'・

fqrmula

多1・!(・(・))一急 アω(・(・))Σ需,警1藩 鶏ll≒:.

・umm・d・v・ ・1巳 ・1+2'・ ・+・… 一 解 ・寧d・ ・+・ ・+'・.一 ≠・ガ(1;・)i・

wel1・knownasthe%-thBellnumber.Ontheotherhand,ρ@)=ρ(1;%).

i・th。 。。血b・ ・ 。fth。u。u・1P・ ・titi・n・ 。f・.↑h・g・neratingfun・ti・n

ofρ(%)wasfoundbyEuler,andis

　 　

F(1;・)㍉ 渇
。 ρ@)匹 轟(1-・ 解!"1・ 囮 く1・

C・yl・y[2コ ・eギ・・e"t・th・ ・umbersρ(2;・)・ndf・undt皐 ・g・nerati・g

fu与ctioρ

　 　

F(2;・)一 温 ρ(2;伽"㍉ 匹
、(1-・祝)一ρ㈹ ・

MoregeneraUy,wecanderivethe層following
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On7・foldpartitions

・・dacert・ ・・ …mg・ ・・・…t・p・ ・d…s1・ ヱ5

、

THEOREM1.Lθ 渉{α@)}π 器1
,2,。..∂ ε απyco〃 ゆ16κ%%勉 う87s6σ π8πcθ

απ416渉

(4)
、 ・@)一

.f。1。 為....誰 、酵(の,図 ・
、

励 〃・ 比[ε]一 ・(・+・)(・+・)…(午 ・・一 ・)/・… 》・ ・鋸 干[0]一 ・・

丁加%魏 θ・伽ノ襯 渉θρ704%o'

1

(A)・ 濯
、(・一・甥)一〃㈹ 議(1+禽 ・(初)[た]・励)

ゼ・一 ・・gr漁 漉ゆ 筋 ・1卿 …2漉s廟gC[[・]]翻 ・・卿"・

　

(B)1+覆
1δ(の戚

zrΣ 】露「91α(%)9π 乃αSα 」ρOS露 ♂Zノθ07げ πノ冨7Z露67α4∫%S1～0/60%Zノ θ79・

6%cθ,渉 ぬθ%(A)'sz6%疎)γ 〃21夕601zzア θ79¢%≠ ゑπ α1z夕oo〃2カ αo彦s%6s6渉o!

{9;lgl<∬}in(1,1～)}α η42s6σz6α1'δ(B).

C・ ミ・L・ARY.{6@)}乃 ・14・'砂 ・伽 … 碗 融1・

(5)、 ・ δ@)一 ・との+・@」1)∂(1)+… ・ ・(1)∂@二1),

励 ・・乙1σ@)一 掃4・ ・(の ・'…

1
ヒ

P… 士.w母cang・tea・ily

ブ'○ 。

£ 、(1♂)一 峨 一1・ 覆 、6ブ(・)・%・
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where

・ブ@)㍉
、、.…尋 、〆 、重 ・(の町

Itisplainthat6ブ@)=δ(η),forπ ≦ブ.Thuswehave

cOフ

(6)(1十 Σ δ@)g%)-H(1-g解)一 α(、"z)
%=1初 「1

　

=Σ(う(π)一 ゐゴ@))9%
%=ゴ+1

・

andso・forthevaluationo(Σ 】擢oα πノz)=minっz(o(0)三 十 〇〇),

α%≠o

oo/

o((1+誤6(")・")一 概 レ9彿)一 鰍)

i・g・eat・ ・thanブ ・・dt・nd・t・i・fi⑲ ・rゴ ー 。。H・nce(A) ・

convergesto
、(B)inC〔[9]l

AssulnethatΣ 擢10@)zπhasapoSitiveorinfiniteradius

RofconvergencgandDisacompactsubsetof{g;ig[〈min(1,、R)}.

wemayshowthat

(・)噛 溌
1姻1・9、 箋 ㎜ 一 器 、一妻、・(吻1励

convergesu血ifomlyin1)insteadofthat(A)do.Letρ 。=maxlz[
9∈P

andρ 。之 ρ1<mi・(1,R),ρ 。 一 θρ1(0〈 θ<1)・F・ ・m・heassUmp・ig・,

1α(挽)1ρ1初(窺=1,2,…)isbounded.Let1α(解)iρ1"zくMThenwe

haveamajorant

舗M≠-M1・9誕1(1一 θ初)一・
'
.1=1レflogF(1;θ)1'
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andacertainformofinfiniteproductsヱ7

0f(C).Hence(C)andso(A)convergeunifomlyinD.Since

lう(%)kΣ ・置1α(の1[5∫]・ 』
1・S工 十2 .S2十 ●,.=π ゴ=1

wehave

・ ・ ゑP(・)・ ・1・≦ 誼
、(・一【・【魏)榊 ・1

鍍 、q-1・[吻)-1α ・刎 ・

Hehce(B)重sco・nvergentinlgI<min(1,R).Now,since

　 　

,聰 ・.昇1∂@)z"=撫 謬 、∂ブ(ηソ
ー

-0,1。1くmi。(1,R)「 ・1

by(6)wehave

　 　
1+Σ う@)・9"=■(1-9"z)一 α(初),lgl<min(1, 、1～).η昌1〃Z=1

Weshallshow(5)without1～>0.Themap4/4g:C[[9コ]→C[[9]],

(4/砒 又 Σ η曽oα 〆 η)=Σ%曽1%α"2π 一1isaderivationofC[[9]]

Whenwedefinelog(1+F)and(1+F)αby

l・9(・・F)-F一 尋 ・ 吾3+…F∈ ・・C[[・]]
ド

aぬd

(・・F)・ 一 …F・ 隼(亀 〒1)F・+・(・ 一11,(・ 一2)F・
、+…,

F∈9・C[[z]],α ∈C,

wegミt

(a)lo9{(1十F)(1十G)}=lo9( .1十F)十lo9(1十 〇),

(b)liml・9(i+Fん)-1・9(1+F),iflimFん 一F,
→々 。。 ・

.々 → 。。

(。)「(1-F)一 α 』1.碧 。囮F・,・
、%旨1
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(b)lo9,(1十F)α=α109(1+F)・

(e)((1+F)・)β=(1+F)・ β

(・)1・9((・-F)一 ・)一 潔",・

(9)(1十F)●(4/49)Io9(1十F)=(4/49)17,

forF,σ,砺 ∈9・C[[2]]andα β∈C.From(a),(b)andthefactthat

(B)colncides(A)inC[[2コ],wehave`

1・9(1十F)諸1・9(・ ・ 醤 ・吻)[々]・ ㈱)・

whereF一 麗 、 δ(・)・".F・ ・血(・)～(f),w・hζ ・・

1・9(1十F)一 濫")'…

By(9),weget

　 　 　

(1+Σ ∂@)9π)Σ ぴ@)9π=Σ π う@)zη.
%誰』1%=1π=1

Hencewehaマe(5).Thiscompletestheproof.

Thetheore魚with(2)leadsto,'

の　 　 び

F(7;κ)≡ Σ ρ(7;%)κ 解=∬(1一 κ勉)一ρ{7-1;物,囮<1.
π=0η2=1

Andbytheco『ollarywehave

(・)カ(…)一 譜 σ(・一…)蜘 一・)・ ・≧・・

wher6σ(7-1∫ ん)=Σd・ ρ(7-1;4),

4/々

Bel1[1コshowedthatP(7;%)η>1,isapolynomialofdegreeη 一1

inQ[7],andisdivisibleby7+1.Wecan$howherethefollowing

、



ワ
On .7曹foldpartitions・

a。d。 、¢,t。i。f。,田 。fi。finit。p,。d。 、t、 ヱ9

P。 。,。,ITI。。1.ρ(。;。),。>1,∫,砂 。脚 伽1。 ∫4、9。 、,1・-1勿

Q[7コ,¢%4∫54勿 ゼs乃16の7手1σ!π ≧・2)α π4の7+2 、(げ π》3).

Proof.Byinduρtionon 、.%.Clearlyρ(7;1)isapolynomialof

degfeeOin7.From(7)wehavethat

(8)4(々;%)一 ρ(々;%)一 ρ(ん 一1;の ,',

一 蓋僑 ・(・一・・ノ)ρ伽 一ブ)・贔 ⑭(・ 一・・の}

コ
isapolynomialofdegreeπ マ2inQ隣],if1》(ん;ブ)isofdegree

ゴー1f・ ・ ブ<・ ・H・ ・ceρ(・;・)-1』+Σ 、ζ'、礁 ・) .i・ap・ly・ ・mi・1

0fdegree%-1inQ[7].

Wecannowregard(7)asaformulabetween'polynomialsin究.

W・h・v・t・ ・h・wth・t〃(一1;・)-0@》2)・n⑳(-2;・)-0@》3)・

From(8)'.

ρ(一…)一 ・一 壱臨 ⑭(-1・ ・)・慰 ρ(一…)}

andsoヵ(-1;2)=0.Byinductionfrom2,_π 一1to%weget

ρ(-1;%)=1-(1/%)(Σ 弓;}1+1)=0.Sim玉larly

ρ(一…)一 一 券{
、濠 、・ψ(一 …)認 ・・ρ(一・・の}μ ≦・

塾

、 「 ・.d<π

derives1)(-2;2)=-1andヵ(-2;%)=0(%≧ ・3).

MoreoverWehave

PRoPosエTlgN2・ 丁加 ρo砂 πo勉 毎1ρ(7;%)∈Q[7]%>1,1Zαs魏 θ1θα4∫%9

… ガ ゴ吻 殉 一・/@一1P!・ ω厩 砺 ・ん》0・ ・解 姻'勿`勿'・9・7ε 媚

46抑24ゐ ツ

・・… ・e… 醤A諾,
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脚 アゆ766ゴs吻

・4… ㍉ 妻 伽 偏 ・〉・噛 .

吻 漉 ∠40=ノ11=1(sgε 耳.Netto[5]§63).

・・…L・ ・ρ(…+・)一 守 〆+… ・4・ ∈Q・T・ ・n

・(・-1・ ブ)一 謂

ゴ・ψ(・-1・ ・)一 ブ・て為,脚 …・

ρ(姻)一 藷 昌),・"一 ・-1+… ・

・綱 一{謬1舞 謡}・ ・一・+…・瞬

H・ncり(…)一{灰 。と、)酵{ll壽 ≠爺}・・一・『+…・瞬

・・ncea・w・11-k-
、亀 ・・一 瑞 ・ …eQ[・ ユ

Thuswehave・

且・ 一 隷(ゴ ・1)("71)且 μ ・一・一ブ ♂

一 堀("71)A{一 わ ・〉・・

カ(,;1)-1。 。dρ(・;2)=・+1imply且 。一 君 、-1.Thi・c・mpl・t・ ・毛h・p,。 。f.

…P・ ・1…n・'m6・ …h・ ・
、f・・f…d・

'

ρ(…)一(編{・ ・(・・一・)… 一…



On7-foldpartitions

andacertainformofinfiniteproducts2ヱ

Onthegther .handforfixed7,paticularlyfor7=1

ρ@)一 ρ(…)一 、論 ・xp(・俘

iswell・known(Har4y-Ramamujan[3]).Forthecaseof7=21the

auther[4]provedrecentlythefollowing

l・9ρ(・・の 一 誓 卿)一 ・+(1・9・)一 ・)・ ・(4(錨 需9")

π2π　
、610'9多z,

whereZ@)=log%一(3/2)loglogπ 十(1/2)log(π3/3).

2.Let{α(%)}%富1,2,」..beanycomplexnumbersequenceandbe

thetransformationsuchthat'

E:{α@)}→{6(%)},

wh。,e.∂(。)一 ・Σ 監 、。(の[ε 弓.・ .'・
、1・S1十2・S2十9,.=2ZZ巴1

wenotethatげ{α(%)}∫sα η 歪窺69θ7sε α%θ%cθ,魏 侃{6(箆)}∫sα ♂soα%

`、

z吻69〃s89%θ πc2.

Inthissectionweconsidertheinverseoftransfor募nationEand

I
theconverseofTheorem1,thatisfollowing

THEOREM2.Fo7σ πツ9勿 θπoo魏 ρ1θ κ π%窺 うθ7s四%θ πcθ ・

{∂@)}刎,2,一.16≠'圏

(・)・@)一 一
、.、1。,鳥.…=。(-1)丁 号(・1∴ τ ・・)・(・)s1… ・@)ε ・・

碗6 、76T=∫1+…+ε η ・

、肋4,1θ'

(10)π α(%)ニ Σ μ@/4)σ(4),dIπ
.
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磁7θ μ(η)・ゴ・ 漉gMδ 配%S加C伽.丁 伽 ま乃6'襯S∫ ・7伽 競

{6@)}→{α(η)}ゴs伽 伽"6γsθ ・ノE.〃{6@)}`sα 卿%'9967sθ α%6%・ θ

伽%{α(%)}25α1soα%勿 渉69θ〆Sθ σ勿θ%oθ.1抽(2)=1+Σ 溜1う(π)9ηs
.

7θ9%1α7α 畷 肋Sπ02ε70∫ πlgl<R。 伽 η

　

(11)・
.ぬ(・)㍉ 駈 、(1-・ 甥)「鰍 ・`1・1〈mi・(1・R・)・ 、

」

認 げ伽 ・蝦 伽4S∫4・ ・∫(11)α%4Σ 溜 、α@)・"… 饗 ・・助 ・吻

勉 α7zツco卿ρασ渉s励s6'1)o∫{9∈C;lgl<血in(11～o)}.ハ4∂7θo"67zσ θゐαηθ

(12)一(吻 一・}・∫
国.ρ!、揚 μ(饗δ))髪 ξ藷1・・,

吻 … ρづ・・カ・・伽 ・・遡 う… 励 漉伽 くmi・(1,Ro)・ド
Proof.Itiseasyfゴom(4)gr(5)that'thetransformationEis

invertible.Itisalsoeasyfrom(4)bymathematical .』inductionthat

ifう(%)areintegersforallπ=1,2,_thenE-1う(%)arealsointegers

f・・all・ ・w・ ・h・ll・h・ 煎E-}δ(・)一 ・(・)・‡・・gi・ ・n{・(・)}by(9)・nd

(10).Itissufficient.toshow .(5).Ffom(9)wehave

π6@)一 σ@-1)∂(1)一_一 σ(1)∂(%-1)

一 頭 か 崇1
、.,、,.,鳥,。....彿(一 ・)・'弗(・ 、'・忽1・ 窺')

×6(重)3・'… ゐ(切3〃2ノ ゐ(%一 吻

=%6@)+Σ'ゐ(1)s1… う(%-1)sπ 一1

1・s選 ・s2+…+(η 一psπ 一・覗 』

×
1轟.、(一 ・)・一工 饗(・1・...・ ・覆 三}… ・殉,

s翅≠o

whereT'一 ・・'+・ ・'+・ ∴ ・・dT-・ ・ナ・・+… ・W・h・v・
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an"acertainformofinfiniteproducts・23

噛

、謁 一、(一 ・)・一・ 饗(・1・ ・・… 霧三}… ・s・-1)

3〃　≠o

-一(一 ・)・T(暑 一 、)(・ 、,一τ・"-1)、 認 一、(圃 ・初

一 一(一 ・)・ 号(・ 、,・.孔 。.1)9'

Thuswehave '
』%δ(%)

「 ・@-1)う(1)一 一・ 一 ・(1)∂@-1)

一 一
1.、、。..為.、 。。。(一 ・)丁 号(・1・ 烈 …)・(・)s1… ・@)s〃

=σ(%).

Theequationσ@)=Σdlπ4・ α(のisobtainedfrom(10)byM6bius

invertionformula.Wemustsh6w(11)and(12)。Sinceぬ(の=・

1+』 Σ ・曽・ ∂@)・ 解irreg・1・ ・a・dhas1・ ・ze・ ・i・1・1<尋 ・

'

(・3)鼠 ・ω ・・一 畿 器 一 濃1多)一 ・(・)・-

isreg・1・ ・i・1・1<R。.L6・1・iζ ρ如i・(1μ ～。)・・dζbea・ ・mp1・x

numberwhichhastheabsolutevalueρ.Thenwe'have

墾 一9警)・愚(・(ζ)昂響)・ 当 ・

Thisseriesisuniformlyconvergentonlζ1=ρ.HencebγCauchy's

theoremwehave

、

(・4)・(・)一'2}・ ∫1、1岬 讐1・ ζ

一撮 ・昂 ・@/・){・}Jl
ζ1ぷ ・ζ}
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一 愚 ・・(・)、`
、。,1・km・ ・(・,R・)・.

The1毎stLambertseries6f(14)andsoΣ ぷ1α@)9ηconvergeら
、uniformlyinanycompactsubsetDof{2ξC;[gl<min(1,。Ro)}.

SinceEα@)=6@),byTheoremlwehave円

.'乃(,)一 監(1-、 勉)一 ・・禰

〃2=1

andrighthandsideconvergesuniformlyin1).(14)Ieads(12).This

completestheproof, .・

Remark.、Let{6@)}and{σ@)}betwocomplexnumber

sequences.Thenwegetthatthefollwingthreee向uationsare

equivalent:

(i)%δ(π).=σ(%)+σ(π 一1)う(1)+...+σ(1)う(π 一1),
}1

(ii)・(・)㍉
,、.,.§.....調 ご,li≡;畿 轟,

(iii)・@)一 一
、.,1+,.§..._(一 ・)丁 号(・1・ ・忽 ・。)・(・)・1… … ・(・)・・,

v》hereτ=s1+…+sπ.

Theequ.ivalencyof(i)and(iii)isalreadyshown.Weshall

曲ow(ii).From(13)wehave

ヨ

(・5)r・(・)一 ・xp∫gl9≧ ・・,

0

where乃(g)=1十 Σ 潔1∂@)1zπandg(g)=Σ 擢1σ@)gη,ifΣ 潔1σ@)gη

hasapositiveorinfiniteradiusRofconvergence.'UsingFaadi● 「
Bruno'sformulafor(15)weget(ii),if1～>0。Sinceろ@)isdetermind

onlybyσ(1),_,σ(%)from(i)inthecaseof1～=0 .宙eget(ii),

陶



蟹

。副 。1dp。,,、 、、。。1

・辞dace・ ・・・・ …m… ぬ・・・…p・ ・d・… 』25

consideringtheseqμecne

占(1)_,σ(%),0,0,..'

i。,tead'。f{。@)}.."

}
E冬 ・m・1e「 「2・1.Lr・ ・(・)∠ ・.F・ ・m(1・),(・5)and(i量)w・h・v・

・xp1皇
。一 ・ ・ 愚 ・㌦.。,、 譲,,。 …,、,哉!

=宣(1_2〃3)一 壱 Σ41〃3μ(〃2/4)4
・窺=1

一 豊(1一9祝)一 卿 彿'1。1<1,
〃』1

where甲(卿)ist阜eEuler'sfunction.

旦・・m・1・2'…L…(1)-1・ ・(2)一 ・(3)一 … 〒0・1・thi・ca・ew・h・v・

… 一 ・ ・ 愚 叢 一 暴(・ 一・ぺ1糊 ・1・k・ ・

璋 ・mp1・2・3・L・t

、(の=1+ゐ 、z+.;.+δ π9π(δ π ≠0)

=(1一 α、9)__(ト α〆).

1。lhi、ca、ew。h。ve

、(、)一 霊(1-。 彿)÷ Σ・1駕 ・吻/・)(一 ・・),
〃3=1

、

周 くm'・(1,1α1}1,_,1α π「1),

where

-。4-。 、4+_+4

!

「
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㍉ 、、+.澤_。.、(一 ・)弓(・1・2…)、 …1… ・髭…

Tニs、+_+sη.

Example2・4.
Lρ

,

　'

s1n2=9■(1-9甥)・ 爾 ∴lgl.<1,,

,"z=1 ,

where

.・ ω 場 昴(鑑 ・死 ・・@/・・)

B4iSthe4・thBernoullinumber,thatisdefinedby

・ ・… 一 ・ 一 愚 器 ・…1・1<・ ・ .
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