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FENETRE GLISSANTE GENERALISEE: Le GSW RLS
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Nous présentons un nouvel algorithme des moindres car-
rés récursif (RLS): le GSW RLS. Cet algorithme utilise
une fenétre généralisée constituée d’une fenetre exponentielle
pour les L données les plus récentes puis d’une fenétre ex-
ponentielle de méme facteur d’oubli mais atténuée pour le
reste des données. Nous donnons ’analyse asymptotique au
second ordre pour deux types de variations du canal (marche
aléatoire et processus autoregréssif d’ordre 1) et nous prou-
vons que le GSW RLS posséde une meilleure capacité de
poursuite que les algorithmes RLS classiques.

1 INTRODUCTION

Dans ’état de I’art actuel, deux types de fenétres sont util-
1sés dans les algorithmes des moindres carrés récursifs : La
fenétre exponentielle (algorithme WRLS) et la fenétre rect-
angulaire (SWC RLS). L’algorithme SWC RLS poursuit
mieux les variations brusques d’un systéme variable dans
le temps. Ceci s’explique intuitivement par le fait que la
fenétre rectangulaire permet d’oublier le passé de facon plus
prononcée que ne le fait la fenétre exponentielle. Par ailleurs,
I’algorithme de projection affine (AP) qui a été récemment
introduit posséde une meilleure capacité de poursuite que
celle des algorithmes RLS. Cette supériorité vient du fait
que cet algorithme utilise une fenétre rectangulaire de taille
plus courte que la taille du filtre. L’algorithme AP résout
un systeme d’équations sous-déterminé alors que les algo-
rithmes du type RLS résolvent un systéme d’équations sur-
déterminé. La capacité de poursuite est d’autant meilleure
que cette fenétre est courte mais il y a une limitation & ce
raisonnement car la vitesse de convergence de 1’algorithme
devient plus faible lorsque la taille L de la fenétre diminue.
Il est bien connu par exemple que la vitesse de convergence
du NLMS (algorithme AP avec L = 1) est mauvaise pour
un signal d’entrée corrélé. D’autre part, l'algorithme AP
peut donner de mauvais résultats a cause du phénomeéne
d’amplification de bruit dont ’origine est le mauvais condi-
tionnement de la matrice de covariance d’ordre L estimée
sur une fenétre de taille N (N est l'ordre du filtre).

We derive a new RLS algorithm: the GSW RLS algorithm.
This algorithm uses a generalized window which consists of
an exponential decay for the first L lags and the same but
attenuated exponential window for the rest of the data. We
analyze the steady-state EMSE with two kind of variations
for the time-varying optimal filter coefficients (random walk
and autoregressive process of order 1) and prove that the
new algorithm performs a better tracking than the classical
RLS algorithms.

Dans ce papier, nous présentons un nouvel algorithme RLS:
le GSW RLS qui généralise les algorithmes WRLS et SWC
RLS. Cet algorithme utilise une fenétre généralisée composée
d’une fenétre exponentielle pour les I données les plus ré-
centes puis d’une autre fenétre exponentielle de méme fac-
teur d’oubli, atténuée par un facteur 1—«. Avec cette nou-
velle fenetre, il devient possible d’approcher la capacité de
poursuite de 'algorithme AP (L peut étre plus faible que
Pordre du filtre), tout en gardant la convergence du type RLS
(Palgorithme résout un systéme d’équations sur-determiné).
De plus, le probléme de 'amplification de bruit est résolu a
cause de la queue exponentielle de la fenétre. L’algorithme
GSW RLS a la méme structure et complexité que le SWC
RLS. Nous en présentons une version rapide numériquement
stabilisée. Par la suite, nous donnons les résultats d’analyse
asymptotique au second ordre dans les cas ou le canal varie
selon un modéle de marche aléatoire ou selon un processus
autorégressif d’ordre 1 (AR(1)) et dans le cas ol le signal
d’entrée est un bruit blanc Gaussien. Ces analyses mon-
trent la supériorité en terme de capacité de poursuite de la
fenétre généralisée. Elles font ressortir aussi, la supériorité
de la fenétre exponentielle sur la fenétre rectangulaire, ce qui
de prime abord constitue un résultat étonnant.

2 L’ALGORITHME GSW RLS

Le filtre transverse adaptatif Wy ; forme une combinaison
linéaire des N échantillons consécutifs du signal d’entrée
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{x(i—=n),n =0,..., N=1} pour approximer ["opposé du sig-
nal désiré d(¢). Le signal d’erreur résultant est donné par

en(ilk) = d(i)+ Wi Xn(i) = d(i) + Z_: Wikt a(i—n)

n=0
(1)
o Xy()) = [ef(i)a®(i=1)- 2" (i=N+1)]" est le
vecteur de régression et H 1’opérateur de transposition et
conjugaison complexe. Dans D'algorithme RLS, les N coef-

ficients du filtre Wy = [WJ{,k - WJJ\\;k] sont adaptés de
maniére a minimiser récursivement le critere des moindres
carrés sulvant

Ev(k) = ZAk‘iIIEN(iIk)IIQ ) (2)

ot A € (0, 1] est le facteur d’oubli exponentiel, ||v||i =vAvH
[l = ||.ll;- D’un autre coté, I'algorithme SWC RLS min-
imise récursivement le critére suivant

Eve(k)y=" D Alen (k)P (3)

i=k—L+1

ou la longueur L de la fenétre rectangulaire doit étre plus
grande que 'ordre du filtre, auquel cas, la matrice de covari-
ance du signal d’entrée est inversible. Considérons main-
tenant le critére associé a la fenétre généralisée w;:

k .
. Moo0<i<
fN,L(k)IZ?k—i llen GO, wi = {(1—a)x' s

(4)
Ce nouveau critére généralise les critéres des algorithmes
RLS et SWC RLS. En effet, nous retrouvons le critére du
RLS (2) a partir de (4) en prenant & = 0 et celui du SWC
RLS (3) & partir de (4) quand o = 1 et A = 1.

Soit Wiy 1 & le filtre optimal calculé pour la nouvelle fenétre,
la minimisation de (4) donne

Wnr= _PJJ\L{L,k RJ_V}L,;C ; (5)
ou
k—L ) k )
Rypx = (1=a)) MTIXN(XF () + D AT X () XF(0)
i=1 i=k—L+1
k—L ) k )
Pypk = (1=a)> M XN (0)d (@) + D N Xn()d (i),
i=1 i=k—L

(6)
sont respectivement la matrice de covariance et le vecteur
d’intercorrélation échantillons qui vérifient les récurrences

RN 41,k ARN, L k-1 + Xn (k)X (k) (7)

= RN,L,k — Oz/\LXN(]C—L)XJ{fI(k—L)

Pyirtir = APnrp—1+Xn(k)d? (k) (8)
= PNVLyk—Oz/\LXN(]C—L)dH(k—L) .

A partir de (7) et (8), nous utilisons 2 fois le Lemme
d’Inversion Matriciel (LIM) pour arriver a une solution
récursive dans le temps. Une premiére étape consiste en une
mise & jour sur lordre et le temps : (k—1,L) — (k, L+1),
étape similaire & celle du RLS classique et est suivie par une

mise & jour sur ordre (k, L+1) — (k, L).
En utilisant ( 5) et (8), on a

W LrRNLE = WNIri kRN Lp1p—aX X d(k—L)XN (k—L).
(9)

En écrivant Ry r41 % en fonction de Ry 1 g, (9) devient
Wik =Wnrtir+aXvnro(k)Dyryie , (10

ot vy L41(k) = d(k—=L)+ Wiy 41,5 Xn (k—L) et Dy 414 =
—XJ{,I(/C—L)RJ_\,}LV,C sont le signal d’erreur & postériori et le
gain de Kalman a priori associé. Appliquons alors le LIM &
(7), nous obtenons

RJ_V,lL,k = RJ_V,lL+1,k_DJg,L+1,k51_V,1L+1(k)DN,LH,k ;o (1)

avec DN,L+1,k = —XJ{,I(]C—L)RJ_V}L_I_L]C et 6N,L+1(k) =
a~ AL Dy 41,5 Xn(k—L) le gain de Kalman a postéri-
ori et la variable de vraisemblance. Par ailleurs, il est facile
de montrer que Dy 415 = oz_l/\_L(sK,ylL_I_l(k)DNyL{_lyk
et que lerreur a priori est V%,L+1(k) = dk-L) +
W rXn(k—L) = Oz_lx\_L(SKT}L_H(/C)I/NyL_H(/C). En asso-
ciant les équations obtenues avec celles de la partie mise a
jour sur 'ordre, nous obtenons les équations du GSW RLS

Cnpp = —ATXF (R RV, 2y
'VJ_V,lL(k) = 1- éN,L,kXN(k’)
vp(k) = d(k)+WnLe-1Xn(k)
enc(k) = ey (k)ynL(k)
Wnir+1xr = Wnrp-1+ éN,L,kGN,L(/C)
RJ_V,lL+1,k = ’\_1RJ_V,1L,k—1_éJ{TI,L,kPVN,L(k)éN,L,k

Dyryir = _XJ{TI(]C_L)RJ_V}L+1,IC (12)

énrri(k) = o 'ANTF — DyryipXy(k—L)
vnr+1(k) = dk—L)+ Wy 413 Xn(k—1L)
V%,L+1(k) = O‘_l’\_L‘SKf}L+1(k)VN,L+1(k)
Wyner = Wnrsie+ a/\LDN,L+1,kVﬁ77L+1(k)
RJ_V,lL,k = RJ_V,lL+1,k_DJ}\{,L+1,k(SJ:f,lL+1(k)DN,L+1,k :

L’algorithme est initialisé avec Ry 1,0 = pf, p étant un nom-
bre réel positif relativement petit. L’algorithme GSW RLS a
la méme structure que ’algorithme SWC RLS. Sa complex-
ité est en O(N?) opérations. L’exploitation de la structure
de déplacement de I'inverse de la matrice de covariance per-
met de dériver une version rapide du GSW RLS que nous
donnons dans la prochaine section.

3 L’algorithme GSW SFTF

La dérivation d’un algorithme rapide est rendue facile du fait
que le GSW RLS a la méme structure que le SWC RLS dont
une version rapide stabilisée est donnée dans [1]. En utilisant
ces résultats, nous donnons l'algorithme GSW SFTF, une



version rapide numériquement stabilisée du GSW RLS

(AN,L,kaij_v,lL(k)a6N+1,L,k,71_vj.1,L(k))
=fuv (AN,L’,k’,/\_la]_\f}Ll(k/), [0 fCV'NVL’k/] aPVJ:f,sL(k)’XN*'l(k))
(BN,L,k,ﬁN,L(/C), [éN,L,k 0] ,’VJ_V,SL(]C))
=fp (BN,L',k',/WN,L'(/C/),5N+1,L,k,’YJ_VL,L(]C),XNH(/C))
(AN,L',k, OZJ_V}L/(/C), f)N+1,L,ka _3}9\74_17[,(]6))
=Juv (AN,L,k,Oq_v,lL(k), [0 f)N+1,L,k’] ,—gfv,L(k),XNH(kL))
(BN,L',k,ﬁN,L'(k), [f)N,L,k 0] ,—gjsv,L(k))
=/p (BN,L,k,ﬁN,L(/C),f)N+1,L,k, —gfv+1,L(k),XN+1(/€L))
k pair: v p(k) = adNTETLSS (k) By, (k)agy, 1 (k)
on,L(k) = 65 (k)
kimpair: o5 (k) = aANHE= 198t (k) By, o (k) (k)
Tap (k) = 757 (k)
WLk, enc(k)=fs (WN,L’,k’aCN,L,ka'YN,L(k)ad(k)aXN(k))
(WN,L',k, —Oé/\LIVN,L'(/C))
=fs (WN,L,kaf)N,L,ka —gJ_V}L(k),d(kL),XN(/CL)) ,

(13)
ou k' = k—1, L = L—1, kg k—L+1, DN,L,k =
Al_LDNVLyk et (SNyL(]C) = /\_Z(L_l)(SNVL(]C). AN,L,k et
Bn,r,r sont les filtres de prédiction avant et arriere et
an (k) et fn (k) les energies des erreurs de prédiction cor-
respondantes. Pour la définition des transformations fir, fp
and fj, on pourra se reporter & [2]. La complexité du GSW

SFTF est de 16N operations, qui est aussi celle du SWC
SFTF.

4 Analyse des performances

Nous nous proposons de donner une analyse des perfor-
mances de algorithme GSW RLS dans le cas général d’un
canal variable dans le temps. Pour ce faire, nous considérons
deux modéles de variations: dans le premier, le filtre opti-
mal est un processus AR d’ordre 1 et le second modéle est
un modele du type marche aléatoire. Dans [3], nous donnons
aussi ’analyse de ’algorithme dans le cas d’une variation de
canal selon un modéle & moyenne ajustée.
Dans ce qui suit, nous notons Wy 1, le filtre estimé et Xp,
le vecteur de régression a l'instant k. Considérons le modéle
d’identification classique pour le signal désiré:
d(k) = Wy 1 X + n(k) (14)
ot n(k) est une séquence i.i.d. Gaussienne, centrée et de
variance o2 (n(k) ~ N(0,02)) et W3 i est le filtre optimal
a 'instant k. Notons wy, les coefficients de la fenétre utilisée.
A partir de (5) et (14), il est possible d’exprimer le vecteur

déviation Wy = Wy + W5, comme

WN,k = (Z w; (A i Xp—i + nk—i)Xk—i) R;Y O (15)
i=0

on Ap; = Wj{,yk — Wj%,k—i—r Soit 'OV}, la matrice de

covariance du filtre déviation: C'OV, = EWJ{{,CWNV;C. En

supposant que k est assez grand pour que Ry =~ ERy; =

(Z wi) R = 771R et en utilisant le fait que EW{IW;C
i=0

EXEHVZ|XW{IW;€, on trouve

%]
§ : -1

wiw]'C'iyj TR s
3,7=0

COVy =T1R™ ' | o2 Z w?R +
i=0

(16)

ou Ci,j = EXk_iX]?_iA(i,j)Xk_]'XlgI_j et A(Z,j) =
EAfZ»AM. Dans le cas ou Xj est un vecteur réel Gaussien,

1l vient

Cij = RAG )R+ Ty A )Ty + Tivjtr (Ti - A 7))
(17)
avec T;_; = EXk_Z'XkT_]».
En supposant l'indépendance statistique entre Xp_; et
W, Verreur quadratique moyenne (EQM) est donnée par

var(eh (k) = o2 +tr (RCOVi_1) (18)
= UZ—l—NO’Z Z@]Z—I— Z ﬁ;iﬁjtr (CZ'J'R_l)
j=0 i,j=0
avec w; = Tw; . L'EQM (18) est composée de deux ter-
mes: le premier &, = (1+ N> 2 ;)02 est la contribu-

tion du bruit de sortie alors que le second terme & =
(o]

Wiw;tr (C'm'R_l) est du & la variation du canal. Pour
3,7=0
les trois algorithmes WRLS, SWC RLS et GSW RLS, PEQM

due au bruit est:

GSWRLS : o (14 NighLialasan®)
WRLS ol (14 N2) (19)
SWCRLS ol (1+ %)

Il faut noter que 'EQM due au bruit du WRLS peut étre
obtenue a partir de celle du GSW RLS pour o = 0. Il en est
de méme pour le SWC RLS quand aa = 1 et A — 1.
Pour la suite de ’analyse, nous considérons le cas ou ’entrée
est un bruit blanc de variance o2 et A(4, j) est une matrice
diagonale, il en résulte que

fw =0y Y wiwi(L+ (N +1)6 )tr (AG, 7)) (20)

3,7=0

Nous allons maitenant examiner le cas ot le canal varie selon
un processus AR(1).

4.1 Variation du type AR(1)

Considérons le modéle de variation AR(1) du filtre optimal
suivant:

Wl%,k = pWJ(if,k—l + 2 s Z NN(O,(l—pz)sz) ) (21)

Dans ce cas, A(4,j) = 7 (1 + pli=il = pitt pj‘l'l) 1.
D’aprés (20), il s’en suit que PEQM due & la variation du
canal pour les algorithmes WRLS et SWC RLS sont

No2o2 — 1—p(24X2) | 2(N+1)(1—
WRLS mir (14he (AR 2NN =0 ) )
SWCRLS ey (L2N + L+ 2)—

(=p")(N+L+1) | L(1=p%)=2p(1=p")
2p 1=p + (1=p)*



N

~n
=
T

N
kN

AN SWC RLS

B
g
]
8
s

3
c
S
k]
8
2

=
© -
s

3
H
]
£
g
]

2
s
3
4

o

= N
@ ~ N
T T
!

[
ey
T

WRLS

I
IS

L GSWRLS

N

o 0“2 0‘3 Oiz:]esajug;gment dOL:GaU bfLH(O‘7 018 0“9 !
Figure 1: Courbes de désajustement pour une variation
AR(1) du canal (N = 50, ¢2 = 02 = 0.01, 02 = 0.1 et
p=.99).

L’expression de 'EQM due a la variation du canal pour la
fenétre généralisée dépend de la valeur de p. Quand p # A,
elle vaut

No2o2(1=2)? 1—ax®

1+oz(oz—2))\2L
(1—aAb)*(1-p?) ((2N +3) T=x2 + (1—>\)L
—ark 1—a(p)t ala=2)(pA?
(11_§ -2 1_(Z>\) )—2(]\7—1—1)p71_p>\2

_ _2(L-1) 11— L-1
(a4 = i)
(23)

¢w =

quand p = A, elle est donnée par

¢w =

NoZo2(1-2)? 1—art L 1—ar?k
(i—arD)? ((1—A><1+A> (1—6“ — 2595 )
2N434 Q)AL 21-22E-D31-a)22%E

LTSy A eV (Y

1+a(a—2 A3
2N+ T )

(24)
avec Q(a) = (2N+3)a?—2(2N+L+3)a+2. Nous donnons
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Figure 2: EQM totale de l'algorithme WRLS pour dif-
férentes valeurs de p (N =50, 02 = 02 = 0.01 et 02 = 0.1).

en Fig.(1), les courbes des désajustements des EQM dues
a la variation du canal en fonction des désajustements dus
au bruit pour les trois algorithmes. La courbe associée au
GSW RLS est obtenue en minimisant par rapport a A et L,
le désajustement du a la variation du canal. La valeur de «
étant obtenue en fixant une valeur de désajustement du au
bruit. Il ressort de ces courbes que la fenétre généralisée est
la meilleure. Il apparait aussi que la fenétre exponentielle
possede une meilleure capacité de poursuite que la fenétre
rectangulaire. Sur les figures (2) et (3), nous donnons les
EQM totales pour les fenétres exponentielles et rectangu-
laires en fonction respectivement de A et de L et ce, pour

EQM totale

0.32

Figure 3: EQM totale de I’algorithme SWC RLS pour dif-
férentes valeurs de p (N = 50, 02 = 02 = 0.01 et 02 = 0.1).

différentes valeurs de p. Ces courbes montrent que lorsque la
variation du canal optimal devient relativement rapide (p <
0.98), 'EQM devient strictement décroissante en fonction
de A (resp. L). Dans cette situation 'EQM a pour limite
quand A —1 (resp. L —o0) la variance du signal désiré:
var(d,) = o2 + J\Kipif Nous retrouvons par contre, le
comportement classique des algorithmes adaptatifs pour des

variations plus lentes du canal (p > 0.98).

4.2 Variation du type marche aléatoire
Dans le cas de la marche aléatoire, le filtre optimal vérifie

Wi =Wioor +Z(k) , Z(k)iid ~N(0,671) . (25)
et A(4,j) = min(i+1, j+1)e?1, ce qui donne pour (20)

GSWRLS % ((N_|_2)a(2—c8:\j;)€2(/\)+1 _ 2ai}f\(,\)
+2(1—a) LA2E=1(1=X) + 2APW>(;<+1A—)g(>fj§§+le<x>)
WRLS  : Nolgt 2T NUIZA
El +A)° (1=
SWCRLS : No2o?LT 1)(3]z+ 2L +4)

(26)
avec 0(A) = LA?2—L—1,P()) = 1-LAL"14(L—1)AL. Nous
avons determiné les parameétres optimaux de la fenétre
généralisée. Les calculs montrent que celle-ci posséde une
meilleure capacité de poursuite mais I’amélioration apportée
est nettement mois importante que celle obtenue dans le
cas de la variation AR(1) du canal. Dans le cas de la
marche aléatoire, la fenétre exponentielle présente aussi une
meilleure capacité de poursuite que la fenétre rectangulaire.
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